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受约束 Vacco系统的几个 Noether定理
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摘要:研究受约束 Vacco系统的 Noether 对称性.基于受约束 Vacco 系统在 r-参数有限变换群

Gr 的无限小广义准对称变换下的不变性 ,给出了受单面约束的 Vacco 系统的 Noether 定理及其

逆定理.受双面约束的 Vacco 系统的 Neother定理为该定理的推论.最后给出一个算例说明了结

果的应用.
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Abstract:The Neo ther symmetry fo r Vacco systems w ith const raints is studied.Noether' s theorem

and its inverse theo rem of Vacco systems w ith unilateral const raints are given , which are based upon
the invariant properties by int roducing the generalized quasi-symmetry of the infinitesimal t ransfor-

mation for the transformation group G r of r-parameter.And Noether' s theorem dealing w ith the
Vacco sy stem of bilateral const raints is its corollary.An example to illustrate the application of the
result is given.
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近年来 ,约束力学系统的对称性与不变量的研究引起了力学 、物理学和数学工作者的高度重视.对称

性不仅能帮助人们求得所研究问题的解 ,也可以帮助人们去寻求新的运动规律.我国学者张毅 、梅凤翔[ 1]

率先将广义的 Neother定理从双面约束系统推广到单面约束系统 ,建立了单面约束系统的 Neo ther 理论.

1990年郭仲衡
[ 2]
在证明了对于一阶非线性非完整约束 d-δ运算是可以交换的之后 ,对虚位移不引入 Ap-

pell- etaeb定义 ,得出一种新型方程的形式与 Vacco 动力学方程相同 ,引起了分析力学研究者的很大兴

趣 ,并相继取得了一系列的研究成果[ 3 ～ 7] .本文通过引进 r-参数有限变换群 Gr 的无限小变换的广义准对

称概念 ,研究并给出受单面约束的 Vacco系统的Noether 定理和Noether逆定理.由于受双面约束的Vacco

系统的 Noether 定理可作为本文定理的推论 ,因此本文的研究更有普遍意义.

1　受约束 Vacco系统的 Noether 定理

研究由 N 个质点组成的力学系统 ,其位形由 n 个广义坐标 qs(s =1 ,2 , …, n)确定 ,系统的运动受如

下单面 Vacco 约束:



　　 β(t , q , ﹒q)≥0　　β =1 ,2 , …, g (1)

则系统的运动方程可写成(本文约定重复脚码表示求和)

　　 d
dt
 L
 ﹒q s
- L
 qs
= Q″s -λβ

d
dt

  β
 ﹒qs
-
  β
 qs

-﹒λβ
  β
 ﹒qs
, λβ ≥0 , λβ β =0

　　　　s =1 ,2 , … , n ;β =1 ,2 , … , g (2)

式中 , L 为系统的 Lag range函数 , Q″s 为非势广义力 , λβ 为约束乘子.如果系统受约束 ,则  β(t , q , ﹒q)=0 ,

如果系统脱离约束 ,则  β(t , q , ﹒q)>0 ,此时 ,式(2)的第 1组方程右端的后 2项为零.引进一般形式的 r-

参数有限变换群 Gr :

　　
t
＊ =g0(t , qk , ﹒qk , bα)

q
＊
s =g s(t , qk , ﹒qk , bα)

　　s , k =1 ,2 , … , n ;α=1 ,2 , …, r (3)

式中 , bα(α=1 ,2 , … , r)为独立参数 ,对应的无限小变换为

　　t ＊ = t +Δt , q ＊s (t
＊)= qs(t)+Δqs　　s =1 , 2 , … , n (4)

或其展开式为

　　t ＊ = t +εαξ
α
0(t , q , ﹒q), q

＊
s (t

＊)= qs(t)+εαξ
α
0(t , q , ﹒q)　　s =1 ,2 , … , n ;α=1 ,2 , …, r

(5)

式中 , εα为无限小参数 ,具有一阶小量.

首先 ,若系统受约束 ,即  β =0 ,构造积分

　　A =∫t
1

t
2

[ L(t , q , ﹒q)+λβ(t) β(t , q , ﹒q)] dt (6)

式(6)在变换前后的差为

　　A(γ＊)-A(γ)=∫t ＊
1

t
＊
2

[ L(t ＊ , q＊ , ﹒q＊)+λβ(t
＊) β(t

＊ , q＊ , ﹒q＊)] dt -

∫t
1

t
2

[ L(t , q , ﹒q)+λβ(t) β(t , q , ﹒q)] dt (7)

式中 , γ, γ＊分别为给定曲线与邻近曲线.[ t ＊1 , t
＊
2 ] 为与原积分区间[ t 1 , t 2] 相对应的积分区间 ,将其对 ε

的主线性部分精确到一阶小量部分 ,记为 ΔA ,因为

　　dt ＊ =d(t +Δt)=d t[ 1 +(Δt)·] (8)

则得

　　ΔA =∫
2

1

 L
 t
Δt + L

 qs
Δqs +

 L
 ﹒qs
Δ﹒q s +﹒λβ βΔt +L(Δt)

·+λβ β(Δt)
·+

　　　　 λβ
  β
 t
Δt +

  β
 qs
Δqs +

  β
 ﹒qs
Δ﹒qs dt (9)

考虑等时变分与非等时变分的关系 ,并考虑式(5),得单面约束条件下 δqs 满足

　　δqs =εαξ
α
s -εα﹒q sξ

α
0　　s =1 ,2 , …, n (10)

因此 ,式(9)可写为

　　ΔA =∫
2

1

d
dt
(L Δt +λβ βΔt)+

 L
 qs
δqs +

 L
 ﹒qs
δ﹒qs +λβ

  β
 qs
δqs +

  β
 ﹒q s
δ﹒qs d t (11)

根据 H9lder 定义 ,无论完整或非完整系统 ,全部等时变分都采用下面的交换关系:

　　δ﹒qs =
d
d tδqs　　s =1 ,2 , … , n (12)

将式(12)代入式(11),并根据式(5)得

　　ΔA =∫
2

1
εa

d
dt
Lξα0 +λβ βξ

α
0 +
 L
 ﹒q s
 ξαs+λβ

  β
 ﹒qs
 ξαs -

d
d t
 L
 qs
- L
 qs
+λβ

d
d t

  β
 ﹒q s
-
  β
 qs

+﹒λβ
  β
 ﹒qs

 ξαs dt (13)

式中 , ξαs =ξ
α
s -﹒q sξ

α
0 , s =1 , 2 , … , n.

其次 ,若系统脱离约束 ,即  β >0 ,同前面进行类似的讨论 ,可得
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　　ΔA =∫t
1

t
2

εα
d
d t
Lξα0 +

 L
 ﹒q s
 ξαs -

d
d t
 L
 ﹒qs
-
 L
 qs
 ξαs d t (14)

于是 ,可得到下述定理.
定理 1　对受单面约束  β =0的 Vacco系统 ,如果有限变换群 G r 的无限小变换式(5)是广义准对称

变换 ,则系统存在 r 个函数独立的第一积分 ,即

　　　　(L +λβ β)ξ
α
0 +

 L
 ﹒qs
+λβ

  β
 ﹒qs
 ξαs +G

α(t , q , ﹒q)=Cα　　α=1 ,2 , … , r (15)

证明 　因无限小变换式(5)是广义准对称变换 ,故有

　　ΔA +∫t
1

t
2 d
d t
(ΔG)+Q″sδqs dt =0 (16)

式中 , ΔG =εαG
α.将式(13)代入式(16),注意到式(2)的第1组方程 、εα的独立性及积分区间[ t 1 , t 2] 的任

意性 ,得

　　
d
dt
(L +λβ β)ξ

α
0 +

 L
 ﹒qs
+λβ

  β
 ﹒q s
 ξαs +G

α =0　　α=1 , 2 , … , n (17)

或者

　　(L +λβ β)ξ
α
0 +

 L
 ﹒qs
+λβ

  β
 ﹒qs
 ξαs +G

α=Cα　　α=1 , 2 , … , n (18)

同理可证对受单面约束  β >0的 Vacco系统 ,如果有限变换群 G r 的无限小变换式(5)是广义准对称
变换 ,则系统存在 r 个函数独立的第一积分 ,即

　　
d
dt Lξ

α
0 +
 L
 ﹒q ξ

α
s -

d
dt
 L
 ﹒qs
-
 L
 qs
-Q″s  ξ

α
s =-

d
dtG

α
　　α=1 ,2 , …, n (19)

定理 1可称为受单面约束的 Vacco 系统的Noether定理 ,利用该定理可以由已知对称性求出系统的守
恒量.需要指出的是 ,由于式(1)为不等式 ,则无限小变换的生成函数需同时满足 2组方程(17)和(19).

因此 ,与受双面约束的 Vacco 系统相比较 ,受单面约束的 Vacco系统无限小变换生成函数的选择范围

变小 ,守恒量数目也相应减少.

r =1 ,定理 1退化为如下推论.

推论1　对于受单面约束的Vacco系统(1)、(2),如果有限变换群 Gr 的无限小变换的生成元ξs , ξ0 ,及
规范函数 G 满足

　　

d
dt
(L +λβ β)ξ0 +

 L
 ﹒qs
+λβ

  β
 ﹒qs

 ξs -
d
d t
 L
 ﹒qs
-
 L
 qs
-Q″s +

　　λβ
d
dt

  β
 ﹒qs
-
  β
 qs

+﹒λβ
  β
 ﹒q s
 ξs =-

d
d tG

d
dt
Lξ0 +

 L
 ﹒qs
 ξs -

d
dt
 L
 ﹒qs
-
 L
 qs
-Q″s  ξs =-

d
dt
G

　　α=1 , 2 , …, n (20)

则系统存在守恒量

　　(L +λβ β)ξ0 +
 L
 ﹒qs
+λβ

  β
 ﹒qs
 ξs +G =const (21)

若系统受如下双面 Vacco约束:

　　 β(t , q , ﹒q)=0　　β =1 ,2 , …, g (22)

则定理 1退化为如下推论.
推论 2　对于受双面约束的Vacco系统 ,如果有限变换群 Gr 的无限小变换式(5)是广义准对称变换 ,

则系统存在 r 个形如式(15)的线性独立的第一积分.

推论 2在文献[ 11] 中也曾给出.

如果系统不受约束 ,则由定理 1可得如下推论.
推论 3　对于双面理想完整非保守动力学系统 ,如果有限变换群 Gr 的无限小变换式(5)是广义准对

称变换 ,则系统存在 r 个形如式(15)的线性独立的第一积分.

2　受约束 Vacco系统的 Noether逆定理

现在研究根据已知第一积分来寻求相应的无限小广义准对称变换问题.
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假设受单面约束的 Vacco系统(1)和(2)有 r 个线性独立的第一积分 ,即

　　Iα(t , q , ﹒q)=Cα　　α=1 , 2 , … , r (23)

因此有

　　
dIα

dt
=
 Iα

 t
+
 Iα

 qs
﹒qs +

 Iα

 ﹒qs
q̈s 　　α=1 ,2 , …, r (24)

将式(2)的第 1组方程两端同时乘以  ξαs并对 s 求和 ,再将结果与式(24)相加 ,得

　　
 Iα

 t +
 Iα

 qs
﹒qs +

 Iα

 ﹒qs
q̈s +

d
d t
 L
 ﹒qs
-
 L
 qs
-Q″s +λβ

d
d t

  β
 ﹒qs
-
  β
 qs

+﹒λβ
  β
 ﹒qs

 ξ
α
s =0

　　　　α=1 ,2 , …, r (25)

将式(25)展开可得

　　
 Iα

 t
+
 Iα

 qs
﹒qs +

 Iα

 ﹒qs
q̈s +

 2L
 ﹒qs t

+ 
2
L

 ﹒q s qk
﹒q k +

 2L
 ﹒q s ﹒qk
q̈k -

 L
 qs
-Q″s +

　　　　λβ
 2 β
 ﹒qs t

+
 2 β
 ﹒qs qk

﹒qk +
 2 β
 ﹒qs ﹒q k
q̈k -

  β
 qs

+﹒λβ
  β
 ﹒qs

 ξαs =0 (26)

由于式(26)沿任意轨道都成立 ,所以 q̈k 的系数应为 0 ,即

　　 I
α

 ﹒q k
-  

2
L

 ﹒qs ﹒q k
+λβ

 2 β
 ﹒qs ﹒qk

 ξαs =0　　s , k =1 , 2 , … , n;α=1 ,2 , …, r (27)

假设 det(h sk)=det
 2L
 ﹒qs ﹒q k

+
 
2
 β

 ﹒qs ﹒qk
≠0 ,则由式(27)可得

　　 ξαs = h sk
 Iα

 ﹒q k
　　s , k =1 , 2 , … , n;α=1 ,2 , …, r (28)

式中 , h sk hk l =δs l ,若令

　　Iα=(L +λβ β)ξ
α
0 +

 L
 ﹒qs
+λβ

  β
 ﹒q s
 ξαs +G

α　　α=1 ,2 , …, r (29)

则

　　ξα0 =(L +λβ β)
-1
I
α-

 L
 ﹒q s
+λβ

  β
 ﹒qs

 ξαs -G
α 　　α=1 , 2 , … , r (30)

这样在已知系统第一积分 Iα时 ,由式(27)、(29)可确定有限变换群 Gr 的无限小变换式(5).

若把式(28)代入式(24),可得

　　
d
dt
(L +λβ β)ξ

α
0 +

 L
 ﹒qs
+λβ

  β
 ﹒q s
 ξαs -

d
dt
 L
 ﹒qs
-
 L
 qs
-Q″s +

　　　　λβ
d
dt

  β
 ﹒qs
-
  β
 qs

+﹒λβ
  β
 ﹒q s
 ξαs =-

d
d t
G
α (31)

　　可见 ,上面求出的有限变换群 Gr 的无限小变换是系统的广义准对称变换.

3　算 例

设单位质量的质点 Lag range函数为

　　L =
1
2(﹒q

2
1 +﹒q

2
2 +﹒q

2
3) (32)

它的运动受如下单面 Vacco 约束:

　　 = 1
2
(﹒q 21 +﹒q

2
2 +﹒q

2
3)-C ≥0 (33)

式中 , C 为负常量.试研究该系统的 Noether对称性与守恒量.

在运动方程积分之前 ,先求出约束乘子 λ=λ0(常量),若取生成函数和规范函数为

　　ξ0 =0 , 　ξ1 =﹒q 1 , ξ2 =﹒q 2 , ξ3 = ﹒q 3 , G =-
1 +λ0
2
(﹒q

2
1 +﹒q

2
2 +﹒q

2
3) (34)

则有

　　t
＊
= t , q

＊
1 = q1 +ε﹒q 1 , q

＊
2 = q2 +ε﹒q 2 , q

＊
3 = q 3 +ε﹒q 3 (35)

容易验证式(35)和规范函数 G 满足式(19),是系统的广义准对称变换.再由式(15)得
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　　I =
1+λ0
2
(﹒q 21 +﹒q

2
2 +﹒q

2
3)=const (36)

式(36)正是系统的能量积分.

反之 ,由式(36)可求出对应的有限变换群 G r 的无限小变换 ,由于

　　
 I
 ﹒q 1

=(1+λ0)﹒q 1 ,
 I
 ﹒q 2

=(1+λ0)﹒q 2 ,
 I
 ﹒q 3

=(1+λ0)﹒q 3 (37)

又

　　
 2L
 ﹒q s ﹒qk

+λ0
 2 
 ﹒q s ﹒qk

=(1+λ0)δsk　　s , k =1 ,2 , 3 (38)

当 λ0 ≠-1时

　　 h sk =
1

1 +λ0
δsk (39)

故由式(27)得

　　 ξ1 =﹒q 1 ,  ξ2 =﹒q 2 ,  ξ3 =﹒q 3 (40)

将式(39)代入式(29),有

　　ξ0 =(L +λ0 )
-1
-
1 +λ0
2
(﹒q21 +﹒q

2
2 +﹒q

2
3)-G (41)

取

　　G =-
1+λ0
2
(﹒q 21 +﹒q

2
2 +﹒q

2
3) (42)

则

　　ξ0 =0 (43)

将式(43)代入式(39),并考虑到  ξs =ξs -﹒qsξ0 ,得

　　ξ1 =﹒q 1 , ξ2 =﹒q 2 , ξ3 =﹒q 3 (44)
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