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基于相关性的组合预测方法研究
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摘　要:本文对组合预测方法进行研究 , 提出了四种基于相关性的组合预测方法 ,即:关联度极大化组合预测方

法 ,相关系数极大化组合预测方法 , 夹角余弦极大化组合预测方法 , Theil不等系数极小化组合预测方法。四种

基于相关性的组合预测方法均能够取得比较好的组合预测效果。
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Research on the Methods of Combining Forecasts Based on Correlativity
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Abstract:This paper studies the methodolo gy of combining forecasts.Four new methods are propo sed , which are maxi-

mum grey co rrelation deg ree method , max imum correlation coefficient and included ang le cosine methods as well as

minimum Theil coefficient me thod.All the me thods can lead to satisfactory fo recasting results.
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1　引言

组合预测由于比单方法预测更有效 、能提高模

型的拟合精度和预测能力 ,因此 ,自从 1969年问世

以来 ,一直是国内外预测界研究的热点课题 ,并在

世界各国范围内得到广泛应用。综观国内外研究

现状可以发现 ,现有的组合预测方法都是基于直接

改善某种拟合误差角度提出来的。笔者认为 ,这不

是研究组合预测方法的唯一途径 、也未必就是最佳

途径 。另外 ,根据预测惯例 ,预测效果的评价至少

可以从平方和误差(SSE)、平均绝对误差(MAE)、

均方误差(MSE)、平均绝对百分比误差(MAPE)、

均方百分比误差(MSPE)等五个方面进行全方位

的综合衡量 ,任何一种仅以其中某个误差指标为最

优进行组合预测的方法都不是很全面的 ,因此 ,有

必要研究新的组合预测方法以便能使各种误差指

标皆得到不同程度的的改善 。本文拟从相关性指

标(如关联度 、相关系数 、夹角余弦 、Theil不等系数

等)的角度进行组合预测方法的研究。新的预测方

法不直接考虑预测误差的大小 ,与传统的组合预测

方法有较大的差别。

2　相关性组合预测原理及参数估计

设某预测问题在某一时段的实际值为 yt(t =

1 ,2 , …, n),对此预测问题有 m 种可行的预测方

法 ,其预测值或模型拟合值分别为 f tj(t=1 , 2 , … ,

n;j=1 , 2 , … , m)。又设 m 种预测方法的组合权

向量为W =(W 1 , W 2 , …, Wm)
T
,且满足归一化约

束条件和非负约束条件

e
T
W =1 (1)

W≥0 (2)

其中 e
T =(1 , 1 , … , 1)。根据组合预测原理 ,我们

可以有三种不同的组合方式 ,即:算术平均组合 、几

何平均组合 、调和平均组合 ,其组合公式分别为

 y t =
∑
m

j=1
Wj f tj

∑
m

j=1

W j

= ∑
m

j =1

Wj f t j　　t =1 ,2 , …, n (3)

 y t =
∑
m

j=1

W
j
　

∏
m

j=1

f
Wj
tj =∏

m

j=1

f
Wj
t j 　　t =1 ,2 , …, n

(4)
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 y t =
∑
m

j=1

Wj

∑
m

j=1

W j

f tj

=
1

∑
m

j=1

Wj

f tj

　　t =1 ,2 , … , n (5)

其中  y 为 t 时刻的组合预测值。很显然 ,不管采用

何种组合方式 、也不论采取何种非负加权系数 ,下

列不等式始终成立

min
j
f tj≤ yt≤max

j
f tj　　t=1 , 2 , … , n (6)

根据灰关联度原理 ,若组合预测模型与实际数

据完全吻合(即 100%准确),则模型预测值与实际

值两个序列{ yt}{yt}之间的灰关联度必为 1(即达

到最大值),也就是说 ,模型越准确 、灰关联度越大 ,

因此 ,我们可以令组合预测模型与原始数据两个序

列之间的灰关联度最大 ,以此为基础来建立相关性

组合预测方法。类似的组合预测方法还有“相关系

数极大化组合预测方法” 、“夹角余弦极大化组合预

测方法”和“ Theil不等系数极小化组合预测方法”

等 ,此处一并介绍 。为了介绍方便起见 ,我们引进

两个集合符号:Ψ1={1 ,2 , …, m}, Ψ2 ={1 , 2 , … ,

n};同时令

γ0j =
1

n ∑
n

t=1

min
j ∈ Ψ

1

min
t ∈ Ψ

2

 yt -f tj +ρmax
j ∈ Ψ

1

max
t ∈ Ψ

2

 yt -f tj 

 y t -f tj +ρmax
j ∈ Ψ

1

max
t ∈ Ψ

2

 y t -f tj 

j=1 ,2 , … , m (7)

其中 γ0 j为单个预测方法预测值 f ij与实际值 yt 两

个序列之间的关联度 ,0<γ0j<1;ρ∈(0 , 1)为分辨

率系数 ,通常可取 0.5。由于不等式(6)的存在 ,组

合预测值  y t 与实际值 yt 两个序列之间的关联度为

 γ=1
n ∑

n

t =1

min
j ∈ Ψ

1

min
t ∈ Ψ

2

 yt-f tj +ρmax
j ∈ Ψ

1

max
t ∈ Ψ

2

 yt-f tj 

 yt- yt +ρmax
j ∈ Ψ

1

max
t ∈ Ψ

2

 yt-f tj 

(8)

很显然 , 灰关联度  γ是组合权向量 W 的函

数 ,为了得到最佳的组合预测效果 ,灰关联度  γ应

该愈大愈好。为此 ,构造如下最优化模型

max γ=∑
n

t=1

min
j ∈ Ψ

1

min
t ∈ Ψ

2

 yt-f tj +ρmax
j ∈ Ψ

1

max
t ∈ Ψ

2

 y t-f tj 

 yt- yt +ρmax
j ∈ Ψ

1

max
t ∈ Ψ

2

 yt-f tj 

(9)

s.t.
e
T
W =1

W ≥0

(10)
(11)

该模型为最简单的线性约束非线性规划模型 ,

采用简约梯度方法求解甚是方便 ,也可借助于专门

求解非线性规划的数学软件 Lingo 求解;式中  y t

可取(3)、(4)、(5)式中的任何一种组合形式代入 。

当从相关分析角度考察组合预测问题的时候 ,

我们自然而然是希望组合预测值  y t 与实际值 yt 两

个序列之间是高度线性相关 ,相关系数愈大 ,表明

组合预测效果愈佳;当它们在整个时段内完全吻合

时 ,相关系数达到理想的最大值 1 ,但这实际上是

不可能的 。为此 ,我们令

R j =
∑
n

t=1

(y t - y)·(f tj - f j)

∑
n

t =1
(yt - y)

2
· ∑

n

t=1
(f tj - f j)

2

j =1 ,2 , … , m (12)

 R =
∑
n

t =1
(yt - y)·( yt - y

-

)

∑
n

t=1

(yt - y)
2 · ∑

n

t=1

( y t - y
-
)2
(13)

其中 R j 为单个预测方法预测值 f tj与实际值 yt 两

个序列之间的相关系数 , -1<R j<1; R 为组合预

测值 y t与实际值 yt 两个序列之间的相关系数; y 、

 f j和 y
-
分别为 y t 、f tj和 yt 的平均值 ,它们的算法应

该与  y t的组合形式保持一致 。也就是说 ,如果  yt

采用算术平均组合形式 ,则  y 、 f j 、 y
-
采用算术平均

值;如果  y t 采用几何平均组合形式 ,则  y 、 f j 、 y
-

采

用几何平均值;如果  y t采用调和平均组合形式 ,则

 y 、 f j 、 y
-
也必须采用调和平均值。为了得到最佳的

组合预测效果 ,我们求解如下最优化模型可得到最

优组合权向量 W
＊

max  R =
∑
n

t=1

(y t - y)·( y t - y
-
)

∑
n

t=1
(y t - y)

2
· ∑

n

t=1
( yt - y

-

)
2

(14)

s.t.
e
T
W =1

W ≥0

(15)
(16)

另外 ,我们还可以从夹角余弦的角度来考虑组

合预测问题。如果我们将实际值 yt(t =1 , 2 , … ,

n)和组合预测值  yt(t =1 ,2 , …, n)分别看成是两

个向量 ,即:Y =(y 1 , y2 , … , yn)
T 和  Y =( y 1 ,  y 2 ,

…,  y n)
T ,在不存在预测误差的情况下 ,这两个向量

应该方向一致 ,其夹角为零;但事实上 ,预测误差的

存在是不可避免的 ,在这种情况下 ,我们自然而然

是希望 Y 和  Y 两个向量之间的夹角愈小愈好 。

用数学的语言来描述 ,也就是夹角的余弦愈大愈
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好。为此 ,我们令

ηj=
∑
n

t =1
yt · f tj

∑
n

t=1

y
2
t · ∑

n

t=1

f
2
tj

　　j=1 ,2 , …, m (17)

 η=
∑
n

t=1
y t · yt

∑
n

t=1
y
2
t · ∑

n

t=1
 y 2
t

(18)

其中 ηj 为单个预测方法预测值 f tj与实际值 yt 两

个序列之间的夹角余弦 , 0<ηj <1; η为组合预测

值 y t 与实际值 yt 两个序列之间的夹角余弦。为了

得到最佳的组合预测效果 ,求解如下最优化模型可

得到最优组合权向量 W
＊

max  η=
∑
n

t=1
yt · yt

∑
n

t=1

y
2
t · ∑

n

t=1

 y 2
t

(19)

s.t.
e
T
W =1

W ≥0
(20)
(21)

另外 , Theil不等系数常常可以用来评价预测

效果的好坏 ,计算公式为

θj=

1
n ∑

n

t=1
(yt -f tj)

2

1
n ∑

n

t=1

y
2
t +

1
n ∑

n

t=1

f
2
tj

　　j=1 ,2…, m

(22)

 θ=

1
n ∑

n

t=1
(yt - yt)

2

1
n ∑

n

t=1
y
2
t +

1
n ∑

n

t=1
 y 2
t

(23)

其中 θj 为单个预测方法预测值 f tj与实际值 yt 两个

序列之间的 Theil不等系数 ,0<θj<1; θ为组合预

测值 yt 与实际值 yt 两个序列之间的 Theil不等系

数。很显然 , Theil不等系数总是愈小愈好 。因此 ,

为了得到最佳的组合预测效果 ,我们构造如下最优

化模型

min θ=

1
n ∑

n

t=1

(yt - yt)
2

1
n ∑

n

t=1
y
2
t +

1
n ∑

n

t=1
 y 2
t

(24)

s.t.
e
T
W =1

W ≥0
(25)
(26)

解此最优化模型 ,可以很方便地得到最优组合权向

量 W
＊
。

3　相关性组合预测效果评价

基于相关性的组合预测方法虽然不涉及模型

拟合误差的好坏 ,但是 ,为了便于检验和评价相关

性组合预测效果的好坏 ,本文仍旧按照预测效果评

价原则和惯例 ,采用下列 5项拟合误差指标作为评

判准则 ,对预测效果进行全方位的综合性评价。

(1)平方和误差

SSE= ∑
n

t=1

(yt- y t)
2 (27)

其中 y t为预测事物实际观测值 ,  yt 为预测值。

(2)平均绝对误差

MAE=
1
n ∑

n

t=1

 y t- yt (28)

(3)均方误差

MSE =
1
n ∑

n

t=1

(yt - yt)
2 (29)

(4)平均绝对百分比误差

MAPE=
1
n ∑

n

t=1
 
yt- y t

y t
 (30)

(5)均方百分比误差

MSPE =
1
n ∑

n

t=1

(
yt - y t

y t
)2 (31)

4　实证研究

已知某两个预测问题原始数据如表 1所示 ,根

据表 1数据计算的各单个预测方法预测值与实际

值之间的灰关联度 、相关系数 、夹角余弦 、Theil不

等系统如表 2所示 ,基于各种不同组合形式的相关

性组合预测效果如表 3所示 ,两表中各种灰关联度

的计算均是在分辨率系数取 ρ=0.5时的计算结

果。不过 ,实际研究中我们对分辨率系数 ρ从 0.1

到 1.0 取了 10组数据分别进行了测算 ,发现组合

权向量 W 对分辨率系数ρ的变化极不敏感 ,在整

个 ρ∈(0.1 ,1)的区间内 ,最佳组合权向量 W
＊几

乎不变 ,这也许就是灰色系统理论推荐使用 ρ=0.

5的缘故。另外 ,从表 3 的预测评价效果可以看

出 ,基于相关性的组合预测效果是令人满意的 ,这

说明运用相关性组合预测方法进行组合预测 ,从理

论上和实践上都是行得通的 。
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表 1　预测实例原始数据

t 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

例

1

yt 3306 4318 4228 4846 6054 8084 8910 10247

f t1 2988 4303 4767 5161 6289 7294 9371 9892

f t2 3331 3991 4342 5886 5818 8414 8814 9564

例

2

yt 11.49 13.06 15.34 20.58 23.28 26.46 27.33 34.22 40.19 53.37 77.79 100.63

f t1 18.47 14.54 12.84 13.28 16.15 21.16 28.40 37.87 49.58 63.53 79.00 98.12
f t2 10.03 11.23 15.24 18.67 27.78 26.36 29.67 27.40 42.73 47.36 71.00 109.32

表 2　单方法预测相关指标计算

指 标

方 法 例 1 例 2

方法(Ⅰ) 方法(Ⅱ) 方法(Ⅰ) (Ⅱ)方法

关联度 0.6323 0.6813 0.5739 0.6597

相关系数 0.9832 0.9801 0.9783 0.9870

夹角余数 0.9979 0.9974 0.9925 0.9951

Theil 0.0325 0.0360 0.0628 0.0497

表 3　组合预测效果评价

预测效果评价指标 SSE MAE MSE MAPE MSPE

例 1 个体预测
方法(Ⅰ) 1508966 378.50 153.55 0.0644 0.0264

方法(Ⅱ) 1842451 356.38 169.67 0.0603 0.0307

关联度

极大化

组合预

测

算术平均组合

( γ=0.7496)
W1=0.2947
W2=0.7053

1159074 266.06 134.58 0.0482 0.0248

几何平均组合

( γ=0.7503)
W1=0.2658
W2=0.7342

1166550 266.22 135.01 0.0482 0.0248

调和平均组合

( γ=0.7512)
W1=0.2658
W2=0.7342

1174594 266.37 135.47 0.0482 0.0248

相关系

数极大

化组合

预测

算术平均组合

( R =0.9902)
W1=0.5400
W2=0.4600

963044 289.32 122.67 0.0512 0.0225

几何平均组合

( R =0.9906)
W1=0.5312
W2=0.4688

958479 288.01 122.38 0.0509 0.0223

调和平均组合

( R =0.9914)
W1=0.5221
W2=0.4779

954772 286.63 122.14 0.0506 0.0222

夹角余

弦极大

化组合

预测

算术平均组合

( η=0.9987)

W1=0.5625

W2=0.4375
962034 293.68 122.60 0.0518 0.0224

几何平均组合

( η=0.9987)

W1=0.5449

W2=0.4551
957533 290.67 122.32 0.0513 0.0223

调和平均组合

( η=0.9987)

W1=0.5273

W2=0.4727
954268 287.65 122.11 0.0508 0.0222

Theil

不等系

数极小

化组合

预测

算术平均组合

( θ=0.0260)

W1=0.5581

W2=0.4419
962007 292.83 122.60 0.0517 0.0224

几何平均组合

( θ=0.0260)

W1=0.5499

W2=0.4501
957451 291.63 122.31 0.0515 0.0223

调和平均组合

( θ=0.0259)

W1=0.5431

W2=0.4569
953692 290.69 122.07 0.0512 0.0221
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　　　　续表 3

预测效果评价指标 SSE MAE MSE MAPE MSPE

例 2
个体预测

方法(Ⅰ) 401.56 4.8817 1.6699 0.1959 0.0731

方法(Ⅱ) 245.58 3.5908 1.3059 0.0998 0.0334

关联度

极大化

组合预

测

算术平均组合

( γ=0.7389)
W1=0.3717
W2=0.6283

96.34 2.2984 0.8179 0.0753 0.0264

几何平均组合

( γ=0.7282)
W1=0.4067
W2=0.5933

96.62 2.3601 0.8191 0.0788 0.0273

调和平均组合

( γ=0.7176)
W1=0.4424
W2=0.5576

101.40 2.4572 0.8392 0.0840 0.0290

相关系

数极大

化组合

预测

算术平均组合

( R =0.9949)

W1=0.4095

W2=0.5905
94.90 2.3373 0.8118 0.0788 0.0282

几何平均组合

( R =0.9953)

W1=0.4124

W2=0.5876
96.52 2.3704 0.8717 0.0795 0.0275

调和平均组合

( R =0.9958)

W1=0.4169

W2=0.5831
101.32 2.4785 0.8388 0.0822 0.0280

夹角余

弦极大

化组合

预测

算术平均组合

( η=0.9982)

W1=0.4189

W2=0.5811
94.93 2.3545 0.8119 0.0800 0.0286

几何平均组合

( η=0.9981)

W1=0.4248

W2=0.5752
94.48 2.3927 0.8185 0.0811 0.0280

调和平均组合

( η=0.9980)

W1=0.4338

W2=0.5662
101.26 2.4646 0.8386 0.0834 0.0287

Theil

不等系

数极小

化组合

预测

算术平均组合

( θ=0.0308)
W1=0.4133
W2=0.5867

94.89 2.3442 0.8118 0.0792 0.0284

几何平均组合

( θ=0.0311)
W1=0.4218
W2=0.5782

96.46 2.3873 0.8185 0.0807 0.0279

调和平均组合

( θ=0.0319)
W1=0.4293
W2=0.5707

101.23 2.4683 0.8385 0.0831 0.0285
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　　(3)β系数在越短的时期内越稳定 ,投资者进

行短期投资时 ,可以用 β系数作为决策的依据。

(4)利用股票组合可以提高 β系数的稳定性 ,

可见 ,投资组合的确可以分散风险 。
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