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PROLOGO

La Arquitectura no puede concebirse sin pensar en la ES-
TRUCTURA, ya que es ésta la que da cuerpo formaly es el
esqueleto sin el cual no podria plasmarse la "idea conceptual".

Se vuelve asi imprescindible su conocimiento por todo
aguel que pretenda ser arquitecto.

Una de las mas serias deficiencias en el proceso de ense-
Nanza-aprendizaje de las ESTRUCTURAS es la falta de
experimentacion, considerando también importante que
existen serias diferencias entre la teoriay la practica.

Se exponen aqul algunos conceptos elementales de la
teoria estructural, con los que se pretende tener una visua-
lizacion global del comportamiento de los materiales. Se ha
llustrado el texto con gran numero de ejemplos gue se han
experimentado en laboratorio, porqgue ha sido preocupa-
cion fundamental, ofrecer a los estudiantes un manual
practico de facil e inmediata aplicacion; tiene por tanto un
caracter eminetemente practico y ha sido preparado con el
afan de difundir aspectos y técnicas que sirvan para pro-
yectar estructuras.

Se plantean basicamente cuatro temas, desarrollados a
partir de objetivos especificos en base a una fundamenta-
cion tedrica de los conceptos mas importantes, del conoci-
miento de las propiedadesy la obtencion de las ecuaciones
correspondientes.

Al finalizar cada tema, se plantea un desarrollo experimen-
tal, con ejercicios que han sido realizados en el "Laboratorio
de Materiales" de la Division de Ciencias Basicas e Inge-
nieria (C.B.l); se dan en ellos conclusiones en resultados
concretos que llevan implicita la intencion de apreciarse
objetivamente cada uno de los conceptos tedricos apren-
didos y con el fin de permitir también, que pueda volverse



a experimentar, para de ésta manera lograr aprendizajes
significativos.

't ry
Este material pretende ser un instrumento mas de apoyo
didactico en relacion a los conceptos estructurales que se
imparten en las U.E.A.’s taller interdisciplinar VI y VI,
"RESISTENCIAS DE MATERIALES" en la carrera de ar-

guitectura de la Division Ciencias y Artes para el Diseno de
la Universidad Autonoma Metropolitana Azcapotzalco.

Nota:. El presente documento recoge informacidon de practicas efectuadas en el Laboratorio
de Materiales de la Division C.B.l. Azcapotzalco.

ROSA ELENA ALVAREZ MARTINEZ.



INTRODUCCION

L o que interesa al arquitecto y a todo aguel gue esté relacionado con
la edificacidon, no es tan soOlo la posibilidad de poder calcular una
estructura, sino el llegar a lacomprension global del problema estructural
a traves del conocimiento de cada una de sus partes. Asi, se hace
necesario atender a:

1. Las leyes de la naturaleza que afectan el comportamiento de
las estructuras.

2. A la resistencia de éstas en ese aspecto.

3. Al conocimiento de los materiales de construccion.

Las principales leyes que determinan el comportamiento de las
estructuras, se pueden reducir al concepto "equilibrio estatico", (con-

cepto gue se aplica indistintamente a cualquier material); siendo las
unicas diferencias, las debidas asu ELASTICIDAD y RESISTENCIA.

Las estructuras cumplen siempre una finalidad perfectamente defi-
nida, consistente en cerrar y delimitar espacios; la invencion estruc-
tural ha de permitir la solucion eficiente en los problemas planteados
en el campo de la construccion, llegando a ser una combinacion
armonica entre la experimentacion, la intuicion personal y la ciencia
estructural (impersonal, objetiva, realista y rigurosa).

En el calculo estructural, la principal dificultad consiste en adquirir
una cierta capacidad de imaginacion, para poder comprender y
relacionar en una estructura las cargas aplicadas y los esfuerzos
resultantes.

La apreciacion subjetiva de muchas formas estructurales -como dice
Rosenthal-, se basa en consideraciones de ELASTICIDAD; sin em-
bargo "la principal dificultad para comprender la TEORIA de la
ELASTICIDAD, estriba en el tipo de formulacidn gue manejamos en
la aritmética; esfuerzos generalmente muy pequefos que se mane-
Jan en fracciones que nos cuesta trabajo imaginar. Por contraste, los
MODULOS DE ELASTICIDAD pueden convertirse en grandes for-
mulas que tampoco entendemos”. Gordon, J.E.; "La Estructura”.



Siempre ha sido un problema relacionar la funcidon estructural con la
estética formal. "Para inventar una estructura y darle proporciones
exactas, se debe sequir tanto el camino intuitivo como el matemati-

co". Salvadorl.

Una vez establecidos los principios basicos del analisis estructural y
teniendo un conocimiento del comportamiento de las estructuras, se
deben sistematizar los conceptos para llegar a dominar los puntos

mas sutiles de la "teoria de las estructuras". Hecho que permitira
tener nuevas jdeas y métodos para la mejor comprension de los
aspectos mas delicados del diseno estructural.



. FLEXION EN VIGAS

Objetivos

* Describir los efectos cualitativos gue la flexion produce en vi-
gas de seccion constante.

* Explicar el efecto que la longitud de una viga, tiene sobre la
deflexion de la misma.

* Explicar el efecto que el momento de inercia de la seccion
de una viga, tiene sobre la deflexidon de la misma.

*  Definir el Modulo de elasticidad de un material y explicar el
efecto que tiene sobre |la deflexion de una viga

1. GENERALIDADES Y CONCEPTOS

Independientemente de considerar a los diferentes materiales que
pueden constituir a la estructura, es importante tomar en cuenta el
tipo de cargas que actuan sobre ellas; siendo las mas importantes
las denominadas “estaticas" y que constituyen la base para el
proyecto de la estructura.

Existe un conjunto de normas y reglamentos contenidos en manua-
les de edificacion, donde las cargas especificas son cargas conven-

clonales.

1.1 Clasificacion de Cargas

Cargas Permanentes : peso propio

Carga Ut
Cargas por Viento
Cargas Térmicas y de Asentamiento

Cargas Dinamicas.

Las estructuras son en cierta medida elasticas, porque poseen la
propiedad de deformarse bajo la accion de las cargas y de volver a
su posicion Inicial al desaparecer la accion. Se dice que como
consecuencia de su "elasticidad" las estructuras tienden a oscilar.

A partir de eéstas consideraciones, se hace necesario plantear algu-
nos conceptos: , n



1.2 Conceptos sobre: Elasticidad

Es la propiedad que tienen algunos materiales de recuperar su forma
inicial al dejar de actuar una carga que provoco su deformacion o al
desaparecer el cambio de temperatura que provoco la deformacion. Se
dice que un material es "Elastico por Exelencia" cuando responde
de la misma manera en cualquier parte de su superficie, ya sea que
la deformacion que se le pretende provocar sea debida a una fuerza
de tension o a una fuerza de compresion, que equivalen respectiva-

mente a un alargamiento o un acortamiento.

Plasticidad

Se dice que un material ha entrado a un periodo plastico, cuando la
deformacidn gue se le provoca es permanente, o sea que, habiendo

rebasado el limite elastico del material, éste quedara con una peque-
Na deformacion gue no le permitird recuperar su forma inicial. Si se
pretende continuar deformando un material y se rebasa su limite
plastico, como consecuencia vendra la ruptura del material.

Esfuerzos y Deformacion

Las fuerzas que actuan sobre una estructura, producen unas reac-

ciones gque tienden a equilibrarlas y que estan en funcidon de la
solucidn estructural tanto en forma como en dimensiones; por la
accion de las fuerzas se produce un cambio de relacion entre las

moléculas del material, que debido a la inercia innata del mismo
Intenta volver a su estado natural.

Si la fuerza es muy grande en relacidon a la superficie aplicada, las
tensiones producidas seran grandes; si lafuerza es pequenay actua
sobre una gran superficie, los efectos son pequenos.

La relacion: -im,_ . =JIl=a
superficre a

se llama "esfuerzo" y es uUnica la deformacidon gue provoca.

La deformacion es también relativa y sélo puede medirse en relacion

al tipo de objeto que se afecta.
La fuerza define una cierta carga, el esfuerzo cierta deformacion.

Deformacion

Entiendase por deformacion de un material, al cambio de forma que
sufre el mismo; éste cambio de forma podra estar provocado por la



accion de una carga que actue sobre el material o por el cambio de
temperatura que sufra el mismo.

Fatiga

Es el resultado del trabajo de las fuerzas internas afin de equilibrar
la fuerza externa y oponerse a la deformacion.

Esfuerzo es equivalente a Fatiga y podemos decir:

Fatiga Pesa =  cantidad en kgs.
A sobre cm2de superficie

Deformacion Longitudinal ( 6)

Entiéndase por deformacion longitudinal del material, al cambio de
forma que sufre el mismo en el sentido de la carga que esta

provocando dicha deformacion. Las DEFORMACIONES TRANS-
VERSALES que se originan debido a ésta deformacion, estaran

alojadas sobre los ejes perpendiculares al eje que aloja a la carga
gue provoca la deformacion longitudinal.

Deformacion Unitaria

Es el valor que resulta de dividir la deformacion sobre la longitud, por

lo tanto sera una relacidon de dos longitudes y en consecuencia, Sin

unidades.

8 =)

Mddulo de Seccion: (Sy 0 Sx)

Es igual al momento de inercia con respecto al plano neutro dividido
entre la distancia maxima ala fibra mas alejada; y determina la flexion
maxima gue puede resistir una seccion.

Ve

y maxima

XC

X maxima



De donde:

Sx  Ixc sy YC
y Max X max

SI se hace necesario conocer las zonas de compresion simple y
flexocompresion podemos dividir el modulo de seccidn correspon-
diente entre el area de la seccion.

ASi:

dXc=— i

A

1 XC

Sy d x
d 3
4 A

zg:tlreaol
1

X maxima

Plano Neutro:

Es aquel plano perpendicular al plano de la fuerzas gue pasa por el
centro de gravedad de la seccion recta.

2. TEORIA DE LA ELASTICIDAD DE LA FLEXION

La FLEXION es uno de los fenOmenos mas comunes del compor-
tamiento estructural y su causa son los momentos flectores.

La deformacidn aparece como consecuencia de estos esfuerzos.

Modulo de Elasticidad

El Modulo de Elasticidad es el esfuerzo que produce una deforma-
cion unitaria igual a la unidad.

Los materiales estructurales utilizados tales como el acero, el con-
creto reforzado, la madera, etc.; tienen caracteristicas propias que



difieren de material a material. Las caracteristicas a que se hace
mencion son:

- resistencia a esfuerzos de tension.

- resistencia a esfuerzos de compresion.
- resistencia a esfuerzos torsionantes.

- resistencia a esfuerzos cortantes.

- ductilidad del material.

- su fragilidad.

- relacion esfuerzo-deformacidon (entre otros).

Por lo anterior, existe la necesidad de hacer pruebas estandarizadas

gue nos indiguen la relacion que estas caracteristicas guardan entre
los materiales estructurales.

El Modulo de Elasticidad, nos da una idea de la relacion existente
entre esfuerzos y deformacion para un material dado.

Si alna barra de un material, con area constante en toda su longitud,
la sometemos atension como se ilustra, se estara induciendo en ella
un esfuerzo, representado por:

Considerando ademas que se deformara a la pieza una cantidad 6

De este modo, podemos definir a la deformacidn unitaria 8 como la

deformacidon que cada unidad de longitud de la barra ha sufrido,
concepto que se expresa con la ecuacion:

£ L
Representando graficamente el esfuerzo a = P/A contra la deforma-

ciom unitaria E =0/ L se obtiene una curva gue es caracteristica
de las propiedades del material y no depende de las dimensiones de
la barra utilizada.

Esta curva que corresponde al diagrama esfuerzo deformacion, nos



permite dividir a los materiales en dos amplias categorias: materiales
ductiles y materiales fragiles.

Antes de continuar, cabe hacer mencion de lateoria de la elasticidad vy
la Ley de Hooke.

Elasticidad y Ley de Hooke
Dentro de ciertos limites, la deformacion es proporcional a la fatiga.

esfuerzo unitario ~ 5 =g
deformacion unitaria A2

a. - Periodo plastico
b.- limite de fluencia
c.- Resistencia ultima

UNIDADES:
f = fatiga : Kg/cm 2 (fatiga o esfuerzo unitario)
d = deformacion : cm
E= modulo de elasticidad : Kg/cm?2
Ou = deformacion unitaria : sin unidades

Sx, Sy= maodulo de seccion : cm

Después de Hooke, (aproximadamente un siglo mas tarde), Young esta-
blecio la existencia de una constante para distintos materiales. "Materiales
identicos sufren iguales deformaciones bajo los mismos esfuerzos". Estas

constantes se llaman:

Modulo de Young (E).

E | valor de ésta constante varia segun el material.
Consideremos los esfuerzos gue soportan materiales como: el acero, la

madera y el hormigon.



En el ACERO: la relacion fuerza aplicada, esfuerzo obtenido (deforma-
cion) , sigue la ley de Hooke hasta un punto en que aumenta la deformacion
sin aumentar apreciablemente lafuerza. A este punto se le llama "PUNTO

DE FLUENCIA" y a partir de él, el material no puede recuperarse . H
Modulo de Young (E) para el Acero es:

En la MADERA: Los esfuerzos para este producto natural dependen del
tipo de madera que se utilice, es importante considerar el proceso de
seleccidon y el estado del grano o de los nudos. Para esfuerzos normales
se puede seinalar que corresponde de:

200 000 Ib/pulg2 a 2 000 000 Ib/pulg2

Los esfuerzos gue soporta el hormigon varian con la granulometria em-
pleada y el método de elaboracion (dosificacion); puede variar de:

2 000 000 Ib/pulg2 a 3 000 000 Ib/pulg2

A continuacion se presentan diagramas esfuerzo-deformacion caracteris-
ticos de algunos materiales, indentificado en ellos algunas zonas y puntos
de Interés.



CONCRETO SIMPLE (FRAGIL)

Considerando que la mayoria de las estructuras son disenadas para sufrir
solo pequenas deformaciones, de manera que entranan solo la parte recta
de! diagrama en donde el esfuerzo es proporcional a la deformacion,
tenemos:

y podemos escribir:

0 =ee

Ecuacidon gue corresponde a lo que se conoce como Ley del Hooke, en

donde el cociente de proporcionalidad E, es el conocido como MODULO
DE ELASTICIDAD.

El maximo valor de esfuerzo para el cual puede utilizarse la ley de Hooke
debido a la proporcionalidad, es conocido como LIMITE DE PROPORCIO-
NAL! DAD.

3. MOMENTO DE INERCIA

Concepto vinculado a la resistencia al desplazamiento, en funcion a la
forma de la masa.



Con esta graficas se muestra que a mayor Inercia, mayor resistencia a la
Flexion.

Antes de continuar y para comprender mejor éste concepto, recordemos
lo siguiente:

3.1 Centroide Y Momento Estatico

Centroide es el punto donde se concentra toda el area de un cuerpo.
Momento Estatico o Momento de Primer Orden: Determina el punto de
equilibrio de un sistema de areas combinadas.

Unidad de Momentos Estaticos en cm

El centroide de una figura cualgquiera nos da idea de como se distribuye
el area dentro de la seccion. En algunas figuras gue tienen ejes de simetria,
la Interseccion de estos ejes nos define el centroide, como se ilustra:

Ve

Xc , Ye ejes de simetria



Sin embargo, cuando se trata de un area irregular como la siguiente, las
coordenadas del centroide se definen:

Considerando de nuevo la figura de area A localizada en el plano x-y, el
momento de Inercia o momento de segundo orden, se define como:

Momento de Inercia Momento de Inercia
respecto al eje x respecto al eje y

El momento de inercia de un area cualquiera, se puede expresar respecto
a cualquier eje, sin embargo, muchas veces es conveniente expresarlo
con respecto a los ejes centroidales de la figura en cuestion, con lo cual
toma el nombre de " MOMENTO DE INERCIA CENTROIDAL

Recordando que el concepto de MOMENTO DE INERCIA, esta vinculado
a la resistencia al desplazamiento en funcion a la "forma" de la masa, y
considerando gque cada cuerpo o0 area, tiene un momento de Inercia
centroidal que viene a ser una constante de diseno, a continuacion se

presenta unatabla con los momentos de Inercia centroidales para algunas
flguras comunmente usadas como secciones de elementos estructurales.

y
A
IX= -1- bh3
h " 12
X ly =-J- hb3
> 12

10



IX =1y i-kr4 IXx Ibh3
4 3

Asi, cada cuerpo o area tiene un momento de inercia centroidal que viene
a ser una constante de diseno.

La unidad de Momento de Inercia es cm , para obtener el momento de

iInercia de la seccion hay que hacer referencia al "Teorema del Eje
Paralelo™:

IX = IX +Ad?2
En el rectangulo
IX = KIL. +Ad?2
12
ly = ly +Ad2

donde "d" corresponde a la distancia entre el centroide de cada cuerpo y
el eje centroidal.

El Ix e ly contribuyen a definir la forma y posicion de una seccidon respecto
a un eje.

El momento de inercia puede ser negativo solo que el area sea hueca.

3.2 Radio de Giro

Corresponde a la concentracion de la Inercia. Kx 0 Ky son distancias
unicas llamadas Radios de Giro.

Sus ecuacliones son:
kX =+

11



datos gue sobre el eje centroidal definen alos ejes de la "Elipse de Inercia”
donde ésta contribuye a determinar la resistencia al pandeo de piezas

estructurales sometidas a compresion.

Relacion de Esbeltes, es la razon que existe entre la longitud libre de la
pieza y el radio de giro Kx.

long, libre de la pza.
K X

K X

3.3 Momento Polar de Inercia:

dA

W2 = X 2+ Y2

X

Ip = IX +1ly

El momento Polar de Inercia determina los esfuerzos de torsion.

3.4 Producto de Inercia

Determina los momentos maximos y minimos de inercia, estableciendose
a partir de un par de ejes llamados "EJES PRINCIPALES". Son aquellos

donde el producto de Inercia es igual a cero y a ellos corresponden los
valores maximo y minimo de los momentos de inercia. Cuando existe

simetria, el producto de inercia es igual a cero.
Parallegara: [|xy=0

| Xy =1 xy + Aab

como I xy =0

| Xy = Aab
donde "a" y "b" son distancias entre el centroide del cuerpo y los ejes
centroidales.

12



Los Ejes de Simetria estan incluidos en los Ejes Principales, asi "todos los

ejes de simetria son ejes princiales y algunos ejes principales son ejes de
simetria”.

Si Ixy=0 se produce una rotacion donde el angulo se define:

tan 20 = 21Xy
| y —1X

Sitan 2 0 = + entonces la rotacion es

Sl tan 2 0 = - entonces la rotacion es r~\

3.5 Modulo de Seccidon

y max.

Y= x hx

la fatiga maxima en una seccion se define como:

r M de la seccion
f maX - Sxdela seccion

La fatiga maxima de una seccion es la razon que existe en el momento
estatico de la seccion dividida entre el mddulo de seccidon de la misma.

Los Ejes Principales se simbolizan:
IX1 e lyl,
tenemos como ecuacion:

IX1 = IX cosCZ)O + |y sen 2 0 - Ixy sen20
lyl =1y eos 0+ Ix sen 2 0 + Ixy sen20

4. FLEXION Y ESFUERZOS.

4.1 Generalidades

La flexion en vigas esta constituida por deformaciones en el sentido
longitudinal de la viga.

13



Considéerese un par de vigas sometidas a momentos en sus extremos:

(1)

(2)

Por convencidn, se dice que la viga no. 1 estd sometida a un momento
positivo, mientras que laviga no. 2 esta sometida a un momento negativo.

Enlaviga 1, se puede observar que lafibra extrema superior esta sometida
a compresion y por |lo tanto se acorta; mientras gue lafibra extrema inferior

esta sometida atension y por tanto se alarga.

También es posible observar que existe una fibra a una determinada
altura, que no sufre deformacion, a esta fibra se le conoce como "EJE

NEUTRO".

Hablando de las fibras verticales, se observa que éstas se conservan
rectas aun después de que la viga ha sido flexionada.

Esto ultimo se cumple cuando la seccidn transversal es simetrica con
respecto a su eje vertical, situacion que se da en la mayoria de los casos
y que ademas no actua en la seccion la fuerza Cortante.

4.2 Fuerza Cortante:

Es |la suma algebraica de las fuerzas de un sistema determinado en
equilibrio, a la izquierda o a la derecha de la seccidn de viga considerada.

En general las vigas son de seccion regular y tienen un plano vertical de
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simetria en el que se considera que actuan cargas y reacciones y en el
gue por lotanto se efectua "La Flexion"; si la viga esta en equilibrio, cargas
y reacciones constituiran un sistema coplanar también en equilibrio.

Este sistema externo ejercera cierta accion interna en laviga, lo qgue puede
ser investigado tomando en cualquier parte de su longitud una porcion
diferencial de viga. Si se aisla esta porcion elemental y se determinan las
fuerzas y momentos que actuan en sus caras, se habran investigado las

acciones internas a gue esta sometida la VIGA FLEXIONADA en el punto
considerado.

4.3 Momento Flexionante:

Es igual a la suma algebraica de los momentos de un sistema de fuerzas

determinado en equilibrio, a la izquierda o a la derecha de la seccidon
considerada

Convencion de Signos

Fuerza Cortante Momento Flexionante

$
il

La fuerza cortante es maxima en los apoyos.

RO R

En llel En “X’!" "W Il

*) tr 1 t tl

RO R'0 RO R'o R’ R

Al cortar una viga siempre hay una fuerzay se produce un par. Sl la suma
de fuerzas a la izquierda es hacia arriba, las de la derecha seran hacia
abajo y el cortante entonces es positivo.

V
b d + 1 I
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El calculo del momento flexionante establece la FLEXION DE LA VIGA

a = flecha

La concavidad de la viga por flexion puede ser

El momento es maximo donde el cortante vale cero. El cortante es maximo
en los apoyos.

Antes de Iniciar el analisis resulta conveniente definir el concepto y los
tipos de

VIGAS: Se llama viga a aquel elemento estructural que soporta una carga
determinada y que salva también un determinado claro. Una viga es

estaticamente determinada cuando cumple con las condiciones de equi-
librio:

2 Fx =0 2 Fy=0 2 MoF =0
movimientos movimientos movimientos
horizontales verticales de rotacion

4.4 Tipos de Vigas:

1) Viga Apoyada: se llama asi a una pieza cargada transversalmente con
sus dos apoyos articulados siendo uno de ellos deslizable.asi se descarta

la posibilidad de gue existan reacciones horizontales y momentos en los
apoyos, por lo que las reacciones solo seran verticales.
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De haber una fuerza inclinada, habria una componente horizontal que
tendria que ser equilibrada en el apoyo no deslizable.

Aplicando las condiciones de equilibrio:
Fa = RIL
Ri = Fal/L

haciendo 2 M en RO
-F(@) + RIL =0

Ro +R1 =F
Ro = Fb/L

2) Viga en Mensula: es una pieza cargada transversalmente con un

extremo libre y el otro empotrado, en el que solo se iImpiden los movimien-
tos de rotacion y vertical.

Existencia de dos incognitas

M = Fa
R=F

3) Viga Apoyada con un extremo en Ménsula: pieza cargada transversal-

mente con un apoyo articulado y el otro deslizable, en éste punto prolon-
gada en voladizo.

Estas condiciones, destruyen la posibilidad de reaccion horizontal.

a
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RiL = F(a + L)

R)  F(a+L)

RO +Rj = F

Resumiendo, al considerar que una viga debera estar apoyada, los tipos
de apoyo pueden ser:

- un apoyo empotrado
- dos 0 mas apoyos libres

- apoyos articulados

4.5 Condiciones de Apoyo:.

Apoyo deslizable: no hay resistencia al movimiento horizontal, implica que
en el no habra reaccion horizontal.

Apoyo articulado: tiene resistencia al movimiento de rotacion, implica que
no habra momento.

Empotre: este apoyo existe solo cuando la viga esta en "ménsula" porque
de haber un segundo apoyo se convertiria en una solucidn hiperestatica.

Con la intencion de poder comprender con mas claridad los experimentos
en laboratorio, se plantean a continuacion ciertos conceptos complemen-
tarios a esfuerzos y flexion:

Seccion Recta: entiéndase por seccion recta al area minima que se
obtiene al efectuar un corte en dicho material siendo por |lo tanto necesario
gue el plano de corte sea perpendicular al eje longitudinal del material.

Esfuerzos Principales: los esfuerzos principales ai y 02 son un maximo
Yy un minimo respectivamente y son normales entre si. Se dice tambiéen
gue son esfuerzos que actuan en los planos donde el esfuerzo normal es

maximo o minimo y el esfuerzo cortante es nulo,
esfuerzo normal maximo: seccion recta

esfuerzo normal minimo: donde el angulo = 90°

18



La deformacidon producida por el esfuerzo cortante serd maxima en el eje
neutro y minima en las fibras mas alejadas de dicho gje.

En el plano neutro, donde el esfuerzo normal es nulo y el esfuerzo cortante
es maximo los esfuerzos principales son iguales y tienen una inclinacion

de 45°.

Ductilidad: es la propiedad de algunos cuerpos para soportar deformacion
plastica al estar sometidos a tension.

Maleabilidad: permite a la seccion, soportar deformacidon plastica al estar
sometido a compresion.

Tenacidad: propiedad que permite al material soportar chogue o golpe.

Rigidez: propiedad gue permite al material sopotar una fatiga y sufrir una
deformacidon muy pequena.

Dentro de las deformaciones por Flexion planteare las siguientes ecuaciones:
Ecuacion diferencial de la elastica:

dz2 IEI
Momento Flexionante:
El = I2L = M
dz2
Fuerza Cortante:
ElIIX =-V

Flecha
(Segunda derivada del momento)

Ely = Mdz = X
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dM vy dV =
dz dz

Area de momentos: es el angulo formado por las tangentes a dos puntos
Ay de la elastica, es igual al area del diagrama de momentos entre las

verticales correspondientes A'B', dividida entre EIX

La pendiente: de la elastica en la seccidon cualquiera Z de una viga, €S
igual a la fuerza cortante en la misma seccion Z de su viga conjugada
dividida entre El.

La flecha: de la elastica en la seccion cualquiera Z de una viga, es igual
al momento flexionante en la misma seccion Z de su viga conjugada,
dividido entre El.

Aplicando los conceptos anteriores y considerando la siguiente seccion
de unaviga, en donde actuan fuerzas en elementos diferenciales de area,
observamos:

donde, estableciendo algunas ecuaciones de la estatica, se tiene:

y fx = OxdA= 0 (1)
| My= zoxdA = 0 (2)
2 Mz= (-y ox dA= M (3)

El signo (-) en latercera ecuacion, corresponde a la convencidon de signo
de momentos positivos.

Considerando el eje X, que tiene un origen 0, podemos determinar que,
teniendo un tornillo en la posicion indicada, y dandole vuelta en la direccion O

el tornillo avanza en el sentido positivo del eje x;  ------ *
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La flecha gue indica el sentido en que se debe dar vuelta al tornillo para
avanzar en la direccion positiva del eje x, indica también el sentido positivo
de momento. Lo anterior es aplicable para cualquier eje: %, vy, z,.

Por otra parte, considerando una viga flexionada, cuya longitud inicial era

L, se tiene: "

m X

J / X K
L UZ.eoeee o ...

Neje neutro

Denotando por p el radio del arco DE, por 0 al angulo central
correspondiente a DE y observando que la longitud L del elemento no

deformado, se tiene:
L =pO0
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Considerando ahora el arco JK, localizado a una distancia "y" por encima
del eje neutro, se puede afirmar que su longitud /’es:

"=(p- y)O

puesto que la longitud original del arco JK era L, la deformacion de JK es:
o=I-L
6-(p-y)0- p0=-y0

La deformacion unitaria longitudinal £x en los elementos de JK se obtie-
nen:

<

8 6 8X

¢-='2+
L poO

O

El signo (-) Indica el hecho de gue se ha supuesto un momento flector

positivo y por lo tanto las fibras por encima del eje neutro sufriran
acortamiento.

La deformacidon normal longitudinal varia linealmente, atraves del elemen-
to, con ladistancia "y" medida desde la superficie neutra. Esta deformacion
alcanza su valor maximo en la fibra extrema, es decir a una distancia "c"
desde el eje neutro.

Si se considera que las deformaciones producidas se mantienen dentro
del rango elastico podremos aplicar la ley de Hook:

X" E £X

EEr4 (EE]

Vv
m

donde om es el maximo valor absoluto del esfuerzo, de manera que en la
zonha elastica el esfuerzo normal varia linealmente con la distancia desde

> axX

L- eje neutro
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Hasta este momento no se conoce la posicion del eje neutro ni el maximo

vaior om del esfuerzo, aunque pueden ser encontrados en base a las
ecuaciones (1), (2) y (3).

°'d A= | (-~0jdA =-SLn.l1 y dA =0

Por otra parte:

-yox)dA) =M

sustiyuyendo valores:

() (- om dA=M

3a.= | y2dA =M

La Integral representa el momento de segundo orden o momento de
iInercia " | " de la seccion transversal con respecto al eje neutro.

Om_'Me

Generalizando podemos encontrar el esfuerzo normal a cualquier distan-

cia "y" del eje neutro:

Ecuacion de la escuadria
5. DEFLEXION EN VIGAS.
5.1 Curva Elastica.

La deformacidon de un elemento causada por el momento flector M es
medida por la curvatura del eje neutro. La curvatura es definida como el

iInverso del radio del arco p y puede obtenerse despejando 1/ p de la
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ecuacion.

D £. = 1=£0L
m'p D  C

En la zona elastica se tiene 8m = om / E sustituyendo 8m y teniendo en
cuenta la ecuacion de la escuadria, se tiene:

1 =iZm -JLMd = 1=M
D Ec Ec | P EI

Hablando ahora en términos generales tenemos que tanto el momento

flector como la curvatura de la superficie neutra varian a lo largo de la
longitud de la viga, por lo tanto se puede escribir:

| = MKx
P E

Del calculo elemental se tiene gque la curvatura de una curva plana en un
punto Q(X,y), puede expresarse como:

1 d2y / d x2

P 11 + (dy/dx)23 2

en donde dy/dx y d y/dx son la primera y la segunda derivada de la

funcion j. (X) representada por dicha curva. En el caso de la curva elastica
de una viga, la pendiente dy/dx es muy pequenay su cuadrado alun mas,
por lo tanto se puede escribir:

P d x2

sustituyendo 1/p de laecuacion: 1 M (X) se tiene:

d2y M (x)
d x2 E |

El producto El es la rigidez a la flexién.
Reescribiendo la ecuacion anterior, se tiene:

EIN-1 = M(X)dx +ci
d X JlO

cl : constante de integracion.
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Refiriendose a la figura y designando por O (X) el angulo, medido en
radianes que la tangente en Q a la curva elastica forma con la horizontal
y recordando gue este angulo es pequeno, se tiene:

AN =tan 0=0
I an (X)

El O (X) M(Xx)dX +cCi

Integrando de nuevo los dos miembros con respecto a Xx:

El y= M(X)dX+cCjx +cC

En la ecuacion dy/dx =tan 0 = 0 (X), representa la tangente del punto
referido de la elastica con respecto a la horizontal. En la otra Ecuacion,
"y" representa la distancia vertical (flecha o deflexion), que un punto sobre

la elastica tiene con respecto a la horizontal.

Las constante ci , y C2, se determinan con base en las condiciones de
contorno, es decir, en las condiciones impuestas en laviga por sus apoyos.
A continuacion se dan ejemplos de condiciones de contorno.

Ya=0 P YB=0

25



A modo de ejemplo, considérese la viga en voladizo de seccion transversal
uniforme, que soporta una carga P en el extremo A.

Hallar la ecuacion de la curva elastica, la deflexion y la pendiente en el
punto A.

A
A C M
X
Usando el diagrama de cuerpo libre AC, se tiene:
M = - PX
de la ecuacion :
d2y M(X)
dx2 EI
se tiene:
E | d%y -P X
d x2
Integrando:
el WY 1 pxo+ci
dx 2
Las condiciones de contorno son:
YB=0
0B=0

Sustituyendo x=L en la ecuacion, se tendra el valor de ¢, igualando a cero:

Ci=1PL2

Sustituyendo Ci en la ecuacion: 2

dx 2 2
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Integrando:

En esta ecuacion la condicion de contorno es x=L , y=0

O=-1 PL3I#+1 PL3I+0 =0 =-1 PL3
6 2 ' 3

sustituyendo C2 en (a):

Ely=-i Px3+! PL: +(-s
6 2

=y = (-x3 +3 L2X -2LJ)
c E I

gue corresponde en este caso a la ecuacion de la elastica.

Si se quiere saber la flecha en A y la pendiente en el mismo punto, se
evalla x=0 en las ecuaciones de la elastica:

'dx'A 2 EI

El signo (-) indica que Ya es una deflexion de la viga hacia abajo.

De manera generalizada se observa que la deflexion de la viga sera
directamente proporcional al cubo de su longitud e inversamente propor-
cional a su modulo de elasticidad y a su momento de inercia.

Ejercicios de Aplicacion Experimental

Nota: Para lograr el objetivo en la experimentacion, se hace necesaria
acudir al laboratorio de materiales.

Ejercicio 1
Tomando el modelo de viga de material no. 1, y provocando en él, un
momento positivo y a continuacion un momento negativo, se puede

verificar:
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* Las fibras gue en uno y otro caso se encuentran en tension.
*  Las fibras que en uno y otro caso se encuentran en compresion.

*  Se logra identificar en ambos casos el eje neutro.

Ejercicio 2
a) Colocando la viga rectangular de material no. 1 en el marco, empotran-
dola en un extremo, como muestra la figura.

V A B

» X Posicion 1

De acuerdo a la introduccion tedrica, el momento de inercia de esta viga
con respecto al eje X, se calcula:

| X - bh3_ cmx ( )3 cm3
12 12

cm4

b) Posteriormente se procede a cargar la viga con las pesas gue a
continuacion se indican (en latabla) y calcular el esfuerzo maximo. Indicar

en que fibra existe tensidn y en cuales compresion.

c) Medir con una escala adecuada la deflexion en el punto A, para cada
carga.

d) Colocar ahora la viga en la posicion que se ilustra, calculando el
momento de Inercia con respecto al eje y cual es el eje con respecto al
cual la viga se flexionara:

Posicion 2

h b cmx () cm3

' cCm
Y 12
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e) Cargar la viga con las pesas que estan indicadas en la siguiente tabla

y calcular el esfuerzo maximo. Indicar las fibras a tension y las fibras a
compresion.

POSICION 1 POSICION 2

Carga Deflexion Om= PL h/2 Carga Deflexion Om= PL b/2

n b ( Ty .

Considerando que:

*  Hl esfuerzo maximo se encuentra en las fibras extremas y en la sec-
cion en donde el momento es maximo, es decir en el empotramiento,

por tanto:

**  Para este caso, se tiene

O 'V'Iy

Concluimos que:
En la posicidn 1 las fibras superiores se encuentran a

y las inferiores a

tension/compresion tension/compresion



En la posicion 2 las fibras superiores se encuentran a

y las inferiores a

tensidon/compresion tension/compresion

Comparar cada deflexion obtenida experimentalmente con la
deflexion tedrica, dada por

pL3
3E |

*  En la grafica, colocar los puntos: carga-deflexion, indicando qué
linea pertenece a que posicidon, e indicando en cada una el momento de

Inercia calculado.

Cargaf

Ejercicio 3
a) Colocar la viga de material 1 en cantiiiver como se muestra:
A B

N Posicion ]

y

<

b) Medir su longitud libre L. Colocar una carga en el extremo Ay medir en
una escala adecuada de la deflexion de este extremo.

c) Colocar la misma viga pero ahora aumentando su longitud al doble,
COMO Se muestra.

Posicion
21 S —— _p*
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tomar nota de su longitud que debera ser igual a 2L, colocar la misma
carga anterior en el extremo A, midiendo en una escala adecuada la

deflexidn de este extremo.

Llenar la siguiente tabla.

POSICION 1 POSICION 2
Deflexion Deflexidn Deflexidon Deflexidon
Teorica* ] Experimental Tedrica Experimental
|
Deflexidon Teodrica = Va -—PLB
3 EI

Ejercicio 4
La viga de material no. 1 la denominaremos viga no. 1, del mismo modo
para la viga de material no. 2. Las dos vigas tienen la misma seccion

transversal.

En el marco anteriormente utilizado colocar en cantiliver la viga no. 1y
colocar una serie de cargas, (una a la vez), miendiendo en cada caso la
deflexion. Calcular el momento de inercia respecto al eje sobre el que se
flexionara. Vaciar los resultados en la tabla.

Colocar ahora la viga no. 2 tambien en cantiliver y seguir el mismo
procedimiento.

NOTA: Las dos vigas deberan colocarse de modo que se flexionen sobre
el mismo eje. Ademas tienen la mima seccion transversal, por lo tanto

tendran idéntico momento de inercia.
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VIGA 1 VIGA 2

Deflex. Deflex. Deflex. Deflex.

Carga Exper. Teorica* Carga Exper. Tedrica*

b h3 . .
IX =75 . Eviga 1l = . E viga2 =
| a deflexidon tedrica en el extremo A sera:
3 A °
VA PL
SEI

CONCLUSIONES DE LA EXPERIMENTACION

Ejercicio 1

La figura siguiente senala las conclusiones al respecto
MOMENTO MOMENTO
NEGATIVO POSITIVO

floras a tension fiboras a compresion

| | eje neutro | |
floras a compresion fioras a tensidn

Ejercicio 2
La conclusion es que manteniendo los parametros de P, E, L constantes,
la viga que sufre mayor deflexion es laviga con menor momento de inercia,

con respecto al eje de flexion.

Ejercicio 3
Manteniendo constantes para las dos vigas los parametros P, E, |, la
deflexidon de una viga en cantiliver, es proporcional al cubo de su longitud.

PL
3 E I
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Ejercicio 4
Manteniendo constantes los parametros P, |, L; la deflexion es inversa-

mente proporcional al modulo de elasticidad. Por lo tanto, la viga con
menor mdodulo de elasticidad se deflexiona mas.

PL?
Y .
Y 3 E

5.2. Deduccion de la Ecuacion General de la Escuadria

Considérese el cuerpo irregular gue se muestra, en el cual se presenta
un elemento diferencial de area sobre el que actuan tanto esfuerzos

normales en la direccion ,z" como esfuerzos cortantes en "x" y "y".

VX

a la fuerza gue actua en direccion x, se le llama VX
a la fuerza que actua en direccion vy, se le llama Vy
a la fuerza gue actua en direccion z, se le llama Vz

al momento que actua alrededor del gje x, se le llama Mx
al momento que actua alrededor del eje y, se le llama my

al momento gue actua alrededor del eje z, se le llama Mz

Estableciendo la sumatoria de fuerzas a lo largo de los tres ejes, se tiene
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Estableciendo ahora la suma de momentos respecto de cada gje:

T,/>dA - | xx/ydA

(1.2)

(1.3)

Para considerar esta demostracion, se supondra gue se trabaja tnicamen-
te con barras de eje recto y de seccion constante. De acuerdo a lo anterior
y suponiendo gue las secciones tienen simetria con respecto a su eje

vertical, una seccion gue sea plana antes de la deformacidon de la barra,
seguira siendo plana después de sufrir la misma.

La deformacion representada por il ,la podemos representar como una
ecuacion lineal en funcidn de los parametros "y"y "z".

il= 38 +yy + 0z

Por lo tanto se tendra que la deformacion unitaria se obtiene dividiendo la
deformacion de un elemento diferencial entre la longitud de éste.
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Introduciendo algunas identidades:

(b,c,d son constantes)

asi, se tendra:

£EX =b +cy +dz

Recordando la ley de Hooke, la deformacion unitaria es:

Sv =

lgualando:
aX = EEx=E(b+cy+dz) ..., (1.4)

Sustituyendo (1.4) en (1.1), se tendra:

W= 1 OvdA =1 F (b +cy +dz)dA
= E(QU |-y +z)dA
((Jx Jd)él dx)
—Eb+cE vydA +dE zdA

Por lo tanto:

ydA = primer momento del area = Qz

zdA = primer momento del area = Qy

VX=DbEA +cEQ/ +dEQX

(b,c,d) son incognitas
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Sustituyendo en la ecuacion:
Mv=1 o, zd A

E (b +cy +dz) zd A

= Eb | zdA +cE | yzdA +dE | zZA

Sustituyendo las igualdades:

yz dA = lyz donde:

Iyz = producto de Inercia

z2dA = |

se tendra:

My=bEQ}+cElyz+dEU .................... (1.6)

(b, c, d, son incognitas)

Sustituyendo ahora en la ecuacion:

M =- a,ydA =-] l:(b + cy + dz) ydA

M =-bH ydA =« c t y2dA—dt /ydA _ ) _
(b, ¢, d, son incognitas)

M, =-bEQ:-cE¥-dE (1.7)

Con las ecuaciones (1.5), (1.6) y (1.7) se tiene un sistema de 3 ecuaciones
y 3 Incognitas:

A Qz Qy
-Qz -z zy
Qy & Iy
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SI ahora, se supone gue los ejes a los que se ha referido todo este
desarrollo, son centroidales:

Qz=Qy =0
b= W c_-MAy-Myly/ j _'MMI/-MA)
EA E (KI, - I?v) E(lylz-12y)

Sustituyendo b, ¢, d, en la ecuacion (1.9), obtenemos:

VX |-MA- My - Myl, + MA>/

Clv = +
A lyl,-12%, 4

Si los ejes a los que se refiere la presente deduccidn resultan ser aguellos
en gue se presentan los maximos esfuerzos, se tendra la ecuacion de la
escuadria generalizada.

A |, .

Nota: Para tener mas claras estas consideraciones, es importante recor-
dar lo relacionado a los temas:

1) Momento de primer orden de un area.

2) EJes principales.
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) 4

Il. FUERZA CORTANTE EN VIGAS
ESTATICAMENTE DETERMINADAS

Objetivos:
Definir e! concepto de vigas estaticamente determinadas

Describir los efectos cualitativos de la presencia de esfuerzo cor-
tante en una viga.

Explicar las condiciones de equilibrio y las ecuaciones utilizadas-
para obtener |la ecuacion de esfuerzo cortante.

Cuantificar el esfuerzo cortante en una seccion de una viga some-
tida a cargas.

Verificar la distribucion parabdlica de los esfuerzos cortantes en
una seccion rectangular de una viga sometida a cargas.

Fundamentacion Teorica:
Se ha desarrollado parte de ella en el capitulo anterior

1. Generalidades

U na viga estaticamente determinada es aguella que puede analizarse por
completo mediente las ecuaciones de la estatica.

Pueden ser: apoyadas en forma simple, en cantiliver y vigas con voladizos

R
\Y \Y \/ ( Vv
4 f
Ri r2 r2
Viga simplemente | -
apoyada Viga en cantiliver
T n n
- R R R
Viga con voladizo Viga con articulaciones

Internas
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Considérese una viga AB, con su extremo B empotrado como se muestra
en la figura:

En su extremo libre A, se aplica una fuerza vertical hacia arriba P, se
supone gue la viga posee un plano vertical de simetria en sentido longitu-

dinal y que la fuerza P se aplica en dicho plano.

Si se corta la viga en su seccion c-c y se hace un diagrama de cuerpo libre
de la porcion AC, se observaran las fuerzas internas aplicadas en AC, que
son equivalentes a la fuerza cortante V de magnitud V=P, y un par de
flexion M de momento M=Px, donde X, es la distancia desde "c" hasta el

extremo A.

De acuerdo a la convencion de signos para los momentos flexionantes, el
momento actuante en la viga, es positivo.

Ahora considérese la siguiente figura, donde se muestran algunos vecto-
res de fuerza equivalentes al cortante y al momento flexionante que actuan

sobre la viga.
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De acuerdo a la figura, se pueden establecer las siguientes ecuaciones:

2 >y,£ - y,,J XxydA:-V

Tx/dA —O

Ahora bien, sI se considera la siguiente figura y aplicando un equilibrio de
fuerzas, se tiene:

riante
nal

CIX

esfuerzo cortante
longitudina

De acuerdo a esta figura se puede concluir gue los esfuerzos cortantes
longitudinales deben existir en cualquier elemento sometido a carga
transversal. Lo anterior puede verificarse si se considera una viga estrati-

ficada y se aplica una fuerza P en uno de sus extremos.

efecto del cortante
longitudinal

En la practica correspondiente a "Flexion en Vigas", se comprobo que s
una viga se somete a flexion pero no a cortante, las secciones planas

antes de la flexion continuaban planas después de ésta, teniendo en su
seccion el eje vertical como eje de simetria.

gdx
M M+dM

Diagrama de un cuerpo libre de

V+dV
un elemento de longitud diferecial dx

dx
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Cuando existe cortante lo anterior no sucede y se puede comprobar
iIntroduciendo fuerzas cortantes en un marco con membrana, en donde el
angulo recto se vera destruido debido a la presencia de cortante.

2. Distribucion de Esfuerzos Normales

| a ecuacion de la escuadria define los esfuerzos normales en una seccion
dada.

0
/ |

Teniendo en consideracion la siguiente figura:

y considerando que "X" es la distancia de un punto de corte a la carga P,
y "y" su elevacion por encima del eje neutro: aplicando la ecuacion de la

escuadria:

. P\
Al

El signo ( - ) en la ecuacidon, indica que por encima del eje neutro los
esfuerzos en la seccion seran de compresion.

Dado gque los esfuerzos son proporcionales a la distancia "x" desde la
carga hasta la seccidon considerada, el esfuerzo maximo de compresion

se tendra cuando x=L.
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3. Determinacion del Cortante en vigas
estaticamente determinadas

Cuando una viga se separa en dos partes a través de una seccion, la
Interaccion entre ellas se constituye por una fuerza cortante V y en un
momento flector "M". Recordar que el momento flector en una seccidon es

positivo si la viga muestra concavidad en su parte superior, debido a la
accion del momento (como en el siguiente ejemplo):

A A

R

En éste diagrama la parte derecha necesita actuar sobre la izquierda
mediante unafuerza V hacia abajo para evitar que ésta se desplace hacia
arriba relativamente a la parte derecha; los momentos M-M se producen

por esfuerzo de tension y compresion que actuan respectivamente, en las
porciones inferiores y siuperiores de la seccion.

Los datos del cortante y del momento flector en la seccidn son necesarios
en el calculo de la resistencia de la viga en aguella seccion.

Se recordara que xxy representa tanto la componente vertical del
esfuerzo cortante en una seccion perpendicular a laviga, como la compo-

nente longitudinal del esfuerzo cortante en una seccidn horizontal.

De la viga en voladizo mostrada anteriormente, se considerara en especial

el diagrama de cuerpo libre de la seccion AA' - CC', donde se aprecian las
fuerzas Iinvolucradas.

- — OxdA

E.N
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donde:

n’: Porcion de la carga que se aplica al cuerpo libre

V'’ La resultante de las fuerzas cortantes aplicadas en CC’
crxdA: Las fuerzas normales que actuan en CC’

H. Resultante de las fuerzas cortantes horizontales

Recordando la ecuacion de la escuadria, se tiene:

OXdA = - | dA

Escribiendo ahora la ecuacion de equilibrio 2 Fx =0 para AA’-CC’

| =0: H-J "dA =0

De la ecuacion anterior, se despeja a H, teniendo a "X" constante en la
seccion.

H=& -i"ydA
Y,

Con la ecuacion anterior se puede identificar a la integral como el momento
de primer orden Q, del area de la seccion transversal que esta localizada
por encima de lalineay -y

Q: ydA:Ay
Y*Y

y. distancia del eje neutro de la seccion, al centroide del area Ay sombrea-
da

Sustituyendo ecuaciones, se tendra:
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La ecuacion muestra gue la fuerza cortante horizontal H, aplicada en la cara
Inferior de la porcion de laviga AA CC' es proporcional a su longitud x.

Asi, se puede concluir gue la fuerza cortante horizontal por unidad de
longitud H/x, es constante e igual a PQ/l. A la fuerza cortante por unidad
de longitud, se le denomina flujo de corte q.

_PQ

477

En el caso en gue laviga se encuentre sometida a una serie de cargas de
cualquier tipo (concentradas, distribuidas, etc ), y de cualquier magnitud,
la ecuacidn anterior sigue siendo valida, aunque la fuerza P en este
desarrollo se debe sustituir por la suma de fuerzas consideradas hasta la
seccion de interés, de aqui que:

_VQ

q_l

Considerando ahora la viga de la figura.

en donde la fuerza cortante AH* aplicada en una porcion de longitud,
AX del corte horizontal que pasa por C\ es:

AH=gAx =  AX

Dividiendo entre el area AA = xXAx , dondet es el ancho del corte, se
obtendra el valor promedio del esfuerzo cortante., x yx.

~AH VO AXx
PO AA 1 tA
VQ
prom | E
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Obsérvese que xyx =0 en las caras superior e inferior de la viga, puesto
gue no hay fuerzas aplicadas en dichas caras.

Tyx 0

Xy X 0

0

Tyx

Notese que mientras Q es maximo con y= 0, no se puede concluir que
Tprom sea maximo alo largo del eje neutro, puestoque T prom depende

del ancho de la seccion, asi como de Q.

4. Esfuerzos Cortantes en una Viga Rectangular.
Relaciones entre carga, ecuaciones de corte y de momentos.

Las secciones de discontinuidad se encuentran por lo general a lo largo
de la viga y en ellas actuan cargas concentradas o reacciones; o0 en las
mismas la carga distribuida cambia de intensidad o de forma.

Las ecuaciones de carga, de corte y de momento en cualquier punto entre
dos secciones de discontinuidad adyacentes pueden expresarse en tér-
mMINnos de una variable independiente que representa la distancia del punto
a un punto de referencia arbitrario escogido

Obtencion de la ecuacion del esfuerzo cortante para una seccion
dada de una viga rectangular.

4y
. N
le

|h
EN

~“h/2 =C

Se usara la ecuacion que da el esfuerzo cortante promedio:

VQ

T\\ — Tprom It
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donde:

i >
X: corresponde al ancho b dé la viga
Q: momento de primer orden del area A', con respecto al eje z

| momento de Inercia del area A, total.

La distancia desde el eje neutro al centroide C del area A', es:
y=[(c +Yy)

A"=Db(c-y)
De ahi que:

Q=Ay=Db(c-y)l(c+y)=1Db(c2-y))

1=Ph3 pero h=2c=>| =\ be3
12 3

2 2

-V
Y Ib 4 be3

Si se tiene gue el area de la seccion total de la viga A, es A=2bc:

X =1Y (icé ) oo (1)
xy 2 A 2 K 1

La ecuacion (1) muestra que la distribucion de los esfuerzos cortantes en
una seccion transversal de una viga rectangular, es parabdlica.

Teniendo y = 0, se obtiene el esfuerzo cortante maximo en una seccion
dada de una viga rectangular:

Trrex E(-,% lA‘r_ ............................... (2)

5. Diagrama de Corte y de Momento

Demuestra su variacion a lo largo de la viga mediante un trazo, con base
en una linea horizontal. Los diagramas resultan utiles en el disefio de la

resistencia de la viga.
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El diagrama de corte puede construirse simplemente comenzando en el
extremo i1zquierdo y subiendo y bajando con la carga hasta llegar al
extremo derecho.

El diagrama de momento puede construirse calculando primero sus orde-
nadas en aquellas secciones en gue se presenta discontinuidad y luego
trazando su curva.

- dM = . vdx

6 1on 16 ton

+26 8

+139.50
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Ejercicios de Aplicacion Experimental
en Laboratorio

Ejercicio 1
- TOmese el marco de membrana, manteniendo los lados del mismo, en
angulo recto.

- Asegurese que el cuadrado dibujado en la membrana conserva sus
angulos perfectamente rectos.

- Introduzca fuerza cortante al marco, mediante un par de fuerzas y
observe que el angulo recto se destruye.

Ejercicio 2
- Mdntese la viga estratificada en cantiliver y obsérvese el extremo libre
de la misma, asi como los cuadrados dibujados en ella.

- Apliguese una fuerza vertical hacia arriba en el extremo libre y obsérvese
éste. Observe también los cuadrados dibujados en la viga.

Ejercicio 3
- Mdntese una viga rectangular en cantiliver, anotando sus dimensiones
y caracteristicas geometricas.

N\ bh-? < )em x| > cm cm
*e  E.N | 2 | 2

= dan

cm
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- En funcidén de las cargas Pi y P2y con ayuda del diagrama de cuerpo

libre correspondiente, calcule los cortantes actuando en la seccidon AAy
BB.

IFy = -

Seccion AA

Seccién B9

e
I

-Con ayuda de las ecuaciones (1) y (2), calculenselos valores del esfuerzo
cortante a distintas distancias del eje neutro.

T = H | 4
Vo= Al &
Imat = % 'P‘/
2 A
SECCION AA SECCION
V Y TXy V' Y TXy
C C
0.8cC 0.8C
0O.0c 0O.6cC
0.4c 0.4c
0.2cC 0.2C
0 0
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-De la tabla anterior extraiganse los valores necesarios para construir €l
diagrama de esfuerzos cortantes en las secciones indicadas de la viga.

VA

SECCION AA SECCION BB

Conclusiones de la experimentacion:

Ejercicios 1y 2.

Observar los efectos cualitativos de la presencia de esfuerzo cortante en
una viga.

Ejercicio 3
Se comprobara la curva parabolica que describe la funcidn de esfuerzos
cortantes a lo largo de una seccion de viga.

Se comprobara gue la ecuacion (2 ) da un valor igual a la ecuacion (1 ),
cuando el esfuerzo cortante se evalua con y = 0.

5.1 Distribucidon de Esfuerzos en una Viga Rectangular

Fundamentacion Teorica.

S1 se considera la viga gue se muestra en la figura y puesto que la fuerza
cortante V en la viga es constante e igual en magnitud a la carga P.
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Donde la ecuacion de la distribucidon del esfuerzo cortante es:

y
Y2 2)

Segun esta ecuacion, los esfuerzos cortantes dependen unicamente de
la distancia "y" desde la superficie neutra. Por lo anterior se concluye que
todos los elementos localizados a la misma distancia desde la superficie
neutra, soportan la misma deformacion debida al corte,

En la figura siguiente, aunque las secciones planas no permanecen

planas, la distancia entre dos puntos correspondientes Dy D:localizados
en diferentes secciones, permanece igual.

Los esfuerzos normales en la viga, se calculan con la ecuacion:

_ PXxy

O,
1

La validez de ésta ecuacion depende de la condicidon de la viga en sus
extremos. Segun la otra ecuacion, la carga P, debiera distribuirse parabo-
icamente en la seccion del extremo libre de la viga, ademas el apoyo
empotrado, debera ser tal que permita la deformacion de corte que se
aprecia en la figura anterior.

No obstante, las dos ecuaciones proporcionan la correcta distribucion de
esfuerzos, excepto cerca de cualguiera de los extremos de la viga.

Cuando en una viga se aplican cargas como se lilustra:

p2 |P3
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Puesto que las cargas P2y P3 se aplican en la superficie de la viga y no
pueden suponerse distribuidas parabolicamente en la seccion transversal,
los resultados obtenidos cesan su validez en la vecindad de los puntos de

aplicacion de las cargas

5.2 Esfuerzos Cortantes en elementos de pared delgada.

L a siguiente ecuacion, puede ser utilizada para determinar el flujo de corte
en cualquier corte longitudinal de un elemento sometido a carga transver-
sal en su plano vertical de simetria.

Ahora considérese un segmento de longitud AXx, de una viga | de ala
ancha:

It

Siendo V la fuerza cortante vertical en la seccion transversal mostrada.

Al desprender la seccion ABBA’, del ala superior, lafuerza AH que actua
en el corte, sera:

AH =g Ax
g = Flujo de corte

Sustituyendo g de la primera ecuacion, en la ecuacion anterior se tiene:
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Dividiendo ambos miembros entre el area A= tA, se tiene:

t-prom?---/--\-jz——

De acuerdo a la figura siguiente, se tendra:

| t

TzXx TXx2Z

X prom de la ecuacion representa el promedio de los esfuerzos cortantes

Xzx ue actuan en el corte vertical, pero es conveniente considerar que t

es muy pedqueno, y por lo tanto existira muy poca variacion de xzx en el
corte.

Por otra parte, setiene que X zx = X xz, por lo gue se vé gue la componente

horizontal Xxz del esfuerzo cortante en cualquier punto de una seccion
transversal del ala, puede obtenerse con la ecuacidon promedio en donde

Q representa el momento de primer orden del area sombreada en lafigura
siguiente con respecto al eje neutro.

La ecuacion X prom, puede usarse para determinar los esfuerzos cortan-

tes en otros elementos de pared delgada, tales como vigas en cajon y
tubos medios, siempre y cuando las cargas se apliguen en el plano de

simetria del elemento.
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Ejemplos

XXZ TX2Z

54



1. CENTRO DE CORTE

Objetivos:

*  Definir centro de corte

* Explicar las condiciones en las cuales se presenta torcion de las
secciones.

* Explicar los efectos que produce el cargar una seccidon en su cen-
tro de corte.

1. Corte Simple

Corte es el estado de tension en el cual las particulas del material se
deslizan con movimiento relativo entre unas y otras

El corte introduce deformaciones capaces de cambiar la forma de un
elemento rectangular convirtiendolo en un paralelogramo inclinado. La
distorsion se mide por el angulo de inclinacion del rectangulo deformado
Y NO por una variacion de longitud, tal como sucede en el caso de latension
0 la compresion

por corte

Las fuerzas que produce esta deformacion actuan sobre los planos en los
gue se produce el deslizamiento, se denominan "tensiones de corte",
cuando se les mide sobre una unidad de superficie. En el intervalo de
comportamiento elastico, la deformacion es proporcional a la fuerza 'y por
lo tanto la distorsidn es proporcional a la tension de corte.

Se llama "mddulo de elasticidad por corte" a la relacion entre tension y
distorsion. Viene a ser también una caracteristica propia de cada material
y su valor corresponde aproximadamente ala mitad del mdédulo de traccion
0 compresion; por ejemplo para el acero corresponde un modulo de corte

de 810.000 Kg/cm?2

El corte produce deslizamiento en dos planos, siempre perpendiculares
entre si; tambien tiende a hacer girar a la seccion y puede considerarse
CoOmo una combinacion de tracciOn y compresion normales entre si, en
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direcciones que forman angulos de 45Qcon la direccion del corte.

Analiticamente, el corte en una seccion es la suma de las fuerzas hacia

arriba entre el extremo i1zquierdo y la seccion, el diagrama de corte puede
construirse simplemente comenzando en el extremo 1zquierdo y subiendo
y bajando con la carga hasta gue se llega al extremo derecho. Como la
pendiente de la curva del corte es la intensidad de la carga, la variacion
del corte es una linea horizontal sobre un segmento sin carga y debera
descender linealmente hacia la derecha sobre un segmento uniformemen-

te cargado.

2. Centro de Corte

Cuando se tiene un elemento que poseé un plano vertical de simetria y
sobre el cual actlan cargas transversales, laflexion My la fuerza cortante
V, producen esfuerzos normal y cortante definidos en las ecuaciones

siguientes respectivamente.

EN

T prom —ilf

Si la seccion se gira 90° como se muestra en lafiguray si se supone gue
la linea de accion de la fuerza P pasa aun por el centroide de la seccion,

se tendra:
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El vector de par M, representa el momento flector en una seccidn trans-

versal dada, y estara dirigido en base a un eje que coincide con el eje
neutro. Por lo anterior, la primera ecuacion es aplicable al calcular los

esfuerzos normales en la seccion.

Sin embargo, la segunda ecuacidon no podra aplicarse puesto gue fué
desarrollada para un elemento que posea un eje vertical de simetria, y el

elemento en esta posicion no lo posee.

Lo que sucedera con el elemento en esta posicion, es que se flexaray se
torcera bajo la carga aplicada y la distribucion de esfuerzos cortantes sera

distinta.

Se podria hacer la pregunta: ¢En qgué punto debera colocarse la carga P,
de modo que el elemento se flexe sin torcerse’

Si el elemento flexa sin torcerse, entonces los esfuerzos cortantes en
cualguier punto de una seccion transversal dada, pueden obtenerse de la
segunda ecuacion, donde Q es el momento de primer orden del area

sombreada con respecto al eje neutro.

A

Z

) E
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La distribucion de esfuerzos sera como se muestra en (b) teniendo x =0 en
los puntos Ay E.

La fuerza cortante ejercida en un pequeino elemento de area de la seccidn

transversal dA =tds es dF = xdA = Ttds 0 dF = qds donde q es el
flujo de corte, definido como:

V
q=Tt= —)94

La resultante de las fuerzas cortantes ejercidas en los elementos del ala
superior AB, es una fuerza horizontal F, de magnitud:

B

(2) (b)

gds

Observando la figura (a) se aprecia gue la resultante de las fuerzas
cortantes ejercidas en el ala Inferior DE es una fuerza F’'de la misma
magnitud a la ejercida en el ala superior pero, de sentido opuesto. Se

concluye gque la resultante de las fuerzas cortantes ejercidas en el alma
BD, debe ser igual a la cortante vertical de la seccion.

D

V=1 qgds

También se observa que las fuerzas Fy F’forman un par de momento Fh,
donde h es la distancia entre las lineas centrales de las alas AB y DE. Este
par puede eliminarse si el cortante vertical V, es desplazado hacia la

Izgulierda a una distante e, tal que el momento de V con respecto a B, sea
igual a Fh.

Ve = Fh 6 -_Fh
V
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De todo lo anterior se deduce que cuando la fuerza P se aplica a una

distancia "e" a la izquierda de la linea central del alma BD, el elemento se
flexa en un plano vertical sin torcerse.

El punto O, donde la linea de accion de P, intersecta al eje de la seccion
extrema, se llama el CENTRO DE CORTE de dicha seccion.

Ejercicios de aplicacion experimental
en Laboratorio.

Ejercicio 1

-Tomese la seccion C o canal y cologuese en cantiliver como se muestra:

- Determinese la posicion del centroide, llenando la siguiente tabla

X(mm) y(imm) A(mm?2) XA(mm3) YA(mm?3)

I
I
—

N © © O

X = XXA .y = SYA =
1A Q/A
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- En la posicion mostrada en la figura de la seccion C, carguese al elemento

colocando en su extremo y sobre la linea que pasa por su centroide diversas
pesas, observar si el elemento ademas de flexionarse, se tuerce o no.

Ejercicio 2
a) Cologuese ahora el mismo elemento en cantiliver pero rotado 90° como
se muestra:

b) Coloquense cargas en su extremo, sobre la linea que pasa por el
centroide y obsérvese lo que ocurre al elemento.

c) Seleccionese una pesa, que se colocara en el extremo del elemento,
calculandose el flujo de cortante maximo.

H-i — M

2 f

figuras y(mm) A(mm2)yA(mm3J)
1T ©
' ©
|c = mm
Q= ZyA

- Calculese la distancia "e" a la que debera colocarse cualquier carga para

gue el elemento no se tuerza.

P-Eh
e~V
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M M

-Cologuense ahora pesas en el CENTRO DE CORTE obtenido, obsevan-
dose los resultados.

Conclusiones de la experimentacion:

Ejercicio 1
- En el sentido del eje "y", el centroide se encontrara a d/2, como se
muestra, pues la seccion es simeétrica con respecto a ese eje horizontal.

- El elemento se flexionara con respecto al eje que pasa por el centroide
pero no se torcera puesto que en esta posicion, el elemento cuenta con
un eje vertical de simetria y sobre éste se aplican las cargas.

eje vertical de simetria

Ejercicio 2
- Al cargar el elemento sobre la linea que pasa por el centroide, este se
torcera pues no cuenta en esta posicion, con un eje vertical de simetria.

- Al cargar al elemento sobre lalinea que pasa porel CENTRO DE CORTE,
éste se flexionara pero no llegara a torcerse.
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V. VIGAS CONTINUAS

Objetivos:
* Conocer los efectos cualitativos que las diferentes condiciones de
apoyo en vigas, inducen para la pendiente y la flecha 0 deflexion.

*  Definir el concepto de punto de inflexion; saber localizar éste vi-
sualmente (con aproximacion) en vigas continuas.

* Conocer cualitativamente el comportamiento de los marcos.

1. Pendientes y Flechas

En la figura siguiente se puede observar la curva elastica de una viga,
representandose en un punto especifico de ella, la pendiente y la deflexion.

Va

A 0O se le conoce como pendiente en el punto A de la viga, y es el angulo
medido en radianes, gue la tangente en A a la curva elastica forma con
respecto a la horizontal.

A "X" se le conoce como flecha o deflexion en el punto Ay es la distancia
vertical que existe entre un punto de la elastica y el correspondiente punto
de la viga sin deformar (generalmente horizontal).

La siguiente ecuacion, da el giro o pendiente en cualquier punto de la viga,
basandose en el diagrama de momentos

A continuacidon se expresa la ecuacion gue da la flecha o pendiente en
cualquier punto de la viga. Teniendo como referencia a la ecuacion

diferencial de la elastica en una viga.



Teniendo como referencia a la ecuacion diferencial de la elastica en una
viga:

E |- =M
d x2

M radio de curvatura de la elastica

Yy, considerando que los diagramas de fuerza cortante y momento flexio-
nante nos pueden ayudar a establecer las condiciones de origen y frontera.

Las condiciones de frontera se establecen segun la situacion de las
cargas.

La ecuacion de la Elastica desarrollada en serie es (referencia: Garcia
Malo, F. Carlos. Deformacion en vigas UAM 1988 p 23, 24, 25)

En viga con carga concentrada en L/2

Y =Yoo +6 0ll- X2 ——¥0 X3+ X4 +-»0Lk X5+«22. X' +<&
2 El 6 EI 24 El 120 El nE

De acuerdo a las condiciones de origen y frontera se sustituyen los valores
en la ecuacion anterior para 0sx< L.

para L/2 s xsl

Se calcula la pendiente maxima con la ecuacion (2) incluyendo la fuerza
cortante debida a F

3
y(Xx) =00'- F/2,x3 — F_|[x L

6 El 6 F] ' 2
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de donde

Pl 2
16 EI

pendiente maxima

Para obtener el valor de la flecha maxima se sustituye el valor de la 0 max
y se obtiene

N2 N —~A48NEI flecha maxima

De esta manera, dependiendo de las diferentes cargas en vigas a partir

de la ecuacion de la curva elastica, se pueden obtener la flecha y las
pendientes maximas para cada una de ellas.

En una viga empotrada, esta condicidon de apoyo restringe el giro, de modo

gue latangente en el punto de apoyo, coincidira con la horizontal. Lafigura
representa este hecho en una viga doblemente empotrada.

@ al

En b se hace notar que la pendiente tanto en el empotre A como en el
empotre B, es cero.

En una viga cualquiera, con condiciones de apoyo iguales, de seccion
constante, con simetria tanto en cargas como en su forma; sucede que en

el punto medio de la viga (eje de simetria), la pendiente es cero. En la
flgura siguiente se muestran algunos ejemplos;
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JTYY>
777+

L/2

Los empotres ademas de restringir ias pendientes en los apoyos, dismi-
nuyen en gran medida las deflexiones a todo lo largo de la viga, en
comparacion con las flechas existentes en una viga simplemente apoyada,
bajo las mismas cargas.

Ejemplos:

Y >\
0o = wL

24E]| pendiente maxima
Y/-La = 5wL4  flecha maxima
N2 384El
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2. Puntos de Inflexion

A o largo de una viga cualguiera, existen tramos de la misma, que se
encuentran sujetos a momento positivo (concavidad hacia arriba), y algu-
NOS otros gue se encuentran sometidos a momento negativo (concavidad
hacia abajo). En la interfase entre dos tramos consecutivos sujetos, uno
a momento positivo y el siguiente a momento negativo, existe un punto,
el cual no esta sujeto a momento alguno. Este es el punto de inflexion.

Ejemplo:

Como anteriormente se menciono el punto de Iinflexion supone una

ausencia de momento flexionante, por lo tanto, teniendo la ecuacion del

momento para una viga O para un tramo de ésta, se puede facilmente
e averiguar el o los puntos en donde el momento es nulo.

I\/I(x):O:>(%§'
|

| etc. punto de Inflexion

3. Marcos Rigidos
Definiciones y Suposiciones Fundamentales

Los marcos son elementos estructurales, formados de al menos un
elemento horizontal y dos elementos de apoyo, generalmente verticales.

Un marco rigido, en el sentido mas general, es una estructura tridimensio-
nal donde los miembros constituyentes concurren en nudos rigidos, tipifi-
cados como nudos soldados en acero estructural o nudos colados
monoliticamente en concreto reforzado. Sin embargo, trataremos solo de
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marcos rigidos planos los cuales estan compuestos de miembros rectos
prismaticos y sujetos a cargas en el plano del marco mismo.

Muy a menudo, dos marcos rigidos, uno a cada lado de un puente de una
carretera, se disenan para soportar las vigas de piso transversal a la
direccion del trafico. Se pueden utilizar marcos rigidos uniformemente
separados para soportar las vigas de piso de un edifico o los polines bajo
una cubierta. Ensambles de marcos rigidos espaciales complejos pueden
Involucrarse en estructuras comunes como puentes, edificios o en alguna
estructura especial como vehiculos voladores o buqgues.

(a) (b)

My

1111111z

(c) (d)

il HHHIA

(e) (O

6/



Los marcos rigidos planos, tratados como tales, pueden ser estaticamente
determinados o indeterminados. Si bien, los marcos rigidos estaticamente
determinados, como se muestran en a, b y ¢, con frecuencia no pueden
ser contruidos como tales, en la practica, su analisis es un requisito previo
comun en el método de las fuerzas para analizar marcos rigidos indeter-
minados. En realidad, los marcos rigidos a, b y ¢ son las estructuras
degradadas de las mostradas en d, ey f respectivamente.

Un miembro recto en un marco rigido, como cualquiera de los mostrados
en las figuras anteriores, puede estar sujeto a fuerza axial, corte y
momento flector a lo largo de su longitud. H tratamiento de la deformacion
debida al corte ha sido diferido dado que por lo general es un efecto muy
pequeno en los miembros en flexibn de proporciones ordinarias. La
deformacion axial es el Unico efecto que existe en los miembros de una
armadura. Este efecto sin embargo, en la rotaciones y deflexiones de los
nudos en un marco rigido, se empequenece por el del momento flector;
en realidad, su efecto en las magnitudes de las fuerzas redundantes en
un marco rigido indeterminado es de un orden reducido. Entonces el
estudio se confinara a la suposicion de gue las fuerzas axiales en los

miembros de un marco rigido no causan cambios en la longitud de los
miembros.

En el analisis de primer orden, los desplazamientos transversales de
cualquier extremo de un miembro de una estructura se supone gue no
cambian la longitud del elemento. Cuando la longitud de un miembro no
cambia, las componentes longitudinales de los desplazamientos extre-
mos, deber ser iguales. De esta manera, la nueva longitud A’B’ del
miembro debe considerarse igual a la longitud original AB.

Las dos suposiciones fundamentales: que las longitudes de los miembros

no cambian por fuerzas axiales ni por desplazamientos transversales,
deben tenerse continuamente en cuenta durante el estudio de marcos.

Cuando el elemento horizontal Uunicamente se apoya en los elementos
verticales, solo les transmite fuerzas; sin embargo, si este elemento esta
rigidamente unido a los verticales, les transmitira ademas de fuerza un
momento. Como se lilustra:

777777 Yeea/ i/ 7TMMI771 rorrrd
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rigidamente
unido

En un marco con viga simplemente apoyada, las deflexiones de ésta son
mayores que en un marco de uniones rigidas, sin embargo, no se inducen
deformaciones por momento en las columnas.

Ejercicios de Aplicacion Experimental
en Laboratorio

Ejercicio 1
a) Montar la viga simplemente apoyada, utilizando indicadores de pen-

diente, midiendo la flecha en el centro de la viga, cuando ésta se carga
puntualmente en el centro

Indicador de
pendiente

Indicador de
pendiente

Indicador de

b) Introducir giros en los apoyos, de modo que la pendiente en ellos sea
nula, es decir teniendo el efecto de doble empotramiento.
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c) Medir nuevamente la deflexion en el centro y comparar con la obtenida
anteriormente.

Ejercicio 2
Montar la viga como se indica:

3P

JL
. tu B D

- Medir la deflexion gque existe bajo las cargas de 3P y de P, siguiendo el
siguiente formato.

Deflexiéon experimental en B = mm.

Deflexion experimental en D = mm.

Punto B
M (X) =

Xx=0

YB =y (a) =— M (X) dx + Ci X -

H o

Punto D
M (X) =
X = 3a

Yo:y(3a):1 M (X) dx + Ci X =
E o

- Dibujar a mano, la curva elastica de la viga, y localizar visualmente el
punto de inflexion.

- Establecer la ecuacion del momento flexionante, valida entre los puntos
By C, y obtener la posicion del punto de inflexion igualando a cero tal

s/
ecuaclion.
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Conclusiones de la experimentacion:

Ejercicio 1
- La deflexion de una viga simplemente apoyada es siempre mayor que la
correspondiente a una viga doblemente empotrada, puesto que al restrin-

gir el giro en los apoyos, se restringe asi mismo las deflexiones a todo lo
largo de la viga.

Ejercicio 2
- La deflexion experimental en los puntos By D de la viga, muy posible-

mente no coincida con la deflexion obtenida tedricamente pues ademas
de la imprecision al medir tal deflexion, se tiene imprecision al aplicar las

cargas y al simular las condiciones de apoyo debidas.

El punto de inflexion de la viga, debio de encontrarse a una distancia a/2
a la derecha del punto B.

4. Deflexion en Vigas al Aplicar las Areas de momentos

Este método de calculo de pendiente y deflexiones es sencillo y de facil
aplicacion.

Teniendo la ecuacion de la pendiente.

El 6(x) =~-= | M(X)

Derivando nuevamente, se tiene.

de d2y M

dx dxzZEl El

dtt = dx
El

/1



Considerando un diagrama de M/EI cualquiera.

M
H

Integrando entre dos puntos arbitrarios C y D, se tendra:

D Al 0c : pendiente en el punto C
do- « M gy _
E 0d : pendiente en el punto D
Oc Xc N D)
"D - dx: Area bajo el diagrama - entreC y D
OD -0c= | dx

XcC

OD-0G=0j} ;angulo entre las tangentes a la curva elasticaen C y D

OD/c = Area bajo el diagrama ,—, entreC y D

b1

A ésta ultima ecuacion se le conoce con el nombre de primer teorema de
las areas de momentos.

Un area positiva, es decir, un area por encima del eje, en el diagrama M/ElI,
corresponde a una rotacion en el sentido contrario al de las manecillas del

reloj, al moverse de D a C, lo que se considera positivo.

M
H
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Si consideramos los puntos Py P' localizados entre C y D, a una distancia
dx el uno del otro, como se muestra:

Las tangentes a la curva elastica trazadas en P y P’, intersectan un
segmento de longitud "dt" en la vertical que pasa por C. Como la pendiente

en P vy el angulo dO formado por las tangentes en P y P' son muy
pequenos, se puede suponer que "dt" es igual al arco de circulo, de radio

Xl que subtiende el angulo dO

Por lo tanto:

dt = xi d0
pero d0 = dx

=>dt = x| dx

Integrando desde Ca D

tcD-1 X, |ydx

A medida que el punto P se corre por la elastica desde C hasta D, la
tangente en P barre la vertical pasada por C, desde C hasta E. Por lo tanto
el miembro izquierdo de la ecuacion, es la distancia vertical entre C vy la
tangente en D(tdd ). Se acostumbra llamara tdd como la desviacion

tangencial de C con respecto a D.

Del lado derecho de la igualdad, se tiene qgue (M/El)dx es un elemento de
area bajo el diagrama (M/El). Ademas xi (M/El)dx, es el momento de

primer orden de ese elemento con respecto al eje vertical que pasa por C.
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Asi pues, el segundo teorema del area de momentos es;

"La desviacion tangencial tc/d de C con respecto a D es igual al momento

de primer orden del area bajo la curva M/EI, entre los puntos Cy D, con
respecto al eje vertical que pasa por C.

El momento de primer orden de un area con respecto a un eje, es igual al
producto de dicha area, por la distancia de su centroide a dicho egje.

M |
= al centroide
> X
> X
tc/D= (adrea entre C y D) =X
De la misma forma:
M
H al centroide
T

/4



Si el area del diagrama de M/EI es positiva (se encuentra por encima del
eje), y su primer momento sera positivo tambien.

Al tener un primer momento positivo, ésto sera indicador de una desviacion
tangencial positiva, es decir, que el punto de referencia estara por encima
de la tangente. Por ejemplo, en la figura anterior, el primer momento del

area entre C y D sera positivo, por lo tanto el punto D se encuentra por
encima de la tangente que pasa por C.

Ejemplo
Determinar la pendiente y la deflexion del extremo B de la viga AB. E
producto El es: El = 10MNmM2
50 k
A
3m

El diagrama de momentos, sera.

XcC

XC=60(3) =1.2m
150

Dividiendo el diagrama M entre El, se tiene



En un empotramiento la pendiente es cero Oa = 0 por lo tanto:

OiL=0n -0a = Ai +A>=(-3.6 +8.) 103 =4.5 XIO'3rad
A

como ON\-0

OU = 0h = 4.5 xIO *rad (sentido )
\

Usando ahora el segundo teorema:
t B/Aes el momento de primer orden con respecto al eje vertical gue pasa

por B del area total entre Ay B.

TB/a = A, (1.8 +1.2(])) +A2(")

= (-3.6 x 10'3) (2.6) +(8.1 x 10'3) (0.6) = 4.5 mm

(la tangente quedo por encima del punto B)

Ahora bien, como la tangente de referecias en A es horizontal:
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