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Resumen

Se propone un curso-taller con el objetivo de presentar actividades complementarias a las
estrategias de ensefianza tradicionales, mediante la realizacion de experimentos en el
laboratorio de Fisica: Plano Inclinado, Tiro parabdlico y Elongacién de un Resorte. Las
actividades de aprendizaje se orientan a relacionar esos fenémenos fisicos con los
conceptos matematicos implicitos, dandoles sentido a éstos mediante los datos
experimentales. La propuesta responde a los programas institucionales del bachillerato
tecnoldgico que establecen 90 horas para cada unidad de aprendizaje de matematicas, 18 de
las cuales se asignan a actividades que se desarrollan en escenarios denominados “extra
aula” o bien “aprendizaje en otros ambientes” en los planes y programas de estudio
(DEMS, 2008a, 2008b, 2008c). Las actividades se realizan en condiciones de tiempo real
de ensefianza dentro del aula de matematicas y en el laboratorio de Fisica como escenario
“extra aula”.

Palabras clave: Ambientes de aprendizaje, matematica en contexto.

1. PROPOSITO Y ALCANCE

Este curso-taller tiene el propdsito de generar un espacio de discusion y reflexion mediante las
experiencias derivadas de la realizacion de las practicas en el laboratorio de Fisica.
Particularmente, interesa discutir con los participantes la pertinencia de vincular contenidos
matematicos especificos con la obtencion y el tratamiento de los datos que proporciona la
realizacion concreta de los experimentos fisicos. Asi, se pretende dar sentido a dicha informacion
al vincularla con los contenidos de Area Bajo la Curva, Semejanza de Triangulos y Ecuacion de
Segundo Grado, contenidos matematicos que Se encuentran en estrecha conexion con la
interpretacion de los fendmenos fisicos experimentados y que simultdneamente requieren del
contexto fisico para enriquecer sus propios significados matematicos. El curso-taller esta dirigido
a profesores o investigadores interesados en la ensefianza y aprendizaje de matematicas o ciencias
en el nivel medio superior. Los resultados obtenidos al llevar a cabo esta propuesta en el bachillerato
tecnologico CECyT 4 “Lazaro Céardenas™ a lo largo de los dos ultimos semestres, se someteran a la
consideracion de los docentes de matematicas participantes en el taller, con el objetivo de reflexionar
en relacion a la estrategia de ensefianza implicita en la propuesta.

2. MARCO TEORICO O CONCEPTUAL

En su sentido historico, el sefialamiento de Wussing (1998) de que “las matematicas no son en
absoluto un ambito auténomo, sino una componente integrante de la vida social; es decir, las
matematicas han estado, ahora y siempre, en permanente correlacion con la produccién y
reproduccion de los fundamentos materiales e ideales de la vida social” (p. 5), apunta a modelar
la Ensefianza del conocimiento matematico en su articulacion con las ciencias experimentales,
particularmente en el Laboratorio de Fisica. Asi, concebida la mateméatica como un medio de
construir representaciones simbdlicas de las experiencias y de los fendmenos que estudian las
ciencias, es un aspecto que ha sido fundamental para el desarrollo de éstas. Sin embargo, también
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es reconocida la reciprocidad en esta relacion; el avance cientifico es un motor para el desarrollo
de la matemaética, sin hablar de otras areas del conocimiento, como las ciencias sociales o el arte.

Se reconoce en las ramas de la matematica un origen en problemas planteados desde las ciencias,
por mencionar un caso, el desarrollo del Calculo ante la necesidad de describir el movimiento en
la Fisica de Newton. Esta relacion reciproca que impulsa el conocimiento debe reflejarse en la
ensefianza y en la formacion escolar de los jovenes, a fin de que desarrollen perspectivas
cientificas mucho mas ricas e integrales. En este sentido, Campanario y Moya (1999) sefialan la
necesidad de transformar los enfoques tradicionales con los que se lleva a cabo la ensefianza de
las ciencias: “los enfoques alternativos a la ensefianza tradicional insisten en la necesidad de que
los alumnos desempefien un papel mas activo en clase. Esta actividad puede consistir en tareas
diversas, desde realizar experiencias hasta resolver problemas...” (p. 189). Desde nuestra
perspectiva, vincular el aula de mateméticas con el laboratorio de Fisica representa una
oportunidad para generar ambientes de aprendizaje enriquecidos y para promover en los
estudiantes su comprension de conceptos y su dotacion de sentido a experiencias realizadas en
espacios de experimentacion cientifica.

Otros autores orientan sus investigaciones al campo de la psicopedagogia: Moreira y Greca
(2003) subrayan “La insatisfaccion con el concepto piagetiano de estadio, unida a varios factores
psicologicos y didacticos, ha hecho que las investigaciones se hayan ido orientando
progresivamente hacia el estudio de las ideas de los alumnos sobre fendmenos cientificos
especificos” (p. 2). Estos estudios han confirmado con abundantes datos que los alumnos tienen
sus teorias personales implicitas (Pozo, 1992) y que tal conocimiento previo es un factor muy
relevante para el aprendizaje de las teorias cientificas. Con base en esto se confirma lo afirmado
por Ausubel: “el conocimiento previo es el factor aislado que mas influye en el aprendizaje” (en
Moreira y Greca, 2003, p.1).

En una situacién de ensefianza formal, la estrategia de conflicto implicaria que el profesor
generase una disonancia cognitiva en el alumno suficientemente grande para llevar a una
acomodacion, pero no tan grande que condujera al abandono de la tarea. El resultado de la
acomodacion seria un cambio conceptual.

3. METODO

La estrategia de ensefianza se fundamenta en la realizacion de experimentos tipicos de la Fisica
newtoniana y en el posterior tratamiento de los datos asi obtenidos, para hacer explicitas
relaciones y conceptos matematicos fundamentales. La estrategia de ensefianza se considera parte
del desarrollo de las unidades de aprendizaje, tanto de Fisica como de Matematicas, toda vez que
se han identificado la articulacion de los contenidos y los tiempos previstos en los programas. La
modelacion de los fendmenos bajo estudio es una parte importante de la estrategia, ya que
permite relacionar registros y tratarlos para avanzar en la explicitacion de las relaciones y los
conceptos matematicos que interesa destacar.

Para el tema del Area Bajo la Curva la estrategia se centra en descubrir relaciones entre dos
funciones asociadas mediante la antiderivada, en los casos de la velocidad de un objeto y su
desplazamiento y del alargamiento de un resorte y el trabajo que éste acumula. A continuacién, se
promueve un proceso de reflexion referido a la relacion entre las funciones modeladas, a fin de
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dotar de significado a los modelos elaborados, graficos o algebraicos, e iniciar una aproximacion
intuitiva al teorema fundamental del célculo.

Para el caso del Plano Inclinado, se pone de manifiesto el concepto de relacion de semejanza de
triangulos. La realizacion de la préctica permite, por una parte, el reforzamiento de los
fundamentos adquiridos por los alumnos de cuarto semestre y, por la otra, su desarrollo permite a
los de segundo semestre la posibilidad de dotar de sentido a la relacion de semejanza que se trata
en el curso de Geometria y Trigonometria, con el estricto rigor del tiempo real de ensefianza.

El Tiro Parabdlico representa un problema practico que requiere de matematica estudiada en la
Unidad de Aprendizaje de Algebra, unidad didéctica IV, por lo que se disefi6 una estrategia de
ensefianza basada en cuatro problemas que requieren del planteamiento y solucién de ecuaciones
de segundo grado como modelo matematico, que incluyeron: 1) la caida libre, 2) el tiro parabdlico
como composicion de dos movimientos independientes, uno vertical y otro horizontal, 3) areas y
4) teorema de Pitdgoras. La ecuacion de segundo grado modela el tiempo de vuelo de un
proyectil; la practica correspondiente permite al estudiante identificar la aplicacion del concepto
de ecuacion cuadrética. Los estudiantes lograron construir la representacion elemental del fenémeno
fisico, de lo que se establecieron las condiciones para su comprensién, asi como un acercamiento al
concepto formal, que permitid incorporar a los estudiantes de Algebra con los de Fisica I. En
sintesis, la Tabla 1 muestra la articulacion de los conceptos de matematicas (M) de area bajo la
curva, relacion de semejanza y ecuacion de segundo grado, con las practicas del laboratorio de
Fisica (LF), y los semestres respectivos en nimeros romanos.

Tabla 1. Articulacion de contenidos.

Matematicas (M) Competencia If’articular: Semestre Laboratorio d_e F!'sica (LF)
Contenido M LF Practicario
CP3:
Calculo Integral Teorema fundamental del \ Il Fisical (16):
célculo. 13-Movimiento Rectilineo Uniforme,
14-Movimiento Rectilineo
Uniformemente Variado
IV Fisica Il (17): 9-Ley de Hooke
CP2:
Geometriay Método axiomatico I IV Fisica Il (17): 4-Plano Inclinado
Trigonometria deductivo y propiedades
de las figuras.
CP4:
Algebra Funciones y ecuaciones I Il Fisica | (16): 16-Tiro Parabdlico

cuadraticas

4. DISENOS DIDACTICOS

Se describen a continuacion los disefios didacticos que se proponen para dar seguimiento a la
estrategia de ensefianza referida en el apartado 2.

Elongacion de un resorte. Los participantes proceden a realizar el experimento que consiste en
colgar un resorte y, en su extremo colgante, afiadir pesos que se van acumulando, al tiempo que
se mide la elongacién producida cada vez que se incrementa el peso. El experimento se realiza
tres veces a fin de establecer como medidas experimentales de la elongacion los promedios de las
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mediciones correspondientes en los pesos. Con estos datos se construye una grafica de peso
entendido como fuerza aplicada en el resorte— contra alargamiento y se procede a encontrar una
funcién que modele convenientemente el experimento. Con los modelos obtenidos, tanto grafico
como funcional, se procede a interpolar valores de fuerza aplicada en el resorte o bien de
elongacion producida y a cuestionar el significado de los elementos presentes en el experimento y
en los modelos obtenidos, con el proposito de dotar de sentido al area contenida por la curva
trazada en la grafica de fuerza contra el eje de la elongacion. La actividad continda orientada a
calcular el area bajo la curva en diferentes casos de elongacion o de fuerza y a hacer explicito el
significado fisico que esos resultados tienen, asi como a proponer una regla general para calcular
el &rea bajo la curva en términos de la elongacion del resorte. Finalmente, la actividad se orienta a
descubrir relaciones entre la funcion fuerza aplicada en el resorte y la funcion trabajo
desarrollado por éste (la cual corresponde a la regla para el area bajo la curva), con el proposito
de avanzar en la significacion del teorema fundamental del célculo en el sentido de su
formulacion embrionaria: “la razén de cambio del area bajo una curva es igual a su ordenada”
(Edwards, 1979). Se trata de hacer explicita la relacién existente entre la razén de cambio
instantanea del area bajo la curva y el valor funcional correspondiente en la curva misma. Desde
el enfoque de la Fisica se pretende hacer explicita la relacion entre fuerza aplicada y trabajo
acumulado o desarrollado por el resorte como funciones asociadas mediante la anti derivada.

Plano inclinado. Los participantes proceden a realizar el experimento que consiste en subir un
carro de “Hall” en un plano inclinado cierto angulo, mediante una cuerda de la cual pende un
portapesos al que se le van agregando pesas hasta lograr el avance del carro de “Hall” a velocidad
constante, tomando dato de este valor. Se construye un diagrama de cuerpo libre que muestra
todas las fuerzas que intervienen. Mediante la suma de fuerzas se construyen ecuaciones lineales
(&lgebra) para la resolucién del calculo del coeficiente de friccion. Para obtener estas ecuaciones
es necesario utilizar el concepto de semejanza de triangulos, de la geometria euclidiana. Los
conceptos matematicos se relacionan con fenémenos fisicos, lo que constituye una manera de
promover que el estudiante utilice sus conocimientos de matematicas.

Tiro Parabdlico. Los participantes proceden a realizar el experimento que consiste en lanzar un
proyectil (balin) mediante un cafidn, registrando valores de la altura del cafion y de la distancia
que alcanza el proyectil. El tiro parab6lico estd compuesto de dos movimientos independientes, a
saber: movimiento rectilineo uniforme y caida libre, que son representados mediante el algebra
vectorial. Es importante sefialar que para los estudiantes de algebra (primer semestre) estos temas
(movimiento rectilineo uniforme, caida libre y relacion aditiva de vectores) aun no han sido
tratados por la ensefianza, ya que en el plan de estudios corresponden a la unidad de aprendizaje
Fisica | en el tercer semestre, por lo cual se ha considerado conveniente no abordarlos en esta
estrategia de ensefianza. Con los datos obtenidos calculamos el tiempo de vuelo del proyectil
modelado por una ecuacion cuadratica. La resolucion de esta ecuacion debe ser realizada por los
estudiantes de algebra como ejercicio de aplicacion de una ecuacion de segundo grado, mientras
que para los de tercer semestre es un refuerzo en sus conocimientos adquiridos en la clase de
teoria.

5. CONSIDERACIONES FINALES

Esta propuesta estd enmarcada en el Acuerdo Académico Colegiado entre el Departamento de
Matematica Educativa del Cinvestav del IPN y el CECyT 4 del IPN. El acuerdo establece como
objetivo general “Derivado de los procesos de ensefianza y de aprendizaje desarrollados en el
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aula: Estudiar las causas posibles de los problemas identificados por los profesores titulares de las
unidades de aprendizaje de matematicas y construir propuestas alternativas a los problemas en
cuestion”.

A partir de dicho objetivo, se han planeado y se han llevado a cabo acciones orientadas al
fortalecimiento de la docencia e investigacion en el aula a lo largo de los Gltimos tres afios,
particularmente en el aula de matematicas, pero, a partir del segundo afio de trabajo, también se
han realizado acciones en vinculacion con el laboratorio de Fisica. Uno de los resultados del
acuerdo referido en el parrafo anterior es la implementacién, en condiciones de tiempo real de
ensefianza, de la estrategia objeto de este curso-taller.

Entre los resultados observados al poner en marcha esta estrategia con los estudiantes de los
autores de esta propuesta, sefialamos los siguientes:

1) Para el caso del estudio del area bajo la curva, la utilizacion en el aula de los datos obtenidos
de los experimentos ya referidos permitié generar secuencias didacticas orientadas a analizar la
relacion entre una funcion y la funcion area asociada. Si bien algunos de los estudiantes Ilegaron
a reconocer en la segunda una antiderivada de la primera y a dotar de significado al area misma
en términos de la funcién bajo estudio (la velocidad de un objeto en funcién del tiempo o la
fuerza aplicada a un resorte como funcion del alargamiento), no se llegd a dotar de significado a
la formulacion del teorema fundamental del célculo, en el sentido referido por Edwards (1979).
Se analiz6 el desempefio de un estudiante interactuando con el profesor en una entrevista semi-
estructurada (Zazkis y Hazzan, 1999), realizando la tarea de dotar de significado al area bajo la
curva en el caso del experimento de la elongacion de un resorte. Este analisis lleva a suponer que
dichos resultados se confirman. El estudiante llega a reconocer una funcién érea asociada a la
funcién fuerza aplicada sobre el resorte, y a reconocer dicha funcién area como una funcién
antiderivada de la funcion fuerza aplicada; sin embargo, no logra asociar convenientemente
ambas funciones en el sentido dinamico del teorema fundamental del célculo, es decir, en
términos de la equivalencia entre la variacion instantdnea del &rea bajo la curva de una funcién y
el valor funcional de ésta véase la figura 1. Esta experiencia permite reconocer la importancia de
la interiorizacion de conceptos previos, esencialmente el de razén de cambio, como una
condicion necesaria para avanzar en la formalizacion del teorema fundamental del célculo.
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Figura 1. La funcidn area asociada a la fuerza aplicada al resorte.
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2) Respecto a la unidad de aprendizaje de Geometria y Trigonometria, se indago sobre los
conocimientos adquiridos acerca de la semejanza de triangulos, al término de la unidad y despueés
de haber efectuado la estrategia de ensefianza basada en diferentes problemas tradicionales que se
encuentran en los libros de texto para la Geometria Euclidiana. Se seleccionaron diez alumnos
por su comprension del tema y disposicion para participar en el experimento del plano inclinado,
el cual se realizo en el laboratorio de Fisica Il, y se utilizo el guidn original de la practica; sin
embargo, se vio la necesidad de adecuarlo al objetivo de la actividad. Considerando el tema que
se buscaba desarrollar mediante la estrategia de aprendizaje, conjuntamente los docentes de
Geometria y Trigonometria y de Fisica distribuyeron a los diez alumnos de matematicas en los
equipos de trabajo de laboratorio de Fisica, que se realizaba en su horario habitual sin opcién a
repeticion. Se acordd videograbar la sesion completa y surgio la necesidad de investigar mas
detalles de los desempefios de los estudiantes, para lo cual se aplicaron entrevistas
semiestructuradas individuales (Zazkis y Hazzan, 1999) a dos de ellos con el fin de reconocer su
comprension del fendmeno fisico mediante la modelacion grafica y algebraica (véase la Figura
3). Para ello se orientd el interrogatorio hacia la exigencia matematica.

Figura 3. Representacion de relaciones de
semejanza

Figura 2.0peracién experimental

3) Experimento Tiro parabélico. Del grupo de Algebra del primer semestre, al término de la
Unidad IV “Funciones y Ecuaciones cuadraticas” se seleccionaron 12 estudiantes por su
disposicion a participar en la realizacion del experimento para la comprension al tema, e
integrarse con los alumnos del tercer semestre en el horario habitual del laboratorio de Fisica. Sin
opcién a repetir la préactica, se le inici6 con una introduccién de los antecedentes de
conocimientos matematicos que requiere la modelacion del tiro parabdlico. Previamente, los
estudiantes buscaron informacién al respecto y dieron seguimiento a los pasos indicados,
orientados a la comprension del fendmeno fisico y al desarrollo de célculos de los principales
parametros: tiempo de vuelo, alcance o desplazamiento, la altura méxima. En la Figura 4 se
ilustra la misma ecuacion que se vio en la clase de matematicas y la que se trato en la clase de
Fisica. El experimento se realiz6 durante el horario habitual de dos horas y los céalculos
matematicos se registraron en papel, registros que nos permitieron reconocer procedimientos
erroneos de los estudiantes en los procesos de la resolucion de las ecuaciones de segundo grado
(veéase la Figura 5).
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Al finalizar la préctica se utiliz6 el recurso del simulador “PhET” (2012), que fue operado por cada
uno de los alumnos para la comprobacion de los resultados que obtuvieron durante el experimento.
Este recurso les permitié la confrontacion de sus predicciones en la determinacion del alcance
maximo del objeto lanzado, a la vez que observaron el efecto en dicho alcance, al variar el angulo de
inclinacion del cafion, antes de disparar el proyectil. Ante la oportunidad de variar los pardmetros,
como la altura del cafién, el &ngulo de inclinacion, marcar el lugar del impacto y medir la distancia o
el alcance méaximo, asi como la altura méxima, que compararon con sus valores iniciales, el medio
(PhET) cubrid la funcion de verificacion de sus predicciones.
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