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Resumen

El	
  obje%vo	
  del	
  presente	
  trabajo	
  es	
  proponer	
  una	
  ac%vidad	
  alterna%va	
  para	
  estudiantes	
  de	
  nivel	
  medio	
  superior, 	
  con	
  

la	
  que	
  se	
  pretende	
  que	
  éstos,	
  deduzcan	
  y	
   visualicen	
  los	
  que	
  hemos	
  denominado	
   límites	
  especiales:	
   	
   	
  y	
  

,	
  al	
  momento	
  en	
  que	
  son	
  abordados	
  en	
  clase,	
  u%lizando	
   para	
  ello	
  recursos	
  tales	
  como:	
  graficación	
  	
  

de	
  funciones	
  y	
  	
  tablas	
  de	
  valores	
  en	
  donde	
  se	
  aproxima	
  al	
  valor	
  que	
  %ende	
  x	
  en	
  los	
  límites	
  pedidos.

Palabras	
  Clave

Límites,	
  deducción,	
  visualización.

Introducción

De	
  acuerdo	
  a	
  los	
  resultados	
  	
  obtenidos 	
  en	
  	
  Navarro	
  (2004),	
  los 	
  denominados	
  límites 	
  especiales:	
  

	
  	
  y	
   ,	
  que	
  deberían	
  ser	
  trabajados	
  en	
  el 	
  bachillerato,	
  muchas 	
  veces 	
  no	
  se	
  

abordan,	
  	
  e 	
  incluso	
  según	
  la	
  invesAgación	
  antes	
  mencionada,	
  se	
  propone	
  deben	
  ser	
  vistos 	
  en	
  la	
  

universidad	
   por	
   su	
   complejidad,	
   por	
   ello 	
   que 	
   	
   algunos 	
  maestros 	
   (entrevistados	
   en	
   dicha	
  

invesAgación)	
  sosAenen	
  que 	
  muchos	
  alumnos,	
   cuando	
  llegan	
  al	
  curso	
  de	
  cálculo	
  diferencial 	
  e	
  

integral,	
  no	
  Aenen	
  conocimientos 	
  básicos 	
  suficientes 	
  para	
  comprender	
   las 	
  demostraciones 	
  de	
  

los 	
   límites 	
   especiales,	
   de 	
   ahí	
   que	
   les 	
   representen	
   un	
   problema	
   dado	
   que	
   no	
   están	
  

acostumbrados	
  a 	
  manejar	
  formalismos 	
  en	
  su	
  aprendizaje,	
  ante	
  esta	
  problemáAca 	
  se 	
  diseña 	
  una	
  

propuesta 	
   dirigida	
   a 	
   profesores 	
   en	
   servicio	
   para 	
   abordar	
   las 	
   deducciones 	
   de	
   éstos 	
   en	
   el	
  

bachillerato	
  sin	
  tanto	
  formalismo.

Tomando	
  en	
  cuenta	
  lo	
  anteriormente	
  citado	
  y	
   la 	
  importancia 	
  que	
  Aenen	
  dichos 	
  límites 	
  cuando	
  

se 	
   aborda 	
   la 	
   demostración	
   de	
   la	
   derivada 	
   del	
   sen(x);	
   en	
   el 	
   presente	
   trabajo	
   nos 	
   hemos	
  

DISEÑO	
  DE	
  UNA	
  ACTIVIDAD	
  PARA	
  EL	
  TRATAMIENTO	
  DE	
  LOS	
  

LÍMITES	
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  SUPERIOR
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interesado	
  en	
   elaborar	
   una	
   propuesta 	
  por	
   medio	
  de	
   la	
   cual	
   los	
   alumnos	
   puedan	
   deducir	
   y	
  

visualizar	
  los	
  límites	
  especiales	
  al	
  momento	
  en	
  que	
  son	
  abordados	
  en	
  clase.	
  

	
  

Metodología	
  

Para 	
  abordar	
   las 	
  deducciones 	
  de 	
  los 	
  límites 	
   	
   y	
   , 	
   	
  sin	
  tanto	
  formalismo	
  

Navarro	
  (2004),	
  diseña 	
  una	
  propuesta 	
  para 	
  profesores 	
  	
  basada 	
  en	
  la 	
  visualización	
  de	
  gráficas 	
  de	
  

funciones 	
  algebraicas	
  y	
  trigonométricas,	
  en	
  donde	
  por	
  medio	
  del 	
  análisis 	
  de	
  los 	
  parámetros 	
  de	
  

las 	
   funciones	
   algebraicas,	
   pone	
   en	
   evidencia 	
   el 	
   comportamiento	
   similar	
   de	
   las	
   funciones	
  

trigonométricas 	
  y	
   muestra 	
  que	
  éstos 	
  dos 	
  Apos 	
  de 	
  funciones	
  Aenen	
  caracterísAcas	
  comunes,	
  

luego,	
  a 	
  parAr	
   de	
  éste 	
  análisis 	
  aborda	
  los 	
  límites	
  especiales,	
   no	
  dejando	
  de	
  lado	
  ni 	
  la 	
   	
  parte	
  

analíAca 	
   ni 	
   	
   la 	
   algebraica.	
   Al 	
   igual 	
   que 	
   en	
   ésta	
   propuesta 	
   nosotros	
   uAlizamos 	
   como	
   una	
  

herramienta 	
  importante	
  la 	
  visualización	
  de	
  las 	
  gráficas	
  para 	
  poder	
  deducir	
  los	
  límites 	
  de 	
  nuestro	
  

interés,	
  por	
   	
  ello	
  tomamos	
  en	
  cuenta 	
  los 	
  resultados 	
  de	
  PaAño	
  (2007),	
  invesAgación	
  que	
  reporta	
  

que 	
  la 	
  representación	
  gráfica 	
  de	
  transformaciones	
  de 	
  funciones 	
  algebraicas 	
  y	
   trigonométricas	
  

permite 	
  al 	
  estudiante	
  relacionar	
  éstas 	
  con	
  comportamientos 	
  análogos;	
  empero	
  también	
  deja 	
  ver	
  

que 	
  los 	
  alumnos 	
  en	
  el 	
  nivel 	
  medio	
  superior,	
   	
  no	
  están	
  familiarizados 	
  con	
  la 	
  graficación	
  de 	
  las	
  

funciones 	
  trigonométricas.	
  Por	
  ello,	
  nos 	
  dimos	
  a 	
  la 	
  tarea 	
  de	
   	
  buscar	
   	
  recursos 	
  que	
  ayudaran	
  al	
  

alumno	
  a	
  superar	
   	
  ésta	
  dificultad;	
  así	
  encontramos 	
  en	
  Cabezas,	
  Trujillo	
  y	
  Morales	
  (2004)	
  que	
  el	
  

uso	
  del	
  so�ware 	
  Descartes	
  como	
  instrumento	
  de	
  visualización,	
  en	
  el 	
  aprendizaje	
  del 	
  cálculo	
  y,	
  

en	
  parAcular,	
  del	
  concepto	
  de	
  límite,	
  mejora 	
  la	
  disposición	
  de 	
  los 	
  alumnos	
  al 	
  estudio	
  de	
  dichos	
  

contenidos,	
  además 	
  de	
  facilitar	
  la 	
  relación	
  de 	
  los	
  procesos 	
  con	
  imágenes 	
  mentales,	
  produciendo	
  

en	
  ellos	
  una 	
  mejor	
  comprensión	
  de	
  los	
  conceptos,	
   sin	
  embargo	
  aclara	
  que	
  para	
  una 	
  correcta	
  

aplicación	
   de 	
  este 	
  instrumento	
  de	
  visualización	
  es 	
  necesario	
  que	
   los 	
  estudiantes 	
  tengan	
  una	
  

preparación	
  previa	
  en	
  el 	
  manejo	
  de	
  la 	
  computadora 	
  y	
  desarrollen	
  una	
  acAtud	
  de	
  cambio	
  frente	
  

a	
  sus	
  metodologías	
  de	
  estudio.	
  

Basados	
  en	
  éstos 	
  trabajos	
  optamos 	
  por	
   implementar	
  el 	
  uso	
  del 	
  so�ware	
  Geometra	
  Sketchpad	
  

en	
  el 	
  diseño	
  de 	
  las 	
  acAvidades	
  a 	
  fin	
  de	
  facilitar	
  a	
  los 	
  alumnos	
  el 	
  trabajo	
  con	
  las 	
  gráficas	
  de	
  las	
  

funciones.
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Para 	
  el 	
  diseño	
   de	
   nuestra 	
  propuesta 	
  usamos 	
  como	
  marco	
   Teórico	
   la	
   Teoría 	
  de	
   Situaciones	
  

DidácAcas 	
  y	
  como	
  metodología 	
  a 	
  la	
  Ingeniería	
  DidácAca.	
  Por	
  ello	
  primeramente	
  	
  nos 	
  dimos 	
  a 	
  la	
  

tarea	
  de	
  realizar	
  un	
  estudio	
  epistemológico,	
  didácAco	
  y	
  cogniAvo	
  respecto	
  del	
  tema	
  de	
  límite.

En	
   el 	
   estudio	
   epistemológico	
   se 	
   halló	
   que	
   la 	
   noción	
   de	
   límite	
   no	
   se 	
   desarrolló	
   de	
   forma	
  

independiente	
  sino	
  que	
  al 	
  contrario,	
  muestra 	
  una	
   interdependencia 	
  con	
   otras	
  nociones 	
  tales	
  

como	
   variable,	
   función,	
   con%nuidad,	
   infinito,	
   infinitesimal,	
   número,	
   número	
   real,	
   con%nuo	
  

numérico,	
   y	
   sucesión,	
  además 	
  evolucionó	
  tratando	
  de	
  resolver	
  problemas 	
  diversos	
  tales	
  como:	
  

la	
  relación	
  entre	
  lo	
  discreto	
  y	
  lo	
  conAnuo.	
  

Para 	
  el 	
  estudio	
  cogniAvo,	
  aplicamos	
  un	
  cuesAonario	
  a	
  20	
  alumnos 	
  que	
  cursaban	
  el 	
  tercer	
  año	
  de	
  

preparatoria 	
   de 	
   la 	
  Universidad	
   Autónoma	
  de	
   Guerrero,	
   en	
   él 	
   se	
   les 	
  pedía 	
  argumentar	
   qué	
  

entendían	
  por	
  los 	
  términos:	
  función	
  y	
  límite	
  de	
  una 	
  función,	
  también	
  se	
  les 	
  propusieron	
  algunos	
  

ejercicios 	
  donde 	
  se	
  les 	
  pedía	
  calcular	
   el	
  límite 	
  de	
  funciones	
  algebraicas	
  y	
   trigonométricas,	
  con	
  

éste	
  estudio	
  pudimos 	
  percatamos 	
  que	
  existen	
  ciertas 	
  dificultades 	
  de	
  los 	
  alumnos 	
  respecto	
  al	
  

tema	
  de	
  límites,	
  en	
  primer	
  lugar	
  el 	
  que 	
  más 	
  persiste	
  es 	
  el 	
  de 	
  manejar	
  los 	
  términos 	
  ecuación	
  y	
  

función	
  como	
  sinónimos	
   	
  lo	
  que	
  les	
  obstaculiza 	
  tener	
   una 	
  	
   idea	
  clara 	
  de	
  lo	
  que	
  es	
  el 	
  límite	
  de	
  

una 	
  función,	
  de	
  la	
  misma	
  forma,	
  el 	
  algoritmo	
  del 	
  método	
  de	
  susAtución	
  representa 	
  un	
  obstáculo	
  

al 	
  toparse	
  con	
  funciones 	
  de 	
  la	
  forma	
  f(x)=	
   g(x)/h(x)	
  en	
  donde 	
  existe 	
  un	
  valor	
   para	
  x	
   que	
  hace	
  

que	
  g(x)	
  y	
  h(x)	
  sean	
  cero.

En	
  el 	
  estudio	
  didácAco,	
  a 	
  fin	
  de	
  idenAficar	
  los 	
  semestres	
  donde	
  se 	
  abordan	
  los	
  límites 	
  especiales	
  

en	
   el 	
   nivel	
   medio	
   superior,	
   se 	
   procedió	
   a 	
   la 	
   revisión	
   de	
   los	
   programas 	
   de	
   estudio	
  

correspondientes	
   a 	
   dicho	
   sistema	
   (ver	
   bibliograia),	
   en	
   dicha 	
   revisión	
   se	
   encontró	
   que	
   los	
  

semestres 	
  en	
   donde 	
  se	
  abordan	
   varían	
   entre 	
  el	
   cuarto	
   y	
   el 	
  sexto	
  semestre 	
  del 	
  bachillerato.	
  

Aunado	
  a	
  esta 	
  acAvidad	
  se	
  procedió	
  también	
  a 	
  la	
  realización	
  de	
  una	
  entrevista 	
  informal	
  con	
  un	
  

profesor	
   en	
   servicio	
   y	
   un	
   alumno	
   que 	
   cursaba 	
   el 	
   quinto	
   semestre,	
   ambos	
   del 	
   Colegio	
   de	
  

Bachilleres 	
  del 	
  Estado	
  de 	
  Oaxaca,	
  plantel 	
  03	
  (COBAo	
  03),	
  el	
  fin	
  de 	
  esta	
  entrevista,	
  fue	
  constatar	
  

lo	
  que	
  se 	
  había	
  encontrado	
   en	
   la 	
  revisión	
  de 	
  los	
  planes 	
  de	
  estudio,	
   y	
   la	
  forma	
  en	
   cómo	
   los	
  

límites	
  especiales	
  eran	
  tratados 	
  en	
  clase,	
  como	
  resultado	
  se	
  obtuvo	
  que	
  éstos 	
  límites	
  especiales	
  

son	
   abordados 	
  en	
   el 	
  curso	
   de	
  cálculo	
  diferencial,	
   sin	
   demostración	
   alguna;	
   al 	
   cuesAonar	
   al	
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profesor	
  respecto	
  de	
  este	
  hecho,	
  contestó	
  que	
  se 	
  debía 	
  a	
  la	
  complejidad	
  que	
  envolvía 	
  al 	
  proceso	
  

de	
   la	
  demostración	
   (argumento	
   que	
   coincide	
  con	
   lo	
   reportado	
   en	
   Navarro,	
   2004);	
   por	
   ésta	
  

razón,	
  él 	
  de 	
  manera 	
  personal,	
  en	
  clase,	
  sólo	
  los 	
  presenta	
  bajo	
  el 	
  tema	
  de	
  limites	
  trigonométricos	
  

especiales,	
   y	
   posteriormente 	
  los 	
   	
   uAliza 	
  como	
  herramientas 	
  para 	
  calcular	
   otros	
   límites	
   tales	
  

como;	
   	
  y	
   .

Para 	
  conocer	
  la	
  forma	
  en	
  que	
  los 	
  límites	
  de	
  nuestro	
  interés 	
  son	
  abordados,	
  se	
  realizó	
  un	
  análisis	
  

de	
  algunos	
  libros 	
  encontrados 	
  en	
  la 	
  bibliograia	
  de	
  los 	
  planes 	
  revisados,	
  en	
  ellos 	
  se	
  halló	
  que	
  los	
  

límites 	
   especiales 	
   son	
   demostrados	
   haciendo	
   uso	
   principalmente 	
   de	
   trazos 	
   geométricos,	
  

idenAdades	
  trigonométricas,	
   fórmulas	
  para	
  calcular	
  áreas 	
  de	
  sectores	
  y	
   triángulos,	
   se 	
  uAlizan	
  

también	
  medidas	
  angulares 	
  pero	
  en	
  radianes.	
  Un	
  aspecto	
  que	
  nos 	
  llamó	
  la 	
  atención	
  en	
  estas	
  

presentaciones	
  es 	
  que,	
  primero	
  es	
  demostrado	
  el 	
   	
   	
   y	
   posteriormente	
  es 	
  uAlizado	
  

para 	
   hallar	
   el	
   ;	
   sin	
   embargo	
   en	
   	
   los 	
   libros	
   Purcell 	
   (1992),	
   Swokowski(1989)	
   y	
  

Hughes-­‐Hallet	
  (2001)	
  encontramos	
  una 	
  propuesta 	
  diferente	
  de 	
  tratar	
  a 	
  estos	
  límites,	
  en	
  los 	
  dos	
  

primeros	
  	
  se	
  sugiere	
  uAlizar	
  tablas 	
  donde	
  se 	
  aproximen	
  a 	
  los 	
  valores	
  de	
  x	
   para	
  ver	
  qué	
  sucede	
  

con	
  f(x)	
  y	
  darse 	
  una 	
  idea	
  del 	
  límite 	
  de 	
  dicha 	
  función	
  y	
   se	
  hace 	
  explicito	
  que	
  ésta	
  idea	
  un	
  tanto	
  

intuiAva 	
  puede	
  ayudar	
  al	
  alumno	
  a 	
  la	
  búsqueda	
  del 	
  límite	
  sugerido.	
  En	
  el 	
  tercero	
  se 	
  hace 	
  énfasis	
  

en	
  la	
  uAlización	
  de	
  la	
  gráfica	
  de	
  la	
  función	
  para	
  deducir	
  el	
  límite.

Basados	
  en	
   	
   ésta 	
  revisión,	
   el 	
  diseño	
  de	
   las 	
  acAvidades 	
  elaboradas 	
  para	
   tratar	
   a 	
   los 	
  límites	
  

especiales,	
   estuvieron	
   enfocadas 	
   al 	
   uso	
   de	
   la	
   graficación	
   de 	
   funciones	
   algebraicas 	
   y	
  

trigonométricas 	
  y	
   se 	
  implementaron	
   recursos 	
  como	
   la 	
  visualización,	
   la 	
  creación	
  de	
   tablas	
  de	
  

valores,	
  la 	
  calculadora 	
  y	
  el 	
  so�ware	
  graficador,	
  éste 	
  úlAmo	
  se 	
  usó	
  	
  para	
  elaborar	
   las	
  gráficas 	
  de	
  

las 	
  funciones 	
  que	
  les 	
  fueron	
  presentadas 	
  en	
  las 	
  acAvidades,	
  cabe	
  mencionar	
  que	
  el 	
  estudiante	
  

no	
   uAlizó	
  directamente	
  el 	
  so�ware,	
   ya 	
  que	
  ello	
   implicaba 	
  un	
   trato	
  previo	
   con	
  el 	
  programa,	
  

además	
  no	
  se	
  tuvo	
  Aempo	
  para	
  hacerlo.
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La	
  propuesta 	
  diseñada	
  se	
  aplicó,	
  a	
  un	
  grupo	
  de	
  tercer	
  año	
  del	
  COBAo	
  03,	
  ubicado	
  en	
  la 	
  Ciudad	
  

de	
  Pinotepa 	
  Nacional	
  Oaxaca,	
   que 	
  había 	
  cursado	
   la	
  materia 	
  cálculo	
   diferencial,	
   dicho	
   grupo	
  

estaba	
  formado	
  por	
  41	
  alumnos,	
  de	
  los	
  cuales	
  sólo	
  32	
  parAciparon	
  en	
  la	
  solución	
  de	
  la	
  acAvidad.

La 	
  propuesta 	
  se	
  conformó	
  de	
  	
  un	
  total	
  de	
  cuatro	
  acAvidades,	
  una	
  	
  preliminar	
  y	
   tres 	
  posteriores;	
  

la 	
  acAvidad	
  preliminar	
  tuvo	
  como	
  fin	
  conocer	
  las 	
  concepciones 	
  que	
  Aenen	
  los 	
  alumnos 	
  sobre	
  los	
  

conceptos,	
  función	
  y	
   	
  límite	
  de	
  una	
  función,	
  y	
  así	
  mismo	
  percatarnos 	
  de 	
  la 	
  forma	
  cómo	
  calculan	
  

los 	
   límites 	
  de	
   funciones,	
   centrando	
   principalmente 	
  nuestro	
   interés 	
  en	
   los 	
  límites	
  especiales	
  

	
  	
  y	
   .	
  

La 	
  acAvidad	
  número	
  uno	
  perseguía 	
  el 	
  fin	
  de 	
  que	
  los 	
  estudiantes	
  pudieran	
  	
  determinar	
   	
  el	
  límite	
  

de	
  funciones 	
  y	
  así	
  mismo	
  idenAficarlo	
  en	
  	
  las 	
  gráficas 	
  propuestas,	
  mediante	
  el 	
  análisis 	
  mismo	
  de	
  

las 	
   	
   gráficas 	
  y	
   sus 	
  recursos	
  propios 	
  para 	
  hallar	
   el	
   límite	
  de	
  una	
  función	
   (nos	
  referimos 	
  a 	
  los	
  

métodos	
  que 	
  saben	
  uAlizar	
  para	
  el 	
  cálculo	
  de	
  límites).	
  Se	
  trabajaron	
  con	
  límites 	
  de 	
  las 	
  funciones	
  

lineal 	
  (x),	
   cuadráAca(x2)	
   y	
   cúbica(x3),	
  posteriormente	
  se	
  trabajaron	
   con	
   	
   las 	
  transformaciones	
  

gráficas	
  y	
   operaciones	
  básicas 	
  entre	
  dichas 	
  funciones,	
   en	
  parAcular	
   la 	
  suma 	
  y	
   el 	
  cociente	
  de	
  

funciones.

El 	
  objeAvo	
  de	
  la 	
  acAvidad	
  número	
  dos 	
  consisAó	
  en	
  que 	
  los 	
  estudiantes,	
   calcularan	
  límites 	
  de	
  	
  

funciones 	
  trigonométricas,	
   en	
  parAcular	
   seno(x)	
   y	
   coseno(x),	
   por	
   ello	
   se 	
   les 	
  presentaron	
   las	
  

gráficas	
   de	
   dichas 	
   funciones 	
   y	
   se	
   les 	
   pidió	
   que 	
   observaran	
   las 	
   gráficas 	
   propuestas 	
   y	
  	
  

argumentaran	
  sobre	
  los	
   	
   límites 	
  que	
  se	
   les 	
  pedía,	
   en	
  ésta	
  acAvidad	
   se	
  pretendía 	
  que 	
  fueran	
  

capaces 	
  de	
   uAlizar	
   como	
   herramienta	
   a 	
   la	
   visualización.	
   Posteriormente	
   se	
   les	
   presentaron	
  

funciones 	
  trigonométricas 	
  con	
  transformaciones	
  que	
  implicaban	
  las 	
  operaciones 	
  suma,	
  resta 	
  y	
  

mulAplicación	
  de	
  los	
  parámetros 	
  de	
  las	
  funciones,	
  de	
  ellas 	
  tenían	
  que	
  idenAficar	
  en	
  las 	
  gráficas	
  

presentadas	
  el	
  límite	
  que	
  se	
  les	
  pedía.

En	
   la	
   acAvidad	
   número	
   tres	
   se	
   les 	
  pidió	
   calcular	
   los 	
  límites	
   	
   y	
   ,	
   el	
  

objeAvo	
  de 	
  ésta 	
  acAvidad	
  fue 	
  que	
  los 	
  alumnos 	
  pudieran	
  calcular	
  e 	
  idenAficar	
   estos 	
  límites 	
  con	
  

recursos	
  que 	
  habían	
  uAlizado	
  previamente,	
  además	
  se	
  les 	
  facilitó	
  una 	
  herramienta	
  que	
  no	
  se 	
  les	
  

332



M
em

o
ria d

e la X
II E

scuela d
e Invierno

 en M
atem

ática E
d

ucativa

había	
  propuesto	
  anteriormente,	
  ésta 	
  era 	
  una 	
  tabla 	
  en	
  donde	
  aparecían	
  valores 	
  aproximados	
  al	
  

que	
  tendía	
  x,	
  esto	
  es	
  a	
  cero.	
  Se	
  les	
  pidió	
  además	
  explicar	
  el	
  por	
  qué	
  de	
  su	
  resultado.

Para 	
  la	
  resolución	
  de	
  la 	
  acAvidad	
  preliminar	
  se 	
  pidió	
  trabajar	
  individualmente,	
  esto	
  con	
  el 	
  fin	
  de	
  	
  

enfrentar	
   al 	
  alumno	
  con	
  el 	
  problema,	
   para	
  el	
  resto	
  de 	
  las	
  acAvidades	
  se	
  propuso	
  trabajar	
   en	
  

equipos,	
  con	
  la	
  intención	
  de 	
  que	
  los 	
  alumnos 	
  pudieran	
  intercambiar	
  información	
  con	
  sus	
  pares,	
  

y	
   a 	
  sí	
  mismo,	
   jusAficar	
   la 	
  perAnencia 	
  y	
   validez	
  de	
  la	
  forma	
  en	
  que 	
  resolvían	
   	
   las 	
  acAvidades	
  

propuestas.

Resultados	
  y	
  Discusión

A	
  conAnuación	
  mostramos	
  por	
  	
  acAvidades	
  los	
  resultados	
  obtenidos.

En	
  la	
  	
  acAvidad	
  preliminar,	
  el	
  objeAvo	
  fue 	
  logrado	
  exitosamente,	
  pues	
  	
  la 	
  mayoría 	
  	
  contestó	
  	
  la	
  

acAvidad	
  (ver	
  figuras	
  1	
  y	
  2)	
  y	
   pudimos 	
  conocer	
   las	
  concepciones	
  que	
  tenían	
  los 	
  alumnos	
  sobre	
  

los 	
  conceptos,	
  función	
   y	
   límite	
  de	
  una	
   función,	
   de	
  igual 	
  modo	
  nos	
  percatarnos	
  de	
  la 	
  forma	
  en	
  

que	
  calculan	
  los	
  límites	
  de	
  nuestro	
  interés.	
  

Figuras	
  1	
  y	
  2,	
  ac%vidad	
  preliminar

A	
  parAr	
  de	
  los	
  resultados 	
  obtenidos 	
  en	
  ésta	
  acAvidad	
  nos 	
  dimos	
  cuenta	
  de	
  ciertos 	
  problemas	
  

que 	
  algunos 	
  alumnos 	
  Aenen	
   al	
   trabajar	
   con	
   el 	
  concepto	
   de	
   	
   límite,	
   por	
   ejemplo,	
   	
   algunos	
  

estudiantes 	
   argumentaban	
   que	
   una 	
   función	
   conAnua	
   no	
   Aene	
   límite	
   y	
   que	
   	
   una 	
   función	
  

disconAnua 	
  si 	
  lo 	
  Aene,	
  y	
   es 	
  que	
  para	
  ellos 	
  es 	
  precisamente 	
  el 	
  valor	
   de	
  x,	
   en	
  donde 	
  f(x)	
  no	
  es	
  

conAnua 	
  el 	
   límite 	
  de	
   la	
   función	
   (ver	
   figura 	
  3).	
   También	
   observamos	
  que	
   la 	
  mayoría 	
  de	
   los	
  

alumnos,	
  hizo	
  uso	
  del	
  método	
  de	
  susAtución	
  para	
  resolver	
  los	
  límites 	
  pedidos,	
  así	
  cuando	
  se 	
  les	
  

pidió	
  calcularan	
  límites 	
  de	
  la 	
  forma 	
  f(x)/g(x)	
   	
  en	
  donde	
  el	
  valor	
  al	
  cual 	
  tendía 	
  x	
  provocaba	
  que	
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tanto	
  numerador	
   como	
   denominador	
   se	
   volvieran	
   cero,	
   los 	
  resultados	
   por	
   ellos 	
  concebidos	
  

fueron:	
   ,	
  -­‐ 	
  o	
  indeterminado(ver	
  figura	
  4)

Figura 3, actividad preliminar Figura 4, actividad preliminar

La	
  acAvidad	
  número	
  uno,	
  perseguía 	
  el 	
  fin	
  de	
  que	
  los 	
  estudiantes 	
  pudieran	
  	
  determinar	
  	
  el	
  límite	
  

de	
  funciones 	
  y	
  así	
  mismo	
  idenAficarlo	
  en	
  	
  las 	
  gráficas 	
  propuestas,	
  mediante	
  el 	
  análisis 	
  mismo	
  de	
  

éstas 	
  y	
  sus 	
  recursos	
  propios 	
  para	
  hallar	
  el 	
  límite	
  de	
  una	
  función,	
  acción	
  que 	
  podemos 	
  decir	
   se	
  

cumplió,	
  ya	
  que	
  la 	
  mayoría 	
  de	
  los 	
  alumnos	
  halló	
  los	
  límites 	
  pedidos 	
  y	
  los	
  idenAficó	
  en	
  cada 	
  una	
  

de	
  las 	
  representaciones	
  gráficas,	
  otros	
  más	
  sólo	
  resolvieron	
  y	
  no	
  usaron	
  las 	
  gráficas,	
  notamos	
  en	
  

estos 	
  resultados,	
  que	
  algunos	
  alumnos 	
  hacen	
  uso	
  de 	
  tablas 	
  y	
   en	
  ellas 	
  se	
  aproximan	
  al 	
  valor	
  al	
  

que	
  Aende	
  x,	
  pero	
  solo	
  con	
  valores	
  enteros.	
  

Para 	
   los 	
   límites 	
  de	
   funciones 	
  con	
   transformaciones	
   gráficas,	
   notamos	
   que	
   hubo	
   problemas	
  

solamente	
  en	
  uno	
  de 	
  ellos 	
  que	
  correspondía 	
  a 	
  la 	
  forma	
  0/0,	
  en	
  ella 	
  muchos	
  argumentaron	
  que	
  

el 	
  límite 	
  era 	
  infinito(∞),	
  a 	
  pesar	
  de	
  estar	
  haciendo	
  uso	
  de	
  tablas 	
  y	
  ver	
  la	
  gráfica,	
  parece	
  que	
  no	
  

pudieron	
  confrontar	
   estos	
  dos	
  resultados 	
  y	
  mirar	
  lo	
  que	
  realmente	
  se	
  les 	
  estaba 	
  presentando,	
  

en	
   los 	
  resultados 	
   llama 	
  mucho	
   la	
   atención	
   el 	
   caso	
   de 	
  un	
   alumno	
   (ver	
   figura 	
  5),	
   que 	
  Aene	
  

arraigada	
  la	
  idea	
  de	
  que	
  las	
  funciones	
  conAnuas	
  no	
  Aenen	
  límite.

Figura 5, actividad 1, el límite es el punto que no existe
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Para 	
   la 	
   acAvidad	
   número	
   dos,	
   la 	
  mayoría 	
   de	
   los 	
   alumnos	
   parAcipantes,	
   al 	
  menos 	
   con	
   las	
  

funciones 	
  protoApo	
  seno(x)	
  y	
   coseno(x),	
  dieron	
  sus	
  resultados 	
  sólo	
  a 	
  través	
  del	
  análisis 	
  de	
  las	
  

gráficas	
  propuestas,	
   lo	
   cual 	
  nos 	
  deja 	
  ver	
   que	
   implícitamente	
   hicieron	
  uso	
   del 	
  recurso	
  de	
   la	
  

visualización	
  (ver	
  figuras 	
  6	
  y	
   7),	
   otros 	
  más 	
  siguieron	
  uAlizando	
  los 	
  métodos 	
  de	
  susAtución	
  y	
   la	
  

creación	
  de	
  tablas	
  para	
  los	
  límites 	
  de	
  funciones	
  que 	
  implicaban	
  transformaciones 	
  gráficas 	
  entre	
  

ellas,	
  las 	
  mayoría 	
  recurrió	
  al 	
  uso	
  del 	
  método	
  de	
  susAtución,	
  aunque	
  	
  hubo	
  quienes 	
  al 	
  observar	
  	
  

la 	
  gráfica	
  emiAeron	
   sus 	
  resultados,	
   en	
  conclusión,	
   podemos 	
  decir	
   que 	
  sí	
   se	
   cumplió	
   con	
   el	
  

objeAvo	
  planteado.

Figura 6, bloque 1, actividad 2 Figura 7, bloque 1, actividad 2

En	
  este	
  bloque,	
  hubo	
  un	
  equipo,	
  que	
  primero	
  convirAó	
  los	
  radianes	
  a	
  grados 	
  y	
  posteriormente	
  

usando	
  el 	
  algoritmo	
  de	
  susAtución	
  halló	
  el 	
  resultado,	
  sólo	
  que 	
  al	
  evaluar	
  los 	
  valores 	
  de 	
  x	
  en	
  f(x),	
  

lo	
  hicieron	
  con	
  valores 	
  aproximados 	
  a	
  éste 	
  y	
   no	
  al 	
  que 	
  verdaderamente 	
  tendía 	
  x,	
   esto	
  puede	
  

verse	
  claramente	
  en	
  las	
  figuras	
  8	
  y	
  9.

       
 Figura 8, bloque 1, actividad 2

Figura 9, bloque 1, actividad 2

En	
  la 	
  acAvidad	
  número	
  tres,	
  notamos	
  que	
  la 	
  mayoría 	
  pudo	
  contestar	
  la 	
  acAvidad	
  correctamente,	
  

aunque	
  algunos 	
  estudiantes 	
   	
  mostraban	
  ciertos	
  problemas 	
  al 	
  comparar	
   la 	
  tabla	
  con	
  la 	
  gráfica,	
  

pues 	
  el	
   confrontar	
   dichos 	
  recursos 	
   les 	
  impedía 	
  argumentar	
   un	
   resultado,	
   otros 	
  presentaron	
  

problemas 	
  al	
  trabajar	
  con	
  el 	
  método	
  de	
  susAtución,	
  pues 	
  para 	
  ellos 	
  la	
  calculadora	
  (donde 	
  hacen	
  

las 	
  operaciones 	
  de	
  susAtución)	
  les 	
  dice 	
  una 	
  cosa	
  mientras 	
  que	
  la	
  gráfica	
  indica 	
  otra 	
  (ver	
  figura	
  

10),	
   pero	
  hubo	
  a 	
  quienes 	
  el 	
  trabajo	
   se	
  les 	
  facilitó	
  mucho	
   con	
  dichos 	
  recursos,	
   otros	
  más,	
   en	
  

menor	
  proporción,	
  Aenen	
  muy	
  arraigado	
  el 	
  algoritmo	
  de	
  susAtución	
  lo	
  que	
  los 	
  cierra	
  al 	
  empleo	
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de	
  otros	
  métodos,	
   esto	
   lo	
  argumentamos	
  porque 	
  algunos 	
  alumnos 	
  al 	
  resolver	
   esta 	
  acAvidad,	
  

sólo	
  	
  susAtuyeron	
  	
  el	
  valor	
  de 	
  x,	
  en	
  la 	
  función	
  y	
   les 	
  queda 	
  la 	
  forma	
  0/0,	
  que	
  dijeron	
  era	
  igual 	
  a	
  

infinito(∞),	
  y	
  los	
  recursos	
  proporcionados	
  ni	
  siquiera	
  los	
  tomaron	
  en	
  cuenta.

Al 	
  pedirles 	
  que	
  argumentaran	
  el 	
  porqué	
  de	
  sus 	
  resultados	
  la 	
  mayoría 	
  coincidió	
  en	
  que	
  fue 	
  por	
  el	
  

recurso	
  de	
  la	
  gráfica	
  (ver	
   figura	
  11),	
   donde	
  les 	
  fue	
  más	
  fácil 	
  mirar	
   el 	
  límite	
  al	
  que	
  se	
  estaba	
  

tendiendo	
  en	
  lugar	
  de	
  toda	
  la 	
  tabla,	
  la 	
  cual 	
  les 	
  resultaba 	
  menos 	
  fácil 	
  de	
  comprender	
  ya	
  que	
  no	
  

sabían	
  a	
  qué	
  número	
  correspondía	
  el	
  símbolo	
  “?”.

Otros	
   alumnos 	
  dijeron	
   que	
   fue	
   tanto	
   el 	
  uso	
   de	
   la	
   tabla	
   cómo	
   el	
   de	
   la 	
   gráfica 	
   los	
   que	
   les	
  

permiAeron	
  emiAr	
  el	
  resultado.

Figura	
  10,	
  ac%vidad	
  3

	
  

Figura	
  11,	
  ac%vidad	
  3

Conclusiones

Basados	
   en	
   los 	
  datos	
   recogidos 	
  de	
   la 	
  aplicación	
  de	
   la 	
  acAvidad	
   podemos 	
  afirmar	
   que 	
  ésta	
  

propuesta 	
   sí	
   les 	
   permiAó,	
   deducir	
   y	
   visualizar	
   los 	
   límites 	
   	
   y	
   ,	
   sin	
  

embargo	
  existen	
  pequeños 	
  problemas,	
  que	
  dificultan	
  la 	
  total	
  comprensión	
  de	
  éstos 	
  resultados	
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como	
  es 	
  el 	
  hecho	
  de	
  usar	
  el 	
  método	
  de	
  susAtución	
  en	
  donde	
  al 	
  evaluar	
  x,	
  en	
  f(x),	
  les 	
  queda	
  la	
  

expresión	
  0/0,	
  así	
  como	
  también	
  la	
  lectura 	
  o	
  interpretación	
  de	
  	
   lo 	
  que	
  se	
  les	
  presenta,	
  en	
  este	
  

caso	
  las 	
  tablas 	
  y	
   las	
  gráficas	
  de	
  las	
  funciones,	
   lo	
  cual	
   	
  desde	
  nuestra 	
  opinión	
  exige 	
  que	
  de	
  ser	
  

implementados	
  en	
  clase 	
  estos	
  recursos	
  para	
  resolver	
  	
  límites 	
  de	
  la 	
  forma	
  0/0,	
  requerirá	
  primero	
  

de	
  un	
  trabajo	
  tanto	
  con	
  gráficas 	
  de	
  funciones 	
  como	
  con	
  tablas 	
  de 	
  aproximaciones,	
  en	
  el 	
  cual	
  los	
  

alumnos 	
  puedan	
  realmente	
  comprender	
  el 	
  valor	
  y	
   la 	
  finalidad	
  de	
  estos	
  para 	
  posteriormente	
  ser	
  

uAlizados,	
  con	
  el 	
  fin	
  de	
  que	
  en	
  los 	
  cursos 	
  posteriores	
  los 	
  alumnos 	
  sean	
  capaces 	
  de	
  manejarlos	
  

favorablemente	
  al	
  calcular	
  límites.
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