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Resumen

En este trabajo reportamos algunas experiencias de clase con estudiantes de un curso de Algebra Lineal,
en las que se les hace trabajar actividades que los obligan a elaborar representaciones de caracter
geométrico a los conceptos de dependencia e independencia lineal. Dichas experiencias tienen caracter
exploratorio y se orientan a detectar elementos distintos en el proceder de los estudiantes de cuando se
hace un tratamiento convencional en el estudio de dichos conceptos. Estas experiencias con centracion en
representaciones geométricas, nos aportaran elementos para problematizar la adquisicion del concepto de
dependencia e independencia lineal. Las investigaciones didacticas reconocen en tales conceptos una
especial complejidad, debido a su caracter abstracto. Esperamos, a partir de la actividad desarrollada en
este laboratorio detectar elementos de caracter cognitivo y didactico en el proceso de comprension de
dichos conceptos, que nos permitan estructurar preguntas precisas sobre la adquisicion de conceptos del
Algebra Lineal en el aula, via representaciones visuales o de contextualizacion.
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Introduccion

La investigacion en Matematica Educativa, se ha ocupado cada vez mas, al estudio de los
procesos de aprendizaje de las matematicas y los procesos de instruccion asociados a dicho
aprendizaje en el nivel universitario.

El aprendizaje del algebra lineal en los estudiantes de ingenieria, presenta dificultades que al
parecer son diferentes a las que se producen en otras areas de la matematica, como por ejemplo,
el célculo. En la instruccion del algebra lineal, no es usual partir de conocimientos fisicos o
geométricos para comenzar la construccion de sus conceptos. La mayor parte de los conceptos
algebraicos, son presentados a partir de definiciones formales que no son usuales en las otras
areas de la matematica escolar, tal es el caso de una presentacion axiomatica que define las
caracteristicas del objeto matematico a estudiar; la existencia de tales objetos definidos, en la
mayoria de los casos no parte de conocimientos previos, ni de argumentos provenientes de la
fisica o la geometria, sino que se construyen formalmente. Esto hace que muchos estudiantes
perciban al algebra como demasiado abstracta y sus objetos carentes de significado y en extremo
alejados de aplicacion en la realidad. Esta necesidad de profunda abstraccion ha promovido
diversas reflexiones en torno a la busqueda de presentaciones diferentes del tema. Con el fin de
intentar clarificar la comprension y construccion de los conceptos matematicos de dependencia e
independencia lineal en las funciones polindmicas que se abordan en la asignatura de algebra
lineal, en la presente propuesta se pretende hacer uso de las representaciones geométricas para
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que los alumnos puedan incorporarlas en la busqueda de significados en el concepto antes
referido.

Algunos los problemas relativos al aprendizaje del algebra lineal se refieren a las diferentes
representaciones que puede tener un mismo objeto y para las cuales no resulta muy claro para un
estudiante que se trata del mismo objeto. El alumno se encuentra, por ejemplo, con dos
representaciones diferentes de la suma de vectores, una geométrica con una definicion formal y
otra enteramente formal para espacios vectoriales generales (Sierpinska, 1996). Cabe preguntarse,
entonces, como se realiza el pasaje de una forma de representacion a otra y de qué manera
contribuyen estas representaciones diversas en la construccion de un concepto algebraico.
Comprendemos que una representacion unica, no es capaz de transmitir la totalidad de su
significado, por lo que se hace necesario un acercamiento a través de diversas representaciones al
concepto para llegar a su comprension y construccion.

La visualizacion juega un papel importante en la construccion de conceptos matematicos. Existen
diversas definiciones y caracterizaciones de la visualizacion. “La visualizacion es la capacidad,
el proceso y el producto de creacion, interpretacion, empleo de y reflexion sobre cuadros,
imagenes, diagramas, en nuestras mentes, en papel o con herramientas tecnoldgicas, con el
propésito de representar y comunicar informacién, pensando y desarrollando ideas
desconocidas y anticipando el entendimiento” (Arcavi, 1999, p.56). Por otra parte, la
visualizacion no puede ser entendida como el simple acto de ver, sino como “la habilidad para
representar, transformar, generar, comunicar, documentar y reflejar informacion visual en el
pensamiento y el lenguaje del que aprende”. (Cantoral & Montiel, 2002, p.24). En la
visualizacion se utilizan matematicas relacionadas con el campo de lo numérico, grafico,
algebraico, verbal y también de lo gestual. De esta manera, la visualizacion opera con el
funcionamiento de las estructuras cognitivas, las relaciones entre las diversas representaciones de
un objeto matematico y ademas intervienen en una determinada cultura.

En las actividades que se proponen en este trabajo, se apunta, por una parte a reconocer coémo el
abordaje de conceptos de algebra lineal haciendo uso de distintas representaciones, favorece la
construccion de las mismas. Por otra parte, se intenta determinar si por medio de la visualizacion
de funciones, es posible identificar la presencia de dependencia o independencia lineal de las
mismas, al menos en casos particulares. De esta manera, mediante la realizacion de las
actividades se deberd poner de manifiesto el doble papel que juegan los objetos matematicos y la
operatividad de los elementos visuales en el contexto del concepto mismo. En este marco, irdn
surgiendo, por lo tanto preguntas que guiardn la investigaciéon que estamos realizando, en
referencia a como disefiar un acercamiento al algebra lineal, en este caso particular a los
conceptos de dependencia e independencia lineal que involucren diversas representaciones y de
qué manera éstas pueden favorecer la construccion de dichos conceptos.

Una secuencia de actividades para introducir la dependencia e independencia lineal
Se presenta a continuacion una secuencia de actividades disefiada con la finalidad de trabajar los

conceptos de dependencia e independencia lineal de funciones y polinomios de primero y
segundo grado, haciendo uso de recursos y representaciones geométricas. Se parte en ellas de la
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consideracion de la importancia de la visualizacion o representacion geométrica para la
comprension de objetos matematicos en la asignatura de Algebra Lineal, y de que los recursos
geométricos deben poseer un papel central en el aula, no siendo relegados Unicamente a la
ejemplificacion. La exploracion grafica debe complementar al estudio tedrico de un tema,
permitiendo mejorar la construccion de los conceptos matematicos.

Los recursos tecnologicos contribuyen en gran medida a la exploracion grafica, permitiendo
aprovechar sus ventajas tanto en aspectos graficos como de velocidad de calculo. La tecnologia
brinda facilidades para la visualizacion. Sin embargo, es fundamental tener en cuenta que lo
importante en el aula es el disefio de las propuestas didacticas y no los recursos que se utilizan
para su puesta en practica. En las actividades que propusimos en esta investigacion, los
estudiantes pudieron hacer uso de los recursos tecnoldgicos disponibles, lo que les facilito la
experimentacion y visualizacion, sobre todo en cuanto a las facilidades de graficacion y tiempo
de realizacion de célculos.

La investigacion posee caracteristicas de tipo cualitativo, radicando nuestro interés en la
exploracion de conceptos. El andlisis de datos es de tipo inductivo, ya que las categorias e
interpretaciones se construiran a partir de la informacion que se obtenga. El foco de investigacion
tendra, como acabamos de afirmar, un carécter exploratorio, descriptivo e interpretativo.

En esta seccion se analizan algunas de las respuestas emitidas por un grupo de estudiantes de
segundo semestre de ingenieria en la Facultad de Estudios Superiores Cuautitlan (UNAM),
Meéxico.

En el trabajo se ha puesto una atencidon especial en los significados que los estudiantes e
ingenieria asignan al concepto de dependencia e independencia lineal con relacion a los vectores
libres (flecha) y funciones de primero y segundo orden haciendo uso del Wronskiano para su
analisis. Las experiencias convencionales nos muestran que frecuentemente los profesores de la
asignatura de algebra Lineal dan la definicion, inician con ejercicios simples, aumentan el grado
de dificultad y solicitan al estudiante continue con la solucion de los ejercicios.

Haciendo uso de esta consideracion, la propuesta que se plantea en las actividades disefiadas tiene
como proposito construir una serie de hipotesis que reflejen como enfrentan a su solucion los
estudiantes, qué respuestas dan, la actividad matematica que se provoca las argumentaciones que
se generan y los conceptos matematicos que logran poner en juego. Proponemos de manera
implicita reflexionar sobre las posibles ventajas que dichas actividades pueden producir con
miras al aprendizaje del concepto en contraste con la forma convencional con que se revisan
dichos conceptos.

ACTIVIDAD 1. Construccion en el plano y del plano

En esta actividad se pretende que los alumnos incorporen antecedentes que les ayuden a la
adquisicion del concepto de combinacion lineal como antecedente del concepto de dependencia e
independencia lineal. También se pretende que a partir de la solucion de ésta, los estudiantes
deduzcan el concepto de combinacion lineal, logren una interpretacion adecuada de los vectores
libres que se asocian a cada uno de los puntos marcados en los diferentes cuadrantes, recuperen el
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significado del producto de un escalar por un vector, practiquen la suma de vectores
preferentemente a partir del método del paralelogramo y hagan uso de los elementos geométricos
como una alternativa para verificar y construir sus respuestas.

Como se puede apreciar en el resultado de la actividad que se reporta, presenta en forma general
que los estudiantes logran responder en menor o mayor medida los cuestionamientos asociados a
la misma. En la discusion final se observo que al finalizar la misma la totalidad de los integrantes
en los cinco equipos coinciden en una respuesta comun siendo para ellos este hecho un agente
motivador que les permite aceptar naturalmente la solucion de las actividades restantes.

Es importante observar los métodos y las herramientas utilizadas por los alumnos en la resolucién
de las actividades, esto deja de cierta manera claro la idea que tienen del concepto de estudio.

Algunas respuestas a la actividad

1. Con los vectores ViV, construye los vectores P, P>, P3 y P4 de la siguiente figura

o4 e ) o4
CH+CV, =5 CH+G), — K
donde : donde :
v, 0<¢ <1 2 v, —l<g<0

-1<¢, <0 eV o <oy <1
b} ,l' 2
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2. (Con los vectores V, y V, puedes formar el segmento de recta | ?

Si, con la combinacion del V,
con el V, , multiplicados cada
uno por un escalar, se puede

obtener el seemento de recta |

X
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3. (Con los vectores V,y V, puedes formar la totalidad del plano?
Si, ya que cualquier combinacion lineal de los vectores V, y V,, multiplicados cada uno por
cualquier escalar que pertenezca a los nimeros reales, dara un punto en el plano R>.

4. (Son los vectores V, y V, los tinicos que pueden formar el planoR*?, proponer otro ejemplo
distinto.

No, existen infinidad de vectores que pueden formar el plano R?, siempre y cuando los dos sean
diferentes de cero.

5. Escribe la ecuacion que caracteriza la resultante de los vectores V, y V,
c,V, +c\V, =r

Como se puede apreciar en el resultado de la actividad que se reporta, presenta en forma general
que los estudiantes logran responder los cuestionamientos asociados a la misma. En la discusion
final se observd que la totalidad de los integrantes en los equipos coinciden en una respuesta
comun, siendo para ellos este hecho un agente motivador que les permite aceptar naturalmente la
solucion de las actividades restantes.

Es importante observar los métodos y las herramientas utilizadas por los alumnos en la resolucién
de las actividades, esto deja de cierta manera claro la idea que tienen del concepto estudiado.

En estas actividades, se estd poniendo en juego el concepto de base de un espacio vectorial,
aparte de la de combinacion lineal y generacion de un espacio vectorial.

ACTIVIDADES 2, 3 y 4. Uso del Wronskiano y determinacion de dependencia e
independencia lineal

En las siguientes actividades se espera que los estudiantes lleguen a deducir que el escenario
representacional no proporciona informacion suficiente para poder obtener directamente una
categorizacion sobre el concepto de dependencia e independencia lineal.

Estas actividades fueron realizadas en clases posteriores a la actividad 1 anteriormente reportada.
Para este momento, los alumnos ya habian visto las definiciones de dependencia e independencia
lineal y habian trabajado con el docente un ejemplo en el que aplicaban el método del
Wronskiano.
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En la actividad 2, se ponen en juego los conocimientos que el estudiante tiene de una recta, su
pendiente, su ordenada al origen, el uso de derivadas sucesivas, y la solucién de un determinante.

La actividad 3, propone que los estudiantes hagan uso de los elementos de una pardbola, la
grafica de una funcion constante, el uso de derivadas sucesivas y la solucion de un determinante.

Finalmente en la actividad 4 se estudian polinomios de segundo orden con la intencidén de tender
un puente con otra serie de actividades que se han disenado para tal fin.

El surgimiento de dicho obstaculo, puede conducir hacia un nuevo desplazamiento del uso de la
demostracion analitica denominada isomorfismo lineal, el cual asocia un significado equivalente

(Y919

entre los polinomios de orden “n“y el espacio R™*" .
Algunas respuestas a las actividades

ACTIVIDAD 2
Dadas las siguientes funciones {X +1,1—X,2— X} :

a) Determine si son linealmente dependientes o independientes utilizando el Wronskiano.
b) Grafique y plantee una explicacion del porqué sucede la dependencia.
c) (Es posible determinar graficamente su dependencia?

La actividad que hace uso del Wronskiano, esta fundamentada en la definicion la cuél involucra
las n-1 derivadas sucesivas del conjunto de funciones, donde n representa el orden del polinomio.
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Haciendo uso de esta distribucion se propone en la primera parte de esta actividad un conjunto de
polinomios de primer orden en donde la respuesta que emiten los estudiantes se puede apreciar
con claridad que a pesar de llegar a la solucidn analitica, ellos no encuentran una interpretacion
geométrica convirtiéndose la exploracion que efectian en algo sumamente interesante.

ACTIVIDAD 3
Dados los siguientes polinomios 2x*+3, x2, 1.

a) Determine si son linealmente dependientes o independientes utilizando el Wronskiano.
b) Grafique y plantee una explicacion del porqué sucede la dependencia.
c) (Es posible determinar graficamente su dependencia?

d) (Qué sucederia con las respuestas anteriores si las funciones fueran 2x*+3, x2, 7?

En esta actividad nuevamente logran encontrar el resultado analitico sin llegar a una
interpretacion geométrica.

ACTIVIDAD 4
Dados los siguientes polinomios -2x>+x-4, x*-4x-4, 8x-7x-4.
a) Determine si son linealmente dependientes o independientes.
b) Grafique y plantee una explicacion del porqué sucede la dependencia.

c) ¢Es posible determinar graficamente su dependencia?
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En la resolucion de esta actividad se aprecia una gran mecanizacion de la herramienta matematica
en cuanto al algebra se refiere, pero incluso el equipo 2 que muestra sus respuestas no logra
alcanzar la grafica de los polinomios. Dicha mecanizacion se pone de manifiesto en que como
este ejercicio se encuentra a continuacion del que requiere del método del Wronskiano, hicieron
uso de este recurso en lugar de recurrir a la definicién de combinacion lineal, que hubiera
facilitado los célculos.

Discusion de los resultados

En este apartado se describen algunos de los elementos que consideramos son relevantes de
comentar.

En la actividad 1, se observaron algunas dificultades por parte de los alumnos cuando trabajan
con los cuadrantes II, III y IV ya que les cuesta establecer los rangos del valor que deben tener
los escalares para cumplir con las condiciones que les solicitan. Algunos estudiantes discutieron
incluso acerca de los signos que debian tener cada uno de los escalares que intervienen en las
combinaciones lineales correspondientes.

Algunos de los equipos llegan sin problemas a la generacion de la recta | a partir de los dos
vectores que originalmente se proponen. En términos generales la mayoria de los estudiantes

hacen uso de los elementos geométricos asociados a cada inciso del disefio en esta actividad.

Los equipos de estudiantes al trabajar con el Wronskiano presentan regularmente cierta
resistencia, pues el concepto involucra hacer uso de derivadas sucesivas. También llegan a
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presentar frecuentemente resultados contradictorios entre los calculos obtenidos y su respuesta en
forma geométrica.

Conclusiones

El disefio de situaciones orientadas a la construccion de un concepto algebraico no resulta
sencillo, debido a las caracteristicas propias del algebra en el discurso matematico escolar.

En relacion a la puesta en préctica de las actividades podemos decir que si bien la totalidad de los
estudiantes no pudieron resolverlas correctamente, se gener6 en el aula un ambiente en el que los
intercambios de opiniones fueron muy ricos.

Resulta notorio que al solicitar interpretaciones las graficas de la dependencia e independencia
lineal de funciones polindmicas, muchos estudiantes intentaron identificar dichas interpretaciones
a través de la busqueda de intersecciones entre las curvas y intersecciones de las mismas con los
ejes coordenados. Interpretamos estas respuestas como un intento de transferencia de
conocimientos adquiridos en el analisis matematico a esta otra rama de la matematica. Esto nos
permite identificar como una dificultad, la interpretacion del concepto de dependencia e
independencia lineal en la asignatura de algebra lineal sobre objetos conocidos en otras areas de
la matemadtica cuando éstos son considerados como vectores.
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