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Chapitre 1

ANALYSE COMPLEXE

Nombres et fonctions complexes

La premiere confrontation a la limitation des nombres réels est venue de la recherche de solutions
a certaines équations algébriques du second degré. Considérons par exemple I’équation suivante

xX>+x+1=0, (1.1

qui selon le tracé donné a la Fig. 1.1 ne croise pas I’axe des x et n’admet donc pas de solution dans

N}
T

FIGURE 1.1
Tracé de x%+ x + 1 montrant 'absence de zéro sur I’axe des réels x.

R. Si on applique néanmoins la méthode du discriminant, les solutions sont de la forme
1 1
x=—=%-+v-3, (1.2)
2 2

faisant ainsi apparaitre la racine d’'un nombre négatif, racine ne faisant évidemment pas partie des
nombres réels. En utilisant la propriété de la racine d’'un produit de deux nombres réels a et b,
a savoir vab = ya+v'b, on voit immédiatement que toute racine d’'un nombre négatif s’exprime
invariablement sous la forme /b v/—1, ol1 b est réel et positif. On définira

i=v—1, (1.3)

non plus comme un nombre réel, mais plutot I'élément de base des nombres dits imaginaires' 2,
avec la propriété
i*=—1. (1.4)

1. L'introduction de nombres complexes dans la solution d’équations polynomiales s’est faite a partir du XVI¢ siecle,
notamment par Jérome Cardan et Raphaél Bombelli.

2. L’identification i = v—1, due a Euler, est apparue un peu plus tard et a permis de lever un certain nombre d’ambi-
guités.



Chapitre 1. Analyse complexe

On introduira la variable complexe
z=Xx+1y, (1.5)

qui consiste en une partie réelle x (= Re z) et une partie imaginaire y (= Imz), x et y étant réels.
Dans I'exemple ci-dessus, les racines sont z. =—3 + 4 /3,

L’ensemble des z définit le corps des complexes C, lequel obéit aux regles suivantes :

addition (soustraction) : (+in)Ela+ip)=(x x)+iln£w), (1.6)

multiplication: (x1+in)(+in)=x1%—nyp+ilxip+x20n), (1.7)

X +in _ X1 X+ )+ i(1X2— X1 )0)

division : - 5 5
Xo + Ly X5 + A2

. (1.8)

On peut donner une représentation géométrique des nombres complexes ® dans un espace a deux
dimensions. Ainsi z = x + iy peut se représenter comme le couple (x, y) dans un plan - le plan
complexe ou plan d’Argand-Cauchy - pour lequel I'axe y (et non iy) est appelé axe imaginaire et
I’axe x,’axe réel. Ainsila somme ou la différence de deux nombres complexes z; et z, est'analogue
d’une somme de vecteurs dans R?.

Une opération importante sur les nombres complexes est la conjugaison complexe qui est définie
comme suit
Z¥=x—1iy, (1.9)

ol seule la partie imaginaire change de signe. La représentation géométrique de z* montre que
I'opération de conjugaison complexe z — z* équivaut a une réflexion par rapport a I’axe des réels.
On vérifie aisément que la conjugaison complexe est compatible avec les propriétés suivantes :

(") = =z, (1.10)
1z|? = zz*=x*+y? (1.1
(z1+2)" = z{+z], (1.12)
(z122)" = z{z;, (1.13)

z+z*
2 = Reg, (1.14)

z—2z*
oY = Imz. (1.15)

Maintenant pour satisfaire I'équation

Z1 =2y, (1.16)

on doit avoir I'égalité des parties réelle et imaginaire, a savoir

R621 = Rez;3 (117)

Imz; = Imz,. (1.18)

3. Lareprésentation géométrique des nombres complexes a été initiée par le mathématicien non professionnel, Jean-
Robert Argand (1745-1818), au début du 19° siécle et reprise par la suite par Gauss et Cauchy.



A. Nombres et fonctions complexes

(1.19)
De méme pour une équation faisant intervenir les fonctions f] et f,, 'égalité
filz1) = fol22), (1.20)
implique la double égalité
Re fi(z1) = Refy(z), (1.21)
Im fi(z;) = Imf(zy). (1.22)
A
y
"""""""" T (xy)
r I
b : N
0 X
FIGURE 1.2

Représentation polaire de z dans le plan complexe.

Représentation polaire. - A l'aide des fonctions circulaires, le couple de coordonnées carté-
siennes (x, y) associé a z dans le plan complexe peut s’exprimer en
fonction du module (ou valeur absolue) r et de ’angle (ou phase) 8 du nombre complexe (Fig. 1.2) :

z=rcos@+irsinb. (1.23)

Ainsi z a une représentation dite polaire caractérisée par le couple (r, 9).

Maintenant, si nous prolongeons la définition de I'exponentielle e* par sa série entiére dans le plan
complexe, soit en substituant i@ a x, et qu’on utilise les propriétés des puissances paire et impaire
de i, a savoir i2=—1, i3 =—i, etc., on trouve

02 4 93

j 0—§+...). (1.24)

Il
—
[a—
|
|
+
|
+
<
+
—

Par cette séparation en parties réelle et imaginaire, on reconnait les développements en série des
fonctions circulaires pour la variable réelle 8, ce qui donne

eie:cosl9+isin9, (1.25)

connue sous le nom de formule d’Euler. La représentation polaire de tout nombre complexe z peut
donc s’écrire

z=re'? (1.26)




Chapitre 1. Analyse complexe

La formule de De Moivre suit avec |’expression
z"=[r(cos0+isinf)]" =r"(cosnd +isinnd), (1.27)

qui est équivalenta z" = (re’?)" = r"ei"? Toujours al’aide de (1.25), on déduit aisément quelques
identités d’Euler,

0, ,—i0 i0__ ,—i0
el+e . el —e
cos=— |, sinf=———,
2 21
g el _o—if I el 4 o—if
MO= T o0 0 OV TG e
etc. (1.28)

On peut généraliser ces expressions pour un z quelconque et obtenir les fonctions circulaires dans
le plan complexe

eiz+e—iz ) eiz_e—iz
COSZ = —7T— y smez=-—————,
2 21
) eiz_e—iz ) eiz+e—iz
tanz=—1—— , cotz=1—"",
elZ+e—lZ elZ_e—lZ
etc. (1.29)

En utilisant le développement de I'’exponentielle, nous obtenons le développement des fonctions
circulaires,

2 4

z
cosz = 1——++—+..., (1.30)
2! 4!
z3 Zb
sinz = Z—§+E— (1.31)

(1.32)

On déduit également a partir de (1.29) un lien entre les fonctions circulaires et les fonctions hyper-
boliques, a savoir

. e“+e*
cosiz = —
= coshz (1.33)
e % _e?
siniz = —_—
.21
= i{sinhz, (1.34)
etc., (1.35)

auxquelles nous pouvons associer les séries en puissance

2 4
z¢ z

coshz = 1+—+—+..., (1.36)
2! 4!
z3 z°

sinhz = z+—+—+.... (1.37)
3! 5!



A. Nombres et fonctions complexes

On peut alors démontrer aisément les égalités suivantes

sinh iz =isinz, coshiz = cosz,

tan iz =itanhz, tanhiz = itanz. (1.38)

Séries en puissance et disque Si on considere une fonction f(z) définie a I'aide d’'un développe-

de convergence ment en puissance
oo
f(z):Zanz”. (1.39)
n=0

En fonction des valeurs données a z, f(z) peut prendre des valeurs finies (pour ses parties réelle
et imaginaire) et la série est alors convergente. Dans le cas ou elle prend des valeurs infinies, elle
est dite divergente. La convergence de la série nous renseigne essentiellement sur la région du plan
complexe ol1 les propriétés de la fonction sont bien définies. A I'instar des fonctions de variables
réelles, il existe plusieurs criteres pour déterminer si une série est convergente ou non. Dans ce pa-
ragraphe, nous nous limiterons a un test fréquemment utilisé, soit celui du quotient ou appelé aussi
critere de d’Alembert. On définit le rapport de deux éléments successifs de la série par ’expression,

+1
an+lzn
pn = (1.40)
a,zn
Dans la limite n — 00, nous distinguons trois cas possibles,
<1, pour une série avec convergence absolue,
Pnooo — P { =1, autretest nécessaire, (1.41)

>1, pour une série divergente,

ol pour p < 1, la série converge %, alors que pour p > 1 la série diverge. Lorsque p = 1, on ne peut
conclure a partir de ce critére et un autre test doit étre appliqué. Nous serons amenés a considérer
de facon générale la région p < 1, laquelle définit un disque de convergence de la série; on utilise
également le terme rayon de convergence.

Exemple 1.1
Prenons I'exemple de la série alternée,

2 @ Z=
l—z+———+...(-1)"—+.... (1.42)
2 3 n

Dans ce cas p =|z|, et donc la série converge pour |z| < 1, ce qui correspond a un disque de rayon unité.

4. Lasérie a une convergence dite absoluesi ), |, z|" converge. Dans un tel cas, Y., a,z" converge nécessairement.



Chapitre 1. Analyse complexe

Exemple 1.2
Soit maintenant la série en puissance pour la fonction exponentielle
z? z"
e‘=1+z4+—-+...—+.... (1.43)
2! n!
On a dans ce cas .
= — 0, pour |z| < 00O. 1.44
p ‘ n+1ln-oco P 121 ( )

Le rayon de convergence tend vers l'infini et la fonction exponentielle est alors convergente pour tout z
fini.

On termine ce paragraphe en considérant la série géométrique que 1’on rencontrera fréquemment
S,=a+az+az’+...az", (1.45)
ol a est une constante. Multipliant S,, par z, sa soustraction de S,, permet d’écrire
S,—zS,=a(l—2z"),
ce qui donne
a(l—z")

S, =——. (1.46)
11—z

Le test du quotient conduit a p = |z| et la série est convergente pour |z| < 1. Dans un tel cas, la
progression géométrique devient

S)—o00 — T2 (1.47)
z y (a) 7@ y (b)
i0 #1735 i0/3
z=re
r 7173
A0 71734 i(6/3+21/3) rl73
\\ | ’/' X X
7173
#1730 i(0/3+4n/3)
FIGURE 1.3

(a) : Plan de la variable z; (b) : plan de f(z).

Fonctions multiformes et Considérons la fonction de la variable complexe
points de branchement fl2)= ¥z (1.48)

Contrairement au cas d’'une variable réelle, cette fonction racine de la variable complexe z n’est pas
uniévaluée, i.e., elle possede plus d'une valeur en un point. Pour s’en convaincre, on peut utiliser
dans un premier temps la représentation polaire (1.26) de z,

z = ell0+2n7) (1.49)

10



A. Nombres et fonctions complexes

Celle-ciprend des valeurs identiques pour un facteur de phase 2nm prés (n =0, 1,2,...) égal al'unité,
ce qui correspond a une rotation de 0, 1, 2, etc., tours complets dans le plan complexe, lesquels nous
rameénent au méme point z (fig. 1.3-a), en raison de la périodicité des fonctions circulaires en (1.25).
Maintenant, si on regarde les valeurs de f(z) en fonction 7 et ce, jusqu’a n = 3, on a respectivement
r5ei0/3 r3 @i0/3+i2n/3 15 p10/3+I4T/3 of 13 @i0/3+i2T 1 estrois premieres expressions correspondent
a des points différents sur un cercle de rayon r'/3 dans le plan complexe de f(z) (fig. 1.3-b), alors
que la quatrieme valeur est égale a la premiere. Il y a donc trois valeurs différentes de la fonction en
un méme point z : f(z) est donc multi-évaluée. Cette périodicité ‘3’ se répete a 'infini en fonction
de n. La fonction f(z) est dite multiforme par opposition a une fonction uniforme avec une seule
valeur Vn.

Cependant, si I'angle 6 de z est restreint a 'intervalle 0 < 0 < 27, sans jamais toucher 27, alors la
fonction demeure uniforme. Cet intervalle définit alors la branche principale ou encore le feuillet
principal de la fonction. On pourrait de la méme maniere définir un deuxiéme feuillet d'uniformité
de la fonction pour l'intervalle 27t < 0 < 47, lequel inclut 271, mais exclut 47t. Un troisiéme et der-
nier feuillet est possible pour I'intervalle 47t < 6 < 67. Ainsi, dans notre exemple, 3/z possede trois
feuillets.

Dans cet exemple, le point z = 0 par lequel passe I'axe de rotation est appelé point de branchement
ou point de ramification (x de la Fig. 1.4-a). Toute rotation de 27t autour de ce point donnera inva-
riablement lieu a une évaluation multiple. On peut s’en convaincre en prenant n'importe quel autre
point z, a distance finie (Fig. 1.4-a). Une rotation de 27t autour et suffisamment preés de ce point ne
change pas la phase de la variable z et donc la valeur de la fonction; ce n’est donc pas un point de
branchement de la fonction considérée. Maintenant, est-ce que z = 0 est le seul point de branche-
ment? En fait, il en existe un autre, mais pas a distance finie. Si on pose, par exemple z =1/w, on
a f(w)= w3, on voit par la méme analyse que ci-dessus que f(w) a un point de branchement 2
w =0, ce qui correspond a |z| = co. Il y a donc un autre point de branchement a I'infini qui peut
étre placé a n’importe quel endroit sur un cercle de rayon infini.

yl\
4 (a) (b)

{Zo.

coupure

X 1N
g SN x

A

FIGURE 1.4

(a) : Rotation de 2nm de z autour de I'origine menant a des valeurs différentes de la fonction multiforme
f(2)= 3/z. L’origine est un point de branchement (x) de la fonction, contrairement a tout point z, a dis-
tance finie par rapport auquel une rotation de 2n 7 conserve la phase 8 de z; (b) : Ligne de coupure (trait
épais) de f(z) pour le choix d’intervalle 0 < 8 < 27 du feuillet principal.

11



Chapitre 1. Analyse complexe

Coupures La localisation des points de branchement permet de définir une ligne dans le plan

complexe appelée ligne de coupure. C'est une ligne qui relie deux points de branche-
ment. Une coupure est une frontiere linéaire a ne pas franchir afin d’assurer 'uniformité de la fonc-
tion; elle est donc intimement liée aux intervalles définissant les feuillets. Ainsi, au feuillet principal
d’intervalle 0 < 0 < 27, correspond la ligne de coupure de I'axe des x positifs, reliant z =0 a I'infini
(Fig. 1.4-b). Ceci nous amene au choix de la coupure, lequel est lié a celui de I'intervalle pour un
feuillet. Pour le feuillet principal par exemple, on aurait pu utiliser 'intervalle —r < 6 < 7, lequel
est tout aussi acceptable pour assurer I'uniformité de la fonction. Dans ce cas, la ligne partant de
I'origine vers —oo sur I'axe des x définit la ligne de coupure. Un choix d’intervalle différent comme
par exemple, 77/4 < 8 < 97/4, pour la branche principale, conduirait a une ligne de coupure partant
de l'origine vers I'infini avec un angle de 7/4; il y a donc une infinité de choix possibles.

On termine ce paragraphe avec la fonction logarithmique f(z) =1Inz. On voit immédiatement que
c’est aussi une fonction multiforme : en substituant (1.49), on trouve en effet

Inz=Inr+i0+i2nr. (1.50)

Lafonction ne retrouve pas sa valeur initiale aprés une rotation d’'un multiple de 27t de la variable z.
Contrairement a une fonction du type %/z pour N fini, le logarithme admet une infinité de feuillets
et ne retrouve jamais sa valeur initiale °. Les points de branchement sont également situés a z =0
et a l'infini.

Nous verrons que la détermination des points de branchement ainsi que les lignes de coupure sont
d’une grande importance lors del'intégration de fonctions multiformes. Les points de branchement
sont utiles pour délimiter des parcours d’'intégration dans des régions ou1la fonction prise en général
al'intérieur du feuillet principal, demeure uniforme.

Dérivation, fonctions analytiques et conditions Cauchy-Reimann

On appellera f(z), une fonction de la variable complexe z = x + i y. Cette fonction aura obligatoi-
rement une partie réelle et une partie imaginaire. On pourra I’écrire sous la forme

f@)=u(x,y)+iv(x,y), (1.51)

ol u(x, y) estla partie réelle et v(x, y), la partie imaginaire de f(z). Les fonctions u(x, y) et v(x, y)
sont réelles et uniévaluées. Dans le cas d’'une fonction multiforme avec points de branchement,
f(z) est définie a I'intérieur d'une branche ot la fonction f et donc u et v sont uniévaluées.

5. On peut comprendrel'origine del'infinité de feuillets en considérant le logarithme de base e comme la limite d'une
puissance infinitésimale,
Inz = lim N(z""—1),
N—oo

qui contient °3/z.

12



B. Dérivation, fonctions analytiques et conditions Cauchy-Reimann

Exemple 1.3

Déterminons les fonctions u(x, y) et v(x, y) pour f(z) = sinh2z. En utilisant la définition de la fonction
hyperbolique (1.35) et la formule d’Euler, nous avons

ereZiy _ 972x872iy
2

_e**(cos2y +isin2y)— e 2%(cos2y —isin2y)
B 2

sinh2z =

1 i
= cos2y(e** —e )+ B sin2y(e** +e %)
=sinh2x cos2y +icosh2xsin2y, (1.52)
d’ot1!’on tire
u(x,y)=sinh2xcos2y
et

v(x,y)=cosh2xsin2y.

Dérivation La dérivée d'une fonction f(z) dans le plan complexe est définie par

. fle+oz)—f(z)  of
51;210 0z T bz

’

0z—0

a2 (1.53)

qui est analogue a la définition dans R. Si on prend par exemple f(z) = z", on trouve selon cette
définition

of z”(1+5z/z)”—z”
0z 6z—0 0z 5z—>0,
2"(1+n6z/z+n(n—1)(62)/(2z%)+...)—z"
0z 6z—>0’
1
= —n(n—1z"26z +nz" t=nz"t, (1.54)
2 0z—0

qui est unique et bien définie. Il est important de noter ici que puisque 0z — 0 est arbitraire, le

résultat de la dérivée est indépendant de I’approche de 6 z au point z dans le plan complexe (voir
aussi plus loin).

Exemple 1.4

On peut alors dériver toutes les séries de puissance des fonctions élémentaires terme a terme, ce qui permet
d’établir par exemple :

d . d & zn

A )Y
n=0

Sl Zn—l

B Z(n—l)'



Chapitre 1. Analyse complexe

(1.55)
d d & z2n
_ - 1"
dz cosz dz Z( ) 2n)!
n=0
oo —
_ Z(_l)n ZZn 1
n=1 (2 1)'
_ i(_l)nﬂ Z2n+l
pra 2n+1)!
= —sinz. (1.56)
On vérifie également
—sinz = cosz (1.57)
dz
d 1
%tanz = o022’ etc. (1.58)

On retrouve donc les mémes résultats que pour la dérivation d’'une variable réelle. Cela vaut également
pour les fonctions hyperboliques ou1, par exemple

d d < z2n

2 cosh =N

dz % dz;(Zn)!
S 2n—1

P
“=(2n—1)!
oo

z

2n+1

prar 2n+1)!
= sinhz, (1.59)

coshz, (1.60)
1

cosh’z

dZSlIl z

, etc. (1.61)

d
Etanhz

Tous les résultats connus pour la dérivation de fonctions élémentaires s’appliquent donc pour la variable
complexe z. Il est a noter que pour la dérivation d'une fonction multiforme, comme par exemple

%(z—c)“:a(z—c)“_l, (1.62)

ol |a| < 1etc € C,labranche choisie doit étre la méme de part et d’autre de 1’équation.

Fonctions analytiques Sila dérivée d'une fonction f(z)existe pour tout z, élément d'un ouvert #

du plan complexe, la fonction est dite analytique® dans % . Une fonction
f(z) est analytique en un point z, s'il existe un voisinage |z — zy| < & en tout point duquel f’(z)
existe.

6. Dans la terminologie des fonctions complexes, une fonction analytique est aussi appelée fonction réguliere ou en-
core holomorphe.

14



B. Dérivation, fonctions analytiques et conditions Cauchy-Reimann

On rencontre fréquemment la situation ot la fonction f(z) est analytique partout dans un ouvert
2, sauf en une série de points {zy}. On appellera ces points, les singularités de la fonction dans Z.

Conditions de Si f(z) est analytique en z de 'ouvert £, alors les conditions suivantes sur u
Cauchy-Riemann et v sont nécessairement satisfaites

6u_6v é’u_ v

gn_cgv c2__9Y% 1.63
ox Jdy dy ox (163)

Ces conditions sont appelées conditions Cauchy-Riemann. Ces équations découlent du fait que si
la dérivée existe en z, elle est indépendante de I'approche a ce point. Ainsi selon la définition de la
dérivée (1.53), pour deux approches au point z, soit(i): 6x —» 0(0y =0)et(ii): 0y —» 0(0x =0),
nous aurons :

(i): lims,o(6u/dx+isv/6x) =5%+ig%,
= (1.64)
0220\ (ii): limg,_o(—i6u/6y +6v/5y)

of
0z

_5u+i5v
C 6x+iby

6z—0

.0u , dv
—IW-FW.

Si la dérivée est indépendante de I'approche a z, les expressions obtenues pour (i) et (ii) doivent
étre identiques. L’égalité des parties réelle et imaginaire conduit immédiatement aux conditions
Cauchy-Riemann (1.63). Dans le plan complexe, I'existence de la dérivée de f(z) ne se réduit donc
pas uniquement a la continuité de u et v et a I'existence de leurs dérivées, mais est aussi liée aux
conditions supplémentaires (1.63).

Maintenant pour faire des relations Cauchy-Riemann une condition suffisante a 'analyticité de
f(z), il nous faut démontrer la proposition inverse a savoir : si les fonctions u et v de f(z) satis-
font les conditions Cauchy-Reimann et que leurs dérivées sont continues, alors f(z) est analytique.

Sidu/dx etdu/dy sont continues par hypothese, nous aurons :
Au=u(x+Ax,y+Ay)—u(x,y)

u u .
H(E)Ax+(5)Ay (siAx,Ay —0) (1.65)

Demémesidv/dx et dv/0y sont supposées continues, nous aurons :
Av =v(x+Ax,y +Ay)—v(x,y)

(Q)Ax+(Q)A (siAx,A 0) (1.66)
dx Jdy y 4 '

En combinant ces expressions pour former Af = Au + iAv dans les limites Ax,Ay — 0, nous
aurons vial'utilisation des relations Cauchy-Riemann :

du Ov du Ov
Af :(—+l—)Ax+(—+l—)Ay
X X y

17 17 d oy

du Jv Jv Jdu

(E la—)AJC"f-(—%‘i‘la—)Ay
_(‘9_”+-3_”)(A LiAY) (1.67)
“\ox ey B TIAY) ’
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ce qui conduit a

Af _ (3_”+ -Q)
Az \Ox lax
—f(2), (1.68)

et donc a l'existence de la dérivée de f(z), compte tenu de la continuité de u et v. Il s’ensuit que les
conditions de Cauchy-Riemann, assorties des conditions de continuité sur u et v, sont nécessaires et
suffisantes pour l'analyticité de f(z).

Si une fonction f = u+ iv satisfait les conditions Cauchy-Riemann et que les dérivées secondes de
u et v existent et sont continues, on peut écrire

o%u  9%v

ﬁxzzﬁxay’

o*u 9% (1.69)
oy2 0dydx’ '

De méme,

v d%v

ox2 9xdy’

o*v _ 2%v 1.70)
oy2  dydx’ ’

Compte tenu des propriétés liées a u et v, on peut intervertir 'ordre des dérivées dans les termes
de droite et obtenir

o*u o*u _ _,
Gwtays = Vu=o (1.71)
v d*v _ _,
a2 oy C Vv =0 (1.72)

Ainsi, pour une fonction f analytique, u et v satisfont a '’équation de Laplace a deux dimensions.
On appelle de telles fonctions u et v, des fonctions harmoniques. C’est ainsi que les fonctions ana-
lytiques posseédent de nombreuses applications physiques dans la théorie du potentiel a deux di-
mensions.

Exemple 1.5

On cherche a déterminer si la fonction f(z) = (x?— y?) +2ix y est analytique. Comme u(x,y) = x> — y?
et v(x,y)=2xy,ontrouve du/dx =2x=0v/0y =2x,etdu/dy =—2y =—0v/0 x, ce qui satisfait aux
conditions Cauchy-Reimann et f est donc analytique.

Exemple 1.6
La fonction f(z) = 2y + ix n’est pas analytique. En effet, bien que du/0x =dv/dy =0,du/dy =2 #
—ov/dx=—1.
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B. Dérivation, fonctions analytiques et conditions Cauchy-Reimann

Exemple 1.7
Soit la fonction u(x, y)=3x2y — y3. Il est aisé de montrer que cette fonction est harmonique :
) o’u d%u
V'u = —+—-—,
Jox2 0Jyz
= 6y—6y=0. (1.73)

On peut trouver une fonction v(x, y) telle que f(z)= u(x, y)+iv(x, y) soit analytique. Pour y parvenir, on
utilise une des conditions Cauchy-Reimann reliant u a v,

v _ du
oy  dx’
= 6xy,
v(x,y) = 6xydy,
= 3xy*+C(x), (1.74)

ou C(x) est une ‘constante’ d’intégration, qui peut admettre une dépendance en x. Afin de déterminer
C(x) a une constante numeérique pres, on utilise '’autre condition Cauchy-Riemann pour obtenir

ov ou
ox dy’
= 3y°+C'(x),
= 3)2_3x%, (1.75)
ce qui a son tour implique
C'(x) = —3x?%
Cx) = —x*+c, (1.76)

ol ¢ est une constante — réelle- d’'intégration. On a alors selon (1.75),
v(x,y) =33cyz—x3 +c,

ce qui donne en définitive
f(z)=3x*y—y*+iBxy*—x%)+ic, (1.77)

qui est analytique.

On peut montrer que pour une fonction f(rei?)= R(r, 8)e®"? exprimée en coordonnées polaires
ol R(r,0) et ®(r, 0) sont des fonctions réelles de r et 8, les conditions Cauchy-reimann s’écrivent

OR  ROO® (1.78)
or  rag’ '
R od  10R (1.79)
or  radg’ ’
Gradient, divergence, rotationnel et laplacien
Gradient Le gradient d’'une fonction f est défini par
0 0
Vis|=—+i—|/f, 1.80
! (8 X 'o y ) ! (1.80)
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ou B(z,z*) =

du Jdv (du OJv
:afaﬁ{a*a) (1.81)
_,98 (1.82)
oz*’ ’

f(x,y)7. On notera que pour une fonction analytique satisfaisant les conditions

Cauchy-Reimann, son gradient est nul et donc B est indépendant de z*.

On définit de maniere analogue |’opération gradient conjuguée

Divergence

qui est réelle.

Rotationnel

Vf= (%—i%)f, (1.83)
:8_u+6_v (1.84)
ox 0y
= 98 (1.85)
oz’ '

v.rzdu, ov (1.86)
ox 0y
JB
=2Re{—}, (1.87)
oz

Le rotationnel d'une fonction complexe est également défini de maniére analogue
aux vecteurs. Ainsi

yxfpzlv_ou (1.88)
“dx Jdy ’
—Im{(i—ii)(u+iv)} (1.89)
B dx 0dy ’ '

oB
:Zlm{—}. (1.90)
oz

Laplacien Le laplacien est défini comme le produit scalaire du gradient avec lui-méme :

(V-V)f =V*f, (1.91)
2 2
:Re{(i_”i)(i_ii)}f, (1.93)
ox 0dyJ)\dx QJy
=Re{VV}f, (1.94)
_, 9B (1.95)
0z dz*

On remarque que si f est analytique, son laplacien est nul et donc « et v sont harmoniques.

7. On utilise ici les relations facilement démontrables 0 /0 x =0 /0z+3d/0z*et 0 /0y =i(0/0z—0 /0 z*).
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C. Intégration dans le plan complexe

Intégration dans le plan complexe

1.C.1 Intégration curviligne

On procéde maintenant a I'introduction d’une intégrale curviligne le long d'un parcours C dans le
plan complexe. Soit une fonction f(z) qui est continue sur C allant du point a au point b (Fig. 1.5).
On sépare le parcours C en n intervalles, avec &;_,,, situé a I'intérieur de I'intervalle i,...n et on
introduit la somme de Riemann

X

FIGURE 1.5
Parcours d’intégration dans le plan complexe.

Sn ZZf(éj)(Szj, (1.96)
=1

J

ol 6z;=z;—zj_;. Enfaisant tendre la longueur de I'intervalle |6 z ;| — 0, la somme §,,_, o, pour une
partition tendant vers I'infini définira 'intégrale curviligne complexe

S;— 00 Ef f(z)dz, (1.97)
C

qui est I'intégrale de f(z)de a a b lelongde C.

Si maintenant f(z)= u(x, y)+iv(x,y)etdz=dx+idy, on peut décomposer I'intégrale curviligne
en ses parties réelle et imaginaire,

J f(z)dz:f [u(x,y)dx—v(x,y)dy]Jrif [v(x,y)dx+u(x,y)dy], (1.98)
C o C

ol chaque intégrale a la droite de la précédente égalité est réelle.
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On peut également donner une représentation paramétrique de I'intégrale curviligne. En fonction
du parametre ¢ générant le parcours C sur l'intervalle [#;, £,], avec z(t) = (x(¢), y(t)) supposée dif-
férentiable, on peut écrire

2]
ff(Z)dZ=J flz(n)z(t)dr, (1.99)
c f

ol z(t)=dz/dt. Cette équation se sépare aussi sous la forme,
[2)
f fle)dz= f [u{x(0) ¥ (06— o{x(0), y( )3 0))d s
c f

1)

+i | [v(x(e), y(0)x(e)+ u(x(r), y(1)y(0)]dt,

h

oux(f)+iy(t)=aetx(t)+iy(t)=">.

(1.100)

1.C.2 Propriétés des intégrales

Intégrale indéfinie Si f(z) et F(z) sont des fonctions analytiques et que F’(z) = f(z), alors on
peut écrire

F(z):ff(z)dz+c (1.101)

en tant qu’intégrale indéfinie avec ¢ comme constante d’intégration.

Intégration par partie Considérons le produit de fonctions analytiques U(z)V(z). Sa différen-
tielle totale s’écrit
dlU(z2)V(2)]=U(2)V'(z)dz+U'(z)V(z)d z.

L’intégration de part et d’autre permet d’établir
J U(z)V'(z)dz = U(z)V(z)—f U'(z)V(z)dz (1.102)

qui est I'analogue complexe de la formule d’intégration par parties dans R.

Si f(z) et g(z) sont des fonctions intégrables, on a les relations suivantes découlant de I'intégration
en tant qu’application linéaire :

f [f(z)+g(z)]dz=f f(z)dz+f g(z)dz, (1.103)
c c c
J Af(z)dz=Af f(z)dz, (1.104)
C c
b a
f flz)dz = —f f(z)dz, (1.105)
a b
%f(Z)dZ=—f£f(Z)dZ- (1.106)
C C

On notera le sens opposé de I'intégration de cette derniére intégrale.
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1.C.3 Théoreme de Cauchy

Dans un premier temps, on définit un ouvert # simplement connexe du plan complexe (Fig. 1.6-a)
si toute courbe fermée simple a I'intérieur de £ (i.e., que tous les points de la courbe appartiennent
a %) peut seréduire par contraction a un seul point élément de % . Lorsqu’au contraire, par contrac-
tion la courbe est irréductible a un seul point comme a la figure 1.6-b, # est alors multi-connexe.

(a)

X

FIGURE 1.6
Domaines £ connexe (a) et multi-connexe (b) dans le plan complexe.

Théoreme de Cauchy: Si f(z) est une fonction analytique dans un domaine # simplement connexe
avec f’(z) supposée continue, alors nous avons pour tout parcours C fermé,

§ f(z)dz=0. (1.107)
c

La démonstration du théoreme de Cauchy s’effectue a I'aide du théoreme de Stokes. Si f(z) =
u(x,y)+iv(x,y), ladécomposition de I'intégrale suivant I'égalité (1.98) permet d’écrire

}f(z)dz = j{(udx—vdy)+i é (vdx+udy), (1.108)
o C o

L I

Chaque intégrale réelle I, et I, peut étre récrite sous forme d’une intégrale curviligne dans R?, a
savoir

L, =§ Vip-dl, (1.109)
C

ot V, =uf— vy et V=vi+ uj et d?zdxfc+dyj/. Selon le théoreme de Stokes

§ ‘_}1,2'd7=J(VX Vlyz)'dg, (1.110)
c s
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ol S est la surface délimitée par C, avec d S=dxd yZetou
Vx Vip=(0:Vy12—0, Vi) 2. (1.111)

Grace a I'analyticité de f(z), les conditions Cauchy-Reimann (1.63), donnent a la fois pour I; et I,
0y V1,2 =0V} 1,2. On conclut alors que I} = I, =0, ce qui démontre le théoreme de Cauchy.

La réciproque du théoréeme de Cauchy est connue sous le nom de théoreme de Morera. Nous en
donnons ici I’énoncé sans démonstration :

Théoréeme de Morera : Si pour une fonction f(z) continue dans un domaine # simplement
connexe, nous pouvons écrire

§ flz)dz=0, (1.112)
C

alors f(z) est analytique dans Z.

Une conséquence importante du théoreme de Cauchy est I'invariance de I'intégrale fzzlz f(z)dz par
rapport au chemin reliant z; et z, dans %, si f(z) est analytique. On le vérifie aisément en considé-
rant le parcours total C; + C, de la Fig. 1.7. Selon le théoreme de Cauchy, nous pouvons écrire

A
Y

x>
FIGURE 1.7

§ f(z)dz=0,

C+C,

flz)dz+ | f(z)dz=0,

o} G
f f(Z)dZ=—f f(Z)dz=f f(z)dz, (1.113)

G G CZ/

ol le chemin C; va de z; a z,, ce qui établit le résultat. L'indépendance de la valeur de I'intégrale
par rapport au parcours utilisé entre z; et z, dans le plan complexe peut aussi s'interpréter comme
I'invariance de I'intégrale par rapport a toute déformation du parcours reliant les deux points.
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Finalement, si I'intégrale est indépendante du chemin dans le plan complexe, on peut démontrer
que la fonction analytique f(z) = u+iv dérive d’'un potentiel complexe F(z) pour lequel on pourra
2z . 8

écrire

f 2f(Z)dz=F(Zz)—F(zl)- (1.114)

ol le potentiel F(z) est en faitla primitive de f(z). Considérons maintenant le parcours de la Fig. 1.8

y
(b)

FIGURE 1.8

Intégration pour un parcours fermé dans un domaine multiconnexe (la région pale n’est pas une zone
d’analyticité de la fonction). Dans la région ombragée, qui est analytique, le parcours d’intégration peut
étre déformé sans changer la valeur de I'intégrale.

dans une région multi-connexe. Selon le théoreme de Cauchy, si f(z) est analytique dans toute la
région ombragée, nous pouvons écrire pour le parcours fermé total

f f(z)dz+f f(z)dz+f f(z)dz+f f(z)dz:é‘f(z)dz:O. (1.115)
ABD EFG GA DE

On constate que sur GA et DE oll f(z) est analytique, on a selon (1.114) fGA f(z2)dz =F(z4)—F(zg)
et fD . f(2)dz = F(zp)—F(zg). Dans la limite ot GA est infiniment prés de DE, on a évidemment
f o f(2)dz =— f pg f(2)dz, et donc ces deux contributions s’annulent mutuellement. On a alors

dans cette limite
§ flz)dz = —f flz)dz
c —cr

= f f(z)dz,
C/

oi1 les parcours fermés antihoraires C et C’ correspondent respectivement 8 ABD et GFE. Ce ré-
sultat montre que dans toute la région ou f(z) est analytique, le parcours fermé d’intégration C
peut étre déformé vers C’ sans changer la valeur de l'intégrale. Cette propriété peut s’avérer fort
utile dans une grande variété de situations.

(1.116)

8. L’analogue dans R” d’un tel théoréme est bien connu pour les fonctions potentielles réelles.
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1.C.4 Formule intégrale de Cauchy

On considéere une fonction f(z) analytique a I'intérieur et sur le parcours C. Soit z, un point inté-
rieur a C (parcours similaire a la Fig. 1.11), alors

1 f(z)

21 z—2z

flzo)= dz, (1.117)

C

qui est connue sous le nom de formule intégrale de Cauchy. Elle se démontre aisément en prenant
en compte que l'intégrande est analytique sur toute la région intérieure a C, sauf évidemmenten z,
ouil y a divergence. Une déformation du contour est alors possible de C — C’ o1 C’ est une cercle
de rayon infinitésimal autour de z,. En posant sur ce dernier : z—z, = pe‘? avec p — 0, nous avons
sur C’:

1 1
RGN B GG
2 |- z2—2 2ni |, 2—2
— i0
= zﬂfljlir(l)f flzo+pe'”)do
= f(z0), (1.118)

ce qui démontre le résultat recherché. La formule intégrale de Cauchy se généralise aux dérivées
successives en z, soit
n! z
fgy= b S, (1.119)
27i [ (2 —zp)nH1

On peut s’en convaincre en procédant par induction. En effet, si on suppose que ce résultat est vrai
pour n, nous aurons pour n+1:

(n+_1)!§( M@y~ e n'f _J@
C

271 zZ— zZg)nt2 27 (z — zg)n+2

_ L' d —n—1
= o Cf(Z) [(z—2z0) "]

_om [_ fe) |, jg fU() dz]
C(Z_Zo)n+l

2mi | (z2—zo)"t |,
= fI)(zy), (1.120)

ol I'avant-derniére ligne découle d'une intégration par partie sur C [c.f. (1.102)], et pour laquelle
le premier terme est identiquement nul sur un parcours C fermé, alors que le second est évalué
avec I'’hypothese de départ. Cette généralisation montre que si f(z) est analytique, a savoir que sa
premiere dérivée existe en z, alors toutes les dérivées successives existent également. Ce résultat
n’a pas d’équivalent dans les réels.
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Exemple 1.8
Evaluons

eZz

I= dz C: |z|=3. (1.121)
c(z+1)

D’apres la forme de l'intégrande, le terme exponentiel noté f(z) = ¢ au numérateur a un rayon de conver-

gence infini et est évidemment analytique a I'intérieur et sur le parcours C. Cependant, le dénominateur

passe par zéro en z, =—1 etl'intégrande possede donc une singularité d’ordre quatre dans C.

L’intégrale peut s’écrire sous la forme générique (1.119) pour obtenir le résultat,

4 f@) 2 8 .
I—jgc (z—zo)4dz_ 3] it 1)—37'cze . (1.122)

1.C.5 Séries de Taylor et de Laurent

Série de Taylor

On peut utiliser la formule intégrale de Cauchy pour construire un développement en série de Tay-
lor d’'une fonction f(z) autour de z. Si f(z) est analytique autour de z, et ce, jusqu’a une distance
|z1 —zp| ol z; est le premier point singulier rencontré, alors f(z) admet un développement en série
de la forme

f2)= anz—2)", (1.123)
n=0

pour |z—zy| < R, ol R = |z, —zy| est appelé rayon de convergence de la fonction [cf. (1.41)]. On arrive
a un tel développement grace a la formule intégrale de Cauchy pour f(z):

f(z)zi§ LZ/)dz'.
c

2mi z'—z

ol C estle parcours donné ala fig. 1.9, lequel est intérieur au rayon de convergence. Pour tout z de

/<
N,

FIGURE 1.9
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ce domaine, nous avons |z—zy| < |z’ —z|, ot1 z’ est sur C, ce qui permet d’écrire suivant I'utilisation
de la série géométrique (1.47) :

1 B 1 (1 z—2zg )_1
z/—z  (2/—2z) z'— 2y
1 z—2z z—2zp)?
= ——| 1+ O+( ) +...], lz—2zl<|2' =2z
(2 —zp) z2'—zy (2/—2)
1 A z—29 \"
— 20
= TS . 1.124
(Z/_ZO)Z(Z/_ZO) (1124
n=0
En substituant cette expression dans (1.119), on trouve
oo
1 [z /
flz) = (z2—20)" —
nZ:(:) 21i J . (2" —zp)+!
— 1
= Z(Z—ZO)"—,f( (20), (1.125)
n=0

ce qui correspond au développement de Taylor pour |z — zy| < R. Ainsi ce développement existe
dans le disque de convergence si 'ensemble des f"")(z,) existe, ce qui correspond a la condition
d’analyticité de f(z) a 'intérieur du disque.

Série de Laurent

o

f\

FIGURE 1.10

On peut maintenant introduire le théoréme de Laurent qui élargit le concept de développement en
série d'une fonction avec cette fois la présence de singularités sous forme de pdles (voir plus bas,
la classification des singularités d'une fonction). Soit f(z) une fonction analytique dans un anneau
circulaire de rayon intérieur r et extérieur R (fig. 1.10), alors f(z) admettra un développement en
série de la forme

a_p, a_o a_y
z) = ...+ —m+ ...+ + + ag + a1lz—2y) + ...
fIE) = ot Gt g Ty AR
= Z an(z—zo)”+2an(z—zo)”, (1.126)
n=-—1 n=0

26
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appelée série de Laurent, pour r < |z — zg| < R. La partie correspondant aux puissances négatives
est appelée partie principale de la série alors que celle avec puissances n > 0 est appelée partie
réguliere.

On démontre le théoréme en considérant une intégration le long des deux parcours C; et —C, dans
2, ou z un point dans 'anneau comme a la fig. 1.10. Si on adjoint a C; et —C, les deux parties de
parcours hachuré, la valeur de I'intégration ne change pas puisque lorsqu’infiniment proches ces
deux parties donneront au total une contribution nulle dans la région d’analyticité. Nous obtenons
donc au total un parcours fermé incluant z (fig. 1.10). Par la formule intégrale de Cauchy, on peut

alors écrire
1 f (Z’ f
f(z)_zm' §C1 z/ §

z’ Jz)

_2_ ; —dZ/—T

Tl G zZ'—Z Tl G z/ —Z
Sur C; pour la premiére intégrale, nous avons
1 _ 1
S 2=z (1-222)
1 &(z—20\"

- 7 Z( / 0) , 12—zl <lz'=zl (C), (1.128)

Z'— 2 =0 zZ'—2zy

ce qui donne

1 fz) ., n f(Z) /
2mi z/—zdz B Zmz(z ZO)jE (z’—z)"“dz

G
Zun z—2z0)", (1.129)
n=0

correspondant a la partie réguliere de la série (1.126). Maintenant pour la deuxiéme intégrale, on
peut écrire

1 &, - f(2)

— dz’

2ni . z/—z o 2mi z'— 2z
G € (z—z)| 1—
Z—2Z

1 & flz) (2/—2z\" ., , ,
= — E dz’, |z'—zyl<|z—2z¢| (C5).(1.130)
2mi 4= G (z—2zg)\ z2— 2

En posant successivement n+ 1 — n et n — —n, nous avons

f B St f

27 c z'—z — 27 (2’ — zg)n 1
—00
= > ayz—2)", (1.131)
n=—1

correspondant a la partie principale de la série (1.126). La combinaison des deux intégrales donnera

la série
oo

f@)= D anlz—z)" (1.132)

n=—oo
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jé(zlf(z) z{cl’ n20, (1.133)

_ZO n+l1 CZ» n<_1,
ce qui compléte la démonstration du théoréme de Laurent.

La partie réguliere, qui est de la forme d'une série de Taylor, converge pour |z—zy| < R, alors que la
partie principale avec puissances négatives est convergente pour 1/|z — zy| < constante, soit pour
|z — zg| > r a l'extérieur du cercle de rayon r. La région r < |z — zy| < R définit alors I’anneau de
convergence de la série de Laurent.

Selon (1.131), le coefficient du terme a n =—1 de la partie principale de la série de Laurent s’écrit

1
a_,= %,ﬁ f(z)dz, (1.134)

Ce coefficient revét une importance particuliere et est appelé le résidu de la fonction en z,, lequel
sera aussi noté R(z).

Exemple 1.9
Soit la fonction f(z) = e*/z3. La série de Laurent autour de z = 0 s’obtient par un simple développement
en puissance de z, a savoir

eZ

z3

1( e @ )

= —|(l+z+—-+—-+...

z3 2! 3!

_ rr r. t.oz. (1.135)
© z3 z2 2z 31 4l )

f(z)

Lerésidudelafonction en z =0 estdonné par R(0) = % L’anneau de convergence est donné par oo > |z| > 0.
On remarque que les quelques termes de la partie principale déterminent le rayon r inférieur, mais n’in-
fluencent aucunement le rayon de convergence R.

Exemple 1.10

Soit la fonction .
f(Z)=—(Z+1)(Z+3). (1.136)

Pour obtenir la série de Laurent et les anneaux de convergence centrés en z = 0, il est utile de décomposer
la fonction en fractions partielles

1 11 1 1 (1.137)
(z+1)(z+3) 2z+1 22z+3 '
et développer chaque terme aI’aide de la progression géométrique (1.47). Nous avons pour |z| < 1
1 1 1
flz) = 5

2z+1 6(14+2z/3)
1 4 13,

= ———z——2z"+..., |z|<1], (1.138)
3 9 27
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C. Intégration dans le plan complexe

qui n’admet qu’une partie réguliére. Maintenant pour le deuxieme anneau de convergence, soit pour 3 >
|z] > 1, on utilise plut6t la forme équivalente :

1 1 1
@ = a2 sitz/3)

1 1 1 1 z z?
= —[1—=+=+...)—=|1-=+=+...

= ———— a8l (1.139)

Finalement pour |z| > 3, on utilise

_ 1 1 1 1
& = 5 0+1/2) 220+3/2)

11 1 1 11 3 9 27
o (e T B (EPEC R

2z z z2 2z z z2 z2
1 4 13

= 2B s (1.140)
z2 z3 z4

A partir de la premiere expression valable pour |z| < 1, on tire la valeur du résidu a I’origine R(0) = 0 qui est
nul puisqu’il n’existe pas de partie principale.

On notera que la série de Laurent pour un anneau de convergence donné est unique. En général,
f(z) peut avoir deux, voire plusieurs séries de Laurent distinctes comme dans I'’exemple précédent.
Les régions de convergence ne présentent cependant aucune intersection.

Classification des zéros et des  Points réguliers et zéros. Si f(z) est analytique en z, z est un
singularités dans le plan point régulier. Un zéro d'une fonction f(z) en z = z; est défini par
complexe f(z9) =0.Si f(z) est analytique en z = z, elle admet un dévelop-

pement de Taylor de la forme (1.9). Ainsi si ay =0 et a; #0 le zéro
est appelé zéro simple. Si par contre ag ;. ,—1 =0 et a,, #0, le zéro est d’ordre m.

Singularités isolées. Si f(z) est analytique au voisinage d'un point z = z, sauf en ce point, alors
f(z)posséde une singularité isolée en z, et elle est appelée fonction méromorphe. On distingue deux
types de singularités. Le premier type est une singularité apparente comme c’est le cas par exemple

pour la fonction du sinus cardinal :
sinz

==

en z =0. On vérifie que la valeur de la fonction est finie en z — 0. En effet

(1.141)

. sinz . z—2z%/3'+...
lim =1lim
z—0 Z z—0 V4
z
——=1,
z

et z =0 est en fait un point régulier.

La fonction f(z)aun pdleen z = zy, si | f(z — zy)| — 00 et possede un développement de Laurent

oo

f2)= Y anlz—2)"

n=—m

=a_m(z—20) " + a_pmi1(z —20)

(1.142)
Tl
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Sia_,, #0, lafonction a un pdle d'ordre m : m =1 correspond a un pole simple, m =2, a un pole
double etc. Lorsque m — 00, la singularité en z, est dite essentielle. Par exemple, la fonction e!/?
possede le développement suivant

11 1
eVf=1+—+-—+
z

522 .ot ian (1.143)

pour |z| > 0 et présente donc une singularité essentielle a |'origine.

Points de branchement. Un point de branchement d'une fonction multiforme est un point sin-
gulier. Chaque branche de la fonction est cependant analytique a distance finie de ce point. Une
fonction avec un point de branchement n’admet pas de série de Laurent autour de ce point. Nous
verrons dans le cadre des solutions des équations différentielles a points réguliers singuliers qu’elles
peuvent admettre un autre type de développement, soit une série de Frobenius.

Points a I'infini. La fonction f(1/¢) obtenue en posant z = 1/¢ nous renseigne sur I'existence de
singularités a I'infini. Ainsi, f(z) = z? devient f(1/r) = t—2 qui posséde un péle double en ¢ = 0;
f(z) posséde donc un péle double a I'infini.

1.C.6 Théoreme des résidus

Soit une fonction f(z) possédant une série de Laurent autour de z,

f2)= > anlz—z)" (1.144)

L’intégration de f(z) sur un parcours C entourant la singularité isolée z, (Fig. 1.11) donnera

jgf(z)dz = Z anjg (z—2z0)"dz
c c

n=—00
= Z anf‘ (z—zy)'dz + a_1§ dz dz
ng1 JC c?=% (1.145)
2m
= Z a,(n+1)(z—z)"! +ia_1f do
n#—1 ¢ 0

=2mia_, =2miR(zp),

ou I'intégrale pour n # —1 s’annule pour un parcours fermé, alors que la déformation de C vers un
parcours circulaire donne pour la seconde 27i. Ce résultat lie 'intégrale de f(z) sur C entourant z
au résidu en ce point, modulo la constante 27ti. On utilisera fréquemment la notation R(z,) pour le
résidua_;.

Ce résultat remarquable se généralise aisément au cas ou plusieurs singularités isolées de f(z)
sont intérieures au parcours d’intégration. En effet, considérons le parcours de la Fig. 1.12 qui est
construit de maniere a exclure toutes les singularités en zy, z, .... Selon le théoréme de Cauchy, on
a que l'intégrale de f(z) le long de tout parcours fermé ot la fonction est analytique sera nulle. La
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C. Intégration dans le plan complexe

FIGURE 1.11
Parcours d’intégration entourant la singularité isolée z, et sa déformation vers un parcours circulaire.

décomposition sur I'ensemble des portions du parcours permet alors d’écrire

f{)(f(z)dz:—f f(z)dz—‘(}g f(z)dz—§ flz)dz—...
C c c G

=§ flz)dz +j€ f(z)dz+§ flz)dz+...
Go G G
ot C est le parcours extérieur fermé et C/

0.12... (Co12,..) sontles parcours de rayons infinitésimaux
dans le sens horaire (antihoraire) entourantles singularité isolées z, ; , . . Ici nous avons omis toutes
les contributions sur les parcours rectilignes, lesquelles s’annulent deux a deux lorsque les rayons
des parcours C  », . tendent vers 0. En utilisant le résultat (1.145) pour chaque C;, nous avons

f fla)dz=2mi ) R(z), (1.146)
C i

qui est connu sous le nom théoreme des résidus. Ainsil’évaluation de 'intégrale pour les conditions
prescrites se réduit a I’évaluation des résidus de la fonction en ses poles intérieurs a C.

Méthodes de calcul du résidu

Série de Laurent. La série de Laurent est, comme nous avons vu, une des possibilités de calcul du
résidu; elle s’avere relativement flexible et s’adapte a plusieurs situations. La série de Laurent autour
de z; peut étre construite en posant z =zy+0z :

f(z):f(zo+5z)—>...+a7+a;z+a0+..., (1.147)

ce qui permet d’identifier le résidu R(z,) = a_; en zy pour n'importe quel type de pole, incluant une
singularité essentielle en z.

Poles simples. Dans le cas ou la singularité isolée en z, est un podle simple, une approche possible
pour trouver le résidu consiste a multiplier la fonction par (z — z;) pour ensuite prendre la limite
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FIGURE 1.12
Parcours d’intégration utilisé dans la démonstration du théoréme des résidus, lequel contourne les singu-
larités isolées de la fonction.

z — zg, ce qui donne
R(z0)=zlinzl(z—z0)f(z). (1.148)
—20

Par exemple, considérons la fonction f(z) = cotz = cos z/sin z, laquelle possede un pole simple en
zg=0. On peut donc écrire

. zcosz .. z(1—z%/2!+..)
R(0)=lim — =lim
z-0 sinz  z—0z(1—2z2/3!+...) (1.149)
z
R(0)——=1.
z

Toujours pour le cas d'un poéle simple, si f(z) peut s’écrire sous la forme f(z) = g(z)/h(z), ou g(z)
est analytique et non nulle au pdle en z, et que h(zy) = 0 avec h’(zy) # 0, nous aurons en accord avec
(1.148)
: (2)
Riz) = lim (2~ 20} 5
(z—2z)
=g(z0))———m— (1.150)
B 2z — 20)
_ 8(z0)
h'(zp)

Si on utilise cette expression pour trouver le résidu de f(z) = sinz/(1 —z%) qui possede un pole
simple en z = i et qui est de la forme g(z)/h(z), nous aurons h'(i) =—4i% = 4i et g(i)=sini = i sinh 1,
etdonc R(i)= %sinh 1.

Poles d’ordre m. Si f(z) aun pole d’ordre m en z = z;, sa série de Laurent aura la forme

a—y
Z—2

a_,(z—2zo) "+ ... +

+ayg+a(z—zy)+....

Pour isoler le résidu a_,, il suffit de multiplier la série par (z — zy)" et le terme comprenant a_;
sera alors de la forme a_;(z — zy)"!. Ainsi, la dérivée d’ordre m —1 de la série (z — z,)" f(z) dans
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la limite z — z, sera proportionnelle a a_; puisque tous les autres termes seront nuls dans cette
limite. I’ ensemble de ces opérations est résumé dans la formule suivante :

. 1 dm—l m
R(Zo)=zlglzlo mdzm_l(z—zo) f(2)¢. (1.151)

Cette expression, quoiquen apparence générale pour m fini, peut s’avérer fastidieuse a I'utilisation
surtout quand les fonctions ont une forme relativement compliquée.

Exemple 1.11
ATaide du théoreme des résidus, on se propose de calculer I'intégrale suivante

1 ezt
=— ——dz, t>0, (1.152)
2mi J . z%(22+2z +2)

ou C : |z| = 3. L'examen de la fonction a intégrer révele 1'existence d’'un pole double en z = 0, ainsi qu’aux
zéros de z2+2z + 2, soit en z, =—1 i, lesquels sont des poles simples de la fonction. Les trois poles sont
intérieurs a C. Nous aurons selon le théoréme des résidus, I = R(0)+R(z,)+R(z_). Pour le résidu al’origine,
utilisons (1.151) pour trouver

1 2 zt
o (2

—01ldz ;(z—er)(z—z,)
_ 1

_z+z_ 2

1

=—(r—1).

2( )

Pour les poles simples en z.., utilisons (1.148) pour trouver

. ezt
R(z.)= zlglzli {(Z — ) 22(z—z,)z—2z_) }
_ le[—lii)t
a .

La valeur de l'intégrale est alors donnée par

=

I l(t )+ r (1.153)
==\l — — COS[I. .
2 2

Valeur principale de Cauchy

Il arrive qu’un ou plusieurs pdles simples soient situés surle parcours d’intégration d'une fonction
méromorphe f(z). On ne peut pas ‘passer sur la singularité’ sinon l'intégrale divergerait. Cepen-
dant, il est possible d’avoir une valeur finie de I'intégrale en excluant du parcours le point de la
singularité : c’est la valeur principale de lintégrale. Pour ce faire, on effectue une 1égére modifi-
cation du parcours qui évite le pole afin de rendre l'intégrale finie. Considérons le parcours de la
Fig. 1.13 qui contourne le pole Z, de deux maniéres possibles, soit par le haut via le demi-cercle
C, ou par le bas, via C;. Si on regarde les contributions a I'intégrale sur chacun des parcours C; et
C/, on constate que pour C;, nous avons suivant l'utilisation de la série de Laurent une intégrale de
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FIGURE 1.13

Jle(z)dz —fq z—zodz

0
= a_lf dd =—ira_,,

valeur finie :

(1.154)

T

alors que pour C/, nous avons

0
f flz)dz = a_IJ do =+ira_. (1.155)
¢

—TT
Ces deux résultats se comprennent intuitivement en considérant (pour un pole simple) que le par-

cours en demi-cercle antihoraire C/ donne la moitié du résultat d’un tour complet, soit 3 x 2mia_j,
alors que pour C; dans le sens horaire, nous avons le méme résultat, mais avec un signe moins.

Considérons maintenant I'intégrale sur deux choix de parcours fermés empruntant soit C; ou C;.
En utilisant le théoréme des résidus, nous avons

Jf(z)dz +f fleYdz=2mi > R(z)
c c Z

0720+

§ flz)dz =1 (1.156)
C

ff(z)dz+f fleYdz=2mi > R(z),
C G

Z()yees

ol pour le premier (second) parcours, Z; est intérieur (extérieur), tel qu’illustré a la figure 1.13. La
partie de I'intégrale ( f ¢ - dontle parcours exclut C/ ou C, est appelée partie principale de Cauchy.
Dans les deux cas, le résultat pour la partie principale est le méme et est donné par

5”§ f(z)dzzf flz)dz
c c (1.157)
=27i Z R(z;)+ inR(Z,).

Z()yees

De maniere plus générale, pour plus d’'un pole simple Z; ; . sur le parcours, la partie principale de
Cauchy est donnée par

9’§ fleYdz=2mi» R(z)+im > R(Z). (1.158)
C yeee .
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1.C.7 Evaluation d’intégrales définies

L’utilisation de différents contours d’intégration et le théoréme des résidus s’avere étre d'une trés
grande versatilité dans le calcul d’intégrales définies. Dans ce qui suit, on se propose d’analyser trois

types d’intégrales.

Intégrales de fonctions trigonométriques
La premiere intégrale est du type

21
I :J f(sin@,cos0)do,
0

(1.159)

définie dans les réels, ol1 f est une fonction uniévaluée. On peut se représenter cette intégrale sur

un cercle de rayon unité dans le plan complexe (Fig. 1.14), en posant z = ‘%, sin@ =(z —z

cos 0 =(z+z71)/2. L'intégrale prend alors la forme

) (z—z‘1 z+z‘1)dz
I=—i f . ’ )
c 21 2 z

ol C est décrit par |z| = 1. Par le théoreme des résidus, nous pouvons écrire

FIGURE 1.14

Parcours d’intégration de rayon unité pour I'intégrale définie de fonctions circulaires.

.f’
—iZ

I= ZniZR(zi)
Zj

ol la somme s’effectue sur tous les poles de —i f/z, intérieurs a C.

Exemple 1.12
Montrer que

I= - a6 __2n a>b
~J, a+bsin® Jgz—p?’ :
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En utilisant la transformation prescrite, on peut récrire I'intégrale sous la forme

2 dz
I: _
b o 0%,
c z+21bz 1

2 dz
b Jole—z)e—2)

S PR P
Zi—bl a o

sont les zéros du dénominateur. Pour a > |b|, seulement z, est intérieur au cercle C. Comme le poéle est
simple, le résidu est donné par

ou

2 . (z—2z,)
R(Z”:Zzli“%{(z—z_)(z—zn}
2 1
“bz,—z
_ 1
T Ve

ce qui, al’aide de (1.161), conduit au résultat recherché.

Intégrales impropres
Le deuxiéme type d’intégrale est une intégrale impropre sur I’axe réel de la forme

+00
I =f f(x)dx, (1.163)

ol par prolongement dans le plan complexe, f(z) est supposée analytique dans le demi-plan supé-
rieur, sauf pour un nombre de pdles simples ou multiples. S’il y a des pdles simples sur I'axe réel,
ils pourront étre contournés en utilisant 'approche de la partie principale. De plus, on supposera
que |f(z)| décroit plus vite qu’en 1/|z| a I'infini dans le plan supérieur.

-R R

FIGURE 1.15
Parcours d’intégration semi-circulaire.

Dans ces conditions, considérons le prolongement de l'intégration dans le plan complexe avec
I’ajout d’'un demi-cercle de rayon infini dans le plan supérieur (fig. 1.15), ce qui donne un parcours
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fermé C. L’intégrale sur C prend alors la forme

+00 27
§ f(z)dz=f f(x)dx+if f(Re®)Re a0,
C —00 0

1

pour laquelle le premier terme a droite est 'intégrale I recherchée. Lorsque R — oo sur le demi-
cercle, 'intégrande s’annule dans le deuxieme terme de droite. Dans ces conditions, 1’ajout de ce
terme n’ajoute rien a l'intégrale. Ainsi par le théoréme des résidus, on pourra écrire

+00
f f(z)dz = J f(x)dx
c —o0 (1.164)

:27riZR(z,~)

2y
Exemple 1.13
On considére I'intégrale bien connue dans les réels
+oo dx
I= ——, a€R. (1.165)
oo X2t a?

Cette intégrale peut étre rapidement calculée par la méthode des résidus. On vérifie aisément que l'inté-
grande décroit en 1/z2 dans le plan supérieur et possede des poles en z, = ia. Il y a donc un seul pole
(simple) dans le plan supérieur, indépendamment si a est négatif ou positif. Le résidu en R(ia) pour a>0,
est donné par

1
Rlia)= i .
(o) ZL%(Z m)(z—ia)(z—i—ia)
_ 1
" 2ia’

Suivant (1.146), on obtient immédiatement le résultat attendu

SeaYia s
I=2rniR(ia)=—.
a

Lemme de Jordan Une intégrale impropre appartenant a la méme catégorie peut prendre la
forme d’'une transformée de Fourier

+00
sz f(x)e!**dx, a>0. (1.166)

Suite au prolongement dans le plan complexe de cette intégrale le long du méme parcours C consi-
déré précédemment (Fig. 1.15), la contribution le long du demi-cercle du plan supérieur est rigou-
reusement nul. Ce résultat est connu sous le nom de lemme de Jordan .

Afin de le démontrer, la condition sur la fonction f(Re?) sur le demi-cercle de rayon infini est telle
que | f(Re! 9){ < € — 0, qui s’annule lorsque R — o0. Pour l'intégrale, nous pouvons alors expliciter
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la contribution sur le demi-cercle

T
if f(ReiH)ReiaRcosG—aRsiane
0

m
SRJ |f(Rei9)|e—aRSin9d0
0

T iy
<R6f euRSiHHdQZZRefzeaRsingde
0 0

ol la derniére égalité découle de la parité de la fonction circulaire entre 0 et 7. En comparant les
fonctions 26 et sin@ dans l'intervalle [0, ], on constate que l'inégalité 26 < sin 6 est vérifiée sur
tout I'intervalle. Nous pouvons alors écrire

T

m
l-f f(Reig)R eiaRcosB—aRsiane' < ZRGJZ e—ZaRB/ndB
0 0

(1.167)

IA

eZ (1—e™)

a

—0,
e—0

ce qui complete la démonstration du lemme de Jordan.

ATaide de ce résultat et du théoreme des résidus, I'intégrale de type transformée de Fourier (1.166)
devient

a>0, (1.168)

feiuz’

+00
f fx)e'“*dx = 2mi > R(z)

avec les résidus en z; situés dans le demi-plan supérieur.

Il est a noter que la généralisation au cas a < 0 s’effectue sans difficulté avec cette fois un parcours
dans le demi-plan inférieur. En tenant compte du sens horaire du parcours, on trouve

a <o, (1.169)

feiuz’

+00
f fx)e'“*dx = —2mi » R(z;)

avec les résidus de la fonction aux poles de la fonction situés dans le plan demi-plan inférieur.

-R R

FIGURE 1.16
Parcours d’intégration semi-circulaire.
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Exemple 1.14
A titre d’exemple, examinons l'intégrale impropre suivante

oo .
sin x
I= dx. (1.170)
0 x

Afin de transformer cette intégrale sous une forme similaire a (1.166), on tient compte de la parité de la
fonction a intégrer avec la réécriture

1 ¢ inx T sin x
I=- iq[f dx +f dx]
2 =0 —00 X 0+€ X

1 /
=—ImI'.
2

ou & est la partie principale. Maintenant I’ est reliée a I'intégrale sur le parcours fermé C (Fig. 1.16)

eiz eiz eiz
jg—dz=l’+f —dz+f —dz
c % q ® c %

=I'—irn
-0,

qui est nulle selon le théoreme des résidus ou de Cauchy. La partie sur C, est aussi nulle selon le lemme de
Jordan. La partie sur C;, effectuée dans le sens horaire, est égale a—i7. On trouve que I’ = i et finalement

oo .
sin x T
1= dx=—. (1.171)
a X 2

Intégrales impropres avec fonctions exponentielles

Une autre type d’intégrale que I'on peut considérer a I’aide du théoreme des résidus est celle com-
portant des fonctions exponentielles. En voici un exemple,

400 eax
I=f dx, 0<a<l, (1.172)
1+e~x

—0Q

ol la condition sur a assure que la fonction a intégrer s’annule a I'infini. Dans le plan complexe,
le dénominateur de la fonction a intégrer s’annule aux péles z, = (2n +1)im, n =0,%1,... sur 'axe
imaginaire. Considérons le parcours C rectangulaire fermé d’intégration de la figure 1.17, lequel
englobe le pole en z;, = im. Les arétes verticales partent en £R sur I'axe réel et se terminent en
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27ti

A

A

Y
Y

FIGURE 1.17
Parcours d’intégration rectangulaire pour les intégrales impropres avec exponentielles.

+R +i2m avec R — oo. L’intégrale sur C se décompose sous la forme
0 4% +R P2 —R+2mi 00X
}5 Zdz=lim lf xdx+f xdx
clte R—ooof | . 1+e rioni  11e
2mi ea(R+iy) 0 e@(—R+iy)
+ im J o4y +Lm_ 3o min Y

0
. +00  ax
:(l—ezm")f dx.
—00

14+e~x

Les contributions de la deuxieme ligne appartiennent aux arétes verticales; elles tendent toutes les
deux vers zéro avec les conditions sur a et R — oo. Pour les intégrales restantes de la premiere
ligne, par un changement de variable, la deuxieme intégrale de la premiere ligne est similaire a la
premiere, modulo le facteur de phase 2%, ce qui conduit au résultat de la troisieme ligne. L’ap-
plication du théoréme des résidus sur la partie gauche permet d’isoler I'intégrale recherchée

+00 ax .
2
J ¢ _dx=—="Y _Rin. (1.173)

oo L1t e 1—e?2mia

Reste I'évaluation du résidu R(i 7). Il s’obtient aisément en posant z = zy + 0z pour la fonction a
intégrer, soit

5z
a
@757 ] e 20(1+5z+—2! +)

1 + eZ0+6Z

1m
6z—0

5 2
1—(1+6z+i+...)
2!

eazo eazo

- =
0z+0z2/2!+... 0z
Le résidu en z, = im est donc R(im) = —e?", ce qui donne en définitive

+0oo e ax . eima
xdx :—ZHZTM
oo 1€ l1—e (1.174)

T

sinzta’
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C. Intégration dans le plan complexe

Intégrales avec points de branchement
Considérons I'intégrale de la forme

§ 21 f(z)dz, (1.175)
C

sur le parcours C de la Fig. 1.18 avec u > 0, non entier et élément des réels. f(z) est une fonction
analytique sur I’axe réel positif, mais qui peut posséder des poles a distance finie dans le plan com-
plexe. On suppose de plus que |z# f(z)| — 0 lorsque z — 0 (00). Les points de branchement sont a
z=0et z=00.L'union des deux permet de définir une ligne de coupure sur I’axe des réels positifs
de maniere a ce que z#~! f(z) soit uniévaluée sur le parcours C tracé a la figure 1.18.

FIGURE 1.18
Parcours d’intégration pour intégrales avec point de branchement a I’origine.

Décomposons le parcours fermé C = C; + C, + C; + C, en quatre parties C; , 3 4. Le parcours total
fermé C englobe les péles de f(z) et donc par le théoréeme des résidus, on peut écrire

f z“_lf(z)dz:ZniZz“_lf(z)
C:Zi Gi

Zj

(1.176)

poles def '

Analysons les contributions sur chaque partie du parcours fermé. Considérons en premier lieu le
parcours C, autour de I'origine en posant z = ee’? oi1 € — 0, nous aurons

0
f 2 f(z)dz = lir%if (eeig)”_lf(eeia)eeiade
E—
G = (1.177)
:limif eM0el fee'®)do — 0,
2

e—0
v

ce qui s’annule par hypothese. Si on regarde sur la partie circulaire extérieure en C,, en posant
z = Re'Y on trouve également par hypothése

21
2 f(2)dz = lim i | e R F(Re®)dO — 0. (1.178)
G R—o00 0

41



Chapitre 1. Analyse complexe

Les contributions a I'intégrale se réduisent alors aux segments C; (AB) et C; (CD). Dans le premier
cas, nous aurons

oco+ie
f 2 f(2)dz = li f L f(x)dx
Cy 0+ie (1‘179)

E—
oo
= limf (x+ie) ' f(x+ie)dx,
“~Jo

—0

alors que pour le second segment,

oco—ie

0—ie
J 2 f(z)dz = lir%f M f(x)d x
G (1.180)

0
= limf (x—ie f(x—ie)dx.
€—0 00
Or si f est analytique sur I’axe réel positif, on a f(x £ie) — f(x) pour € — 0. Par contre, pour les
q p p P
parties associées au point de branchement pour chacune des intégrales, (x —i€)* ! = 21 (x +

i€)*~! en raison des points A et D qui different d’'un angle tendant vers 27 a la limite ¢ — 0. En
combinant les deux intégrales restantes, on trouve

jﬁ Z'u_lf(Z)dZ =(1— eiZH(M—l))f x,u—lf(x)dx
C 0

(1.181)
=27 Z 271 f(2).
résidus
On en conclut que I’expression suivante pour 'intégrale sur I’axe réel prend la forme
2 2mi
K f(x)dx=—F—> z" ' f(z : 1.182
J() f( ) 1—8127[‘“; f( ) poles def ( )
Exemple 1.15
Soit 'intégrale impropre
® 1
I= ——dx, 1.183
L VX(x+a) * ( )

ou a > 0. Cette intégrale est de la forme (1.175) avec u = % et f(z) =1/(z + a)®. On vérifie également que
|z# f(z)] — 0 sur C, et G,. f(z) possede un pole triple en z = —a. Le résidu en ce point se trouve aisément

42



D. Sommation de séries

en posant z =—a + 0 z, soit

1 1
623(—a+62)"2  i§z3(a—5z)t
_ 1
0z)?2
3122
ia26z (1 P ) (1.184)
1 152+3522
" ia3éz3 2a 8 a?
R S U B BN
 jasz3  2iadi26z?  i8asi2 6z
d’ot1 R(—a)= —i%cfw 2. L’intégrale vaut alors
oo
1 3m a®? 3¢
—dx:— = :_a75/2‘ (1185)
o VXx(x+a)? 4 1—eir 8

D] Sommation de séries

Une autre application intéressante du théoréeme des résidus est celle de la sommation de certains
types de séries. Considérons par exemple une série de la forme

+00
S= Z f(n) (1.186)

n=—oo

Selon certaines conditions sur f que l'on précisera, on peut établir un lien direct entre cette somme
et une intégrale dans le plan complexe. Pour ce faire, on utilise une fonction auxiliaire qui posséde
des poéles simples précisément en z = n sur I’axe réel et qui est bornée a I'infini. Pour le type de
série (1.186), on peut utiliser par exemple la fonction 7 cottz, qui posséde des poles simples en
z=2z,=0,£1,%2,.... Le résidu en en ces points s’obtient en posant z =z, + 6 z

cos(mz,+0z)

sin(rrz, +02z)

_ n(—l)” cos(mo z) (1.187)
(—1)7sin(d z)

1

—>£+... (6z—0).

ncot(nz,+0z)="

La fonction auxiliaire possede donc des poles simples en z,, et le résidu en ces points est égal a
I'unité. Si on prolonge maintenant f(n — z) dans le plan complexe et que I'’on considere 'intégrale

5{ necotnzf(z)dz, (1.188)
C

43



Chapitre 1. Analyse complexe

FIGURE 1.19

Parcours d’intégration pour la sommation de séries comportant des nombres entiers. Les croix symbo-
lisent 'emplacement des poles simples de la fonction auxiliaire et les points ceux du prolongement de
I’argument de la série dans le plan complexe.

ol C est le parcours circulaire de rayon R — oo entourant les poles de la fonction auxiliaire en z,,,
ainsi que ceuxde f(z) (Fig. 1.19). On supposera que | f(z)| — M /|z|* avec k > 1 qui décroit plus vite
qu'en 1/|z| lorsque |z| — oo.

Quant a la fonction auxiliaire, il faut s’assurer que celle-ci soit bornée en module sur C. On le vérifie
en passant en représentation polaire

|ei7rR(cosﬂ+isin9) + e*iﬂR(cosﬁﬁLisinB)‘

|cot(nRre'?)| = {— — . —
|€ inR(cos0+isinf) — p—imR(cos O+i 51n0)|

14 ¢~ 27Rsiné (1.189)
le_zm — 1, > 9 >0

IA

1+e 271 Rsinf
— 51, 27>0>m,

1 — e 2nRsind

ol nous avons utilisé I'inégalité du triangle au numérateur et au dénominateur °. La fonction auxi-
liaire est donc bornée sur C et ce, méme en 8 =0 ou 8 =27, si C évite un pole en z,. Nous pouvons
écrire

§ ncotnz f(z)dz
o

< jg |Tcotmz| |f(z)dz|
C (1.190)

M
<A—2nR—0, R— o0.
Rk

9. L’'inégalité du triangle est donnée par

|21l =22| < |21 + 25| < | 2| + 25|
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D. Sommation de séries

L’intégrale dans ces conditions s’annule sur C a R — 0o. D’autre part, selon le théoreme des résidus,
nous avons également

+00
§ neotnz f(z)dz= 0=2mi Z f(n)+27riZR(z,-) (1.191)
C n=—oo Z; nf(z)cotnz
On peut alors établir
+00
> fm==> R(z) : (1.192)
n=—oo Z; nf(z)cotnz

ol R(z;) sont les résidus de 7 f(z)cotz aux poles z; de f(z).

De méme, en utilisant la fonction auxiliaire 77 csctz qui a aussi des pOles en z,, mais avec résidu
(—1)", nous pouvons effectuer la somme de séries alternées

+00

D" fn)==> R(z)

n=—oo

(1.193)

nf(z)cscmz

On pourrait montrer de maniéere analogue que les séries impliquant des nombres demi-entiers
peuvent étre aussi sommeées a I'aide des fonctions auxiliaires tannz et sectz dont les poles sont
situés en z,, =(2n +1)/2, avec respectivement les résidus 1 et (—1)", ce qui permet d’écrire

+00
2n+1
> f( 5 ) = > Rz) (1.194)
n=—oo Z; nf(z)tanmz
+00
2n+1
> (—1)"f( 5 ) = Y R(z) (1.195)
n=—o0o Z; nf(z)secnz
Exemple 1.16
Montrer que
+00 4
1 =
=) —=—, (1.196)
“=nt 90

Lafonction f(z)=1/z* décroitplus vite qu’en 1/ z etremplit les conditions énoncées pour effectuer la som-
mation. Au préalable, on ajoute une série pour n < —1, ce qui permet d’utiliser les conditions d’intégration
ci-dessus et selon (1.192), on peut alors écrire

—1 1 ) 1
> S+ = =—R(0)
n4

s
n=—oQ n=1 n

(1.197)

(mcotmz)/z4

=2S

Le calcul durésidu en z =0 de 7w cot 7z f(z) s’obtient par le développement de 7 cotwz/z* autourde z =0
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mTcotmz _ 1—%+%—
2t 20 " gapg(1— @ZE L @EF _
znz(l 3 T 5 )
1 nz)? (mz)* nz)? (mz)* (mz)
_Lf (el (mal Oy, er_lmey (zal
z5 2! 4! 3! 5! (302 (1.198)
1 1 1 1 1 1 1
=—|1+(mzf|—=+= +ﬂz4(———+———)+...)
25( ( )( 2! 3!) @2\ 2175 @2 32!
1 71 nt2
" z5 323 2z 90 '
ce qui donne
vt
R(0) =—2—. (1.199)
(mcotmz)/z4 90

En tenant compte de la parité de la somme de part et d’autre de n =0 en (1.197), le résidu affecté d'un signe
moins est égal a 25. On obtient alors le résultat demandé :

S=—. (1.200)

Transformations de Hilbert et relations de Kramers-Kronig

Considérons I'intégrale
f(2)

Z—w

dz, weR, (1.201)

c
ol le parcours C est donné a la figure 1.20 et w est sur 1’axe réel. On supposera que f(z) est analy-
tique dans le plan supérieur et que f(z = Re'?) — 0 tendra vers zéro suffisamment rapidement pour
que la contribution a I'intégrale sur le demi-cercle de rayon R — oo soit nulle. Par le théoreme de

G
b= P
w

-R R

FIGURE 1.20
Parcours d’intégration pour les transformations de Hilbert.

Cauchy, il s’ensuit que I'intégrale (1.201) est nulle. La décomposition de I'intégrale implique alors

P O
x—w o 2@ (1.202)
=inf(w).
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E. Transformations de Hilbert et relations de Kramers-Kronig

Maintenant comme f(z)= u(x, y)+iv(x,y), nous aurons

+0o0 .
?}’f de:inu(a))—ﬂ:v(w).

o X—w

En égalant les parties réelle et imaginaire, nous pouvons établir une relation entre u et v, a savoir

+00
v(w)z—gf W) (1.203)
T o X—w
et +00
u(w):gj v(x) dx, (1.204)
T Xx—w

connues sous le nom de transformées de Hilbert. Ces relations trouvent de nombreuses applications
en physique théorique ot elles portent le nom de relations de Kramers-Kronig. Comme nous le ver-
rons plus loin, ces relations peuvent étre vues une conséquence directe du principe de causalité en
physique.

Comme cas particulier de ces transformées, considérons le cas ou la fonction f(x) sur I'axe réel
satisfait a la propriété suivante f*(x)= f(—x), les parties réelle et imaginaire auront une parité bien
définie sur I’axe réel :

u(x) = u(—x),
v(x) —v(—x).

Ces relations sont appelées relations de croisement.

Dans ce cas, les transformations de Hilbert prennent alors la forme particuliere

@ (T2
v(w)z—?J %d}c (1.205)
et +00
P 2
u(a))z?f %d . (1.206)
—co

Causalité et relations de Kramers-Kronig

L’existence de relations Kramers-Kronig en physique est en fait une conséquence directe du prin-
cipe de causalité caractérisant les phénomenes physiques, a savoir que ‘I'effet ne peut pas précéder
la cause’.

Considérons par exemple la réponse (effet) linéaire a une perturbation (cause) h(¢) au temps ¢ qui
est définie sous la forme d’un produit de convolution

+00
M(t)=f y(t—t)h(t)dt', (1.207)

—0Q

ou M(t) est une quantité physique mesurable au temps ¢ suite a ’action du champ h au temps t’.
Il pourrait s’agir par exemple de la réponse d’aimantation d'un systéme suite a 'application d'un
champ magnétique ou encore a celle de la polarisation électrique induite suite a I’application d'un
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champ électrique, etc. Ici y (—t’) estappelée susceptibilité ou fonction de réponse du systeme étudié
sous I'action de h. Cette fonction admet une transformée de Fourier de type temps-fréquence :

1 [ o
;((t—t/)=%f y(w)e =g, (1.208)

—0Q

Si le systeme est causal, I'effet sur M(¢) en t ne peut précéder la cause h(t’) en t’; alors M(t)=0 si
t < t’, ce qui implique que par causalité, la réponse

y(t—1t')=0, si t—t'<0.

Par ailleurs, laréponse en fréquence y (w) s’annule a fréquence infinie : dans cette limite, le systeme
ne répond plus a I'excitation externe. Si on considére «w comme une variable complexe, cela im-
plique que y(w = Re'%)— 0si R — co. Finalement pour les mémes conditions de temps, t —t’ <0,
nous aurons le long d’'un parcours en demi-cercle de rayon R dans plan supérieur,

—iw(t—t') :elR(cos O+isin@)(t—t')

e

. : ’
chosGeRsmO(t—t ) -0, t— t/ <0,

R—o00

=e

qui s’annule pour 0 < 6 < 7. Ainsi par application du lemme de Jordan, 'intégrale

1 +00 21
X(t_t/)zz_f )((w)e_i”(t_t/)dw+f X(Reiﬁ)eiR(cosG+isinB)(t—t’)iReiQdg
T 0 (1.209)
=§ y(we @ dw=0, r—1t'<0,
C

—0Q

sera nulle sur un parcours fermé du type de la figure 1.15. Par le théoréme de Morera en (1.112),
on en conclut que pour une fonction causale imposant y(t —t’) =0a t —t’ < 0, la composante
(spectrale) de Fourier, y(w), se doit d’étre analytique dans le plan supérieur : tous les pdles de cette
fonction sont situés dans le plan inférieur.

De cette maniere, les parties réelle et imaginaire de y(w) = Re[y(w)]+ iIm[ y (w)], sont reliées par
une transformation de Hilbert de la forme (1.203-1.204),

+00
Re[)((a))]:gf wdw’ (1.210)
T ) e @W—@
et +00 /
Im[y(w)] =—%J wdw’. (1.211)

Ce sont les relations Kramers-Kronig, conséquence directe du principe de causalité dans la réponse
d’un systéme a une perturbation extérieure.

Relations Kramers-Kronig en optique

Si on considére la propagation d'une onde électromagnétique monochromatique de fréquence w
etde vecteur d’onde k dans un milieu conducteur d’indice de réfraction n = ck/w ot ¢ estla vitesse
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E. Transformations de Hilbert et relations de Kramers-Kronig

de la lumiere. Selon les équations de Maxwell, le champ électrique de I'’onde est régi par I’équation
d’onde suivante (unités CGS) :

VE—— —— ——4nou— =0 (1.212)
C

ol € estla constante diélectrique, o est la conductivité et u est la perméabilité magnétique que I'on
fixera a u =1, pour la suite.

Si on regarde la possibilité d'une solution a 'équation d’onde de type onde plane E = Eje*T—i®f,
sa substitution dans I’équation nous amene a I’équation

w? Ao
k?= C—(1+i—), (1.213)

qui doit étre satisfaite pour un w donné. La présence du terme d’amortissement dii a la conducti-
vité finie introduit une partie imaginaire pour le vecteur d’onde, qui est source d’atténuation pour
I'onde.

En fonction de w, on introduit le carré de I'indice de réfraction

2
n*(w)= czk— =e(w) + iM. (1.214)
w? w
A fréquence w — 00, le milieu diélectrique et conducteur ne répond plus a I'excitation électro-
magnétique et n(w — o0) — 1 retrouve sa valeur dans le vide. Il est utile de considérer la quan-
tité n%(w)— 1, qui elle, tend vers zéro lorsque w — oo; elle est une quantité spectrale issue des
équations de Maxwell et est donc causale. De plus, selon les équations de Maxwell, on observe la
parité en w de la constante diélectrique €(w) = €(—w) et de la conductivité o(w) = o(—w). Ainsi
Re[n?(w)—1] = e(w)— 1 sera paire en w, alors que Im[n?(w)— 1] = 470 (w)/w sera impaire. Selon
(1.205) et (1.206), nous pourrons écrire

2 /
Re[n?(w)—1] = _f Im[CZZ(j)a))IZ l]da)’ (1.215)
2 /
Im[n?(w)—1] = —=— f Re[glz(i)oz Yo (1.216)
(1.217)

lesquelles, sont les relations proposées par Kramers (1926) et Kronig (1927). Ces relations relient
'absorption optique Im[n?(w)— 1] a la constante diélectrique €(w)—1 et vice et versa. Ce genre de
relation est fort utile puisque la mesure de I'une al'intérieur d'une gamme suffisamment grande en
fréquence permet d’obtenir I'autre par la transformation Kramers-Kronig. Cette transformation est
couramment utilisée pour de nombreuses quantités spectrales en physique.
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Méthode du col

Nous rencontrons fréquemment en physique théorique des intégrales impropres que nous pou-
vons évaluer de maniere approchée dans la limite dite asymptotique. Une méthode tres utile pour
y parvenir est la méthode du col, aussi appelée method of steepest descents ou encore saddle point
method dans la terminologie anglo-saxonne. Elle s’applique avec succes lorsque nous pouvons ex-
primer notre intégrale sous la forme

I(T)=J gz)ePdz, 1, (1.218)
C

ot1 le parcours ouvert C est situé dans une région oi1 g(z)e™ (%) est analytique et s’annule aux ex-
trémités du parcours. Ici g(z) varie lentement comparativement 2 e*/(?). On s’intéressera au cas oi1
le parametre 7 > 1 est grand et réel. En guise de préambule a I’exposition de la méthode du col,
le théoreme de Jensen, aussi appelé théoreme du module maximum/minimum, est utile. En voici
I’énoncé :

Théoreme: Si f(z) est analytique et ne posséde pas de zéros dans une région % du plan complexe,
elle ne peut avoir ni minimum ni maximum dans %, mais seulement des points de selle, également
appelés cols qui sont des maximums ou des minimums locaux.

Preuve : Selon la formule de Cauchy pour une fonction f(z) analytique dans %,

f(z)

CZ—d

dz=2nif(a), (1.219)

ol a est intérieur au parcours simple C fermé. Comme f(z) est analytique, le parcours peut étre
déformé vers un cercle de rayon p centré en a. En posant z—a = pe'?, la formule prend alors la
forme

1
21p

21
f(a) f fla+pe®)pdo
0

1 21
= 940, 1.22
ZNJ; fla+pe'”)do (1.220)

qui est en fait la valeur moyenne de f(z) sur le parcours circulaire. C’est la formule de Gauss sur la
valeur moyenne. 11 en découle
|f(a)l < Mc, (1.221)

oll M est la valeur maximale de f sur C.!° Le maximum de f(z) est donc situé sur le parcours et
non al'intérieur. Comme a est arbitrairement choisi dans %, f(z)n’adonc pas de maximum dans la
région d’analyticité. Pour le minimum, I'absence de zéros implique que 1/ f(z) est aussi analytique,
et donc par le méme argument 1/|f(z)| n’a pas de maximum, alors f(z) n’a pas de minimum. Ceci
complete la démonstration du théoreme.

10. Cette inégalité provient de la valeur absolue de I'intégrale de la valeur moyenne qui s’exprime sous forme de la
valeur absolue d’'une somme de Reimann, laquelle obéit a I'inégalité du triangle : | >, 6 ;| <>, |6 L;].
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Comme nous I'avons vu précédemment, 'intégration d'une fonction dans sa région d’analyticité
permet de déformer a notre guise le contour d’intégration C dans cette région sans changer la va-
leur de I'intégrale. Le but de la méthode du col sera donc de choisir le parcours qui nous permettra
une évaluation simple, mais approchée de sa valeur exacte dans la limite 7 >> 1. Le parcours d’inté-
gration sélectionné, que ’'on notera C,, doit en fait passer par le col de f(z).

Pour s’en convaincre, considérons la fonction f(z) = fi(x,y)+ify(x,y) de 'argument de I'expo-
nentielle de (1.218), et regardons dans un premier temps le point z, = Xy + i} ou la partie réelle
fi(zp) est grande (i.e., ol1 'intégrande pourra prendre des valeurs maximales). Comme f(zy) = 0
en ce maximum (local), nous avons par les conditions Cauchy-Reimann, f;(z,) = 0 pour la partie
imaginaire, ce qui donne au total

f(z9)=0. (1.222)

Cette équation permettra d’établir 'emplacement du col. On le vérifie par’analyticité de la fonction
f(z) qui implique que f; et f; sont des fonctions harmoniques, a savoir V2 f; , = 0. Par la décompo-
sition du laplacien, cela peut s’écrire

*he _ 2*hp

a2 Gyz (1.223)

Cette relation indique que la partie réelle (ou imaginaire) a une courbure inversée selon des direc-
tions orthogonales. En z, fi(z) passe par un maximum selon la direction x, alors qu’elle passe par
un minimum en zy, si on se déplace selon y. f(z) présente donc un col en z, et la condition (1.222)
permet en effet de localiser son emplacement dans le plan complexe (voir 'exemple en Figure 1.21-
a). 11

FIGURE 1.21

a) Illustration de la partie réelle d’'une fonction harmonique f;(x, y) = y?— x? pres du col en z, = 0. Le
trait plein indique la variation de la fonction sur le parcours C, de courbure négative maximale (steepest
descent); b) contours de f; avec la déformation du parcours vers C, pour lequel la variation de la pente est
maximale avec 1) = 77/2 dans cet exemple.

Comme il s’agit d’'une intégration dans le plan complexe a deux dimensions, il y a une infinité de
parcours d’intégration pouvant passer par zy. Si on veut maximiser la contribution a l'intégrale au

11. Notons toutefois que plusieurs cols en zy; avec i = 1,..., peuvent étre présents dans la région d’analyticité.
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voisinage immédiat de z;, nous devons donc déterminer le parcours C, avec I’angle d’approche qui
donne la variation la plus rapide de f; vers sa valeur maximale (Fig 1.21), et qui devra en méme
temps minimiser I'effet des oscillations du facteur e?"/2(?) provenant de la partie imaginaire. Cet
angle que I'on notera v, apparait dans la partie angulaire de I’élément d’intégration d z exprimé en
coordonnées polaires

=e¥ds, (1.224)

ouds=|dz|,dx/Js=cosy et dx/ds =siny. Exprimons maintenant la pente de f;(x, y) a maxi-
miser en fonction de i :

afi _ 9hox Ohdy

ds ox Os E&‘s
_ 9h h .
= 3 cosy + Gy siny. (1.225)

La condition de pente maximale d? f;/dd s = 0 et les conditions de Cauchy-Reimann permettent
d’établir

9fi . f _
ax siny) + gy cosy = 0,
2fa . /> _
(8y siny + ax cosz/;) = 0,
d
i = 0. (1.226)
ds

Si maintenant C, est choisi tel que la pente de la partie réelle soit maximale, f>(z) devient alors une
constante au voisinage de z,, ce qui élimine les oscillations de e?7/2(2) x ¢i7/2(20) dans I'intégrale et
permettra d’extraire ce facteur de I'intégrale. Suite au développement de l'intégrande autour du col
pour I'angle d’approche optimal donné, (1.218) devient une intégrale sur la variable réelle s :

, dz T4 —50)%+...
I(t) ~ e’Tﬁ(ZO)f dsd—(g(zo)+...)efﬁ(20)+2 a2 |55 , (1.227)
s
G

ol le développement de I'argument f(z) peut s’exprimer en fonction de la variable réelle s —sy avec
f>(z) constante. Selon (1.224), dz/ds = e'V et

df, _d*fi (dz )2
ds?lz, ~ dz2lz\ds
. f”(Zo)| ei(21p+Arg[f”(Zo)]), (1.228)

olinous avons remplacé f,"(z,) par f”(z,) dans la derniére ligne puisque f>(z) est une constante. Le
choix de i tel que la phase totale serait 0 ou 27, conduisant a coefficient réel et positif, est a éliminer
puisque la fonction a intégrer croitrait alors le plus rapidement possible (parcours perpendiculaire
alaligne pleine tracée dans I'exemple de la figure 1.21-a) et ne s’annulerait pas aux extrémités, ce
qui est contraire a I’hypothese de départ. En fait, le meilleur angle ) sera celui qui rendra (1.228) le
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plus négatif possible (‘the steeepest descent’) de maniere a maximiser la pente et obtenir un parcours
avec 'annulation de I'intégrande aux extrémités du parcours. L’argument total du facteur de phase
(1.228) sera donc égal a 7, ce qui conduit pour ’angle d’approche optimal

1
Y= g —huglf "(20)). (1.229)

Comme approximation du col a I'ordre dominant dans le développement, nous aurons

b—+o00
I(t) ~ e lg(z)ei? f e I ls=%F g ¢ (1.230)
a——00
ol les bornes a et b ont été poussées a 'infini. L'erreur est d’autant plus faible que le parametre ©
est grand. L'intégrale gaussienne est effectuée sans difficulté pour donner

. 27
I(1) ~ e/ (20) e”/’\ _ (1.231)
(7) 8(zp) T (z0)]

Formule de Stirling Dans cet exemple, nous cherchons a utiliser la méthode du col pour I’obten-

tion d'une approximation a n! dans la limite n > 1. Cette forme approxima-
tive est connue sous la nom de formule de Stirling. Le point de départ est la représentation intégrale
de la fonction gamma I (1+n)=n!:

o0
1"(1+n)=f x"e Y dx. (1.232)
0

Afin d’exprimer cette intégrale sous la forme (1.218), nous pouvons effectuer le changement de va-

riable x = yn, ce qui donne
oo

I(l+n)= n"“f e =ygy, (1.233)
0

En prolongeant dans le plan complexe o1 y — z, on identifie la fonction f(z) =Inz—z et T = n.
La condition (1.222) situe I’emplacement du col a z, = 1. De plus, f”(zy)=—1, soit e!”. En vertu de
(1.229), 'angle d’approche optimal est alors ) =0, ce qui revient a une intégration le long de 1'axe
réel. La substitution dans (1.231) donne la valeur approchée

Il1+n)~+v2nnn"e™, (1.234)

connue sous le nom de formule de Stirling.
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Chapitre 2

EQUATIONS DIFFERENTIELLES

Quelques équations de la physique des milieux continus

On se propose dans cette section d’introduire quelques équations de la physique des milieux conti-
nus. Ces équations se retrouvent dans divers domaines de la physique allant de la physique ondu-
latoire, a I’électromagnétisme en passant par la mécanique quantique.

2.A.1 Equation d’onde

Considérons le probleme de la corde vibrante de la figure 2.1, correspondant a un milieu linéaire
modulable d’amplitude y selon la direction y ([y] = distance). L’analyse des forces sur un segment
de masse AM etde longueur Ax de la corde montre que la force nette F, (¢) selon y au temps ¢ est
donnée par

F,(t)=Tsin 0, — T sin 6, 2.1)

avec T; , le module de la force T; , en x = x; ». On peut récrire cette expression sous la forme

F,(t)=T,tan 6, cos 6, — T tan 6, cos 6,
0 o
=T, cos 92(—¢) — Ty cos 6, (—w)
ox Xo=X1+Ax dx X1

|(55), (52 e

ou T est la tension d’équilibre. Dans la limite Ax — 0, on trouve a I’aide la définition de la dérivée
(seconde) et de la deuxieme loi de Newton,
%y %y

F,(t)=poAx—— =ThAx

3t ax2’ @9

ol nous avons introduit la densité de masse linéaire p. L'expression prend finalement la forme de
I’équation d’onde unidimensionnelle

o%Y(x,t) o o%Y(x,t) 0

2.4
arz U ox2 (24)
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ol v = 4/ Ty/ po est une grandeur caractéristique ayant les dimensions de vitesse. Sa généralisation

a trois dimensions est immédiate et permet d’écrire

o%Y(r, 1)
at?

— vzvzlp(r, t)=0.

(2.5)

TZ
4)\/_,7,
0, §
,;”\/‘ !
T | |
L)
_ I L
- x; Ax X, i X

FIGURE 2.1

a) Corde vibrante a une dimension; b) Zoom d’un segment de la corde avec I’analyse des forces.

2.A.2 Equations de électromagnétisme

La propagation d’'une onde électromagnétique obéit a une équation similaire a I’équation d’onde
(2.5). Pour le montrer, considérons les équations de Maxwell qui sont a la base de I'électromagné-
tisme classique pour des champs électrique E(r, 1) et magnétique B(r, 1) ! :

V-E=(4np), (2.6)
V-B=0, (2.7)
VXE-{—laB—O (2.8)
cor ’
JE
¢ H 2.9)

VxB—e—— =4no
cot

1. Unités CGS.
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A. Quelques équations de la physique des milieux continus

ol c estlavitesse de la lumiére dans le vide, €, 1a constante diélectrique, u, la perméabilité magné-
tique, o, la conductivité, et la condition (47tp) pour (2.6) s’applique en présence d'une densité de
charge p(r)# 0. Dans un premier temps, comme le champ électrique est conservatif, il dérive d'un
potentiel électrostatique ®(r), a savoir

E(r)=—V(r), (2.10)

A partir de 'équation de Maxwell pour le champ électrique, on obtient dans un premier temps
I’équation de Laplace (Poisson) pour le potentiel :

V20 =0(—4mp) |. (2.11)

Maintenant, en prenant le rotationnel de 'équation (2.8), liée a I'induction, on trouve

10B
VxVXxE+——=0,
cadt
,. 12

Si on se place dans la situation ot il n’y pas de densité de charge, p =0, et on tire a partir de (2.6) et
(2.9)

1 0%E JE
VZE—EM———47TO' Ho® =0

——=—= 2.13
c2dt2 c2ot @13

qui ala forme del’équation d’onde (2.5) pour la partie électrique du champ électromagnétique avec
toutefois un terme supplémentaire ‘d’amortissement’ de 'onde électromagnétique. Ce terme est le
résultat d'une conductivité électrique finie o du milieu. Dans le vide, ce terme est strictement nul.

De méme pour la partie magnétique de I'onde, I'application du rotationnel a 'équation (2.9) et
'utilisation de (2.8) permettent d’écrire

u_ JE u
VXxVxB—€e=Vx——4nc—V xE=0, (2.14)
c ot c
) u 0%B udB

Ainsi en absence de monopole magnétique [ég. (2.7)], on trouve

v2B_eu Lt OB _ o BOB_, 2.16)
‘uc2 o2 c2or ’

pour I'’équation de la partie magnétique de I'onde électromagnétique.

Finalement, le champ magnétique est lié au potentiel vecteur A(r, ¢) par la relation B=V x A, ce qui
a partir de (2.9) donne

OE
VxV xA—eH— :47'EO'EE,
cot c
OF
V(V-A)—VZA—GHE:MEUHE. 2.17)
C C
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Comme le champ magnétique B est défini ‘a un terme de jauge pres’ pour A, le choix de jauge permet
de satisfaire 1'égalité V- A = 0. D’autre part, le champ électrique est relié au vecteur potentiel via
I'expression E=—(1/c)0A/dt, ce qui permet d’obtenir

VA 1 9°A 4 “aA—o (2.18)
e‘uczaﬂ ﬂaczé’t_ ’ ’

qui est I’équation d’onde pour le vecteur potentiel.

2.A.3 Equation de diffusion

L’équation de diffusion est une autre équation importante de la physique; elle intervient dans de
nombreuses situations comme la propagation de la fumée dans1’air, d'une substance dissoute dans
un solvant, des porteurs de charges dans les matériaux en présence de collisions, etc. Pour la mettre
en forme, considérons la loi de Fick,

J=—DVp (2.19)

qui relie la densité de courant J (nombre de particules traversant une unité de surface par unité
de temps) a la densité p(r) par I'intermédiaire de la constante de diffusion D ([D]= cm?/sec). Si les
particules sont régies par la loi de conservation stipulant que la variation du nombre de particules
dans un volume V en fonction du temps est égale au nombre de particules traversant sa surface,
alors J et p sont reliées par l'équation de continuité,

9P v.y=0 2.20)
ot o '
Il en découle immédiatement,
p 2
=DV?p, 2.21
o1 p 2.21)

qui est l'équation de diffusion.

On peut généraliser cette équation au cas ol la substance peut étre soit émise ou détruite. L’équa-
tion de continuité prend alors la forme inhomogéne

%P v (2.22)
- J=s5, .
ot
ol s(r) estla ‘source’ ou le ‘drain’ de particules. L’équation de diffusion devient alors inhomogene,
%
a—’Z =DV?p +s. (2.23)

Conduction de chaleur
La conduction de chaleur procéde également par le mécanisme de diffusion. En fait, le courant

d’énergie (chaleur) est proportionnel au gradient de la température T'(r, t), vialarelation de Fourier,

J=—xkVT, (2.24)
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A. Quelques équations de la physique des milieux continus

ol k est la conductivité thermique ([k]= calorie/cm-sec-degré). Considérons la quantité de chaleur
(Q) entrante dans un volume V par unité de temps, soit

_‘{].dszi_?. (2.25)

ATl'aide de la définition de la chaleur spécifique en thermodynamique, C =dQ/d T, on peut écrire
al’aide du théoréme de la divergence

—§]~ds=—JV-IdV

AT

Le volume étant arbitraire, on tire dans la limite At — 0,
V-] C AT C or
_VU.T= = iy
PYAr TP 5;

Al’aide de la relation de Fourier (2.24), nous avons

P~9° et (2.27)

qui est l'équation de diffusion de la chaleur.

2.A.4 Equation de Schrédinger

L’hypothése confirmée des ondes de matiére pour chaque particule souléve obligatoirement la
question de I'existence d’'une équation d’onde. Cette équation doit en retour aussi permettre de
retrouver la physique corpusculaire comme cas limite que I'on sait valable a I’échelle macrosco-
pique. A l'intérieur d’une série de quatre articles deés plus remarquables et certainement parmi les
plus influents que l'histoire des sciences ait connus, E. Schrodinger montra en 1926 qu’une telle
équation peut étre déduite de celle régissant la propagation d’ondes en physique ondulatoire et de
la dualité onde-corpuscule . De 1a naissait véritablement la mécanique quantique telle qu’elle est
connue actuellement .

Pour simplifier ’écriture, nous prendrons le cas unidimensionnel pour lequel ’équation d’onde
pour un champ scalaire i(x, t) supposé uniévalué, est donnée par

2 2
1% oy _ (2.28)

On montre facilement par séparation de variables que y(x, t) = ¢(x)e ™!, oll w = 27 v est la pul-
sation de I'’onde, est aussi solution de I’équation a condition que :
d2p  4m?y?

dx? v2

2. Il est pertinent de rappeler ici que dans I'interprétation probabiliste de la mécanique quantique, I'aspect ondula-
toire de i est lié a une onde de probabilité (Max Born, 1926).
3. Ils’agitici de la mécanique quantique non relativiste.

@=0. (2.29)
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Maintenant, sil’on fait intervenir la dualité onde-corpuscule grace a la relation de de Broglie entre
I'impulsion et la longueur d’onde :

p=+v2m[E—V]
h
2

’

(2.30)

ol E,V et A sont respectivement I'énergie totale, 'énergie potentielle et la longueur d’onde de la
particule. Sachant que pour une onde, on doit avoir A = v/ v, nous pouvons écrire I'’équation d’onde
sous la forme :

Hyp=Eyp

m A o g 2.31)
2m dx2 v=EY )

qui apparait des lors comme une équation aux valeurs propres d’énergie lorsqu’on associe a E =
Nw,l'énergie d'un état stationnaire et a H, la notion d'opérateur Hamiltonien. Schrodinger €limina
E alaide de la relation y(x,t) = go(x)e_%E t, de sorte que la généralisation immédiate de (2.31) a
trois dimensions s’écrit :

_hé’w(r,t)

12 2
—%V Y(r, )+ Vy(r, t)=i 27 (2.32)

et qui est connue sous le nom d’équation de Schrédinger. Schrédinger postula que cette équation
demeure valable pour un potentiel V = V(r, 1) dépendant explicitement de I’espace et du temps. *

Schrodinger appliqua cette équation au cas de 'atome d’hydrogene et reproduisit les résultats du
modele de Bohr. Dans la méme série d’articles, il solutionna avec succes cette équation pour le
rotateur rigide, le rotateur vibrationnel (molécule diatomique), ainsi que 'oscillateur linéaire. Il re-
trouva dans ce dernier cas les résultats de Heisenberg. ®> Cette équation est a la base des dévelop-
pements spectaculaires qu’ont connus par la suite la physique atomique, la physique du solide et
dans une certaine mesure la physique nucléaire.

4. Equation de Schrédinger dépendante du temps.
5. Ces résultats étaient basés sur la formulation dite ‘matricielle’ de la mécanique quantique développée au méme
moment par W. Heisenberg, M. Born et P. Jordan (1925-1926).
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Equations différentielles du second ordre a coefficients non constants :
solutions sous forme de série

Les équations différentielles de la physique introduites ci-dessus peuvent étre ramenées a une ou
plusieurs équations de la forme

LY =0, (2.33)
ol ¢ est|’opérateur linéaire différentiel
@ + p(x) d +g(x)=0 (2.34)
dxz P TA=D '

ce qui donne I'’équation différentielle linéaire homogéne

d*y dy _
Tx? + p(x)E +qg(x)y =0. (2.35)

Dans le cas non homogene, nous avons

2
Z—xl/;%rp(x)%vtq(x)w =p(x), (2.36)
ol p(x) est une fonction de x. Lorsque p(x), g(x) sont des constantes, nous retombons sur le cas
des équations différentielles a coefficients constants qui a déja été traité dans les cours précédents.
Cependant dans le cas ou ces fonctions ne sont pas constantes, £y = 0[p(x)] n’admet pas en gé-
néral de solutions sous forme de fonctions élémentaires (trigonométriques, exponentielle, logarith-
mique, etc.). On envisage alors des solutions sous forme de séries, c’est la méthode des séries.

Si on regarde I'équation homogene (2.35), il y a deux solutions indépendantes que ’'on peut noter
Y, et Y,. Lalinéarité de 'opérateur différentielle £ permet d’écrire

Y(x)=ay,(x)+by,(x). (2.37)

En présence d’un terme non homogene p(x), il y a aussi une solution particuliere que I'on notera
Y p(x). Maintenant puisque £ = 0 pour la partie homogene, il découle que I'on peut ajouter n’im-
porte quelle combinaison linéaire des solutions de la partie homogeéne a la solution particuliere du
cas non homogene, ce qui donne au total une autre solution ¥ =ay + byp,,.

La solution générale de ’équation homogene £y = 0 posseédera des poéles la olt p(x) et g(x) en
possedent et sera réguliere la ol ces deux deux fonctions sont réguliéres. Nous serons amenés a
considérer les deux cas suivants :

— 1) Points réguliers ou p(x) et g(x) sont analytiques en ces points;
— ii) Points singuliers ot p(x) et q(x) présentent des singularités sous la forme de poles.

Dans ce qui suit, nous analyserons distinctement chaque cas.
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2.B.1 Solutions en séries : points réguliers

Sipourl’équation homogene (2.35), les fonctions p(x) et g(x) sont analytiques en x = a, nous avons
vu qu’elles admettent un développement de Taylor autour de ce point :

1
p(x)=p(a)+p’(a)x—a)+ Ep”(a)(x —af+...,
=Z(:) %p(”)(a)(x —a)", 2.38)

40 =q(@)+ g (@lx —a)+ g (@x—af+..,
= Z "a)x—a)". (2.39)
On montre que la solution possédera aussi un développement de la forme
w(X)=iw(")(a)(x—a)”, (2.40)
n=0

ol nous avons absorbé le facteur - dans une redéfinition de l/) (a). En effet, la substitution de
(2.40) dans I’équation homogene (2 35) permet d’écrire

> n(n—1y"(a)x—a)" 2+ZZ—p M) x —a)™!
"~ meon 2.41)
+ZZ—61 (@ (a)(x —a)™" =0,
m=0n=0

Le coefficient total de chaque puissance doit s’annuler pour satisfaire cette équation. Il est com-
mode d’effectuer les translations n—2 — n et n—1 — n del'indice n pour les deux premiers termes
et obtenir

Z(n +2)(n+ 1y (a)x —a)" + Z Z P Ly a) x— gy
m=0n=0 m! (2.42)

+ Z Z—q a)yp™(a)x—a)™" =o0.

m=0n=0

L’annulation successive du coefficient de chaque puissance donne les relations

2y (a)+ pla)ypV(a)+ qla)y(a)=0,

6y (a)+2p(a)y@(a)+ pM(a)ypN(a)+y(a)gM(a)+yM(a)g(a) =0,
(2.43)

quilient entre eux les coefficients de la série de i. Maintenant comme la solution est généralement
de la forme iy = a ¢ + a,y, ol Y, est indépendante de v, alors on peut poser pour la premiere
solution y(a)=1et y’(a) =0, et (2.43) conduit a
@) 1
Irb (a) =— ECI(Cl),
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1 1
Ya)=pla)g(a)—~q"a)
(2.44)

Ainsi la premiere solution devient

3

¢¢u=1—%qux—af+%Uxmqmy—¢Wamx—a)+“., (2.45)

qui est bien de la forme d’'un développement de Taylor (2.40).

Pour la deuxiéme solution indépendante, on peut poser y(a) =0 et 1’(a) = 1, et on trouve de ma-
niere analogue

YPia)=—2pla)

Y¥(a) =é(p2(a)—p“)(a)—q(a)),

(2.46)
d’oul'on tire
Yo(x)=(x—a)— %p(a)(x —a)+ %(Pz(a)—i?(”(a)—q(a))(x —al+.... (2.47)

Ces solutions sont valables a I'intérieur d'un rayon de convergence R = |xo—a| ol xg estla premiere
singularité rencontrée pour I’équation différentielle. On pourrait démontrer de maniere rigoureuse
que ce rayon de convergence coincide avec celui des séries de p(x) et g(x) en (2.38).

Oscillateur harmonique linéaire quantique et équation d’Hermite

Nous désirons illustrer la méthode des séries pour le cas de I’équation de Schrodinger de 'oscilla-
teur harmonique linéaire ou unidimensionnel. On considére ainsi une particule de masse m sou-
mise a un potentiel harmonique de la forme V(x)= %sz ol k est la constante de ressort. En repré-
sentation position, I’équation de Schrodinger pour ce probleme prend la forme

x%) = Eyp, (2.48)

ol E est I'énergie indépendante de la position. Cette équation peut s’écrire sous la forme d’une
équation homogene (2.35)

n* d*y 1
—— +(E—=ma*x*)p =0, 2.49
omdrz TET3 Jy (2.49)
ol nous avons introduit la fréquence naturelle de I’oscillateur, a savoir w = 4/k/m. Il est commode
de travailler a I'aide de la variable réduite sans dimension & = 4/ %= x. L’équation de Schrodinger
devient alors

a» (2E
o3 (_hw — )y =0 (2.50)
ou de maniere équivalente
d*y -2
FE +(2p+1—x )l/)=0, (2.51)
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ol par commodité pour la suite, nous avons défini
2E/fiw=2p+1, (2.52)
ol p est une constante sans dimension.

Il est utile dans un premier temps d’analyser le comportement de cette équation dans la limite des
grandes distances ol |X| — o0o. Dans cette limite, les termes constants deviennent négligeables et
I'équation se réduit a

—L S x%Y, (2.53)

pour laquelle on vérifie sans difficulté que Y (x) ~ e*%*/2 sont des solutions acceptables. Cependant
la forme ) ~ e*t¥°/2 qoit étre éliminée puisque la fonction d’onde solution croit indéfiniment a
I'infini. Elle n’est pas de carré sommable et ne peut représenter un état de I’espace de Hilbert. Nous
la laisserons tomber dans ce qui suit. Pour la solution restante, nous poserons pour tout X une
solution de la forme

Y(F)=y(x)e /2. (2.54)

ol y(x) est une fonction interpolant la fonction d’onde des grandes distances jusqu’a I’origine. En
substituant dans (2.51), la partie gaussienne se simplifie et on obtient alors une équation homogene
pour y :

dzy 2X dy 2py =0 2.55

azz tax PV (2:55)
qui est en fait 'éguation d’Hermite®. C’est aussi un équation homogene a point régulier, en particu-
lier en X = 0. Elle n’admet donc pas de solution a I'aide de fonctions élémentaires, mais sous forme
de série entiere que 1'on posera de la forme

oo

y(%)=x! ZaszZ”. (2.56)

n=0

Ici nous avons extrait la plus petite puissance X! o1 £ est un entier positif et par hypothese a, # 0.
Cette forme nous est dictée par une propriété fort importante de I'opérateur hamiltonien

(2.57)

de I'équation de Schrédinger (2.51) qui est en fait invariant sous I'opération de parité ¥ — —Xx, ce
qui implique que la fonction d’onde solution y(x) a une parité bien définie : y(x) est soit paire ou
impaire lorsque ¥ — —X. Dans le cas pair, Y/(—X) = y(x), alors que dans le cas impair, Y(—X) =
—(x). Or comme la partie gaussienne (2.54) de la solution est obligatoirement paire, y(x) aura
donc une parité bien définie. Ainsi, pour ¢ pair (impair), y et donc v sera paire (impaire).

Alinstar de I'approche générale développée a la section précédente, la substitution de (2.56) dans
I’équation d’'Hermite nous permet d’écrire

(o]

Z Aonso(2n+2+0) 20+ +1)72"H +Z Apnl—2(2n+0)+2p]x¥"H =0 (2.58)

n=-—1 n=0

6. Charles Hermite, mathématicien francais (1822-1901), il a supervisé des mathématiciens célebres comme Borel
et Poincaré. On lui doit la découverte des formes hermitiennes en théorie des nombres, les matrices orthogonales et
hermitiques, 'analyse de solutions du cinquieme degré par les fonctions elliptiques, etc. .
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La somme des coefficients de chaque puissance 2"+ doit s’annuler. Ainsi les coefficients pour les

termes n=0,1,..... présents dans les deux sommations sont alors liés par la relation de récurrence:
22n+0)—2p (2.59)
a = asy. .
T opy2+0)2n+0+1) "
Le terme n = —1 est présent que dans la premieére sommation. Son coefficient doit étre nul et si

ay # 0, nous pouvons extraire la condition sur ¢, a savoir
L(f—1)=0. (2.60)

Il s’ensuit que £ = 0 ou encore £ = 1. Selon (2.56) et (2.54), on conclut alors que la fonction d’onde v
sera paire pour { =0 et impaire pour { = 1.

Comme y(x) est en fait une série infinie, nous ne sommes pas assurés de ’appartenance de la fonc-
tion d’onde a I'’espace de Hilbert physique qui ne contient que des fonctions d’onde de carré som-
mable. Il faut vérifier que la croissance de la série infinie de y avec X ne compense pas la décrois-
sance gaussienne dans (2.54). En d’autres termes, la solution physique doit vérifier la condition

y

|Z|—o0 eX?/2

— 0. (2.61)

Dansle cas pair £ = 0 (la démonstration est similaire pour le cas impair £ = 1), nous allons démontrer
que la condition (2.61) est satisfaite si et seulement sila série y(x) contient un nombre fini de termes
avecp=0,2,4,....

On regarde dans un premier temps 'implication suivante : si p =0, 2,4, ... alors (2.61) est satisfaite.
Pour £ =0, la relation de récurrence (2.59) devient

4n—2p

Ll 2.62
Gant2 = o N on+1) 2" (2.62)

Ainsi pour p = 0,2,4,..., nous avons a,,, = 0 et la série est tronquée et devient un polynéme de
degré p :
y(®)=ay+ax*+...+a,x”, (2.63)

appelé polynéme d’Hermite. La puissance du polyndme étant finie, elle ne peut compenser 1’effet
de la gaussienne et la condition (2.61) est alors satisfaite.

Pour la seconde partie — et seulement si — de la double implication, cela revient a montrer que si
p#0,2,4,...,alors (2.61) n’est pas satisfaite. On constate selon (2.62) que lorsque p #0,2,4,...,la
série (2.56) n’est manifestement pas tronquée et possede une infinité de termes. Dans ce cas, si on
considere le quotient des séries de puissance de (2.61),

Y(X)  aptapXP+a Xt 4. ap, X+
eX2  by+ by X2+ byxt+... 4+ by, x2n 4.

(2.64)

ol by, =1/(2"n!), il suffit de montrer que a,,, > b,,, quand n est trés grand pour que (2.61) ne soit
pas satisfaite. A I'aide de (2.62), nous avons dans la limite n>>1et n>> p,

An+2/Aon _ _4(P —2n)(n+1) .
bopya/ by, (2n+2)2n+1)

(2.65)

65



Chapitre 2. Equations différentielles

Les coefficients de la série pour la fonction y(x) croissent donc plus vite que ceux de la gaussienne,
de sorte que |’on pourra toujours trouver un n suffisamment grand pour que a,,, > b,,, et ainsi violer
la condition (2.61), ce qui complete la démonstration.

On en conclut que pour ¢ = 0, la fonction y(X), pour les valeurs possibles de p = 0,2,4,..., est un
polyndme d’Hermite de degré p. Le rapport 2E /ficw = 2p + 1 conduit donc a la quantification de
I'énergie pour I'oscillateur harmonique linéaire :

1
E—E,=ho(p+s) (2.66)

Un démonstration similaire pour £ = 1 conduit aux valeurs de p =1, 3,5,....

Les fonctions d’onde (2.54) sont définies a une constante prés que I’on peut choisir de manieére a ce
que [y, | soit normalisée, a savoir

+00
J [, (x)Pdx=1. (2.67)

—00

Les solutions normalisées appartiennent alors a I’espace de Hilbert physique et peuvent étre écrites
sous la forme

1
-y _ mawy\i 1 —.)?,'2/2 _
wp(x)—(ﬁ) Z—Pp!e H,(x), (2.68)
ol dans la notation standard, H,(x) estle polynome d’'Hermite de degré p. La formule de Rodrigues
2 dP o
Y _(_1\P %2 —x
Hy(x)=(=1)"e _d)'cpe . (2.69)
permet de générer les polynomes d’Hermite de degré p. En voici quelques exemples :
Hy(x)=1,
H(x)=2x%,
Hy(%)=4%>—2,
Hy(%)=8%>—12%,

(2.70)

Le tracé de quelques polyndmes d'Hermite est donné a la figure 2.2. Ces polyndmes représentent en
fait un ensemble de polynémes orthogonaux. On peut le voir a partir de I'équation de Schrédinger
pour les fonctions d’onde états stationnaires v, :

2
a=y,
di?
En multipliant respectivement par ', et i, cette équation, on obtient deux équations dont la sous-
traction pour p =n et p = m conduita:

+[2p+1)— ]y, =0. 2.71)

d
E[wmwln_wlmwn]zz(n_m)wnwm (2.72)
L’intégration sur x de part et d’autre sur tout I'intervalle permet d’écrire
h +o00 +00
\ o Wt =l :2("_m)J_Oo Ym(Wa(x)dx. 2.73)
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H3 6:

FIGURE 2.2
Tracé des quatre premiers polynomes d’Hermite.

La partie gauche de cette équation s’annule aux bornes en raison du carré sommable des fonctions
d’onde. On obtient ainsi la relation d’orthonormalisation :

+00
J wm(x)wn(x)dxzémn» (2.74)

ol pour n = m, la normalisation (2.68) a été prise en compte. A I'aide de la forme explicite des
fonctions d’onde (2.68), cette relation peut aussi s’écrire en termes de la variable réduite X :

+00
f e ™ H (X)H,(%)d% =2"nI75 . (2.75)

—0Q

Cette relation d’orthogonalité est celle des polyndmes d’Hermite. Ces fonctions appartiennent a
la catégorie des fonctions spéciales et constituent dans le cas présent un ensemble de fonctions
orthogonales pour lesquelles le facteur gaussien e~ de I'intégrande est appelé fonction poids.
Nous reviendrons en plus grand détail sur les fonctions orthogonales dans le cadre du probléme
de Sturm-Liouville (§ 2.C).

2.B.2 Recherche d’une seconde solution : méthode du Wronskien

Dans la recherche de solutions linéairement indépendantes a I'équation £y = 0 en ( 2.35), nous
sommes souvent limités par la méthode des séries a une seule solution. L’obtention d’'une deuxieme
solution linéairement indépendante a partir de la premiére solution est néanmoins possible par
I'intermédiaire d’'un objet mathématique appelé le Wronskien”.

Si Y et Y, sont deux solutions de £ =0, on définit le Wronskien par I'expression

A(x) =Yy, — Yoy (2.76)

7. Hoene Wronski (1778-1853), mathématicien d’origine polonaise connu pour sa personnalité fantasque. La mé-
thode du Wronskien a été sa seule contribution d’importance en carriére.
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On vérifie que lorsque les solutions sont linéairement dépendantes a savoir, Y/, = ay, et ] = ayy,
le Wronskien s’annule, soit A()1,1),) = 0. A I'inverse, si les solutions sont linéairement indépen-
dantes alors A(y'1,y',) # 0. On peut alors se servir de cette propriété pour déduire une seconde
solution a partir de la premiere.

ATaide de £, , =0, on montre aisément que le Wronskien obéit a I'équation

d—A =ty (a5 (x) =7 (%) (x)

=—¢1( X))+ g 2(x)) + (P (x) + q(x )1 (x))yp2(x)
=—p(x)A(x). (2.77)

Sinous définissons une fonction f(x) telle que

d
p(x)= Elnf (x), (2.78)
alors
aa__df (2.79)
A - f ) .

ce qui permet une intégration immédiate,

A(x)=A(xp)exp (—J p(x)dx). (2.80)

0

On en conclut que si le Wronskien est non nul en x, il le sera également en x. D’autre part, la
définition (2.76) peut étre récrite sous la forme

Alx) d (wz(x))
S = ) (2.81)
Pilx)  dx \(yi(x)
ce qui apres intégration et selon (2.80) conduit a
xo " plw )da))
Yo(x) = Alxo)y(x) dx. (2.82)

Comme les solutions sont connues a une constante pres, celle-ci peut étre redéfinie de maniére a
absorber la constante d’intégration et obtenir en définitive

exp (—fp(x)dx)
Pi(x)

Yo(x)= Bwl(x)f dx (2.83)

ou B est une constante. Cette relation permet donc de déterminer une deuxiéme solution a I'aide
de la premiere solution v/; et de la donnée de p(x).
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2.B.3 Equations a points réguliers singuliers, équation indicielle

Le point x = a est appelé point singulier de 'équation £ =0,

da*y ay
a2z TP ap(x)

siune oul'autre des fonctions p(x) et g(x), voire méme les deux ne sont pas analytiques en ce point.
Dans ce cas, la méthode des séries telle que présentée précédemment ne s’applique pas. Cepen-
dant, dans beaucoup d’applications, les points singuliers ne donnent pas lieu a des non analyticités
séveres, de sorte que de simples modifications de la méthode des séries permettent d’obtenir des
solutions satisfaisantes a 1’aide de la méthode des séries de Frobenius.

0, (2.84)

Dans ces cas, nous sommes amenés a définir des points réguliers singuliers lorsque
(x—a)p(x) et (x—a)zq(x) (2.85)

sont des fonctions analytiques en x = a. En d’autres termes, p(x) a tout au plus un péle simple,
alors que la singularité de g(x) se limitera a un pole double.

Exemple 2.1
Soit’équation de Legendre

a*y  2x dy plp+1)
0B B ar | 5B P(x)=0 (2.86)

ol p est une constante. Cette équation est de la forme (2.84) avec I'identification p(x) = —2x/(1 — x?) et
q(x)= p(p +1)/(1— x?). On vérifie toute de suite qu’en x = %1, les fonctions p(x) et g(x) sont singulieres.
Les singularités sont des poles simples et donc, x = +1 sont des points réguliers singuliers de 'équation de
Legendre.

Les solutions que nous cherchons autour des points réguliers singuliers de £y = 0 seront de la
forme d’une série de Frobenius:

o0

Y(x)=(x—a) > by(x—a), (2.87)

n=0
ol s est un exposant pouvant prendre des valeurs entieres, fractionnaires, ou irrationnelles. On
peut montrer qu’il existe au moins une et parfois deux solutions de ce type autour du point régulier
singulier a.

L’existence d’une telle solution peut étre motivée a I’aide d’'un exemple simple qui illustre claire-
ment ’ensemble de la méthode. Considérons en effet I'équation d’Euler

a*y P l/’
dx? xdx lp() 0. (2.88)

ol p et g sont des constantes non nulles. On constate d’emblée que x = 0 est un point régulier
singulier. Les solutions peuvent étre trouvées rapidement par le simple changement de variable
z =Inx pour x > 0. L’équation devient

azy ay

o TP—D——+aylz (2.89)
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qui a la forme d’une équation différentielle du second ordre avec coefficients constants. Par la mé-
thode habituelle, on peut poser une solution sous forme exponentielle i) = e** qui, une fois substi-
tuée, conduit a I’équation auxiliaire

s2+(p—1)s+q=0. (2.90)

Cette équation du second degré admet les deux racines s; » = —%(p —1)+ %,/(p —1)2—44q. Lorsque
les deux racines sont distinctes (s; # s,), nous obtenons deux solutions en puissances de x :

YPi(x)~xT,  Po(x)~x® 2.91)

Lorsque s; = s, nous sommes limités a une seule solution. La méthode du Wronskien permet ce-
pendant de trouver une seconde solution linéairement indépendante. En utilisant (2.83), on trouve
rapidement ', ~ ¢1(z)z, ce qui donne, en fonction de x, les deux solutions

Yi(x)~x%,  YPo(x)~(nx)x™. (2.92)

On vérifie que dans cet exemple simple de I’équation d’Euler, les deux solutions pour s; # s, sont
bien de la forme d’'une série Frobenius (2.87) avec by # 0 et by =0, alors que pour §; = s, iln’y a
qu’une seule série de Frobenius alors ’autre solution admet une correction logarithmique.

Séries de Frobenius : formulation générale

Si on revient a la forme £y = 0 plus générale (2.84) avec un point régulier singulier en x = a, on
cherche a trouver les relations de récurrence pour les coefficients b,, de la série, ou le cas échéant,
des deux séries de Frobenius. Débutons en considérant les fonctions (x — a)p(x) et (x — a)?q(x)
analytiques, alors on peut écrire

px)=——(x—a)p(x)
= Z pa(x—a)* ™, (2.93)
n=0

et

— 1 _ )2
q(x)= (x_a)z(x a) q(x)

oo

- an( x—a)" 2, (2.94)

n=0

oup,=1/nld"[(x —a)p)/dx"| i, et g, =1/nld"[(x —a)*q]/d x"| 1—,. En supposant une solution
de la forme (2.87), on trouve successivement

v :(x—a)s_zib (n+s)n+s—1)(x—a)" (2.95)
d x? e ’ ’
P2 = (=02 S ik s —a) (2.96)
dx n=0 nk:O ¢ ’ .
GUNp()=(x—a) 2> g, > blx—a)*™". 2.97)
n=0 k=0
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La substitution dans £ =0 conduit a 'annulation des puissances successives de x —a de la série :

(x—a)’f(s)by=0 (2.98)
(x—a) [bif(s+1)+by(pis+q)]=0 (2.99)
(x—a)"[bpf(s+n)+by(spu+Gn)+...bpa((s +n—1)p +q1)]=0, (2.100)

ou pour la puissance 0, nous avons défini

f(s)=s(s=1)+pos+qo (2.101)

appelée équation indicielle— analogue de I’équation auxiliaire (2.90) trouvée dans le cadre de’équa-
tion d’Euler. Quadratique en s, elle donne deux racines (exposants) distinctes ou confondues a
I'équation f(s; ) =0 et donc aux solutions en série de Frobenius :

812———(Po—l)i—v(Po—1)2—4CIo (2.102)

Lorsque s; # s, nous pourrions étre tentés de croire qu’elle donne lieu systématiquement a deux
solutions en série de Frobenius. C’est effectivement le cas si s; et s, ne sont pas des entiers distincts,
mais lorsque s; —s, = m > 1 avec m entier, alors une seule solution en série de Frobenius associée
a s; existe. Dans ce cas, on vérifie en effet que pour la deuxiéme solution liée a s,, nous avons pour
un certain n, b, f(s, +n)= b, f(s; —m + n), qui coincide avec b,, f(s;) =0 lorsque n = m. Il s’ensuit
que les coefficients b,,, b,Hl, ... de la seconde série ne peuvent pas étre calculés au-dessus d'une
certaine puissance, ce qui conduit a une indétermination.

Dans ce cas et évidemment aussi lorsque s; = s,, la recherche d'une seconde solution peut se
faire a I'aide du Wronksien. Nous aurons selon (2.83) une deuxiéme solution de la forme ),(x) =

v(x)p,(x), avec
) e~ p(x)dx )
V(X)—fwdx, (2.103)

ol nous avons posé x —a — X pour alléger I'écriture. Regardons dans un premier temps v’(X), nous
aurons a I'aide de développements en série de p(x) et (X) en (2.93) et (2.87) :

e[ p(R)dx
YPi(E)
e~ J(B+pi+t..

J_C'zsl(bo + bl)z' +.. .)2

xk(by+ by x+...)?

v'(x)=

| .
= ﬂg(x), (2.104)

ol nous avons défini k =2s; + p, et introduit g(x) comme fonction qui est analytique en X =0 avec
g(0)=by 2. Si on admet que k est entier ¢, on peut exprimer g(x) sous la forme d'un développement

8. Dans le cas de racines confondues de I’équation indicielle (2.101), s; = s,, ce qui conduit a s; = 1(1 Do), et donne
k =2s;+ p, = 1 qui est entier. Si les racines difféerent d'un entier soit, s, — s, = m, I'’équation indicielle (2.101), qui peut
étre récrite sous la forme (s — s;)(s — s,) = s — s(s; + 5,) + §;5, = 0, conduit apreés identification a s, + s, = 1 — p,. Ainsi,
k=28 +py=2s,+1—s,—s,=m+1, qui est aussi entier.
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de Taylor,
gX)=go+g X+ gx*+.... (2.105)

Nous aurons dans un premier temps pour v(x):

v(%) :J (gox *+gx "+ + g ¥ g +..)dx
X'_k+1 x—k+2

+
Tk+1 S Tk+2

=g +...+granx+gx+... (2.106)

Maintenant en isolant le terme logarithmique pour la solution ¥, = v;, celle-ci pourra s’écrire

z=—k+1 x—k+2

+
Tk+1 S Tk+2

Yo(X)=gr1(X) Ink + x° (b0+b15c+...)(g0 + ..+gk5c+...)

oo

= g ) (B Inx+ 27 ¢, % (2.107)
n=0

Selon les racines de I’équation indicielle, on peut écrire, s;—k+1=—s;—py+1=s,, alors la seconde
solution prend finalement la forme

oo

Yo(x)=1(x) In(x —a) +(x —a) Z (x—a)", (2.108)

ol les coefficients c, sont obtenus par substitution dans £y, =0.

Equation de Bessel En guise d’exemple alaméthode de Frobenius, nous allons considérer1'équa-
tion de Bessel d’ordre p :
A%y dy

T2 +xE+(x2—p2)1/J(x)=0. (2.109)

X

Cette équation peut étre récrite sous la forme (2.84),

@y 1y

dx? x dx x2

zp(x)zo. (2.110)

Il s’ensuit que xp(x) = 1 et x2q(x) = x> — p? sont analytiques en x = 0 qui est un point régulier
singulier.

Nous avons selon (2.93) et (2.94) :

p(x)zlzﬁ (2.111)
X X
1 1

q(x)= ;(xz— )= o+ > x?) 2.112)

avec py =1, gy =—p? et ¢, = 1. L’équation indicielle devient
fls)=s*=p*=0, (2.113)
laquelle admet comme racines s, , = £p.
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p#0,1,2,... Si s; — s, =2p n’est pas un entier (le cas ou §; et s, sont demi-entiers sera traité
séparément), nous avons donc deux séries de Frobenius comme solutions. La
premiere a s; = p est de la forme

Jp(x)=x"> byx". (2.114)
n=0

Larelation de récurrence pour les b,, s’obtient aisément a partir de (2.100) qui se réduit a I'expres-
sion

by
b +n)+b,2g,=0 — by=——"——. 2.115
nf(p ) n—24>2 — D n(2p+n) ( )
On constate des lors que si b_; =0 pour la série de Frobenius, alors by = bs; =...=0etiln’y a pas de
termes impairs dans la série. Comme b, # 0, on trouve successivement
b b b
by=———2 b=+ 0 bs=— 0 (2.116)

2:2(p+1) 1 T 2:2¢p+1)(p+2) 0 2-3-26(p+1)(p+2)(p+3)
La solution (2.191) prend la forme :
n x2n

]p(x)—boxpz n' (p+1)...(p+n) (2.117)

11 est coutume de prendre by = 1/(2PT(p + 1)), ce qui permet d’écrire

Z 1)n x/2 2n+p

(2.118)
— pn! T(p+n+1)
qui est appelée fonction de Bessel de premiere espéce.
La deuxieme solution ne pose pas de difficulté. En posant p — —p dans (2.115), on trouve
—1)" (x/2)2nP
2.119
Jopl)= Z n! T(—p+n+1) ( )

Il est cependant d’'usage de prendre comme deuxiéme solution la combinaison linéaire suivante :

Y, (x)= ]p(x)coém_]_p(x), (2.120)
sinpr

pour laquelle on ajoute J, qui est aussi solution. Y, est appelée fonction de Bessel de seconde espéce,
également appelée fonction de Neumann. La solution générale est alors,

Y(x)=AJ,(x)+ BY,(x). (2.121)

p=012,... Si maintenant p est entier, alors s; —s, = 2p est aussi entier, ce qui nous limite a
une seule solution de type Frobenius soit J,(x). A partir de (2.118), on trouve les
premieres fonctions de Bessel avec p >0 :

2 x4 x6
X)=1——+— 2.122
Jo(x)= 1 61 moa ( )
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5 7

1(x) x x3 N X X

X)=7———+——

! 2 16 384 18432
x2 x* xS X

e ——— 4.
8 96 3072 184320

+... (2.123)

8

b(x)= (2.124)

Leur tracé est donné a la figure 2.3. Ces fonctions oscillent en fonction de x avec une enveloppe qui
décroit en ~ 1/4/x pour x grand et tout p.

P Jo(¥)

Z:: : Jl (X) J

041

02}
L L L L X L
2 6 8 10
—02f
—04f

FIGURE 2.3
Tracé des trois premieres fonctions (orthogonales) de Bessel de premiere espéce J, J; et J,.

En ce qui concerne la deuxiéme solution, on vérifie que (2.119) n’est pas une solution puisque si
IT(—=p +n+1)| = oo pour —p + n+1 <0, la série (2.119) pour J_,(x) peut débuter a n = p sans rien
changer. En posant n’ = n— p, on trouve

X (1 n'+p 22n’+p
= ST G

= |— p
i T(n'+p+1) (=17 Jp(x), (2.125)

n’=0

qui est bien linéairement dépendante de J, et ne peut étre considérée comme solution. Une
deuxieme solution peut étre trouvée a 'aide du Wronskien comme en (2.108), laquelle, bien que
légitime, s’avere assez fastidieuse a obtenir suite a I'intégration terme par terme menant a {b,,}. Il
est d'usage de procéder autrement en généralisant la forme de Neumann (2.120) pour des entiers

p. On utilise la limite
J.(x)cosnm—J_,(x)

Y, (x)= }}g}g P , (2.126)
Laregle de 'Hopital donne I'expression
2 1 8 (p—n—1) -
¥,(x)= ~(In(x/20+7) ], (x) - ;;T(x/z)z" P
—%;)(—1)" (®(n)+®(p +n)) (;'(/nz—)i;; (2.127)

oud(p)=1+ % + % +...+ % [®(0)=0] et y =0,577... est la constante d'Euler. On reconnait la partie
logarithmique de (2.108). Le terme supplémentaire en (2y/7)J,, nécessairement solution, est ajouté
par convention.
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p==,... Dans ce dernier paragraphe, nous allons considérer le cas ou p est demi-entier. Ainsi,
la premiére solution en série de Frobenius pour s = % est obtenue directement a
partir de (2.118) :

X 1 x?2 x4
Li(x)=4/5 —— =+ =+ (2.128)
2 2 1"(1+§) 41"(2+§) 2241"(3+§)
Comme 1 1-3-5---(2 1)
. . e m_
F(m+5): m v, (2.129)
il vient
1(x) x| 2 2 x?2 N 2 x* N
)=/ = —=——=—F——+ ...
2 2|vr Vm23 Jm2-3-45
2 x3  x° 2
=\| —|x——+—+...|=\| —sinx, (2.130)
TX 3! 5! X

qui est essentiellement un produit de fonctions élémentaires; ce qui suggere d’utiliser la méthode
du Wronskien pour obtenir la deuxieme solution, soit

J)=B) | — 2 BT (x)cot
_%X— % x]f(x)_ 2 %XCOX

| 2
— \| —cosx (2.131)
X

oll nous avons ajusté la constante multiplicative pour obtenir le coefficient habituellement utilisé.
L’expression de la deuxiéme solution aurait pu étre obtenue directement par la relation de récur-
rence (2.115), en posant p = —% et une fois de plus, a; = az = ... = 0 et ce, en dépit du fait que
$1— S =1, est un entier.

Les relations de récurrence entre fonctions de Bessel peuvent ensuite étre utilisées pour 1’obtention
de Ji3/,,..., aux autres valeurs de p demi-entieres.

Equation hypergéométrique de Gauss
La célébre équation de Gauss est donnée par
d*y ay
x(l—x)ﬁ+[c—(a+b+1)x]%—ablp:0, (2.132)

ol a, b et ¢ sont des constantes. Comme nous le verrons, cette équation admet des solutions va-
lables dans une grande variété de situations. Sionla compare a la forme générique £y =0en (2.84),
on constate immédiatement qu’elle possede deux points réguliers singuliers en x =0 et x = 1.

Considérons dans un premier temps la forme des solutions en série de Frébenius (2.87) autour de
x =0. Au voisinage de ce point, nous pouvons écrire pour p(x) et g(x):

c—(a+b+1)x

1—x
=lc—(a+b+Dx]1+x+x°+..)

xp(x)=
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=c+[c—(a+b+1]x+[c—(a+b+1)]x*>+... (2.133)
et
9 _ ab
x°q(x)= T
=—abx(1+x+x%+..)
=—abx—abx’—abx*+.... (2.134)

En comparant avec (2.93) et (2.94), ces équations donnent les valeurs des coefficients py = ¢, p; =
po=...=c—(a+b+1)etgy=0etq, =g, =...=—ab.Pour'équation de Gauss, I'équation indicielle
(2.101) prend alors la forme f(s) = s(s —1)+ sc, ce qui donne s; =0 et s, = 1 — ¢ comme racines a
f(s)=0.Sion se place dans le cas ol1 1 — ¢ n’est pas un entier, nous aurons deux solutions en série
de Frobenius.

Prenons le cas s; =0, les formules de récurrence (2.98-2.100) permettent d’établir

ab
b f(1)+bygi=0 — by = boT

ala+1)b(b+1)
2lc(c+1)
ala+1)a+2)b(b+1)b+2)
3lc(c+1)(c+2)

byf(2)+pr1by+qoby+qiby =0 — by = by

bsf(3)+ bogs + bi(p2 + o)+ b2(2p1 + 1) =0 — by = by

al(a+1)...(a+n—1)b(b+1)...(b+n-1)

bnf(n)+ bodp + ...+ by1(n—=1)p1 +q1) =0 — b, = by nec+1).. (ctn—1

(2.135)
La premiere solution devient alors
1 ala+l)--(a+n—1)bb+1)---(b+n—1)
=by|1+ — " 2.136
$1(x)=bo i n! clc+1)-(c+n—1) g ( :
=bhyF(a,b,c, x), (2.137)

ou F(a, b, c, x) est appelée série hypergéométrique. Cette fonction peut étre vue comme la générali-
sation de la progression géométrique. On constate en effet que pour le cas particuliera=1etc = b,

o0

1

F(l,b,b,x)=l+2x” - (2.138)
n=1

Plus généralement, on vérifie que si a ou b est un nombre entier négatif, la série est tronquée et
F(a,b,c, x) est alors un polynoéme. Plusieurs équations différentielles a points réguliers singuliers
peuvent ainsi étre vues comme des cas particuliers de la fonction hypergéométrique (équations de
Chebyshev, Legendre, etc.). Si ¢ n’est pas un nombre négatif, F est analytique et converge pour
|x| < 1. Comme p(x) et g(x) ont toutes deux des podles simples, la grande majorité des équations
avec ce type de singularités peuvent étre reliées a la fonction hypergéométrique.
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Dans la recherche d'une deuxieme solution on considere le cas ou1 s, = 1— ¢ n’est pas un entier. La
solution de type Frobenius sera de la forme

Yo(x)

o
1—c n
X b,x
nz_;, ! (2.139)

xCo(x).

Une simple substitution dans 'équation de Gauss (2.132) permet aprés quelques manipulations
d’écrire une équation différentielle pour ¢, a savoir

2

x(l—x)%—i—{(Z—c)—[(a—c +1)+(b—c+1)+ l]x}z—i—(a—c +1)(b—c+1)p=0 (2.140)

qui a aussi la forme d’une équation de Gauss (2.132) avec le dictionnaire de correspondance ¢ «
2—c,a«~—a—c+1letb— b—c+1.Ladeuxieme solution devient alors

Yo(x)=x"°Fla—c+1,b—c+1,2—c, x). (2.141)
La solution générale pour | x| < 1 est en définitive

Y(x)=c F(a,b,c,x)+c,x" " “Fla—c+1,b—c+1,2—c, x). (2.142)

Equation hypergéométrique confluente
On considere de nouveau I’équation hypergéométrique :

z(1=z2)Y"+[c—(1+a+b)zly'—aby=0

qui possede comme nous l'avons vu ci-dessus des points réguliers singuliers en z = 0 et z = 1.
Dans plusieurs problémes physiques, on est amené a considérer une seule singularité a I'origine,
comme c’est le cas pour le potentiel coulombien d'une charge a I'origine de I'atome d’hydrogene
(voir § 2.C.5). On cherche alors a pousser la singularité en z =1 a I'infini de maniére a obtenir une
équation décrivant une seule singularité a I’origine. Pour y parvenir, on constate dans un premier
temps que lorsque nous effectuons un changement d’échelle dela variable z, soit x = bz, I’équation
hypergéométrique devient

, [c (Q+a+b—c)] , ab
-t —yY =0 2.143
L o el L o Pk (2.143)
En posant maintenant b — ©o, on obtient
YY" +(c—x' —ay =0 (2.144)

qui est I’équation hypergéomeétrique confluente. Ici ‘confluent’ signifie que la singularité en x = b
fusionne avec celle en x = oo lorsque la limite b — ©co est prise.

Les exposants des solutions en série de Frobenius sont donnés par 0 et 1 —c. Si ¢ n’est pas égal a
zéro ou a un entier négatif, la solution pour I’exposant 0 est de la forme

a(l+a)---(n—1+a) n]
n'c(l+c)--(n—1+c)

w(x)=bo[1+§

n=1

=by®(a, c, x) (2.145)

ol ®(a, c, x) est appelée fonction hypergéométrique confluente et b, est une constante. On vérifie
que si a est un entier négatif, alors ® devient un polynoéme.
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Equations différentielles et conditions aux limites : le probléme de
Sturm-Liouville

Dans la solution d’une équation différentielle, nous sommes fréquemment amenés a chercher une
solution devant satisfaire des conditions aux limites bien précises. Les conditions aux limites se dis-
tinguent des conditions initiales en ce que la solution doit prendre des valeurs précises en différents
points, ligne, surface, etc. Les conditions initiales, quant a elles, se bornent a spécifier la valeur de
la solution et/ou de sa dérivée en un point donné. Le probleme posé par les conditions aux limites
est intimement lié a celui des fonctions et valeurs propres d’un opérateur différentiel tel que .£.

2.C.1 Corde vibrante

En guise d’introduction au probléme des valeurs propres et fonctions propres dans la solution d'une
équation différentielle du second ordre, considérons le cas simple de I'’équation d’onde pour le cas
d’une corde vibrante. Son équation a déja été introduite et est de la forme

1 0%y B 2%y

v2 9tz ox2’
Nous cherchons une solution satisfaisant les conditions aux limites aux extrémités, soit 1/(0,¢) =0
et y(a, t) = 0. Les conditions initiales sont y’(x, ¢ = 0) = 0 et Y(x,0) = f(x). Ainsi, les conditions
aux limites fixent les deux extrémités de la corde en x = 0 et x = a, alors que les conditions ini-
tiales stipulent que la corde est immobile ¢ = 0 avec une déformation initiale décrite par la fonction
continue f(x).

(2.146)

Nous allons chercher une solution par la méthode de séparation de variables. Ainsi, posons la forme
séparable Y(x, t) = ¢(x)y(t), laquelle par substitution dans (2.146) conduit a

w//(x) B 1 Z”(t)
px)  v2 y(1)’
La partie gauche (droite) de I'équation étant une fonction uniquement x (¢), on peut alors I’assimi-

ler a une constante de séparation que I’on notera —A. On obtient alors les deux équations différen-
tielles indépendantes

(2.147)

0" (x)+Ap(x)=0 (2.148)
2"+ vy (t)=0. (2.149)

La solution a chacune des équations est bien connue. Considérons dans un premier temps la partie
spatiale, pour laquelle nous avons

@(x)=c; sin Vax+ C, COS Vax. (2.150)

Cette solution est soumise aux conditions aux limites ¢(0) = 0 et ¢(a) = 0. La premiére condition
impose ¢, = 0, alors que pour la seconde, on doit avoir sinvAa = 0, ce qui implique que A doit
satisfaire

ViAo VAa=nt, n=1,23,..., (2.151)
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ol n =0 correspondant a la solution triviale, ¢ = 0, est exclue. On affecte ainsi les solutions ¢(x) —
¢,(x) del'indice discret n.

De méme, la solution de la partie temporelle est donnée par
yn(t)=aysin(va/ A, t)+aycos(vy/ A,t), (2.152)

pourlaquelle les conditions initiales conduisenta y/ (0) o< a; =0, etdonc, y,(t) ~ cos(nmvt/a). Les
solutions admissibles a la corde vibrante satisfaisant aux conditions limites et initiales deviennent

lpn(x» r)= Qon(x))(n(t);

e nm (2.153)
= sm(—x) cos(— v t) .
a a
Ces derniéres étant linéairement indépendantes, la solution générale prend la forme
-~ nm nmn
xX,t)=> ¢ sin(—x)cos(—vt). 2.154
Ylx,1)= cysin( - (2.154)

n=1

On en déduit également que la configuration de la corde f(x) a ¢t =0, est également une superpo-

sition des ¢, de la forme
o0
f(x):ch sin(na—ﬂx). (2.155)
n=1

Les fonctions ¢,, = sinnnx/a, solutions de la partie spatiale de I’équation d’onde, sont appelées
fonctions propres et les A,, correspondantes sont les valeurs propres. La solution y)(x) admet alors
un développement sur les fonctions propres ;.

Maintenant, si les fonctions propres ¢, et ¢, satisfont I'équation de la partie spatiale ¢ =—2;¢;
de ’équation d’onde, en multipliant par ¢,, et ¢, pour i = n et m respectivement, on trouve par
soustraction

/_

(@m@l—0ner) = Am—22)0nPm» (2.156)

ce qui, par intégration sur I'intervalle [0, a] conduit a

a

a
f (@my—Pnpy,)dx = ULm_)Ln)J PnPmdx
0

0

a a
[QOmSO:Z_‘PnSO:n] 0 = ()Lm_ln)J‘ Qanwmd-x
aO
Oz(Am—An)j CnPmdx, (2.157)
0

ol la derniére ligne est une conséquence des conditions aux limites. Il découle que pour des valeurs
propres différentes A,, # A,,, les ¢, et ¢, satisfont a la relation d’'orthogonalisation :

f Wn(x)Wm(x)dxzo! An?’ékm
0

“  rnrm . rmm
f sm(—x)sm(—x)dx =0.
0 a a

79

(2.158)



Chapitre 2. Equations différentielles

Pour n = m, nous aurons
a a
nmw 1 2nm
sinz(—x)dxz— (l—cos(—x))dx
0 a 2 0 a
== (2.159)

De plus, la projection de y(x) sur la fonction propre ¢,, permet de déterminer les coefficients c,, du
développement. En effet, en utilisant (2.155) pour ¢(x)= f(x), nous obtenons

2
f Y(x sm —x dx—f (clsm +czsm(§x)+...)sin(%x)dx
0

sin® —x dx

(2.160)

Il
3)
3

NI&%

et finalement

2 [ . (N7
cn:EL w(x)mn(?x)dx, (2.161)

qui est la relation d’Euler pour les composantes de Fourier.

2.C.2 Formulation générale du probléme de Sturm-Liouville

On se propose dans ce paragraphe de généraliser I'approche exposée ci-dessus. C’est le probleme
de Sturm-Liouville que I'on pourra appliquer a un grand nombre de situations. Considérons l'opé-
rateur auto-adjoint ou hermitique

d d
L= (bl )4t 2.162)

al’aide duquel on introduit I'équation aux valeurs propres A :
Ly(x)=—Aw(x)y(x), (2.163)

aussi appelée équation de Sturm-Liouville. Icip(x) et q(x) sont des fonctions de x (a ne pas confondre
avec celles introduites en (2.35)), et w(x) est appelée ‘fonction poids’. L’équation Sturm-Liouville
se présente sous différentes formes. Elle peut par exemple découler de I’équation suivante

FEOP"(x)+ gy (x)+ (I (x) + Aha(x))3p(x) =0, (2.164)
en substituant les relations
plx)= eXpU #dx], (2.165)
_ h(x)
q(x)=—p(x )f(x) (2.166)
hy(x)
w(x)=p(x )f(x), (2.167)
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dans I’équation de Sturm-Liouville (2.163). Une autre forme équivalente est donnée par la forme
générique £y =0 en (2.35) avec les relations

_8W)
p(x)= ) (2.168)
q(x)= In(x)+ Ahy(x) (2.169)

f(x) '
reliant (2.35) a (2.164).

Opérateurs auto-adjoints ou hermitiques
Dans cet encadré, on se propose d’introduire I'opérateur adjoint associé a l'’opérateur différentiel
L:

d
W‘l_pl(x)ﬁ_q(x)» (2.170)

ol p(x), p1(x) et g(x) sont des fonctions de la variable x. Considérons I’élément de matrice diago-
nal de 'opérateur L pour la fonction 1)(x) (réelle) sur I'intervalle [ x;, x,]

(¢|L|1/J)=(¢|L¢)=f Yo"+’ —qpldx. (2.171)

Al'aide de deux intégrations par partie sur le premier terme de I'intégrande et une sur le second,
on trouve

(ILIY) = Y (x)pr () —p'(x)]

. J PIWp) — (Wpr) —ayldx 2.172)

Si on se place dans la situation particuliere ou les intégrales des deux expressions précédentes
sont égales, on doit avoir
Y —p Y +24(p" —p1)y =0 (2.173)

ce qui est satisfait pour tout ¥ si
P =p (2.174)

On constate que cette condition annule automatiquement le premier terme de droite dans (2.172).
A partir de 'intégrande de (2.172), on définit l'opérateur adjoint L :

_ d? d
szﬁwm—awm)—wq (2.175)

et’élément de matrice correspondant sur ¢ :

(WILIY) = (Ly[y) =f Ylp)’ —(ppm) —qyldx (2.176)

Maintenant si la condition (2.174) est satisfaite, on vérifie aisément que L = Ly et donc

(L) = (Y|Ly). (2.177)
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L est alors un opérateur auto-adjoint (L = L). Dans ce cas, I'expression de L en (2.170) devient

d

L=—
dx

(p(x)j—x)—q(x) (2.178)

qui est celle de I'opérateur de Sturm-Liouville (2.162) qui est donc auto-adjoint “ ou hermitique ”.

a. Cette propriété peut étre étendue a plusieurs autres classes d’opérateurs avec des dérivées simples, etc. C’est le
cas des observables en mécanique quantique, avec la quantité de mouvement P = —i#V,le moment cinétique L =RxP,

b. Dans la littérature, il est parfois d'usage de réserver 'appellation d’opérateur auto-adjoint pour des solutions i/,
réelles, alors que le terme hermitique est ‘réservé’ au cas ou les fonctions ' sont complexes (voir aussi le paragraphe
ci-dessous sur les fonctions complexes et opérateurs hermitiques ).

La solution de I’équation de Strurm-Liouville sur I'intervalle [x;, x,] sera soumise aux conditions
aux limites

p(x)y (x)y(x) ) =p(x) (x)p(x)| . (2.179)

X2

On peut examiner les conséquences de ces conditions sur les solutions a I'équation de Sturm-
Liouville. Pour deux solutions v, et ¢, a I'équation (2.163) pour les valeurs propres A,, et A,,,
la multiplication de la premiere par v, et la deuxiéme par v, nous conduit par soustraction a
I’expression

d
dx

2

(P )y ()Y, ()= p(2)Y " () (X))

X:

= O = 2 W0 (X (), (2.180)
1

laquelle, par intégration sur 'intervalle [ x;, x,] donnera

X2

B =(An—am)J W (W p(x)dx.  (2181)

1

(p(x)3 ()" () — PP, (X )4 (X))

Ainsi les conditions aux limites (2.179) annulent identiquement le terme de gauche de cette équa-
tion et pour A, # A,,,, on peut établir la relation d’orthogonalité

f 2 WX ()Y m(x)dx =0, A,#A,, (2.182)

1
pour les fonctions propres Y, et Y.

On distingue différents types de conditions aux limites pouvant satisfaire (2.179) :

— conditions de type Dirichlet ou i, ,(x;) et Y, ,(x,) s’annulent en x; et x,. La solution de
I’équation d’onde pour la corde vibrante telle que donnée au paragraphe précédent appar-
tient a cette catégorie;

— conditions de type Neumann ou les dérivées v/ (x1)=1)

m,n(xg) =0 s’annulent aux bords;

— conditions mixtes ol 1,,(x1) = Y ; (x2) et Y/ (x1) =4’ (X2);
— conditions sur p(x) ot p(x;) =p(x,)=0; etc.
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Fonctions complexes et Nous avons supposé ci-dessus que les fonctions v, étaient réelles. Il
opérateur hermitique arrive fréquemment, en particulier en mécanique quantique, que nous

ayons affaire a des fonctions propres complexes. La formulation de
Sturm-Liouville se généralise aisément a ce cas. En effet considérons les équations Sturm-Liouville

pour Y, ety :

Lpp == w(x)yYp (2.183)
Lyt ==A% w(x)W?, (2.184)

Multipliant la premiére équation par % et la seconde par ¢, et en prenant 'intégrale de chaque
coOté sur I'intervalle [ x;, x,], nous avons par soustraction :

J Zt/f’:n(wn)df f zwn(w;)dx=(?¢n—m f 2¢’iﬂ¢nw(x>dx (2.185)

En raison de I'hermiticité de 'opérateur L = L [c.f. (2.177)], on trouve apreés intégration par partie
du terme de gauche :

(PG ()W ) = 7, ()] =

—An)J Yo Y, w(x)dx (2.186)

qui est 'analogue de (2.181) pour des fonctions complexes. Ainsi pour des conditions limites adé-
quates, 'annulation du terme de gauche conduit a la relation d’orthonormalité

f Y Y, w(x)dx =|NPSpm. (2.187)

Avec ces mémes conditions aux limites, on établit a partir de (2.185), la relation suivante pour un
opérateur hermitique :

f zl/ffn(Lan)dx =f 2¢n(iz/)’;1)dx (2.188)

De plus pour n = m, on doit avoir
A=Ay, (2.189)

a savoir que les valeurs propres de 'opérateur L hermitique sont réelles. Il est en ainsi pour tous les
opérateurs hermitiques.

2.C.3 Equation de Bessel et conditions aux limites

Comme premiere application de 'équation de Sturm-Liouville, nous allons considérer I’équation

de Bessel ,
A%y dy 2
—+x—+(x 0. 2.190
R pou = (2.190)
ol p est une constante. Effectuons dans un premier temps un changement d’échelle de la variable
X en posant x — kx, oll k est une constante. L’équation de Bessel devient alors

d*J dj
2 p p 2.2 2 _
dx2 +XE+(I€ X"—p )]p—O. (2.191)
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ol nous avons renommé les solutions J,(kx) = y(kx) dans la notation standard des fonctions —
spéciales — de Bessel. La comparaison avec (2.164) permet de faire les correspondances f(x) = x?2,
g(x)=x, hy(x)=—p?, hy(x)= x? et A= k?, ce qui permet d’établir

dx
p(x)=exp U 7] =x, (2.192)
p2
q(x)= 0 (2.193)
w(x)=x. (2.194)

Ainsi, suite a la relation (2.182), nous aurons pour k, # k,, et l'intervalle [x, x,] =[0,£],

‘
f x Jp(ky x)Jp(kp x)d x =0, (2.195)
0

qui est la relation d’orthogonalité des fonctions de Bessel.

Pour une valeur de p entier positif, nous avons déja vu que I’équation indicielle pour (2.190) admet
une seule solution en série de Frobenius J,(x), appelée fonction de Bessel de premiere espece. Les
séries de Frobenius des trois premieres fonctions Bessel s’obtiennent a partir de (2.118) :

2 4 6

X X
X)=1——4+—— +..., 2.196
Jolx) 4 64 2304 ( )
Ji(x) x x3+x5 X! + (2.197)
X)=r——+-————+.., :
! 2 16 384 18432
x2 x4 x6 x8
Jo(x)==— +... . (2.198)

—_—— + —_—
8 96 3072 184320

La représentation graphique de quelques J, est illustrée ci-dessus a la figure 2.3 (§ 2.B.3). En tant
que fonctions orthogonales, les fonctions de Bessel peuvent servir de base de développement d'une
fonction ¥(x), solution de (2.190), a savoir

W(x) :Zan Ik ), (2.199)
n=1

ol les coefficients de Bessel-Fourier pour la série sont donnés par

L
f U(x)x J,(k, x)d x
0

a,= (2.200)

¢
J x]ﬁ(knx)dx
0

Le dénominateur de cette équation est la normalisation des fonctions de Bessel pour n = m; celle-
ci dépend des conditions aux limites utilisées. Pour les conditions de Dirichlet, cette normalisation
peut étre obtenue a l’aide de I'équation initiale (2.190). Lorsque multipliée par 2 ];, celle-ci devient

d

H(xz(];)z—kkixz];—pz];)=2k5x];, (2.201)
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ce qui par intégration sur 'intervalle [0,/] donne

14
f xJ, (kyx)dx = %Ez[];(kné)]z, (2.202)
0

ol ];(knf )=(d Jy(knx)/d(k, x))x=- Maintenant a I'aide des développements en série des fonctions
de Bessel, on peut établir aisément les relations de récurrence suivantes

Tp1(X)+ Jp—1(x) =2§Jp(x), (2.203)
Jp1(x) = Jpoa(x) =—=2J, (x). (2.204)

Or en posant x = k¢, J,(k,£) =0, qui est un zéro de la fonction de Bessel selon les conditions aux
limites, nous avons alors la relation J,,(k,{) = — ],;(knf ), et la normalisation pour des conditions
de type Dirichlet devient

l
f x ]j(knx)dx = %zz[ Jps1(kn O (2.205)
0

Vibrations libres d'une membrane circulaire
La description des vibrations d’'une membrane circulaire est régie par I’équation d’onde
1 0%y
Viyp=——. (2.206)
v v2 dt?
Lamembrane de rayon a est située dans le plan x y. Comme il n’y a aucune dépendance de ) selon
z dans ce probléme bidimensionnel, le passage en coordonnées cylindriques permet de réduire
I’équation d’onde a la forme

li( a—¢)+ Loty _10% (2.207)

ror\ar) 2802 " v2 a2
ouy(r,0,z,t)=y(r,0,t).Le bord de la membrane circulaire est gardé fixe et donne comme condi-

tion aux limites (r = a, 8, t) = 0, qui est de type Dirichlet. Les conditions initiales sur le déplace-
ment et la vitesse de la membrane sont données par (7,8, t =0)=o(r,0) et dY /0 t|;—¢ = vo(r, 0).

La forme de I’équation (2.207) suggere pour la solution la séparation de variables
Y(r,0,1)=R(r)0(0)T(1), (2.208)

pour Y posée comme le produit de trois fonctions d’'une variable unique. La substitution de i’ dans
I’équation d’onde (2.207) permet d’écrire

1 d2R+G)dR+Rd2® _114d°T (2.209)
RO\ dr2 rdr r2d02) Tv2dr?’ '

La partie gauche ne dépend que de r et 6 et est donc indépendante de ¢, alors que la partie de droite
est uniquement fonction de ¢. On introduit donc une premiere constante de séparation A pour la

partie temporelle
a*T
—7 = Av*T. (2.210)
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Cette équation permet en retour d’écrire pour le couple de variables spatiales r et  :

rZ(dzR 1dR ) 1 d%*e
AR

r =6 a67

—_— 2.211
dr?2 rdr ( )

ol maintenant la partie gauche est indépendante de la variable 6 et la partie droite, de la variable
r. On introduit une seconde constante de séparation notée A,, conduisant a une équation pour 6 :

@ =10 (2.212)
dgz " '
et al’équation de la partie radiale
d2R+1dR AR+ A R =0 (2.213)
dr2 rdr V2 ™™ '

On proceéde tour a tour a la solution des équations pour chacune des variables. Pour la partie tem-
porelle (2.210), nous prendrons A < 0, puisque pour A > 0, la solution pour T'(t) serait une expo-
nentielle croissante de la forme ~ e%! avec a > 0, qui est non physique. On posera A = —k? et on
définira w? = k?v?, ayant les unités du carré d’'une fréquence. L’équation de la partie temporelle
devient maintenant

a*T ,
W =—w-T. (2.214)

Les solutions peut étre mises sous la forme d’exponentielles oscillantes
T(t)=De '“' + D*e'®!, (2.215)

ol D est une constante complexe. Si on passe maintenant al’équation (2.212) de la partie angulaire,
les solutions doivent satisfaire la propriété d’invariance sous rotation de 27, a savoir ©(0 + 27) =
©(0). 11 s’ensuit que la constante de séparation A; est négative de maniere a ce que les solutions
soient périodiques avec la période 27. Si on pose a cet effet A; = —m?, les solutions peuvent étre
écrites sous la forme

0,,(0)=A,,cosm8 + B, sinm@, (2.216)

oum=0,1,2,..., est un entier positif.

Alaide des deux constantes de séparation, I'équation radiale devient

R LAR (e Mg (2.217)
dr2 rdr re )0 '
qui présente la forme de I'équation de Bessel (2.191). Les solutions sont alors données par

R(r)=c1J,,(kr)+ ¢, Ny, (kT), (2.218)

ol1 la deuxieme solution N,,(kr), dite fonction de Neumann ou fonction de Bessel de seconde es-
péce obtenue par la méthode du Wronskien, est multiévaluée avec un point branchement a I'ori-
gine, ce qui n’est pas acceptable physiquement. Sur cette base, elle n’est pas considérée comme
une solution acceptable et doit étre retranchée.

Les conditions aux limites s’appliquent sur la partie radiale avec la contrainte R(r = a) =0, ce qui
impose en retour
Jmlka— ap,,)=0, (2.219)
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ou a,, , =k, ,a sontles ‘zéros’ de la fonction de Bessel, soit les valeurs de x pour lesquelles J,,(x)
passe par zéro (voir figure 2.3); les zéros sont répertoriés par les deux indices discrets m et n, ce qui
permet d’introduire les modes propres de la membrane, de fréquences

Wmn=Vkpyn (2.220)

Les fonctions propres solutions de I’équation de la membrane circulaire sont données par
l/)m,n(rrg,t)sz,n(r) m(e) mn(t) (2.221)
= Jyu(@,n7/@) (A cOSMO + By sinm@) (D, e~ Ot + DF el@mnt)(2.222)
La solution totale peut s’écrire comme une combinaison linéaire de ces fonctions propres
(e ol o)
(0,0=>"> connmn(r,0,1) (2.223)
n=1m=0

On trace a la figure 2.4 quelques modes propres v, ,(7, 0, t =0) de la membrane.

FIGURE 2.4
Tracé de i, , pour les modes wy;, wy; et w;; de la membrane circulaire.

Au temps t = 0, la configuration initiale de la membrane admettra un développement de Bessel-
Fourier de la forme

oo o0
0)= Z Z]m(am,n r/a) [(Am,n +A*;n’n)cos mO + (B, , + B;w)sin m9], (2.224)

m=0n=1

alors que la vitesse initiale aura un développement

(e, ol o]
vo(r,0)= Z Z]m(am,n r/a)iwny, [(Am,n —A;, ,Jcosm8 +(By, ,— B, )sin mH], (2.225)

m=0n=1

Les coefficients du développement s’obtiennent a ’aide des relations d’orthonormalisation (2.195)
et (2.205) pour les fonctions de Bessel avec conditions de Dirichlet, ainsi que celles des fonctions
trigonométriques sur l'intervalle [0, 27],

2m
J cosmBcosm’0d0 =2)n8,,,, (Mm=0), (2.226)
0

on
f sinm@sinm’0d0 =(0)8,,,,, (m=0). (2.227)
0
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La projection de v sur J,,,(a;, ,7/a)cosm@ et J,(a,, ,r/a)sinm@ permet d’ obtenir respective-
ment les combinaisons de constantes A,, , + A%, et B, ,+B"

“ e cosm0
f f lpo(rye)]m(am,nr/a){ 0 }rdrd@:
0o Jo

sinm

T Apn+A
Eazf,fm(am,n){ o )
0 m#0,(m=0)

By + B;*n’n

(2.228)
alors que la projection de vy sur J,,(a,, ,r/a)cosm@ et J,(a,, ,r/a)sinmO permet d’obtenir les
combinaisons A, , — A}, | et By, ,—B;

i cosm@
VO(rrg)]m(am,nr/a) rdrdf =
0o Jo

*
Y . 2 12 Am,n_Am,n
sinm6 3 [ @Omnd ]m“(am'"){ ’
m#0,(m=0)

By — B

m,n

(2.229)

0

Ces deux relations conduisent a I'ensemble des coefficients A,, ,, et B, ,,.

2.C.4 Equation de Laplace en coordonnées sphériques et polynomes de Legendre

Dans ce paragraphe, nous allons examiner le probléme de Sturm-Liouville dans le cadre de I’équa-
tion de Laplace en électrostatique. Le probléme aux conditions limites exploite la symétrie sphé-
rique et permet d’introduire une autre famille de fonctions orthogonales que sont les polyndémes
de Legendre.

FIGURE 2.5
Deux hémispheres conductrices de rayon a, maintenues respectivement a un potentiel +V et —V. Les
hémispheéres sont séparées par un anneau infinitésimal isolant dans le plan équatorial.

Considérons deux hémispheres conducteurs séparés par un anneau d’épaisseur infinitésimale. Les
parties hémisphériques supérieure et inférieure sont maintenues respectivement a un potentiel + V'
et —V, ce qui correspond aux conditions aux limites pour le potentiel 1. En I’absence de charges
libres, le potentiel électrostatique obéit a I'’équation de Laplace

VY =0, (2.230)

dont la solution y(r, 8, ) — Y(r, @) en coordonnées sphériques, est indépendante de I’angle azi-
mutal ¢. Cette symétrie est imposée par des conditions aux limites

W(r=a,0)=+V, os0<g, 2.231)
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Y(r=a,0)=-V, g<937r, (2.232)

indépendantes de . Ainsi en utilisant la forme du laplacien en coordonnées sphériques, I’équation
de Laplace se réduit a la forme

1 0 ( ,0y 10 (. 0y _
ﬁE(r E)* rzsme%(sm“’%)—“' (2.233)

La substitution par I’expression produit y(r, 8) = R(r)©(8) permet d’écrire

1 i(rzd_R)__ 1 i(smgd_(a) (2.234)
R(r)dr dr) ©(0)sin@ do do '

pour laquelle la partie radiale de gauche est séparée de la partie angulaire de droite. On introduit la
constante de séparation —A et on obtient alors les deux équations

d( ,dR
E(r E)+AR(r)—O, (2.235)
d doe
Equation angulaire et Considérons dans un premier temps la partie angulaire. Par le chan-

polynomes de Legendre gement de variable x = cos 6 pour lequel sinf = v1—x2etdx/d0 =
—+1—x2 sur tout l'intervalle 7 < § <0, 'équation pour © devient donc
d*e do
1—x%)—— —2x——20=0, 2.237
( )7 T (2.237)
qui est '’équation de Legendre (cf. éq. (2.86)). Par inspection, cette équation a des points réguliers
singuliers en x = =%1. Le point x = 0 est cependant régulier et admet donc une solution en série de
puissances de la forme

0(x)= Z cpx". (2.238)

Sa substitution dans (2.237) conduit par la méthode de la section 2.B.1 conduit a la relation de ré-
currence pour les coefficients c,,

" (n+1)(n+2) '
ce qui donne explicitement

A

Cyr = 5 Co» (2240)
A+2

C3 = 6 Cy, (2241)
A+6

Cy 12 C2, (2.242)
A+12

t="5C (2.243)
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On constate que les coefficients des puissances paires sont séparés de ceux des puissances impaires.
En fait, I'équation de Legendre étant invariante sous transformation de parité x — —x, les solutions
seront donc de parité définie et on peut écrire la solution générale sous la forme d’'une somme de
solutions paire et impaire

oo (e0)

O(x)=ar Y. cpx"+a, Y. cux", (2.244)

n=0,2,... n=1,3,...

Bien que convergentes pour |x| < 1, ces séries divergent en x = £1 qui sont des points réguliers
singuliers appartenant a l'intervalle de variation de 8, soit en 8 = 0, 7r. Afin d’éviter la singularité en
ces points qui ne serait pas physique, on peut fixer la constante de séparation de manieére a tronquer
les séries. Si —A est un entier positif, il est clair selon (2.239), qu'’il existe un n a partir duquel les
coefficients s’annuleront. Il est commode de remplacer —A par I'expression

—A=L0(+1), (=0,1,..., (2.245)

ol a chaque valeur de ¢ positive correspond une seule valeur de —A. Pour chaque entier /, il y aura
une solution particuliere sous forme de polynémes, appelés polynomes de Legendre.

Pour{ =0,2,4,...,0on pose ¢; =0 et ¢y # 0, et on obtient facilement a ’aide de la relation de récur-
rence les quelques polynémes suivants 0,(x) :

BO(x) = ¢y, (2.246)
0,(x)=—2¢, E(sz— 1)], (2.247)
O,(x)= gco [%(3—30x2 +35x4)], (2.248)

De méme pour £ =1,3,..., on pose c; # 0 et ¢, =0 pour obtenir selon (2.239)
O,(x)=qcx, (2.249)

O5(x)= —clg E(sﬁ —Sx)], (2.250)

Par convention, les polynomes de Legendre sont définis en fixant ¢ et c¢; par les expressions

o
co=(—1)"*——, 2.251)

A5

_ £
o =(-1)"

qui sont fonction de ¢, ce qui fixe chaque constante devant les expressions entre crochets a un. Ces
dernieres sont appelées polynémes de Legendre, et sont notés Py(x) :

(2.252)

Py(x)=1 (2.253)
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P(x)=x (2.254)
bB(x)= %(3x2— 1) (2.255)
Py(x)= %(5x3—3x) (2.256)
Py(x)= %(35x4—30x2 +3) (2.257)

Le tracé de quelques polyndmes est donné a la figure 2.6. On remarque que le nombre de noeuds
(zéros) du polynéme P, sur l'intervalle [—1, 1] correspond a la valeur de /.

B
i R(x)
B(x) i
3 0‘57 Bl(x)
o N/ T s ST R N0y /T X
R
“1of
FIGURE 2.6

Tracé des cing premiers polyndmes de Legendre.

Les polyndémes de Lengendre obéissent a I’équation (2.236) qui a la forme Sturm-Liouville (2.163),

d ). d B
H[“‘x )R == R(x), (2.258)

avec, par identification, p(x)=1—x2, q(x) =0 et finalement, w(x) = 1 pour la fonction poids. Selon
(2.181), I'’ensemble des P, obéiront a la relation d’orthonormalisation

+1
f Py(x)Py(x)dx = Nybyy, (2.259)
-1

ou N, est la constante de normalisation.

Pour déterminer N, il est commode d’utiliser la fonction génératrice des polyndmes de Legendre :

G(x,t)= (2.260)

1
VI=2xt+i?2

Pour |x| < 1et t <1, cette fonction admet en effet le développement

1 3 1-3----(2n—1
G(x,t):1+§t(2x—t)+—t2(2x—t)2+ +#t”(2x—t)" + ..,

2221 onpl
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1
= 1+xt+5(3x2—1)t2+...,
oo

(2.261)

= 1+P1(x)t+P2(x)t2+...EZPg(x)t[.

Si on integre de part et d’autre le carré de cette équation sur 'intervalle [—1, 1], on obtient

+1 oo o0 +1
J Gz(x,x)dxzzzt“f’f P(x)Pu(x)dx,
-1

-1 =01{'=0

+1 1 oo o0 +1
— dx= s, P(x)P(x)d x,
f_ e 2 | Atont
11+t & i
—-In— = Z 2 Pf(x)dx,
rol—t & .
) t2[ o) +1
zz =Z | PAx)dx, (2.262)
—i 2/ +1 y 1

ce qui par égalité des puissances de part d’autre conduit a la normalisation

+1
2
pP? = 2.2
J_1 ) (x)d x 1 (2.263)
=N,. (2.264)

Lorsqu’elle est exprimée a I’aide de la coordonnée originale 8, la relation d’orthonormalisation est

donnée par
(2.265)

T
2
J;) %(cos 8)Py(cos 8)sin 10!

Il nous reste maintenant a solutionner 1'équation radiale (2.235). En utilisant

Equation radiale
(2.245), celle-ci prend la forme
d*R(r) 2dR(r) (({+1)
arz a2 R=0, (2.266)

laquelle coincide avec I’équation d’Euler (2.88). L’équation auxiliaire ou indicielle donnera les deux
racines s; =/ et s, =—(¢ + 1). Les deux solutions seront donc de la forme
rt, s =4

“D s =—((+1).

R(r)~
p(t+1)

La deuxieme solution est singuliére a I’origine et n’est pas acceptable physiquement. Seulement la
premiere solution, réguliére sur tout I'intervalle [0, a], doit étre retenue.

Les fonctions propres solutions de I’équation de Laplace a r < a seront alors données par
Y(r,0)=r"P(cosh). (2.267)
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La solution générale s’écrira sous forme d’'un développement de Legendre-Fourier

W(r,0)=>_A;r' B(cos ). (2.268)
(=0

Les coefficients A; de la série sont déterminés par la condition aux limites y(a, 8) spécifiées au
début. En projetant P,(cos 8) sur cette derniéere, on trouve

_2£+1

A, =
™ at

J Y(a,8)P(cosB)sinOd o (2.269)
0

Comme y(a, ) est impaire par rapport a I'équateur en 6 = 7t/2 et que les P, ont une parité bien
définie, seules les valeurs de £ impaires sont admissibles. On trouve en définitive

20+1

A=V—

%
J P)(cosB)sinfdO, (=1,3,... (2.270)
0

2.C.5 Equation de Schrodinger pour ’atome d’hydrogene : fonctions de Legendre et
Laguerre associées

On consideére dans ce qui suit le probléme d’'un électron de charge e — que I'on supposera sans spin
—sous l'action d'un potentiel central de Coulomb,

2
V(r)= —e7, (2.271)

produit par un proton de charge positive, ol r est la distance radiale relative entre le proton et I’élec-
tron. C’est le probleme de ’atome d’hydrogéne en mécanique quantique non relativiste. I.’équation
de Schrodinger (2.32) dans le systeme du centre de masse au repos prend la forme

2
—zh—mvzlp(r, D+ Vi, t)= ih%

) (2.272)
ou m (~ m,) est la masse réduite. Comme V(r) est indépendant du temps, on peut chercher des
états stationnaires de la forme y(r, t) = ¢(r) ¥ (t), ce qui conduit a la séparation des variables d’es-
pace et de temps :

ne_, L hoy(n)
“om Y p(r)+ V(r)pr)= w(r)’;W (2.273)
E

ol E est la constante de séparation ayant les unités d’énergie, soit celles des états stationnaires.
L’équation pour y(¢) admet une solution immédiate sous forme d’exponentielle oscillante :

y(t)~ e BN, (2.274)

L’équation de Schrodinger indépendante du temps peut s’écrire sous la forme d’une équation ho-
mogene :

2m e? 2m

V2o(r)+
p(r) >
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ol pour notre probleme de potentiel central, on exprime le laplacien en coordonnées sphériques :

r2or

10 0 1 0 0 1 0?2
’ __(2 )+rzsin060( )

= inb— |+ ————=—, 2.276
' or - r2sin? @ 0 ¢2 ( )
ce qui par inspection suggere une séparation des variables r et 8, ¢ pour la fonction d’onde :
p(r)=R(r)Y(0,9), (2.277)

pour laquelle, nous avons rassemblé toute la dépendance angulaire au sein de la fonction Y. En
substituant (2.277) dans (2.275), on trouve :

dr\ dr h2 ik B
E*Al
1 o (. ,0Y(0,9) 1 2°Y(0,p)
Rl-—————— = (sin6 _ , (2.278
[Y(H,q&)sin()a@(sm 50 Y(0,9)sin?0 02 (2.276)

ol I'égalité est satisfaite en introduisant une deuxiéme constante de séparation A, entre les va-
riables radiale (r) et angulaires (8, ¢). Il en découle deux équations : I'une radiale,

d(zdR) 2me?

r +r R+r22™ER+ A, R=0 (2.279)
dr dar 12 B2 L )

et ’autre angulaire :

. ( i —A1Y(0,9)=0. (2.280)

2Y(0,9) 1 2%Y(0,y)
snd 30 sin @ )+

a0 sin?@  o¢2
Par I’absence de dérivées croisant 8 et ¢, cette derniere équation est également séparable. Ainsi,

en posant
Y(6,9)=06(0)(¢), (2.281)

nous obtenons

1 d ( de(o) 2.282)

VT sinf ——)—21,0(0)=

@(9)( 1 d2<1>(q>))
dao ’

sin? 6\ ®(p) dg?

E—)Lz

qui est ici aussi vérifiée avec I'introduction d'une autre constante de séparation A,. On est donc
amené a considérer les deux équations de la partie angulaire :

d . dod) . o)
%(smﬁ 70 )—Alsm9®(9)+)tz S0 =0 (2.283)
d*o(¢)

a9 =1,®(¢) (2.284)

Nous procédons maintenant a la solution (2.284), (2.283) et (2.279).
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Considérons en premier lieu 'équation de la variable azimutale ¢. Celle-ci doit obligatoirement
admettre une solution périodique par rotation de 27t autour de I’axe z, soit

(¢ +21) = (), (2.285)

a savoir que ¢ est uniévaluée. On peut voir cette condition, comme une condition aux limites pé-
riodique d'un probleme Sturm-Liouville. On choisira alors comme solutions les formes exponen-
tielles :

1 ..
Pum(p)=\ 5", (2.286)
avec A, = —m? ou selon (2.285), m = 0,1,2,... est quantifié par un entier positif. Ici la constante

1/+/2m assure la normalisation des ®,,, sur I'intervalle [0,27] :
21
f 7 (D)2 (P)AD =6 - (2.287)
0

On considere maintenant I'équation (2.283). Pour la fonction 0, il est préférable de procéder au
changement de variable déja introduit dans le cadre de I'’équation de Laplace en coordonnées sphé-
riques (c.f. § 2.C.4), soit x = cos 8, ce qui permet d’écrire

420 de 2
(1—x2) dx(zx)—zx dix)—(alJrlsz)@(x):o. (2.288)

qui est I’équation de Legendre associée. Elle difféere de I'équation de Legendre (2.237) par le terme
supplémentaire en ‘m?’. A l'instar de cette derniere, elle posséde des points réguliers singuliers en
x ==1. Ainsi, en posant dans un premier temps, z =1 —x, '’équation (2.288) devient

2
z(2—z)@”(z)+2(1—z)@’(z)+(—Al—%)ezo (2.289)

oll z = 0 est un point régulier singulier. En substituant une solution de type Frobenius O =
zZ5 > a,z* autour de ce point, on obtient sans difficulté I’équation indicielle :

2 4 (2.290)

SS=— >SS, =t—. .
4 T2

Ainsi les deux racines different d’un entier et une seule solution série de Frobenius pour s; existe
autour de z =0 (ou x = 1), 'autre solution pour s, possede un point de branchement a z = 0 [c.f.
Eq. 2.108], ce qui n’est donc pas acceptable physiquement. Elle ne pourra donc pas étre retenue.
On proceéde maniére analogue autour de x =—1 en posant z =1+ x. On obtient alors,

2(2—2)0"(2)+2(1—2)0'(2) + (—/11 — Z(Zl_zz))@ =0 (2.291)

qui coincide avec celle obtenue précédemment. Il en résulte qu'une seule série de Frobenius existe
autour de z = 0 (x = —1) avec la méme racine s; = +m/2. De ce constat, il est commode pour
I’équation de Legendre associée (2.288 de poser une solution de la forme) :

0(x)=(1—x2)7 u(x), (2.292)
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qui apres substitution et quelques lignes d’algébre conduit a une équation pour u(x):
(1—x?)u"(x)=2(m+Dxu'(x)— (A, + m*+ m)u(x)=0. (2.293)

Il s’agit maintenant de regarder la solution pour u(x) autour cette fois-ci du point régulier x = 0,
avec la série de Taylor :

oo
u(x)zZanx”. (2.294)
n=0
Sa substitution dans (2.293) conduit sans difficulté a la relation de récurrence pour les a,, :
(n+m)(n+m+1)+ A, (2.295)
Apio = a,. .
e (n+1)(n+2) 4

D’emblée, les coefficients avec n pair sont découplés de ceux avec n impair, signifiant que nous
avons affaire a des solutions de parité déterminée. Cependant, la série de Taylor a un rayon de
convergence limitée. En effet, x = &1 étant réguliers singuliers, la série divergera en ces points, ce
qui n’est pas acceptable physiquement - la fonction d’onde étant évidemment réguliére aux poles
08 =0(x = 1) ou 8 = (x =—1). Pour remédier a ce probléeme, on peut tronquer la série a un poly-
ndme de puissance finie en fixant la constante de séparation A; a une valeur entiére annulant a,,,,
pour un certain n et pour un m donné. Cette valeur de A; est nécessairement négative et satisfait la
relation

AM=—(n+m)(n+m+1), (2.296)

—_—————— —
=( {+1

ce qui définit le nombre ¢ entier. On voit immédiatement que pour n = 0, { = m, alors que pour
n>0, > m. On conclut que ¢, en tant gu'entier positif, est contraint par I'inégalité

{>m=0,1,2,.... (2.297)

Nous verrons plus loin la signification physique treés importante de cette contrainte pour le moment
cinétique de I’électron.

On peut maintenant expliciter a partir de la formule récurrence (2.295) et de (2.296) les polyndmes
solutions de la fonction u, lesquels conduiront via (2.292) aux polynémes de Legendre associés de
premiere espece. On vérifie également que dans le cas particulier m = 0, la relation de récurrence
(2.295) se réduit a celle de (2.239) pour les polynémes de Legendre,

0,"%(x)=Py(x). (2.298)

Dansle cas m # 0, on peut expliciter al’aide de (2.295) quelques polynémes. Pour ¢ = 1, nous aurons
m =1 comme seule valeur de m admissible en conformité avec la contrainte (2.297). Dans ce cas,

Yoo

O(x)=ag(1—x%)?. (2.299)
~———
P} (x)
Pour ¢ = 2, nous aurons selon (2.297), les valeurs m = 1 et m = 2. Dans le premier cas, seule une
solution impaire pour u(x) est possible selon (2.295), avec a; #0 et as 5 = 0. Nous aurons dans ce
cas précis :

1
Ol(x)=-a,3x(1—x2)? (2.300)
3 —
=P)}(x)
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De méme pour m = 2, nous aurons une solution paire avec a, # 0, et a, 4. =0, ce qui donne

1
05(x)= 3%3(1 —x?) (2.301)

=P2(x)

et ainsi de suite pour les autres valeurs de ¢ et m. Dans les expressions précédentes, le choix de la
constante multiplicative dans la définition des P,"(x) est fixé en fonction de la normalisation que
nous précisons sans démonstration en (2.303). En procédant de la méme maniere pour d’autres
valeurs de ¢ et m # 0, on arrive a I'ensemble des polynomes de Legendre associés. En voici quelques
uns :

Plx)=(1—x%), PMx)= 2(1—x2)%(5x2—1),

P2(x)=(1—x%)?3x, PX(x)=15x(1—x%),

3
2

Pi(x)=3(1—x%), P(x)=15(1—x%
(2.302)
Comme I'’équation de Legendre associée (2.288) peut étre mise sous la forme d’un probléme Sturm-

Liouville sur I'intervalle x € [—1, 1], avec conditions aux limites en x = =1, les B (x) sont des poly-
noémes orthogonaux pour différentes valeurs de £. La relation d’orthonormalisation sera de la forme

+1
P (x)dx = 2 LFm!
f_l P (x)P,"(x)d x = 21 —m) Oy (2.303)

Afin d’avoir des fonctions orthogonales ©,"(x) normées a 1, on peut ajuster chaque constante
comme une fonction de £ et m et définir

J2e+1 [e—m)
0,"(x)= 2+ \E“nm?;! P™(x), (2.304)

comme fonctions satisfaisant a la relation

+1
J 0,"(x)0, (x)dx =6, (2.305)

-1

ou encore de retour avec I'angle 6 :

s
f @;"(0)@27(0)31n9d0 = 55@/. (2.306)
0

Harmoniques sphériques Nous sommes maintenant en mesure de construire les fonctions nor-

malisées Y (8, ¢) de 'angle solide Q2 = (6, ¢) et connues sous le nom

d’ harmoniques sphériques. Selon la définition (2.281), et les expressions (2.304) et (2.286), on peut
écrire

Y(0,0)— Y,"(0,9)=0/"(0)®,,(p), (2.307)

ce qui devient explicitement

20+1(f—m)
41 (L +m)!

Y0, ¢)=apam P/"(cos0)e*™? (2.308)
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oit @y ,, est une convention de phase : @, +,,, = (—1)*"". Les harmoniques sphériques obéissent a la
relation
Y,"(0,9)=(-1)"Y, (0, 9). (2.309)

Leur relation d’orthormalisation prend la forme

21 s
J dng sin@d0 Y,"™(0,$)Y,"(0,$)=611:6 mm- (2.310)
0 0

[aa

Les Y, sont donc des fonctions propres de I'angle solide €. Ainsi toute fonction f(6, ¢), continue
en (0, ¢), peut étre décomposée sur les harmoniques sphériques,

f(9’¢):ZAZ,mY[m(9,¢) (2.311)
{,m
ol les composantes du développement sont données par
Ag,m:ff(e,gb)Y/"*(B,qb)dQ. (2.312)
Voici quelques harmoniques sphériques :
A ¢)—L (2.313)
0 ) - \/E .
3
0
Y'(0,¢)= Ecos@ (2.314)
3 .
Y0,0)=F \ %sinHeilq’ (2.315)

Si nous revenons a la partie restante radiale (2.279) de I’équation de Schrodinger, celle-ci prend
maintenant la forme

2me?

d (rzdR "

2
— E)-i—r R+r2h—n;ER—€(£+1)R=O. (2.316)

On pose R(r) = L u(r), ce qui conduit aprées quelques manipulations algébriques a I'expression :

L
% d%u (hz (0+1) ez)
-+ — u=Eu

(2.317)

2mdr2 om 2 r

Vet

et transforme la partie radiale en une équation de Schrodinger effective ‘unidimensionnelle’ pour
u sur l'intervalle r € [0, oo] avec comme potentiel effectif
n?L+1) e?

Vetr(r)=5 - —5———» (2.318)

lequel comprend outre la partie coulombienne attractive provenant du noyau, une contribution
répulsive de la ‘ barriére centrifuge’ ~ ¢(¢ + 1)/r? éloignant la particule de ce dernier.
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Afin de parvenir a une solution pour u(r) et finalement R(r), il est instructif de travailler en variables
réduites sans dimension. On introduit les grandeurs caractéristiques de la veille théorie des quanta,
soit le rayon de Bohr

hZ
ay = ) (2.319)
me?
et’énergie d’ionisation
me*
Er=—p) (2.320)
pour ainsi introduire la variable réduite
r
=— (2.321)
ag
et'énergie réduite
E 2
—=—A5 (2.322)
E;
que I'on posera négative dans la recherche d’érats liés. L’équation radiale devient alors
d’u 2 l(l+1
2, W+ ey (2.323)

dp2 " p""  p?

laquelle présente un point régulier singulier a I'origine. A I'instar de la situation pour I'oscillateur
harmonique linéaire (§ 2.B.1), il est utile de dégager le comportement de I’équation a p — 090, soit
la ot I'action de V¢ devient négligeable. Dans cette limite, I’équation prend la forme simple :

d2
—dpi — Au, (2.324)
p—0o0

laquelle admet une seule solution acceptable physiquement, soit
u~e P, (2.325)

qui est compatible avec un comportement de carré sommable pour la fonction d’'onde d’un état lié.

Pour la partie radiale, on posera donc, u = e~ y(p), qui par substitution dans (2.323) donnel’équa-
tion pour y :
da* dy 2  ((t+1
Py _ppdY 2, U]
dp? dp p p?
Le point p =0 est toujours de type régulier singulier. On peut chercher une solution de type Frébe-
nius,

y=0 (2.326)

oo
Y)=p* D crp®, (2.327)

k=0

ce qui par substitution conduit a I’équation indicielle
sP—s—L({+1)=0, (2.328)

et aux exposants s; = + 1 et s, = —(. D’emb]ée, la solution donnée par s, présente une singularité
non physique a I'origine et ne peut donc étre retenue. On pose alors pour la premiére solution,

y=p""L(p), (2.329)
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ol L(p) est une nouvelle fonction d’interpolation entre les grandes et les faibles distances. La fonc-
tion radiale u devient
u~ptiL(p)e=r*. (2.330)

Afin d’obtenir une équation pour L, on procede a la réécriture de (2.323) :

1 d2u+ 2 y €(€+1)u d’u A [f+1)
)depz AZp A’sz

“Tapr Tt T pe

u—u=0, (2.331)

avec la redéfinition p = Ap, suivie de A =2/A. On substitue alors I'expression
u~ptL(p)e (2.332)

dans (2.331) et on obtient ’équation pour L :

d>L daL
O ——+[2({+1)—2p]— +2[n—({ +1)]L =0, 2.333
Pigpe A N=2p1 o+ 2n—(E+1) (2.333)

ot nous avons introduit A = 2n. Un changement d’échelle de distance p = 2p conduit finalement
al’équation

d?L dL
0—+[2l+1)—pl==+[n—({+1)]L=0. 2.334
Pgps HRH V=Pl +In—(C+ 1) 2.334)

On reconnait la forme de I'équation hypergéométrique confluente (2.144) avec le dictionnaire de
correspondances a «— ({ +1)—n et ¢ < 2(£ + 1). Ainsi,

L(p)—o(( +1)—n,2(t+1),p), (2.335)
ol @ est la fonction hypergéométrique confluente avec le développement en série (2.145).
La solution radiale R(p) est donc de la forme
R(p)~p'@(t+1—n,2(0+1),2p/n)e /" (2.336)

Il suffit maintenant d’établir les conditions pour qu'une telle fonction puisse étre de carré som-
mable. En fait, dans la limite des grandes distances, la fonction hypergéométrique confluente
(2.145) possede le comportement asymptotique suivant :

T
®(a,c,x — 00)— %x“‘c e”. (2.337)
Il s’ensuit alors T2(0+ 1)
+
R(p — " +p/2n’ 2.
(p—o00)—p 1"(€+1—n)e (2.338)

qui présente une croissance exponentielle non physique, sauf si

{+1—-n=0—-1,-2,...
=—k+1, k=123,..., (2.339)
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est un entier négatif ou nul. Dans ces conditions, I'(1 — k) = 00 Y, impliquant a son tour, R(p —
00) =0, et qui est acceptable physiquement.

L’impact de cette condition est considérable. D’'une part, selon I'expression de la fonction hy-
pergéométrique confluente (2.145), lorsque a = 1 — k est un entier négatif ou nul, la fonction
‘I>(1 —k,2((+1),2p/ n) devient un polynéme de degré fini dont les caractéristiques seront préci-
sées ci-dessous. De plus, la condition (2.339) mene directement a la quantification de I’énergie. En
effet, selon (2.339), n = k+/{ = 1,2,... est un entier positif non nul et si on revient a 'expression
(2.322) pour I'énergie, on aura

E;

E—)En :_ﬁ,

n={+k=0+1,0+2,... (2.340)

qui correspond a I'énergie des états liés de 'atome d’hydrogeéne.
Selon (2.277) et (2.336), les fonctions propres (états stationnaires) d’énergie E,, sont données par
90(1‘) - (Pn,é,m(r) ~ Rn,é(p)ygm(g’ ¢)
~p'®(1—k,2(¢+1),p/n)e " Y"(0, ), (2.341)
ol les n,{, m constituent les nombres quantiques des états stationnaires de 'atome d’hydrogeéne.

Afin de normaliser (2.349), il nous faut spécifier la nature polynomiale de <I>(1 —k,20+1),2p/ n)
en fonction des nombres quantiques k (ou n) et £. Pour y parvenir, il est instructif de revenir a
I’équation (2.334), laquelle peut aussi s’écrire,

2 dL
p——=+2+1)+1-pl-=+[(n+{)—(2+1)]L=0. (2.342)
dp2 N—_—— dp N—— N——
u s u

Cette équation est connue sous le nom de d’équation de Laguerre associée. Elle se distingue de
I’équation de Laguerre par la présence des termes en y. Comme nous venons de le voir les solu-
tions pour u et s entiers sont des polyndmes, les polynémes de Laguerre associés, que nous noterons
LY (p). Ils sont liés a la fonction hypergéomeétrique confluente par la relation :

LHp)=(u—s,u+1,p) (2.343)

N
Les polyndmes de Laguerre associés sont quant a eux reliés aux polyndmes de Laguerre Li(f) :

dr L,
dp

L¥(p) = (2.344)

9. On peut étendre la définition de la fonction Gamma I'(m) en (1.232) vers des valeurs m négatives en utilisant la
relation de récurrence
mI(m)=T(m+1).

Ainsi, si m = j+ 1 ol j est un entier négatif ou nul et / est un entier positif ou nul tel que m + 1 > 0, nous pouvons écrire
I(j+1+1)
G+ +1=1)--]

qui définit T(j < 0) al'aide de T'(j + 1+ 1) = (j + I)! [T(1) = 0! = 1] et d'un pole simple suite a une des parentheses au
dénominateur qui passe par zéro. Ainsi I'(j) =(—1)/ oo, pour j <0.

I(j)=
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ol les Li(p) peuvent étre obtenus par la formule de Rodrigues '° :

_dS

Li(p)= e’ dps (pse—p)

On note que LY(p) = L(p). Voici quelques polynémes de Laguerre associés :
Li(p)=—1; Ly(p)=2p—4; L5(p)=2; Ly(p)=—3p>+18p—18
L3(p)=—6p +18; L3(p)=—6; Ly(p)=4p>—48p>+144p—96; ....

Les polyndmes obéissent a la relation d’orthonormalisation sur I'intervalle [0, o0] :

(s1)?

= 5.
(s—pp ™

oo
f phe P LH(P)LY(p)dp =
0

Si on revient aux états stationnaires, elles peuvent étre des lors étre mises sous la forme :

Onem®) = Coep L2 (p)e P2 Y0, ¢)

La constante de normalisation C,, ; s’obtient par la condition

o0
f f |OnemlPridrdQ=1,
0

ce qui a 'aide de (2.310) et (2.347) permet d’écrire a un facteur de phase pres !!

4(n—L—1) 2021\ T m
)| G T 7| ) 2/ tnale ™5 70,0)

en tant qu’états stationnaires normalisés pour I'atome d’hydrogene.

Harmoniques sphériques et moment cinétique orbital

(2.345)

(2.346)

(2.347)

(2.348)

(2.349)

Lors de la solution de la partie angulaire de I’équation de Schrédinger, nous avons fait apparaitre
le nombre quantique ¢ lié a la constante de séparation A, en (2.296), permettant de rendre la fonc-
tion ©;(6) analytique sur tout I'intervalle [0, r] pour I'angle 6. La signification physique de ¢ n’est
cependant pas transparente. Comme / est lié a la variable angulaire 8, on peut s’attendre a ce que
le moment cinétique orbital soit en fait relié a ce nombre quantique. Ce qu’on se propose de faire
dans ce paragraphe, c’est de montrer que les harmoniques sphériques Y,"(6, ¢) sont en fait des

fonctions propres simultanées du carré du moment cinétique L? et de sa composante L.

10. Onnoteraiciquele choix dela constante multiplicative dans'expression des L¥ différe d’un texte al’autre. Ici, nous
avons pris la convention d’exclure le facteur 1/s! dans le membre de droite de la relation de Rodrigues. Evidemment, la

relation d’orthonormalisation (2.347) reflétera cette convention.

11. Dans I'obtention de la constante de normalisation, il est utile de faire appel a la relation de récurrence suivante :

(s—,u+1)

1 LY +(p+p—2s—1)LF+p’LY =0,

s+1

qui, al’aide de la relation d’orthonormalisation (2.347), conduit au résultat particulier :

(2s—u+1)(s!?
(s—u)!

)

f prePILY(p)Pdp =
0

lequel intervient dans la normalisation de la partie radiale des fonctions d’onde.
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En mécanique classique, le moment cinétique de I’électron est donné par I’expression

-

£ =rxp. (2.350)

En mécanique quantique, cette quantité physique devient, viale principe de correspondance, I’ob-
servable L:

> n
Y —-L=rx—-V (2.351)
l

ou p=—i#fV estla quantité de mouvement en mécanique quantique. Le produit vectoriel conduit
aux expressions des composantes du moment cinétique en représentation position :

n

Ly=>(y2:—20)), (2.352)
n

L, =7(z5x —X0,), (2.353)
n

L, :7(x3y — Y3y (2.354)

La transformation de ces expressions en coordonnées sphériques est effectuée avec les relations
suivantes entre coordonnées cartésiennes et sphériques :

x =rsinf cos ¢, (2.355)

y =rsinfsin g, (2.356)

z=rcosb, (2.357)

et

rt=x*+y*+z% (2.358)
z

6 =arccos —, (2.359)
r

¢ =arctan % (2.360)

Les dérivées sont quant a elles reliées par la transformation :
0;=0;10,+ 0,009+ 0,0, (2.361)

olli = x, y, z. Quelques manipulations algébriques permettent d’obtenir sans difficulté :

. 1 1sing
0, =sinf cos ¢ 8,+7c080cos¢ ag_?sin@ 0> (2.362)
. . 1 . 1 cos¢
0y =sinfsing J, + - cosfsing dy + Py 7 (2.363)
1
0, =cos 00, — p sin @ Jy. (2.364)

La substitution des dérivées dans (2.352-2.354) conduit aux composantes de L en coordonnées
sphériques :

n
Ly :;(— sin¢ dy —cot 0 cos ¢ J), (2.365)
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| S

L (—cos ¢ 9y +sing cotd J,), (2.366)

y =

L,=— 0. (2.367)

~] S ~

Apres quelques manipulations algébriques, le carré du moment cinétique devient
2_72_ 72 12
L°=Ly+L,+L;

=—n* a—2+ ! i+;a—2 (2.368)
B 202 tanf 00 sinf20¢2)’ '

qui est donc un opérateur différentiel du second ordre indépendant de la variable radiale r.
Considérons alors I'équation Sturm-Liouville :
L* ()= An*Y;(2),

42 a2+ 1 0 . 1 02
002 tanf 00 sinf270¢2

) Y3(Q) = AR Y, (Q) (2.369)

exprimée en termes de I'angle solide Q = (6, ¢); A est la valeur propre sans dimension et Y;(Q2), la
fonction propre correspondante, qui sera prise normalisée,

J ZL*(Q)YA(Q)dQ =1, (2.370)

avec dQ2=sinfd0d¢. Sion regarde I'expression

=Ah% >0, (2.371)

on en conclut que si L est un opérateur hermitique (L = L*), la valeur propre A est nécessairement
positive ou nulle. On posera donc
A=l +1), (2.372)

oul>0."
Si on revient maintenant a I’équation (2.281) régissant les harmoniques sphériques, on a selon 4,
trouvée en (2.296), I'’équation aux valeurs propres :
1 0 ( 0 Y/"(B,(P)) 1 22Y,™(0,¢)
— —| sin —
sin@ 20 o0 sin@  J¢2

xh?: —h? a—2+ ! iJrLa—2 Y,(0,0)=HL(+1)Y,(6, )
' 2602 tanf 80 sin?@d¢2) ¢ T ey

=l +1)Y,"(0,9),

12. L’égalité (2.372) s’établit par le fait que I'’équation qui en découle,
P+i-2r=0,

admet comme racines L1
lo=——+—-v/1+42,
2 2

soit une seule racine positive, £, pour chaque A positif, ce qui établit (2.372).
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L*Y,™"(0,9)=1*((t+1)Y,"(0, ) (2.373)

laquelle coincide avec I'équation aux valeurs propres de L? en (2.369). On démontre ainsi la corres-
pondance suivante :

(=(=0,1,2,..., (2.374)
() =Y,"(0,9). (2.375)

Finalement, a partir de I'expression de L, en (2.367) et 'expression des harmoniques sphériques
(2.373), il est aisé de vérifier 'équation aux valeurs propres de L, :

L.Y,"(0,¢)=mnY,"(0,9). (2.376)

Selon (2.373) et (2.376), il résulte donc que les harmoniques sphériques, {Y,"'(0, ¢)}, sont a la fois
fonctions propres de L? et de L, avec les valeurs propres quantifiées respectives i12(({ + 1) et mH.
Comme la valeur de m doit satisfaire £ > m [cf. (2.297) ], il s’ensuit qu’il existe 2¢ + 1 harmoniques
sphériques indépendantes pour chaque valeur de ¢ :

Y, "(0,9),Y,"10,9)...Y,20,9),Y,'(0,9),.... Y, (0,¢), Y, (6, 9). (2.377)

Le nombre 2¢ + 1 correspond aux nombres de projections possibles (valeurs propres m#) du mo-
ment cinétique L, pour un ¢ donné.

Fonctions propres et orbitales de ’hydrogéne atomique

On est en position d’exprimer les fonctions propres ou orbitales de 'atome d’hydrogene en fonction
de 'énergie E,, telle que donnée en (2.340). Ainsi, le niveau fondamental d’énergie la plus basse
correspond a la valeur minimale prise par 7, soit n = 1 avec I'énergie E; = —E; (~ —13.6eV). Si la
valeur minimale prise par k est k = 1, alors on doit avoir obligatoirement ¢ = 0, et par conséquent
m = 0. Avec la triade de nombres quantiques (n, ¢, m) — (1,0, 0), I’expression de la fonction d’onde
du fondamental devient selon (2.349) et (2.313),

P10l 0,9) =20 L2 /ap)e 1 Y10, 9)

_ 1 el (15) (2.378)
(ﬂao)z

qui décrit un nuage d’amplitude de probabilité sans noeuds et décroissant exponentiellement en
fonction de la distance. Cette orbitale est appelée ‘1s’ (s pour sharp) et est non dégénérée : une
seule fonction d’onde est associée al’énergie du fondamental. Le niveau de dégénérescence g =1.

Si on passe au premier niveau excité, soit n = 2 ayant comme énergie E, = —E;/22. Selon (2.340), il y
a alors deux couples de valeurs (¢, k) possibles conduisant a n =2, soit (0, 2) et (1, 1). Dans le premier
cas, nous avons en vertu de (2.297), £ =0 et donc m = 0, ce qui donne a partir de (2.349), (2.346) et
(2.313),

soz,o,o(rﬁ,fﬁ):\ Li(r/ag)e” ") Y00, ¢)

4(2ay)?

|t [1—r/(2ap)] e, (2s). (2.379)
\ 8ma,
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qui est également un niveau a symétrie sphérique avec cependant un noeud a r = 2a,. C’est le
niveau 2s. Pour le deuxiéme couple de nombres quantiques (1, 1), £ = 1 donnera trois possibilités de
projection pour L,, soit—1,0, et 1. Selon (2.349), (2.346) et (2.314-2.315), les trois fonctions d’onde

prennent la forme
(1,0, 0) =\| ———— 13(r/ag)[ = | e "0 y1(9, )
©2.1,-1\1L0, - 2(26{0)363 3 0 ao 1 ’

1 r .
—e RMsing e, (2p_)); (2.380)

1
— e
8 /nag ay

4 r —r ap
P2,1,0(1,8,9)=\ 2(2a—0)363Lg(r/a0)(a_0)e /e )YIO(H,qb)

1
Le_r/(za") cos0, 2p,); (2.381)

1
4 v 2mag %o

4 r —r ap
P21,41(1,0,9) =\ 2(261—0)363L§(r/a0)(a_0)e /e )Yll(a,(p)

1 1 .
=—= L er/Caging e, 2p.). (2.382)
8 ﬂag a

Ces fonctions d’onde correspondent respectivement aux orbitales 2p_;, 2p,, et 2p,, (p pour prin-
cipal). Les orbitales 2s, 2p, et 2p;, appartiennent au méme niveau d’énergie n =2, ce qui entraine
une dégénérescence g =4.
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