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RESUMEN

ESTABILIDAD DE UN MODELO MATEMATICO DE LA OBESIDAD CON
FACTOR GENETICO-AMBIENTAL

RUBEN DARIO VASQUEZ ALVAREZ

JULIO - 2018
Orientador: PhD. Roxana Lopez Cruz
Titulo obtenido: Licenciado en Computacién Cientifica

En la actualidad hay ciertas enfermedades que no se transmiten por contagio directo. Una
de estas enfermedades es la obesidad, la cual se presenta en muchos paises causando
estragos en la salud, y es una causa para generacion de otras enfermedades tales como
la diabetes, hipertension, cincer, etc. Muchas investigaciones estudian a esta enfermedad
desde un punto de vista genético-ambiental, de esta forma el modelo propuesto en este
trabajo consiste en observar cuales son los efectos que produce tanto el factor genético y el
factor ambiente. Se esta considerando 3 grupos en cierta poblacion. Personas que comen
saludable, personas que no comen saludable y personas obesas a estos se subdividen por
sus genotipos. En cuanto al factor ambiente se refiere cuando las personas con malos
habitos de alimentacion influyen en otras (buenos habitos) y viceversa.

El modelo fue propuesto por Hong F, Kelley V, Molina-Serrano K, Rhodes D, Burkow
D, Paredes M; el cual fue elaborado en el Mathematical and Theoretical Biology Institute
(MTBI). Sin embargo en el andlisis matemético de este modelo se encontrd con casos en
donde no se pudo decir nada acerca del comportamiento de ciertos puntos de equilibrio.
En este trabajo se pretende dar respuesta a uno de los casos aplicando la teoria de la
variedad central.

Adicionalmente se propone una implementacion computacional en un ambiente web. La
cual permitird una interaccion con el usuario de manera muy amigable y remota.

PALABRAS CLAVES: OBESIDAD
GENETICO-AMBIENTAL
VARIEDAD CENTRAL
AMBIENTE WEB



ABSTRACT

STABILITY OF A MATHEMATICAL MODEL OF OBESITY WITH A
GENETIC-ENVIRONMENTAL FACTOR

RUBEN DARIO VASQUEZ ALVAREZ

JULY - 2018
Advisor: PhD. Roxana Lépez Cruz
Obtained Title: Degree in Scientific Computing

Nowdays there are certain diseases which are not transmit by direct contagion. One of them
is the obesity that remains in some many countries, causing plenty of problems in the
health so this also can cause to raise others diseases such as diabetes, hypertension, cancer,
etc. There are some investigations which study this disease from a point of view genetic-
environmental so the proposed model in this work consist to observe what effects the
genetics and environment factors could produce in the obesity.We consider 3 groups in
certain population: people who eat healthly, people who do not eat healthly and obesity
people. Thoses were divided by their genotypes.When we refer to environment factor we
mean that people with appalling habits who influence to others (good habits) and vice ver-
sa. The model was proposed by Hong F, Kelley V, Molina-Serrano K, Rhodes D, Burkow
D, Paredes M, which was elaborated in the MTBI. However when we analysed mathe-
matically we found with some cases where we could not say anything about behaivour of
certain critial points.In this work we pretend to give answer to one of the cases, applying
the central manifold theory. In addition we prepose an implementation computational in
the web site which allows a splendid interplay with the user.

KEYWORDS: OBESITY
GENETIC-ENVIRONMENTAL
MANIFOLD CENTRAL
WEB SITE
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Glorsario

= Genotipo.- coleccion de genes de un individuo. También se refiere a los dos alelos
heredados de un gen particular [1].

= Locus.-es el lugar especifico del cromosoma donde esta localizado un gen u otra
secuencia de ADN, como su direccion genética. Un conjunto de locus se llama loci

[1].

= Fenotipo.-cualquier caracteristica observable de un organismo ejemplo: peso, talla,
presion sanguinea, tipo de sangre, color de ojos, etc [2].

» Gen.-la unidad fisica basica de la herencia [1].

= Polimorfismo.-significa literalmente muchas formas, asi pues, el polimorfismo genéti-
co, cromosomico o de secuencia del ADN es el responsable de la gran variabilidad
existente entre los individuos de una misma especie [3].

= SNP’s.-son un tipo de polimorfismo que producen una variacién en un solo par de
bases[1].

= Alelos.-es cada una de las dos o mas versiones de un gen. Un individuo hereda dos
alelos para cada gen, uno del padre y el otro de la madre[1].

= Fitness.-es un concepto que involucra la probabilidad de sobrevivir hasta reproducir
(y para las especies que cuidan sus hijos, hasta que los hijos sean independientes).

= Diploide.-es una célula u organismo que tiene cromosomas emparejados, uno de
cada progenitor. En los humanos, todas las células aparte de las sexuales son di-
ploides y tienen 23 pares de cromosomas. Las células sexuales humanas (6évulos
y espermatozoides) contienen un solo juego de cromosomas y se conocen como
haploides[1].

= Variedad (topologica).-es un conjunto el cual localmente tiene una estructura de un
espacio euclidiano[4]. En las aplicaciones las variedades a menudo se encuentran
como m-superficies dimensionales incrustados en R"[5].

= (" variedad diferenciable.- como un tipo especial de variedad topologica que se
puede extender a nociones de cdlculo diferencial[4].
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Introduccion

En la actualidad se estdn manifestando enfermedades que con el transcurro del tiempo
podrian volverse mundiales; tal es caso de la obesidad. El predominio de la obesidad se
ha incrementado dramdticamente en los tltimos afos; y el riesgo tiende incluso a elevarse
aun mas en los paises desarrollados, quienes ya cuentan con campaiias de prevencion [6].

Segun la OECD (Organisation for Economic Co-operation and Development) define a la
obesidad «Como el exceso de peso en los habitantes, que presentan riesgos en su salud
por la alta porcion de grasa en su cuerpo»[7].

Recientes reportes de la OECD, indican que en 10 paises de OECD, la obesidad no ha de-
tenido su incremento, sin embargo, estas variaciones han sido pequefias en comparacién
de afnos anteriores [8].

En el caso de Pert esta enfermedad se ha extendido de manera alarmante y esta afectando
mas a la poblacion infantil. Este es un tema muy preocupante debido a que pone a este
grupo etario en un rango de alto riesgo de contraer otras enfermedades relacionadas tales
como la diabetes, hipertension, complicaciones psicoldgicas, etc [9].

Por otro lado, en el 2015 la obesidad afect6 al 17, 8 % de la poblacién de 15 y mds afios de
edad que tienen un IMC (indice de masa corporal) mayor que 30. Segun su area de resi-
dencia hay una diferencia de 12,1 puntos porcentuales entre la poblacién urbana (21,9 %)
y rural (9, 8 %) que es obesa [10].

Adicionalmente se reporto que el departamento de Tacna el 30, 4 % de su poblacién sufre
de obesidad, le siguen Tumbes e Ica con 26,2 % cada una, Moquegua 25,7 % y la Pro-
vincia Constitucional del Callao 25, 4 %. Por el contrario, Huancavelica 7, 6 %, Apurimac
8,9 % y Cajamarca 9, 5 % presentan menores porcentajes [10].

A nivel mundial, por ejemplo; el riesgo relativo de contraer enfermedades debido a la
obesidad fue estimado en 6.74 % para hombres y 12.41 % en mujeres para diabetes de
tipo II, 1.84 % en hombres y 2.42 % en mujeres por hipertension, 1.72 % en hombres y
3.10 % en mujeres por complicaciones arteriales al corazon, 4.20 % en hombres y 1.96 %



mujeres por presencia de osteoporosis, 1.82 % en hombres y 2.64 % en mujeres por cancer
de rifién y 3.22 % por presencia de cancer endometrial [6].

Segun Wolf y Colditz, 1998. El costo del tratamiento de la obesidad en los Estados Unidos
ha tenido un inversién aproximada de 99 billones de USD (dolares americanos) en el aio
1995. 52 billones de USD fueron asociados directamente a costos médicos. En Canada en
2001 el costo fue de 4.3 billones de CAD (délares Canadienses) de los cuales 1.6 billones
de CAD fueron costos directos y 2.7 billones de CAD fueron indirectos. Por otro lado en
el Reino Unido fue estimado que, el rango del costo relacionado a la obesidad iba desde
448 millones GBP (libra esterlina britanica) en 1998 a 1.1 billon de GBP en 2004 [6].

Existen dos multicentros de estudios cuya funcién es la de obtener datos y comparar-
los. Uno de estos multicentros llamado HELENA (Espafia) que fue fundado en el sexto
«framework programme »y el otro multicentro IDEFICS (Alemania).

El multicentro HELENA tiene 4 diferentes proyectos. Los mds relevantes con relacién a
los adolescentes fueron: a) Evaluacion transversal de factores de riesgo y b) Evaluacion
piloto a través de la web sobre el estilo de vida. Por ejemplo para la evaluacién trans-
versal, mds de 3000 adolescentes fueron reclutados en 10 ciudades de Europa. Se aplicé
un conjunto de medidas de estatus nutricional y estilo de vida; fueron evaluados también
la ingesta dietetica, conocimiento de nutricién y preferencias de comida. Por otro lado,
también se midio la composicion de la masa corporal usando antropometria, la actividad
fisica fue medida con acelerometros y se empleo el cuestionario internacional de activi-
dad fisica (adaptado para adolescentes). Ademads de estos estudios, también se revisaron
algunos a nivel genémico. Fueron analizados mas de 70 genes en los cuales se estudio
700 SNP’s.

El multicentro IDEFICS tiene un proyecto integrado que investiga dos propdsitos: por
un lado evalua la etiologia de la dieta y el estilo de vida relacionado a las enfermedades
y desordenes,enfocandose fuertemente en la obesidad y sobrepeso de los nifios y ado-
lescentes, por otro lado implementa programas de prevencién. Para aquellos propdsitos
IDEFICS ha reclutado aproximadamente 16,000 nifios de 6-8 afios en 8 paises de Europa.
En general la ejecucion del programa incluye medidas antropométricas, pardmetros clini-
cos como: presion de la sangre, coleccion de urea, saliva, anédlisis genéticos; acelerometro
para evaluar la actividad fisica, algunos evaldan el test para la aptitud fisica, evaluacion del
comportamiento nutricional mediante cuestionarios de comidas frecuentes y entre otras
evaluaciones [6].

Esta idea de establecer proyectos con el fin de hacer estudios experimentales y luego
compararlos con otros paises puede ser muy util para comunicar a la poblaciéon sobre
el problema de la obesidad. Desafortunadamente esta clase de proyectos solo existen en
paises desarrollados [6].



En el caso de Peru existe un centro de investigacion llamado INEI (Instituto Nacional de
Estadistica e Informética) que por medio de la ENDES (Encuesta Demografica y de Salud
Familiar) logra recolectar datos sobre obesidad en el Peru.

En el estudio de la obesidad, se tienen muchos factores en cuenta los cuales pueden ser
sociales, genéticos, geograficos, etc. En muchos estudios tratan a la obesidad desde un
punto de vista social por ejemplo Enjima.et al [11] plantea un modelo matematico SIR,
que toma en cuenta 3 clases de poblaciones, no obesos (susceptibles), obesos (infecta-
dos), ex-obesos (recuperados). Su estudio se realiza a un nivel social, pues existiria
interaccion entre un obeso y un no-obeso. Esto resulta ser también un factor, pues
la educacion influira en la obesidad [8] . Por otro lado Thomas .et al [12] plantea otro
modelo basdndose en los IMC, esta medida es un indicador de la grasa corporal, aunque
no mide exactamente la grasa del cuerpo pero las investigaciones han mostrado que IMC
se relaciona directamente con la grasa corporal [13]. En su trabajo separa a la poblacién
segtn el IMC.

El presente trabajo se enfocard en dos factores, el genético y el ambiental, los cuales en
estos tiempos, se estudian de manera conjunta [14]. Por un lado se han realizado varios
estudios a nivel genético y se ha encontrado, que algunos rasgos fenotipicos pueden ser
heredados, tales como IMC, suma de grosor del pliegue cutaneo, grasa corporal, y niveles
de leptina, fue asi como investigadores empezaron con la bisqueda del gen responsable.
Para encontrar al gen los investigadores se enfocaron en el locus y sus funciones, y en esa
busqueda lograron identificar 127 candidatos de los cuales solo les llamo la atencidn sus
polimorfismos. En 2007, la WTCC (the welcome trust case control consortium) reportd
que el polimorfismo rs9939609 fue mas significativamente relacionado con el riesgo de
obesidad, este polimorfismo pertenecia al gen FTO (fat mass and obesity-associted pro-
tein) el cual se encuentra en el cromosoma 16, el cual tuvo una fuerte contribucién en los
fenotipos de obesidad en aldultez y en nifiez [6]. De particular interés es la distribucion
amplia del riesgo de tener el gen FTO en la poblacion europea es de 63 heterocigotos 'y 16
homocigotos, es decir si se estima una porcion de personas que tiene una descendencia do-
minante [6]. En estudios recientes de GWA (Genome Whole Asosiation) se encontré que
el polimorfismo rs17782313 era el responsable de la obesidad monogénica (gen mcr4).

Por otro lado la dieta y el estilo de vida juegan un rol importante en la obesidad, a esto se
denomina factor ambiente. Para explicar como influye este factor se basara en la energia
que entra y en la energia que sale del cuerpo, entonces se dird que una persona puede
ser suceptible a ser obesa si la energia que entra es mucho mayor a la que sale, para que
suceda este hecho el estilo de vida tendria que ser muy desordenado, por ejemplo, no
comer saludable, sedentarismo,[6]. Estos comportamientos pueden ser contagiados entre
personas en términos de interactuar una con otra.

Se ha observado que existen personas con sobrepeso que son sedentarias, en estudios ex-
perimentales fueron sometidas a una intensa actividad fisica en donde se revel6 que su



cuerpo no estaba acostumbrado a dicha actividad y mucho menos a una mas intensa, por
lo que se sugirié en campaiias de concientizacion que la actividad fisica para adolescentes
y nifios con sobrepeso y obesos fuera moderada para lograr que sea rutinaria y fructifera.
En otras palabras la actividad fisica es fundamental para evitar este tipo de enfermedad,
sin embargo si una persona no tiene ese estilo de vida es necesario hacerlo rutinario [6].

Si se enfoca en la forma de alimentarse, debido al tiempo, en estos dias hay un gran can-
tidad de restaurantes de comida rapida que capta la atencion de varios usuarios debido
a la cantidad de porcion que se ingiere ademas de tipo de bebida gaseosa; entonces es-
ta situacion ha llevado a investigar el impacto de los restaurantes de comida ripida en
poblaciones con sobrepeso. Para llevar a cabo este estudio se comenzé con los colegios,
algunos de ellos con ambiente no saludable contribuia a un estilo de vida no saludables y
probablemente a la obesidad en los estudiantes. Otra forma de influir en el estilo de vida
de los ninos y adolescentes son los comerciales de la television[6].

Hasta ahora se ha explicado esta enfermedad con los factores genetico y ambiental por
separados, pero ;Por qué genético-ambiental? Esto estd basado en un teoria propuesta por
Neel, que habla sobre la interaccion de la predispocion genética «hacia el almacenamiento
de energia»el cual fue heredado de nuestros ancestros y estilo de vida desordenado en los
tiempos modernos, la predisposicion genética es descrita por el «genotipo ahorrativosel
cual, se dice que cierta variacion genética favoreci6 a nuestros ancestros un almacena-
miento de energia durante la hambruna y las heladas. Sin embargo la disponibilidad de
comida y la inactividad fisica hizo que estas variaciones genéticas confieran un gran ries-
go de trastornos metabdlicos y acumulacion de grasa en el cuerpo ([6],[15]).

Para plasmar matematicamente la teoria bioldgica de este fendmeno, obviamente tenien-
do en cuenta algunas hipdtesis que mas adelante se dardn a conocer, se planteé un modelo
matematico basado en ecuaciones diferenciales cuyo objetivo es estudiar el comporta-
miento de la poblacion obesa basandose en el factor genético y ambiental.

Para entender un poco mejor que es un modelo matemadtico, primero se debe comprender
que es un modelo. Se definird modelo como la representacion o descripcion de algo que
no puede ser directamente observado [16], asi surge la idea de modelamiento que es la
actividad en cual pensamos como hacer modelos para describir comportamientos de algin
objeto de interés. Para describir dichos comportamientos se puede usar palabras, dibujos,
programas de computadoras, formulas matematicas, en otras palabras el moldeamiento
se puede hacer usando muchos lenguajes incluso simultineamente. Debido a que en este
caso se esta usando un lenguaje matematico se puede definir a un modelo matemaético
como la representacion matemdtica del comportamiento del mundo real.

La importancia del modelamiento matematico es que utiliza partes fundamentales del
método cientifico, ya que en el proceso de modelar toma partes fundamentales este. Para
explicar un poco mejor esto, se dird que hay dos tipos de «mundos»: mundo real y mundo
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conceptual. El «mundo real»es aquel donde se observan los fendmenos y comportamien-
tos, los cuales son objetos de estudio. En el «mundo conceptual», es abstracto, como por
ejemplo, la teoria matematica, que el hombre ha establecido, gracias a estas herramientas
€l sera capaz de entender el «mundo real». Este mundo tiene tres estados: observacion,
parte del método cientifico en donde se recolecta datos a través de experimentos o evi-
dencia empirica; modelamiento, parte en donde se analiza las observaciones con el fin
de construir un modelo matematico, modelos que: describiran, explicaran el fenémeno y
predecir su comportamiento; prediccion, parte del método cientifico que nos va a brindar
un posible comportamiento de un fenémeno que atin no ha ocurrido en el «mundo real».A
pesar de que los modelos matematicos predicen, estos pueden pueden ser efectivos o pue-
den ser refutables.

La estructura del presente trabajo esta organizada de la siguiente manera:

En el capitulo 1 se describié un poco de poblaciones genéticas las cuales son representa-
das matemadticamente respetando las leyes de Mendel y Hardy-Weinberg. Seguidamente
se enfoca en la teoria de Ecuaciones diferenciales, tomando algunos conceptos y teoremas
de existencia, unicidad y algebra lineal. Finalmente se presenté conceptos basicos de la
teoria de la variedad central.

En el capitulo 2 se revisé en ver los antecedentes del modelo que se va a estudiar.

En el capitulo 3 se analizé mateméaticamente el modelo de la obesidad con factor genético-
ambiental : existencia,unicidad,invarianza positiva en todos los 3 casos de los cuales en
los dos ultimos se presentan puntos en donde, uno de los autovalores asociados al Ja-
cobiano de estos puntos son ceros, en donde no se pudo responder nada acerca de su
estabilidad. Sin embargo solo se present6 solucion al tercer caso usando la teoria de la
variedad central.

En capitulo 4 se muestran las simulaciones de los casos estudiados y son mostrados con
sus respectivas interpretaciones. Ademads se muestra la forma de combinar la parte comer-
cial y la parte cientifica con la finalidad de hacer una interfaz amigable que nos permita
visualizar las soluciones del modelo planteado y sus respectivos casos.

En capitulo 5 se exhiben las conclusiones correspondientes al estudio del modelo pro-
puesto.

Finalmente en los apéndices se encuentran el c6digo que implementa el algoritmo en el
lenguaje de programacién Python que aproxima las soluciones del modelo y en el otro
apéndice, otros resultados usados.



Capitulo 1

Conceptos Basicos

Para entender el modelo, se introducird conceptos como: poblaciones genéticas, en donde
se hablard sobre la ley de Hardy-Weinberg. Por otro lado se presentard herramientas ma-
temadticas, las cuales serdn utiles en el estudio analitico del presente problema.

1.1. Poblaciones genéticas

Se necesita formular una relacion especifica entre frecuencias de los alelos y de los geno-
tipos.

Se considera una poblacién de N individuos diploides. Sean los alelos A, a (dominante
y recesivo respectivamente). Se considera las subpoblaciones con su condicion genetica,
genotipos AA, aa, Aa (homocigotos y heterocigotos)([17])

N 44 : nimero de individuos con genotipo AA.
N 4, : nimero de individuos con genotipo Aa.
N, : nimero de individuos con genotipo aa.

N = Nag + Nag + Nag (1.1)

Se designa la frecuencia o proporcion de los tres tipos de individuos:

Naa

X = A
N
NAa

Y = 1.2
N (1.2)
N,

Z: aa
N



Utilizando (1.2), entonces (1.1) se convierte en:

X+Y+2=1 (1.3)

La pregunta es: Si se tiene las frecuencias de los alelos, ;se puede calcular la frecuencia
de los genotipos? Para lograr esto se necesita plantear algunas suposiciones:

1. Tamafio de la poblacién es muy grande.
2. Ocurrencia de apareamiento aleatorio.
3. No hay mutacion.

4. No hay emigracion.

Con esas suposiciones es como se formulard matematicamente el principio de Hardy-
Weinberg ([18]).

Se procede hacer un apareamiento aleatorio para hallar las proporciones de individuos de
la siguiente generacion:

Madre Padre | Frecuencia Prob(AA) Prob(Aa) Prob(aa)
AA AA X? 1 0 0
AA Aa XY 0.5 0.5 0
AA aa XZ 0 1 0
Aa AA YX 0.5 0.5 0
Aa Aa Y? 0.25 0.5 0.25
Aa aa YZ 0 0.5 0.5

aa AA ZX 0 1 0
aa Aa Y 0 0.5 0.5
aa aa 7? 0 0 1

Cuadro 1.1: Probabilidades y frecuencias

Para hallar las probabilidades en los apareamientos se procede a aplicar las leyes de Men-
del, por ejemplo. Si se aparean individuos con genotipo AA y AA se obtiene el siguiente
resultado:

Alelo | A A
A AA | AA
A AA | AA

Cuadro 1.2: Primer apareamiento

Del cuadro (1.2) se deduce: después de este apareamiento, el 100 % de toda la poblacién
tendrd el genotipo AA. Entonces la probabilidad de que la siguiente generacion tenga el
genotipo AA es 1 y para los demas genotipos es 0, ver cuadro (1.1).



Por otro lado la frecuencia relativa se halla multiplicando la proporciones de cada genoti-
po ([19]) es decir:

Fre(AA x AA) = Pro(AA)Pro(AA) = X.X = X? (1.4)
Se hace un apareamiento aleatorio de la poblacion, para obtener la siguiente generacion la

cual denotaremos X', Y’ Z'. Se procede a multiplicar la frecuencia de cada apareamiento
con su respectiva probabilidad (ver cuadro (1.1))

Fre(AA x Aa) Fre(Aax AA) Fre(Aa x Aa)

X' '=Fre(AA x AA
re(Adx A4)+ 2 * 2 - 1
/ 2 Y2
X' =X +XY+I
Y,:Ffre(A;lea)+FT6(AAXGG)+FTG(A62L><AA)+Fre(A;L><Aa)
Fre(A2a><aa)+Fre(aaXAA)+Fre(a;L><Aa)
XY YX Y? YZ zY
v =22 pxze i L 2 gy 2D
s XZ b H 2N+
! Y2
Y:XY-I—ZXZ—I—YZ—I—?
Fre(Aa x A Fre(A F A
P re (Aa x a)_l_ re ( axaa)+ re (aa X a)—i—Fre(aaxaa)
4 2 2
Y2
7' =7 +Y 7+ —

4

Después del cdlculos se tiene:

! Y ?

o (xeh)

, (Y Y

Y _2(5+Z) (X+§) (1.5)
, \°

z_(z+5)

Para obtener la siguiente generacion se basa en (1.5). Sea X", Y" | Z" las proporciones de

la siguiente generacion.
2
X/l — (X/ + z)
2

Y’ Y’
Y'=2—+Z X +—

(F+2) (v +3)
Z,/:<Z/+Y?/>2
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do (1.3) y (1.5)
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Teorema 1.1 (Teorema de Hardy-Weinberg). (/20]) Bajo las condiciones dadas en una

poblacion. Teniendo las frecuencias de los genotipos X (AA),Y (Aa) e Z(aa). Estas al-

canzan después de un apareamiento aleatorio una frecuencia estable. x*,2x(1 — ) y
Y

(1 — x)? donde v = X + 5 Y 1l—x = bl + Z, ademds si las frecuencias son de la

forma: x* 2x(1 — z)(1 — x) y (1 — x)? entonces las frecuencias son estables para todas
las generaciones.

q
1 0.9 0.8 0.7 0.6 0.5 0.4 0.2 0.2 0.1 o
a 1 o k J } } J i i
'C
g o8 i
S q° [
E‘ 0.6 2pq
¥ 0.4 -
a 0.4
g
c 0.2 A
@
o
1] ’ T T T T T T T ' \
o 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.5 0.7 0.8 0.8 1

P

Figura 1.1: Principio de Hardy-Weiberng, Tomado de [21]
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1.2. Teoria Ecuaciones diferenciales

En esta seccion se revisa sobre la teoria de ecuaciones diferenciales, la cual sera aplicada
en el desarrollo del problema.

Definicion 1.1 ([22]). Sea A € R™ ™ una matriz entonces el numero X\ es llamado auto-
valor si:

det(A—X)=0

Un autovector asociado al autovalor )\ es un vector diferente de cero tal que:
(A=X)v=0

En donde I representa la matriz identidad.
Definicion 1.2 ([S]). Se considera en general un campo vectorial autonomo:

= f(x) (1.6)
Seaw € R", entonces se dice que T es punto de equilibrio de f, si satisface

f(@) =0 (1.7)
Es decir son soluciones constantes, o que no cambia en el tiempo.

Definicion 1.3 ([23]). Si f : R" — R" es diferenciable en T entonces las derivadas par-

ciales —:;j = 1,...n todas existen en T.
81’]’
_ — df (z) n
Df(z)x = jEZl o, zj,Vr € R

Esto es, si f es una funcion diferenciable la derivada D f es dada por la n x n matriz

Jjacobiana la cual sera denotada:
Ofi
D =
o) = (52

Definicion 1.4 ([24]). Sea 2’ = f(x) un sistema no lineal y T un punto de equilibrio de f
entonces:

» Se dice que T es un punto hiperbdlico si los autovalores de D f(T) son diferentes
de cero.

» Se dice que T es un punto no-hiperbdlico si alguno de los autovalores de D f(T) es
cero.

Definicion 1.5 ([23]). Sea 2’ = f(z) un sistema no lineal, sea T un punto de equilibrio
de este entonces:

11



» Se dice que T es un punto atractor o estable si todos sus autovalores de D f(T) son
menores que cero.

» Se dice que T es un punto silla o inestable si alguno de los autovalores de D f(T)

es mayor que cero.

Teorema 1.1 (Teorema de existencia y unicidad paras sistemas lineales). (/25]) Si A €
R™™ ™y xq € R™ ™ entonces existe una tinica solucion del P.V.I

¥ = Az (18)
z(0) = xo '
y es dada por: 6 R—R"

t—d(t) = g

Definicion 1.6. ([25])Sea U C R™ un abierto 'y f : U—R"™ un campo vectorial.

1. Decimos que f es de Lipschitz en U si y solo si 3C' > 0 tal que
[f(x) = fW)| <Cle—y[;Vo,y U

2. Decimos que [ es locamente de Lipschitz en U si solo siVxq € U, 3Ir =1 (xg) > 0
tal que f es de Lipschitz en Br [xo] C U.

Teorema 1.2. ([23]) Sea [ : U—R" una funcion continua. Donde U es un subconjunto
abierto en R"™ denotemos por:

OF _ (95 i _q.n
or Ox; o

Si e es continua en U, entonces f es localmente de Lipschitz sobre U
x
Teorema 1.3 (Teorema de Picard). (/25]) Sea U C R™ un subconjunto abierto y f :
U—R" un campo vectorial. Si f es localmente de Lipschitz en U entonces para cualquier
to € R existe una vinica solucion del P.V.I.:

!/
e = 1z) (1.9)
z(0) = x¢
definida en el intervalo 1, [ty] = [to — a, to + «, donde o = %

y N >maz{|f(z)|;z € Brlzo|}

12



1.2.1. Cambio de coordenadas para sistemas lineales
Los siguientes resultados fueron tomados de ([26])
Definicion 1.7. Una transformacion T : R™ — R" es lineal si cumlple:
T(ax+ Py) = aTz + Ty, Vo, B € R;z,y € R" (1.10)

Teorema 1.4. Una matriz B € R"*" es invertible si 'y solo si det(B) # 0

Seal": R" — RR" definida de la siguiente forma:

Tr = Bx (1.11)

donde B € R™*",

Afirmacion 1.1. T es lineal

Demostracion. En efecto dados o, 5 € Ry x,w € R"

T(ax + pw) = B(ax + pw)
= B(ax) + B(fw)
= aBx + fBw
=aoTlxr+ fTw

Por lo tanto, 7" es lineal O

(1.12)

Observacion Una transformacion lineal 7' : R™ — R”™ definida como (1.11) se dice que
es invertible si solo si B es invertible.

Teorema 1.5 (diagonalizacién). Si los autovalores A1, ...\, de una matriz B € R™"
son reales y distintos entonces el conjunto {v, ...v,} de autovectores asociados a sus

respectivos autovalores forman una base en R", la matriz P = (v, . .., v,) es invertible
y PYAP = diag(\y, ..., \y).

La técnica algebraica de diagonalizacion serd usada para reducir sistemas de EDO’s li-

neales.

Sea el sistema lineal:

2= Ax (1.13)

con A € R™ "™y con sus autovalores Ay, ... A, reales y distintos.
y y

13



Entonces segun el teorema (1.5) 3P~! invertible tal que P~'AP = diag(\i,...,\,)
de esa forma se puede considerar la siguiente transformacion lineal invertible (pues P 1
también lo es):

T:R—R"
r—Tr =y =Pz

Entonces (1.13) puede ser transformado a:

Y =dia(\, ..., \)Y (1.14)
En efecto se tiene que:
Tr=y=P'z
yl — P_l.T/
y =Pt Ax (1.15)
y =P 'APy

y = diag(A, ..., \n)y

Esto quiere decir que la aplicacion T' convierte soluciones de ' = Ax a soluciones de ¢y =
diag(Ai, ..., A\n)y. Alternativamente, 7~ lleva las soluciones de v = diag(\, ..., \n)y
a las soluciones de ’ = Ax.

Ejemplo 1. (/23])Consideremos el siguiente sistema lineal:

Ty = —x1 — 319 (1.16)

Ty = 219
Se identifica rdpidamente la matriz A:

a=(% )

Se calcula los autovalores y los autovectores asociados:

M= Lo =2y Vi =(1,0),Vs = (~1,1)

Entonces el punto (0,0) es inestable (por definicion) y ademds 3P invertible tal que:

(1 -1 Lo (11
(o2 ) =)

Tomando la siguiente transformacion Tx = P~'x = y se obtiene el siguiente sistema:

= =%
Yo = 2Yo

~ =~

(1.17)
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Este ultimo sistema es equivalente al sistema anterior. Graficamente utilizando PPLANE
[27]. Se puede observar como afecta la transformacion pero el comportamiento de las
soluciones sigue siendo la misma:

x

File Edit Window Solution Graph Options

¥ =33y
s

Figura 1.2:
x
File Edit Window Solution Graph Options
=
iy i VIRIRNIN
% rs | 5 N BN
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Figura 1.3: Orbitas del sistema transformado
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Definicion 1.8 ([5]). Sea S C R™ un conjunto, entonces:

Se dice que S es invariante bajo el campo vectorial ¥ = f (x) si para xo € S se tiene
z (t,0,z0) € S, Vt € R (donde x (0,0, x)).

Si se restringe para (t > () entonces se refiere a S como un conjunto invariante positivo
Y para tiempo negativo conjunto invariante negativo.

Esto quiere decir que si se toma un valor cualquiera en el conjunto .S entonces aplicando
cierta transformacion ese valor seguird permaneciendo en .S.

Definicion 1.9 ([S]). Un conjunto S C R™ se dice ser un C"(r > 1) variedad inva-
riante si S tiene una estructura C" variedad diferenciable. Similarmente un conjunto
invariante positivo (respectivamente negativo) S C R"™ se dice ser un C"(r > 1) po-

sitivamente(respectivamente negativo) una variedad invariante si S tiene una estructura
C" variedad diferenciable.

1.2.2. Subespacios estables,inestables y centrales de un sistema lineal

Los siguientes resultados pueden ser revisados en ([23]) y ([5])

Sea un sistema lineal:

d
d_f:Ax,xeRn (1.18)

donde A es una matriz constante n. X n. La solucion de sistema lineal a través de el punto
xo € R"ent = 0 es dado por:

z(t) = ey
donde ) .
et :I+At+§A2t2+§A3t3+...

En donde I se denota como la matriz identidad.

Se define E°, B, E° subespacios respectivamente del sistema (1.18) que son definidos
como:

E* = span{ey, ... es}
E" = span{esi1, ..., esiu}, stu+c=mn (1.19)

C
E¢ = span{esiuii, -, €stutet
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Donde ey, ..., e son los autovectores de A, correspondiente a los autovalores de A te-
niendo parte negativa, €11, ..., €51, son los autovectores de A correspondiente a los
autovalores con parte real positiva finalmente e, ,1,. .., €514+ SON los autovectores de
A correspondiente a los autovalores con parte real cero. £°, E* and E° se refieren a los
subespacios estable, inestable y central respectivamente.

Se puede representar R™ como la suma directa de los tres subespacios denotado FE?,
E* E*. Esto es:

R"=F®FE"® E°

Observacion
E*, E*y E° son ejemplos de subespacios invariantes al flujo e, por ejemplo si se toma
un punto y, € E*® entonces ey, € E°, parat — 0o

1.2.3. Variedad Estable, inestable y central para puntos criticos de
sistemas no lineales

Los siguientes resultados acerca de variedades, fueron tomados de ([5])

Sea el sistema no lineal:

¢ = f(z),z € R" (1.20)

Sea x = ¥ un punto de equilibrio. La pregunta es ;Qué se puede decir sobre la naturaleza
de las soluciones del punto x = Z?. Como ya se tiene conceptos basicos sobre sistemas
lineales entonces el sistema no lineal pasara hacer linealizado a través del polinomio de
Taylor alrededor del punto cero, en donde es mas facil su estudio. Para esto se hace lo
siguiente:

Se transforma el punto x = ¥ al origen via la traslaciéon y = = — 7 asi (1.20) se convierte
en:

y=f@+y),yeR” (1.21)

Por la expansion de Taylor, f(Z + y) cercade z = T:

y =f@) +Df@)y+ R(y),y €R" (1.22)
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donde R(y) = O(|y|*) y se conoce que f(T) = 0, pues Z es un punto de equilibrio.

Asi se tiene que (1.22)

Yy =Df(Z)y+ R(y),y € R" (1.23)

Debido que se esta linealizando, R(y) es despreciado:

y =Df(@)y,y € R" (1.24)

Donde A = Df(7) tiene la informacién acerca de la naturaleza de las soluciones de
punto x = T de la ecuacion no lineal. Sin embargo, esto siempre sera util si el punto es
hiperbdlico, gracias al teorema de Hartman-Grobman ([23]); pero en el problema que es
presentado en este trabajo se tiene un punto no-hiperbdlico, en ese caso la parte linealiza-
da ya no dard informacion suficiente de este.

Para saber el comportamiento de un punto no-hiperbdlico se tendra que tener en cuenta el
R(y), tomando (1.23)

Por otro lado por el cambio de coordenadas se puede llevar (1.24) a la siguiente forma:

U A, 0 0 U
v = 0 A, O v (1.25)
w’ 0 0 A, w

donde T~y = (u,v,w) € R*XR*xR¢,s+u+c = n, A, es una matriz de s X s y contiene
autovalores con parte real negativa, A, es un matriz de v X u que contiene autovalores con
parte real positiva y finalmente se tiene A, es un matriz de ¢ X ¢ y contiene los autovalores
con parte real cero.

Se usa el mismo cambio de coordenadas se puede llevar (1.23) a la siguiente forma:

u' = Agu+ Rg(u, v, w)
v = A+ Ry(u,v,w) (1.26)
w' = Aaw + R.(u, v, w)

Donde Ry(u,v,w), R,(u,v,w)y R.(u,v,w) son los primeros s, u, and ¢ componentes,
respectivamente del vector 7' R(TY)

El estudio de la variedad central se enfocara en (1.26)
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Teorema 1.6. Supongamos que (1.26) es C",r > 2. Entonces el punto fijo (u,v,w) = 0
posee una C" variedad invariante estable W}, .(0), una C" variedad invariante inestable
WL.(0), una C" variedad invariante central W, .(0) todas interceptando en (u,v, w) = 0.
Estas variedades son tangentes a los subespacios invariantes del campo vectorial (1.25)
en el origen y por lo tanto son localmente representados como curvas o superficies. En
particular se tiene:

W (0) = {(u,v,w) € R® x R* x R°|v = hl(u),w = hi (u); Dh3(0) = 0, Dh (0) = 0;
|u| suficiente pequeiio}

We(0) ={(u,v,w) € R®* x R* x R|u = h;;(v),w = hi(v); Dhi(0) = 0, Dh (0) = 0;
|v| suficiente pequerio}

WiE(0) = {(u,v,w) € R® x R* X R|u = hi(w),v = h(w); Dh;(0) = 0, Dh;, (0) = 0;
|w| suficiente pequerio}

(1.27)

Donde hi(u), he (u), h(v), b (v), hS(w) y hS(w) son funciones de clase C". Mas aiin las
trayectorias en W _(0) y W} (0) tienen las mismas propiedades asintoticas en E* y E"
respectivamente. Principalmente las trayectorias de (1.25) con condiciones iniciales en

W .(0)(W}.(0)) aproxima con una tasa exponencial asintoticamente como t — +00

(respectivamente t — —00).

Variedad central para campos vectoriales

Si en el (1.26) no existiera el subespacio inestable, es decir E* = 0 entonces (1.26) se
convierte en:

' = Az + f(a,y)

1.28
Yy = By+g(z,y), (z,y) € R xR (1.28)

f(0,0)=0,Df(0,0)=0

9(0,0) = 0,Dg(0,0) =0 (1.29)

Gracias al cambio de coordenadas podemos llegar a la forma (1.28) en una vecindad del
punto fijado (0, 0).

En la ecuacion (1.28), A es una matriz de ¢ X ¢ con autovalores con parte real cero. B es
una matriz con autovalores con parte real negativa, f,g € C"(r > 2)
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Definicién 1.10 (Variedad central). Una variedad central local (W[, .(0)) para (1.28) es
una variedad invariante definida por:

Wige(0) = {(z,y) € R® X R*|y = h(x),[z] < 4, h(0) = 0, Dh(0) = 0}
para 6 suficientemente pequernio.

Se tiene que h(0) = 0y Dh(0) = 0 implica que W*(0) es tangente a E° en (z,y) = (0, 0).

Teorema 1.7. ([5]) Si existe una C" variedad central para (1.28). La dindmica (1.28)
restringida para la variedad central es para u suficientemente pequeiio, dada por el si-
guiente campo vectorial ¢ — dimensional:

u = Au+ f(u,h(u)),u € R (1.30)

El siguiente resultado implica que la dindmica (1.30) cerca © = 0 determina la dindmica
de (1.28) cerca de (z,y) = (0,0).
Teorema 1.8. ([5])

= Supongamos que la solucion cero de (1.30) es estable(asintoticamente estable)(inestable),
entonces la solucion cero de (1.28) también es estable(asintoticamente estable)(inestable).

» Supongamos que la solucion cero de (1.30) es estable.Entonces si (x(t),y(t)) es
una solucion de (1.28) con (x(0),y(0)) suficientemente pequeiio entonces existe
una solucion u(t) de (1.30) tal que para t — oc.

x(t) = u(t) + O(e™ )

y(t) = h(u(t)) + O(e™) (1.31)

donde ~y > ( es una constante.

La pregunta es como calcular la variedad central. La respuesta a esta pregunta viene de
calcular la funcién h(z). Para esto se procede:

Supongase que se tenga una variedad central:

We(0) = {(z,y) € R® x R°ly = h(x), 2| < 6,h(0) =0, Dh(0) =0} (1.32)

con ¢ suficientemente pequefio. Usando invarianza de W¢(0) bajo la dindmica (1.28). Se
derivara una ecuacién quasilienal que h(z) debe satisfacer:

1. Las coordenadas (z,y) de un punto en W¢(0) deben satisfacer:
y = h(z) (1.33)
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2. Derivando (1.33) con respecto al tiempo implica que las coordenadas (z’,y’) de
algtin punto en 1W¢(0) debe satisfacer.

y' = Dh(x)z’ (1.34)

3. Algtn punto de W¢(0) obedece a la dindmica generada por (1.28) en consecuencia,
substituyendo:

' = Ax + f(z,h(x))

y' = Bh(z) + g(z, h(z)) (1.35)

dentro de (1.33):

Dh(z)[Az + f(x,h(x))] = Bh(x) + g(z, h(x)), 6
N(h(x)) = Dh(x) Az + f(z, h(x))] — Bh(z) — glz, h(x)) = 0
(1.36)

La ecuacion (1.36) es una ecuacién diferencial parcial cuasilineal que h(x) debe satisfa-
cer para que su curva 6 superficie sea invariante a la variedad central. Para encontrar la
variedad central se debe resolver (1.36).

Desafortunadamente es probablemente dificil resolver (1.36). Sin embargo hay un teore-
ma que da un método, para calcular una aproximacion para la solucién (1.36) para algin
grado deseado de exactitud.

Teorema 1.9. ([5]) Sea ® : R® — R* un C" una aplicacion con ®(0) = 0 = D®(0) ral
que N(®(x)) = O(|z|*) con x — 0 para algiin ¢ > 1. Entonces:

|h(z) — (z)| = O(|=[")
Ejemplo 2. ([28])Consideremos el siguiente sistema:

¥ = xy + ax® + by’x
mar e (1.37)
Yy = —y+cx”+dzy

Demostracion. Observese que un punto de equilibrio es (0, 0) asi solo resta poner el sis-
tema (1.37) de la siguiente manera:

2\ (0 0 xy + ax® + by’x
( Yy ) - ( 0 —1 ) + ( cx?® + dx’y (1.38)
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Tomando los autovalores del Jacobiano es decir:

0 0
A= ( 0 ) (1.39)

A0
0 A+1

— AA+1)=0
A =0, =—1

:>det()\I—A):‘ ‘:o

Asf existird la variedad central W, .(0)
r € R! y ademds y € R! pero se necesita encontrar h(z) = .
Para aplicar el teorema (1.9) se tiene lo siguiente:

d: R - R!
= N(h(z)) = @' (z)[Az + f(z,h(z))] — B®(z) — g(z, P(z))
endonde A=0y B =-1
—> N(h(z)) = ¥'(2)[f(z, 2(z))] + 2(z) — g(z, ®(x))

donde:
f(z,y) = 2y + az® + by*x, g(z,y) = —y + ca® + da’y
f£(0,0) =0,Df(0,0)=0
9(0,0) =0,Dg(0,0) =0
f(z,®(2)) = 2®(x) + az® + b®(2)*z, g(x, P(z)) = — () + ca® + dz’®(z)
— N(®(2)) = &' (2)[z®(z) + az® + b®P(z)?x] + ®(2) — ca® — d2*®(z)  (1.41)

(1.40)

Si se toma
O(z) = O(2?) = ay2?

®'(z) = 2a;x remplazando (1.41) se tiene:
= N(®(2)) = 2a,2" + 2a,a2" + 2a3b2° + ay2° — ca® — dayz?

— N(®(2)) = 12 — cz® + O(2?)
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= N(®(1)) = ®(z) — ca® + O(z?)
Ahora si se toma ®(z) = cx? = N(®(z)) = O(z?)

Asi se podré tomar h(x) = cx* + O(z*) tal que:
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Capitulo 2

Modelos Matematicos

En este capitulo se hard una revision general de los modelos precedentes al modelo que
se va a presentar.

2.1. Modelos previos

2.1.1. Modelo SIR

Enjima.et al [11], propone un modelo matemadtico basado en un modelo SIR donde con-
sidera no-obesos (susceptibles), obesos (infectados) y ex-obesos (recuperados).

BSIS+esS

,UN g BIS+eS I ~I R
wS wl uR

Figura 2.1: Diagrama de flujo, tomado de [11]

§' = pN — [BI(t) + €|S(t) — nS(t)
= [BI(t) + €]S(t) + o[BI(t) + €] R(E) — (n+ 7)1 (1) 2.1)
R =I(t) — o[BI(t) + € R(t) — pR(t)

Se esta considerando un poblacién cerrada pues:
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N'@t)=8{t)+1I'(t)+ R'(t) =0
N(t)=C

Se observa que toda la poblacion nace susceptible y esta crece de manera exponencial. Se
esta considerando x como la tasa de nacimiento y muerte de todos los compartimientos
(tanto susceptibles, infectados y recuperados),  es la tasa de transmision debido al con-
tagio, es decir habra una cantidad de personas susceptibles que interactuaran (contagio de
estilo de vida) con personas obesas, la cual los llevard a este compartimiento. También
existe otro riesgo de que personas susceptibles se conviertan en obesas, este parimetro es
€, el cual indica que una cantidad de personas susceptibles pueden convertirse en obesas
debido a otros factores, como por ejemplo genéticos. Existe también la tasa de recupe-
racion, v que quiere decir que cierta cantidad de personas obesas pueden recuperarse y
convertirse en ex-obeso. Por ultimo se tiene que las personas recuperadas (ex-obesas)
tienen una probabilidad de volver a ser obesas, esto es representado como o.

Lo interesante de este modelo es el enfoque que el autor le da, pues se observa en (2.1),
que hay dos maneras de pasar de un compartimiento a otro, uno es el contagio social
(comportamientos), y el otro asume otros factores tales como genéticos (no contagio).

El modelo planteado (2.1) fue 1til para promover campafias de prevencion.

Resumiendo lo anterior en una lista de pardmetros:

Pardmetros Significado Unidades
! tasa de muerte y nacimiento 1/t
Ié] tasa de transmision debido a contagio 1/t
€ tasa de transmision debido al no-contagio 1/t
o probabilidad de convertirse obeso —
y tasa de recuperacion 1/t

Cuadro 2.1: Parametros, tomado de [11]

2.1.2. Modelo SEIR

Por otro lado Thomas.et al [12] propone otro modelo SEIR, teniendo en cuenta cada clase
de IMC. A través de este valor se propone el siguiente modelo matematico basado en un
sistema de EDO’s:
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§ = (1= p)(DN + (Dy — D)(Ii(t) + Is(2))) — DS(t) — M5

N
kaIr(1)S(2)
- N aS(t)
B' = p(DN + (Do — D)((1) + 1) — (D + )(t) + "0
4 BROSW ) pa) +as() (2.2)

N
I} = —DL(t) + aE(t) — (a1 + p1) 11 (£) + Balo(t)
15 = —=DoIy(t) 4+ a1 1y (t) — axls(t) — Bolo(t) + Bsls(t)
Iy = —Dol3(t) + axIr(t) — Bsls(t)
R = —DR(t) + p 11 (1) — prR(t)

En donde las variables son:

S(t) : personas sanas

E(t) : personas con sobrepeso (IMC < 25)

I,(t) : personas obesas (25 < IMC < 30)

I5(t) : personas obesas (30 < IMC < 40)

I5(t) : personas obesas (IMC > 40)

R(t) : personas recuperadas

En donde

N(t) = S(t) + E(t) + L (t) + I(t) + I5(t) + R(t): Total de la poblacién.
Se observa que se esta considerando un poblacion cerrada pues:

N'(t)=S"(t)+ E'(t)+ I1(t) + I (t) + I3(t) + R'(t) =0
N(t)=C

Se presenta los parametros y sus significados y ademas el respectivo diagrama de flujo de
este modelo:
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Pardmetros Significado Unidades
P proporcién de personas que nacen | —
en un ambiente con sobrepeso

ky tasa de contagio de [ (t) 1/t
ko tasa de contagio de I5(t) 1/t
a tasa de conversion de S(t) a E(t) 1/t
D tasa de muerte de S(t), E(t)y I1(t) | 1/t
Dq tasa de muerte de I5(t) y I3(t) 1/t
a tasa de conversion de E(t) a I1(t) | 1/t
PR tasa de conversion de R(t) a E(t) | 1/t
p1 tasa de conversion de [;(t) a R(t) | 1/t
Ba tasa de conversion de Io(t) a [;(t) | 1/t
Bs tasa de conversion de I3(t) a Io(t) | 1/t
a tasa de conversién de [ (t) a I(t) | 1/t
as tasa de conversion de I5(t) a I5(t) | 1/t

Cuadro 2.2: Parametros,tomado de [12]

Births Individuals are temporarily in
the E category as they

l l 3 transition to overweight g
Deaths Transition due to

soclal Interactions

Susceptible (S) SN Exposed (E Recovered (R)
D <
(BMI < 25) (BIS/II < ZEE)) BMI<25
e

Transition of recovered
healthy weight individuals who
are disposed to weight regain.

Transition due to causes
not socially related

Transition from » p
e overweight to Transstloln frt())m obeseto [~ =
obese extremely obese

_— e
Overweight (1) Obese (I,) Ext. Obese (I3)

255BMI<30 30<BMI<40 < 40<BMI
Transition from obese to Transition from extremely obese to
overweight obese

Transition from the overweight, obese, and extremely
obese classifications to a healthy BMI (recovered).

Figura 2.2: Diagrama de Flujo, Tomado de [12]

El modelo fue disefiado para predecir la prevalencia de la obesidad con los pardmetros de
entrada de un determinado pais. El modelo es altamente flexible incluso se puede aplicar
para pequefas comunidades. El modelo fue usado para determinar que estado va alcanzar
la obesidad en los Estados Unidos segtin el IMC [12].
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2.1.3. Modelo basico de poblaciones genéticas

En esta subseccion se estudiard la dindmica de la una poblacion, pero se basard en sus
genotipos.

En el capitulo 1 se present6 la ley de Hardy-Weinberg, que nos dice, que las frecuencias
de los genotipos correspondientes permanecian constantes de una generacion con la si-
guiente, tomando en cuenta algunas hipdtesis.

Kris'y Brauer([29]) proponen dos modelos de poblaciones genéticas. Uno de de ellos con-
sidera tasa de natalidad dependiente de la densidad poblacional y tasa de muerte genotipo
independiente, el segundo modelo considera tasa de natalidad dependiente de la densidad
poblacional y tasa de muerte genotipo dependiente.El objetivo de estos modelos fue ob-
servar si el principio de Hardy-Weinberg se mantiene cierto para las condiciones dadas en
cada modelo.

No seleccion (igualdad fitness en los genotipos)

Se considera organismos diploides con alelos A,a en una poblacién de tamaiio NV (¢). Sea
y1(t), y2(t), y3(t) nimero de organismos con genotipos AA, Aa, aa respectivamente, se
cumple:

yi+y2 +ys =N

Supongamos que la tasa de natalidad dependiente de la densidad poblacional, A(N) es la
misma para los genotipos AA, Aa, aa respectivamente. Se asume también que las tasas
de muertes son iguales, d; = dy = d3 = d (genotipo independiente) asi se plantea el
siguiente modelo:

y’l = PDA(N) — dyy
Yo = paA(N) — days (2.3)
Y3 = prA(N) — d3ys

En donde pp,py y pr representan las proporciones para la descendencia de cada genotipo
en términos de la poblacion. Es decir:

2

N T aoN
A1 Yo Ys Yo
a5 2 (5 2) |
Pr N o) \Nv T an 24
ny de Y
pR—<N+2N
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Se observa que la suma de (2.3) se convierte en:

N’ = A(N) — dN

Seleccion genética lenta

Para estudiar las consecuencias de las tasas de muerte genotipo dependiente en las fre-
cuencias de genotipos, se mantiene la hipétesis de que tasa de natalidad dependiente de
la densidad poblacional es la misma para todos los genotipos, pero ahora se asume que
los genotipos afectan en la supervivencia; en particular se asumird que tasas de muertes
de los homocigotos difieren de los heterocigotos.

d1:d+€5D,d2:d,d3:d+€5R

= Sidp > 0,los homocigotos dominantes (AA) mueren mas rapido que los heteroci-
gotos (Aa).

= Sidp < 0,los homocigotos dominantes (AA) mueren mas lento que los heterocigo-
tos (Aa).

Esta misma comparacién se hace para dr y los homocigotos recesivos. El pardimetro
e << 1 indica que la diferencia en tasas de muertes son pequefias comparadas con la
tasa de muerte en general y con la dindmica de poblacion en general.

Bajo estas hipdtesis el sistema (2.3) se convierte en:

y; = ppA(N) — (d + €dp) 11
Yy = puA(N) — dy, (2.5)
y3 = pRA(N) — (d 4 €0R) ys

En donde pp,py y pr representan las proporciones para la descendencia de cada genotipo
en términos de la poblacion. Es decir:

N 2N
Y1 Yo Y3 Y2
(B () .
PH N Ton) \v Tan (2.6)
_ (B 2)2
pR_<N+2N

La suma de todas las ecuaciones de (2.5) es:

N'" = A(N) —dN — € (dpy1 + rys)

29



Capitulo 3

Modelo matematico genético-ambiental
de la obesidad

En este capitulo se describird el modelo completo. Luego se tomara ciertas hipdtesis para
reducirlo, teniendo el modelo reducido se hara el correspondiente andlisis matematico.

3.1. Modelo completo

El modelo matematico fue propuesto por Hong.et al [30], el cual es deterministico y con-
sidera una transmision vertical de los alelos, esto es, se desprecia las posibles mutaciones
o migraciones de los genes, lo cuales causan transferencia horizontal de los genotipos a
una generacion.

Basado en el Principio de Hardy-Weinberg. Se define p como la frecuencia del alelo do-
minante Ay ¢ es la frecuencia del alelo recesivo a. Se cumple p + ¢ = 1.

El modelo consiste de un sistema de 9 ecuaciones diferenciales ordinarias. El total de la
poblacién es dividida en 3 categorias: individuos que comen saludable (H ), individuos
que no comen saludable (U) y personas obesas (O). Cada una de estas categorias son
divididas en 3 sub-categorias basados en sus genotipos AA, Aa, aa. Donde A representa
el gen FTO (SPN’s rs9939609). Hay dos tipos de poblaciones, la poblacién obesa y no-
obesa. Los individuos que no comen saludable y que comen saludable estan considerados
en la poblacion no obesa.

Por otro lado el modelo considera una poblacién con tasa de natalidad dependiente de la
densidad poblacional (A(/N) = aN) en la poblacion no-obesa y tasa de muerte genotipo
independiente (1,7 = 1:9).
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Adicionalmente los parametros (31(X),&(X),p1(X),71(X)) son considerados para las
poblaciones que tienen mas probabilidad de heredar el gen FTO, los homocigotos do-

minantes y heterocigotos (genotipos AA, Aa) mientras que (B2(X),&2(X),p2(X),72(X))
para los homocigotos recesivos (genotipo aa).

El modelo completo fue el siguiente:

H'yy = baaraN — & (X)Haa + pr(X)Uas — B1(X)Han +71(X)Oua — t1Haa
Hyy = baaraN — &(X)Hag + p1(X)Uaa — B1(X) Hag + 11(X)O0 — p2Haa
H,, = bograN — &(X ) Heo + p2(X ) — Ba(X ) aa—i‘%(X)Oaa—M?)Haa
Uy =baa(l = r)aN + &(X)Haa — P1(X)UAA — & (X)Unn — paUnn

Uy = baa(1 —1)aN + &(X)Hag — pr(X)Uaa — 1 (X)Usa — 115U

Usa = baa(l = 1)aN + &(X)H, p2<X>Uaa—q>2<)?>Uaa—u6Uaa
Olys = Bi(X)Haa — (X )OAA + @y (X)Usa — 1704

O'ha = Bu(X)Hag — 711(X)Ouq + @1(X)Usy — 1150 14

O = Ba(X)Hag — 72(X)Oua + ©2(X)Uaq — 11904q
(3.1)

donde 55 == (HAA7 HAaa Haay UAA> UAaa Uam OAA7 OACU Oaa) y

Hasa(0) = Hjy > 0,Hao(0) = Hj, = 0,U44(0) = Ujy > 0.Us(0) = UY, >
0,U0(0) = US, > 0,044(0) = O%4 > 0,044(0) = OY, > 0,y ademds N = Hua +
HAa + Uaa + OAA + OAa
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3.1.1. Diagrama de Flujo

En esta parte se presentara el diagrama de flujo de modelo 3.1

B1(X)Haa
/W

A rNbyu $1(X)Usa O M7 044
U1Hpa
W
Y1 (X)OAA
Bl(X)HAa
la (1 =7r)Nbygy
(XTNbAa ¢1(X)UAa OA P-BOAa
a
UzHaq
Y1 (X)OAa
B2(X)Haa
la (1 - r)Nban.
arNb,, o] (X)Uaa HoOgq
UzHgq

W
Y2 (X ) Oaq

Figura 3.1: Diagrama de flujo del modelo (3.1).



En donde:

Pardmetro | Significado Unidad

r proporcién de personas que han na- | -
cido en un ambiente saludable.

a tasa de nacimiento natural. 1/t

115 tasa de muerte per-capita. 1/t

baa(X) proporcion de individuos nacidos | -
con el genotipo AA.

baa(X) proporcion de individuos nacidos | -
con el genotipo Aa.

>

proporcion de individuos nacidos | -
con el genotipo aa.

bau(

B1(X) funcién de transferencia de los co- | 1/t
medores saludables a los obesos
con gen FTO.

B2(X) funcion de transferencia de los co- | 1/t
medores saludables a los obesos sin
gen FTO.

¥ (X) funcién de transferencia de los co- | 1/t
medores no-saludables a los obesos
con gen FTO.

funcién de transferencia de los co- | 1/t
medores no-saludables a los obesos
sin gen FTO.

el
(V)
>

p1(X) funcién de conversién de los come- | 1/t
dores no-saludables a los saludables
con gen FTO.

funcion de conversion de los come- | 1/t
dores no-saludables a los saludables
sin gen FTO.

RS
N
5)

n(X) funcion de recuperacion de los obe- | 1/t
sos a los comedores saludables con
genotipo AA y Aa.

72(X) funcién de recuperacién de los obe- | 1/t
sos a los comedores saludables con
genotipo aa.

& (X) funcién de transferencia de los | 1/t
saludables a los comedores no-
saludables con gen FTO.

&(X) funcion de transferencia de los co- | 1/t
medores saludables a los comedo-
res no-saludables sin gen FTO.

Cuadro 3.1: Descripcion de cada parametros, tomado de[30]
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Variable Significado

Haa poblacién de consumidores saludables con ge-
notipo AA.

Hy, poblacion de consumidores saludables con ge-
notipo Aa.

H,, poblacion de consumidores saludables con ge-
notipo aa.

Uaa poblacion de consumidores no saludables con
genotipo AA.

Ua, poblacion de consumidores no saludables con
genotipo Aa.

Uaa poblacion de consumidores no saludables con
genotipo aa.

Oaa poblacion de obesos con genotipo AA.

O 44 poblacién de obesos con genotipo Aa.

Oua poblacién de obesos con genotipo aa.

Cuadro 3.2: Descripcion de cada variable, tomado de[30]

3.1.2. Modelo Simplificado

Del modelo anterior (3.1) se tiene en cuenta las siguientes hipotesis:

= Se considera que los comedores no saludables con el gen FTO pasan de inmediato
a la clase de obesos es decir, Ugq = Uy, = 0.

= [os individuos que son comedores saludables y obesos sin el gen FTO, tampoco
son considerado en la dinamica del sistema entonces, H,, = O,, = 0.

= Reduciendo de esta forma se enfocard en la clase no-obesa y obesa. Se toma i :tasa
muerte para la poblacidén no-obesa y i5:tasa muerte para la poblacion obesa.

= No se considera la proporcion de individuos que nacen en un ambiente de comedo-
res saludables.

donde U,,(0)

Ul = b N — p11Uqq
H'yy = basaN — Bi(X)Han +71(X)Oas — p1Han
Hy, = baaaN — 51()?)HAa + 71()?)01411 — p1H pq (3.2)
Oha = Bl()?)HAA - 71()?)OAA — 112042
Olyo = B1(X)Haa — 71(X)O a0 — 1120 44
=Up, > 0, Haa(0) = H)y > 0,H4,(0) = Hy, > 0,044(0) = Of4 >

aa —

0,0Aa(O) = O%a > 0,yademas N = Hup + Hpq + Uyo + Oua + Oy,

Si se suma todos las variables del sistema (3.2) se obtiene lo siguiente:
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N =Us + Hpn+Hpqg +044 + Oy,
N =U,,+H\,+H,, +0,,+ 04,
N’ = (ba@N = j11Usa) + (baaaN — Bi(X)Haa + 71 (X)Oua — p1Han)
+ (baaaN = B1(X) Hag +1(X)O a0 — 11 H o)
+ (61()?>HAA — %()A()OAA — 112044) + (Bl(X)HAa — 71()?)01% — 1120 44)

Simplificando lo anterior se obtiene:

N'= (baa +baa +bag)aN — p11(Usa + Han + Hao)
b
— 112(Oaq + O4a)
=aN — 1 (Ugq + Han + Hag + Oag + Oaa) + 111(Oaq + Oaa)
— 112(O 40 + O44)
=aN — N + (u — p2)0

N' = (a— )N — (2 — p11)O (3.3)

En el modelo (3.2) se estudiara dos escenarios los cuales se observan en el cuadro (3.3).

Factor genético Factor ambiente
~ ~ P ~ 0a4+04aq +U,
p1(X) =8 51(X)=5(Taaa)
o oy~ Haa+Ha
1(X)=0 7n(X) =3(—F—%)
N
Razoén de nacimiento constante Razoén de nacimiento no-constante
baa =p° baa = p2
baa = 2Dg baa = 2pq
baa = 1/1\2 baa = q2
_ 2HAA+2044+HAa+0A4,4
p= 2N
— 2Uaa+HAa+OAa
- 2N

Cuadro 3.3: Factores, tomado de [30]
Observaciones([31])
= En primer escenario no se tomaré el factor ambiente, entonces se considera:

BH A4 - Parte de la poblacién H 44 que se convierte en O 44 debido a su material
genético.

35



» Cuando se toma en cuenta el factor ambiente, se entendera como la influencia social
entre personas. Primero se presentara la influencia de malos habitos alimenticios:

-~

S : tasa efectiva de contacto de individuos con malos habitos alimenticios (obesos
y comedores no saludables) con los comedores saludables.

~H
g %A : proporcién de individuos que comen saludable con el genotipo AA in-

fluenciados por una persona con mal habito alimenticio por unidad de tiempo.

AH O + O a + Uaa . . . .
I6; 44 (Oaa A ) : total de individuos que comen saludable con genoti-
po AA, influenciados por individuos con malos hébitos alimenticios por unidad de
tiempo.

De igual forma se puede decir de los buenos hébitos alimenticios:

~ : tasa efectiva de contacto de individuos que comen saludable con individuos obe-
SOS.

NG, : o . . .
fy% : proporcién de individuos obesos con el genotipo AA influenciados por una
persona que come saludable por unidad de tiempo.

//}\/OAA (Haa+ Haa)

N
por individuos que comen saludable por unidad de tiempo.

: total de individuos obesos con genotipo AA, influenciados

Comentario acerca 3,7

. ~ . 1
Las tasas efectivas de contactos (3,7 tienen como unidad n y pueden ser expresadas de la

siguiente forma:

-~

B =p1 X m

Y= P2 X P2

(3.4)

Donde p; representa el numero total de contactos de individuos con malos habitos, efec-
tivos o no por unidad de tiempo multiplicado por la probabilidad p; de que un individuo
con buen habito alimenticio se convierta en obeso.
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Ademéds p, representa el nimero total de contactos de individuos con buenos hébitos,
efectivos o no por unidad de tiempo multiplicado por la probabilidad p, de que un indivi-
duo obeso se convierta en un comedor saludable.

3.2. Escenarios

Los escenarios a estudiar son los siguientes:

= Escenario 1.- En este escenario solo se considera el factor genético como causante
de la obesidad.

= Escenario 2.- A este escenario al factor genético se le anade el factor ambiental.

3.2.1. Factor genético, con razon de nacimiento constante en los ale-
los

= Este caso se enfoca especialmente en la parte genética, es decir, solo se considera
que el gen FTO es el causante de la enfermedad.

= Se considera la razén nacimiento de constante por parte de los alelos. Es decir que
no dependen la poblacién.

= Teniendo en cuenta los items anteriores segtin el cuadro (3.3), mateméticamente se

tendra:
51()?) = 3
% (X)=0
bas = 7 (3.5)
baa = 2pq
boa = T

en donde por el teorema (1.1) se cumple: p? + 2pg + ¢°> = 1. Con las suposiciones
anteriores el sistema (3.2) se convierte en:

Upa = FaN — #1Uaq
H'\y = p*aN — BHys — 1 Has
H), = 2pgaN — BHaq — pnHaa (3.6)
Oy = BHaa — 12044
04y = BHaa — 112044

donde Upo(0) = U > 0, Haa(0) = HY, > 0,H0(0) = HY, > 0,044(0) =
O%A Z O’OAG(O) = O%a Z O’ y ademas N = HAA + HAa + Uaa + OAA + OAa
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Notese que en este caso, se tiene el siguiente sistema matricial:

U o — o Fa Fo o U,
H,, pPa Pa—F—m pla pPa pPa Haa
I, | =] 2bqo 2pgo 2pqoc — B — - 2pga 2pgor Haq
Osa 0 B 0 —s 0 Oaa
Olq 0 0 B 0 — 2 Oa
(3.7)
Sea
Fa—m o Fo  Fa o
Pa pPa-B—m pPa Pa pPa
A= 2pqa 2pqa 2pqa — B — 1 2pga 2pqo
0 B 0 —pe 0
0 0 g 0 —pm
y
X = (Uua, Has, Haa, Oaa,040)"
Asi remplazando en el sistema (3.7) se tiene:
X' =AX
X(0) = Xy 38)

Notese que la matriz A es una matriz constante y ademas
X(0) = (Uaa(0), Haa(0), Haa(0), 044(0), 0.44(0))"

Existencia y Unicidad

Por el resultado (3.8) se ajusta a las hip6tesis del teorema (1.1) entonces el sistema (3.6)
tiene solucién tnica y esta dada por ¢(t) = e X,,. Nétese que aunque la solucién puede
ser calculada, esta ultima seria un poco tediosa de hacerlo, por ese motivo se usard el
andlisis cualitativo para estudiar el comportamiento de las soluciones del modelo (3.6).

Observaciones
Antes de demostrar la invarianza positiva, se da algunas observaciones.

Cuando se refiere a la negacion de no-negatividad de las soluciones del sistema (3.6) se
refiere que cada una de las soluciones en algiin momento cruza al cuadrante negativo.

Sea

¢:R— R
© = (Uga, Haa, Hag, Ona,Oaq)

38



con ¢(0) es condicidn inicial para todas las poblaciones. Se sabe que todas las condicio-
nes iniciales del sistema son mayores iguales a cero i.e:
Uaa(0) > 0, H44(0) > 0, Hp4(0) > 0,044(0) > 0,044(0) >0

Ademads se considera o, p, q, 5 > 0

Invarianza positiva

Lema 3.1. Todas las soluciones del sistema (3.6) son no-negativas, para todo t > 0.

Demostracion. Se demostrard por contradiccién.Una de las soluciones es la primera en
cruzar al cuadrante negativo en algun punto de su trayectoria.

Caso 1
Supongamos que la primera solucién en cruzar al cuadrante negativo es U,,. Por la conti-
nuidad de U,,, 3t* > 0 tal que

1. Ug(t*) =0
2. 36 > 0talque U, (t) < 0,Vt € (t* —d,t" +9)
Se tiene en la primera ecuacion del sistema (3.6) en ¢ = t* se tiene:

0, por (1
UL(F) = PaN — ity P

Ul (t) =3aN >0

Esta dltima desigualdad contradice 2, pues /V es una cantidad no-negativa.

Caso 2
Supongamos que la primera solucién en cruzar al cuadrante negativo es H44. Por la
continuidad de H 44, 3t* > 0 tal que

1. Haa(t*) =0
2. 36 > 0tal que H) 4(t) < 0,Vt € (t* —6§,t" +6)
En la segunda ecuacion del sistema (3.6) remplazando en ¢t = t* se tiene:

L e o R 0, por (1)
H) A1) = BPaN = (pn + B) Haatt)”

H)y,(t) =p°aN >0
Esta ultima desigualdad contradice 2, pues /V es una cantidad no-negativa.

Caso 3
Supongamos que la primera solucién en cruzar al cuadrante negativo es H 4,. Por la con-
tinuidad de H 4,, 3t* > 0 tal que
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1. Hao(t*) =0
2. 30 > 0tal que H',,(t) < 0,Vt € (t* — J,t" + 0)
En la tercera ecuacion del sistema (3.6) remplazando en ¢t = ¢* se tiene:

L R ~ 0, por (1)
() = 25GaN — (pn + B) HacttT

H',,(t") = 2pgaN > 0
Esta dltima desigualdad contradice 2, pues /V es una cantidad no-negativa.

Caso 4
Supongamos que la primera solucién en cruzar al cuadrante negativo es O 44. Por la con-
tinuidad de O 44, 3t* > 0 tal que

1. Oaa(t*) =0
2. 30 > 0tal que Oy ,(t) < 0,Vt € (t* — d,t* 4 0)
En la cuarta ecuacion del sistema (3.6) remplazando en ¢ = ¢* se tiene:

L ~ i 0, por (1)
Ola(t") = BHAA(t") — poOuntt™)”

a(t?) = BHaa(t*) >0
Esta ultima desigualdad contradice 2, pues H 44 atin no cruza al cuadrante negativo.

Caso 5

Supongamos que la primera solucién en cruzar al cuadrante negativo es O 4,. Por la con-
tinuidad de O 4,, 3t* > 0 tal que

1. Op(t*) =0
2. 30 > 0tal que Oy, (t) < 0,Vt € (t* — 0,t* +9)
En la quinta ecuacion del sistema (3.6) remplazando en ¢ = t* se tiene:

, R 0, por (1)
Olo(t”) = BHAG(t") — p2Quaaft™]

Ol (t") = BHaa(t") 2 0
Esta dltima desigualdad contradice 2, pues H 4, atin no cruza al cuadrante negativo.

Por lo tanto, todas las soluciones son no-negativas, para todo ¢ > 0
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Analisis cualitativo

Teorema 3.1. Si o < 1y pe > . El punto (0,0,0,0,0) es asintoticamente estable de

manera global.

Para el analisis cualitativo del sistema (3.6) se halla los autovalores de la matriz A dada

en (3.7).

Seap(\) = |A — A]

A — (P — ) —Pa —a —Pa  —Pa

o A= (Pa-F—m) o _ o —Pa

p(\) = —2pqu —Qﬁga A— (2pga — B — 1) —2pga —2pqo
0 e 0 A 0

0 0 —B 0 A+

Utilizando propiedades de algebra lineal se obtiene:

PO =+ p) (A4 B+ ) M =0

donde:

M=o (A+B+m) A+ )+ 0+ ) (A+ i+ B) 4257 (A + ) (A+ 2 + 5) -

(A + ) <A+u1+3) (A + p2)

Desarrollando, factorizando y desde que p* + 2pg + g% = 1 se obtiene:

M= -+ p2) (1 + ) a= (A4 B ) A ) A+ )+ + ) a (5% + 25) B+
PPaB (A + pa) R R N
= (A p2) <a—)\—ﬂ—,u1) A+ )+ A+ ) a(l=3) B+ A+ p2) BGa

Por hipétesis del teorema (3.1) ps > pq, entonces dc > 0 tal que puy = iy + ¢, rempla-
zando en M:

M= A+ p +c) (a—A—B—ul) A+ )+ A+ ) a (1= B+ + m + ¢) Bga

Factorizando (A + p1)
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M= (=1 A+ )’ + A+ m)* (= F=c) + A+ ) (¢ (a = B) +aB) + Pafe

Poniendo todo en funcidn de ) se tiene:

az as
al A A
-~

M :(f:\ﬁ)\g—ir)\2 (—3u1 fa—fB- cj+)f(—3uf + 24y (a —B- c> +c (a — B) +a§5+

aq
A\

)

r(—ui’ + 3 (oz —3—0) + (c (a—@) +a§> +qA2aEc)

Para demostrar el teorema (3.1) todos los autovalores tienen que ser negativos, es decir,
Aj<0,7=1:5

De M se puede saber los signos de los 3 autovalores (pues M es un polinomio de grado
3) gracias al teorema (B.1).

Debido a que:
)\1 = —us < 0
Ay = —B— 1 <0

Entonces bastard probar \; < 0;j = 3 : 5y el teorema (3.1) quedard demostrado. Si se
prueba que a; < 0; j = 2 : 4 entonces por el teorema (B.1) implicard \; < 0;5 = 3 : 5.

Afirmacion 3.1. Los coeficientes a; < 0; para j = 2,3, 4

Demostracion. Supongamos lo contrario.

Siay; >0

:>a23u1+§+c>u1

=a > [

Esto es una contradiccidn (pues o < fiq)

Siag >0
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= —3ul + 2y <a—§—c>+c<a—§>+a§20
= (20 +c+ B) a2 32 4+ 208 + 2quc+ of

343 + 2B + e+ B

=>a >

(2/1,14‘(3"—3)
H1 </~L1+B+C>+CB
= a2 |+ = > [
<2,u1+c+,8>
= Q> U

Esto es una contradiccidn (pues o < jiq)

De manera similar si as > 0.

3.2.2. Factor genético, con razon de nacimiento no-constante en los
alelos

Se considera las frecuencias de los alelos dependiendo de la poblacion. bay = p?.ba, =
2pq ¥ b = ¢*. Donde:

p= QHAA+20A2,L}V+HAa+OAa yq= 2Uaa+§]13a+ox4a.
2Uaa + HAa + OAa
U, = 2 N — Uaa
aa ( IN ) « H1
2Han + 2044 + Hag + O .
Hyy=(—=2 A2N 202N — BHas — mnHas
2H a4+ 2044+ Hpg + Onq ,2Unq + Hag + Onq

H;la - 2( )OZN - BHAa - ,ulHAa

o )(

Ols = BHan — 115044
Of4a - BHAa - ,UZOAa

2N

(3.9)

donde Uaa(O) = Uga >0, HAA(O) = HEXA > O,HAG<O> = Hga > 0,0AA(O) = O%A >
O,OAG(O) = O%a >0,yademds N = Hys + Hag +Usg + Oua + Ouy
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Observaciones
Antes de demostrar la invariaza positiva, se da algunas observaciones.

Cuando se refiere a la negacion de no-negatividad de las soluciones del sistema (3.9) se
refiere que cada una de las soluciones en algiin momento cruza al cuadrante negativo.

Sea

¢:R— R
© = (Uaa, Haa, Haa; O44,04,)

con ¢(0) es condicidn inicial para todas las poblaciones. Se sabe que todas las condicio-
nes iniciales del sistema son mayores iguales a cero i.e:
Uaa(0) 2> 0, Haa(0) = 0, H44(0) > 0,044(0) > 0,044(0) >0

Ademas se considera o, § > 0

Invarianza positiva

Lema 3.2. Todas las soluciones del sistema (3.9) son no-negativas, para todo t > 0.

Demostracion. Se demostrara por contradiccién.Una de las soluciones es la primera en
cruzar al cuadrante negativo en alguin punto de su trayectoria.

Caso 1
Supongamos que la primera solucién en cruzar al cuadrante negativo es U,,. Por la conti-
nuidad de U,,, 3t* > 0 tal que

1. Upa(t) =0
2. 36 > 0talque U,,(t) < 0,Vt € (t" —d,t" +9)

Se tiene en la primera ecuacion del sistema (3.9) en ¢ = t* se tiene:

or 2
UL () = (QW FHoa(t) + oAa<t*>> o

N_
5N aN — U]

H * * 2
Ul,(t) = < ot )JVOA“(’“L )) aN >0

Esta dltima desigualdad contradice 2, pues /N es una cantidad no-negativa y

(HAa(t*> +0Aa(t*>>2 0.

2N
Caso 2

Supongamos que la primera solucion en cruzar al cuadrante negativo es H 44. Por la
continuidad de H 44, 3t* > 0 tal que

44



1. Han(t*) =0
2. 30 > 0talque H', ,(t) < 0,Vt € (t* — 6,t* +9)

En la segunda ecuacion del sistema (3.9) remplazando en ¢t = ¢* se tiene:

0,por (1) 2
ey [ 2HaaT 2044 (1) + Haa(t*) + Oaa(t?)
H)(t") = SN alN

Hiyp (1) = (”AA“*) + Halt) + Oun()

Esta ultima desigualdad contradice 2, pues /N es una cantidad no-negativa y

2
)QNZO

(2008) Bt oAa<t*>)2 >0
2N -

Caso 3
Supongamos que la primera solucién en cruzar al cuadrante negativo es H 4,. Por la con-
tinuidad de H 4,, 3t* > 0 tal que

1. Hao(t*) =0
2. 36 > Otal que H),,(t) < 0,Vt € (t* —d,t" +9)

En la tercera ecuacion del sistema (3.9) remplazando en ¢ = ¢* se tiene:

A Woa(t) + Hagt T+ Oaalt')\ [ 2Haa(t") + 204a(t") + Haat T+ O aalt)
HAa(t):z IN ON alN—
~ 0, por (1)
~ (i + B) Haatt
H;m(t*) -9 (2Uaa(t*) ;N+0Aa<t*)) (QHAA(t*> + 2021}1\?(15*) + OAa(t*)> aN Z 0
(3.10)

Esta dltima desigualdad contradice 2, pues N es una cantidad no-negativa y ademas, las
otras variables atin no cruzan el cuadrante negativo.

Caso 4
Supongamos que la primera solucién en cruzar al cuadrante negativo es O 44. Por la con-
tinuidad de O 44, 3t* > 0 tal que

1. Oan(t*) =0
2. 30 > 0tal que Oy 4(t) < 0,Vt € (t* — 9,t" 4 0)
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En la cuarta ecuacién del sistema (3.9) remplazando en ¢ = ¢* se tiene:

NP 0, por (1)
Oya(t") = BHAA(t") — p120ualt]

Olua(t") = BHaa(t") = 0
Esta ultima desigualdad contradice 2, pues H 44 atin no cruza al cuadrante negativo.

Caso 5
Supongamos que la primera solucién en cruzar al cuadrante negativo es O 4,. Por la con-
tinuidad de O 4,, 3t* > 0 tal que

1. Op(t*) =0
2. 36 > 0tal que Oy, (t) < 0,Vt € (t* — 0,t* +0)
En la quinta ecuacidn del sistema (3.9) remplazando en ¢ = t* se tiene:

L, ~ . 0, por (1)
Oa(t”) = BH4a(t") — 11204t

Oha(t") = BHau(t7) = 0
Esta ultima desigualdad contradice 2, pues H 4, alin no cruza al cuadrante negativo.

Por lo tanto, todas las soluciones son no-negativas V¢ > 0

Adimensionalizacion

» Se adimensionalizara el sistema (3.9), debido a su complejidad con el siguiente

. . Usa Hya Hy, Oaa O 44
cambio de variable: z1 = —, 29 L3 = , Ty = —— Yy T5 =

N 2T N N N N

= De (3.3) se tiene:

N’ Ouaq +Oan
WZ(@—M)—(M—M) (TA 3.11)
. . . T « B
» Sea r = us — g, se realiza otro cambio de variable: t = —, a = —y b = —.
r r r

Remplazando en sistema (3.9):
Aplicando (3.11)

Para z; se tiene:
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TN = Ugq

(xlN), = Uc/m

?yN+ N'z;, =U.,
/N =U,, — Nz

M_(a_ ) = (p2 — 1) M
N M1 H2 — [ N
N/

v = (@ — 1) — (p2 — 1) (24 + x5)

)

Uw Hu Oua\’ Usa
1/1:( + +A)O‘—m——[(a—ul)—(Mz—mﬂxﬁfﬂs)m

N 2N 2N N

[\

T T
= (n+ 3 +5) a—ma—(a—m) o+ (2 — m) (@1 +25) 21
T Ts5\ 2
= (m+ 5+ 5) ata (@t as) (e —m) - o)
T3  Ts\?2 o
:<I1+—+—> Oé+(/u02—/111)1‘1 Ty + Ty —
2 2 Mo — 1
T3  T5\2 « Qo
= (p2 — 1) <$1+—+—> + 21| Tyt X5 —
2 2 o — 1 Ho — 1
Comoazg
r
T 5\ 2
2 = (13 — 1) {(;c1+33+?5> a+x1(x4+x5—a)} (3.12)
-
comot = —
’
d
T
r
dl’l_dﬂfldt
dr — dt dr
dﬂ?l_dl’ll
dr — dtr
En (3.12) se tiene:
d 2

Para x5 se tiene:
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JIQN:HAA

(2aN) = H)yy

2oN + N'zy = H)y 4
zoN = H'yy — N'zy

T A
N H1 M2 — [ N
N

= (= p1) = (2 — p1) (w4 + 5)

H O Hiw Oan)’ o~ H
x'zz( jéAJr §A+ 2]?[ + 2;) Oé—<5+M1)%—((Oé—M)—(Mz—ul)(fﬂ4+f€5))$2
2 ~
x2+x4+—+—> a—<5+u1>x2—((a—u1)—(uz—u1)(m4+x5))x2
TN 2 ~
$2+9€4+—+—) a — By — 1wy — (@ — 1) o + (2 — p1) (T4 + 25) 22

a— (B+a) s+ (12— m) (w1 +a5) 22

2 <3+a)

3)
x2+x4+ﬁ+ﬁ)2a+x2 [(MQ—MI)(m—l—mg,)— (54'04)]
) (.

T T5\ 2 o
:(ug—ul) <$2+I4+—3+—5> (M——i—xg (JI4+.Z‘5)—
2

- 2 — ) (2 — p11)
Comoa = = yb= b
r r
/ r3 x5\
xh = (p2 — 1) (xg ta ot 7) a+xy(zy+ 25 — (a+0)) (3.14)
T
comot = —
r
ar =
r
dl’Q i dl’g dt
dr  dt dr
dl'g . dl’g 1
dr — dtr
En (3.14) se tiene:
2
2 (et D) at e - m) @it - (@) GI9)
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Para x5 se tiene:
23N = Hapy

(z3N)' = H),
24N + N'z3 = H),,

/ T/ /
ToN = Hy, — N'zs

N/

Ouq + OAA)

N = ) = o) (P

N/
N (0 = p1) — (p2 — p1) (w4 + 5)
Hun  Opa  Hyy  Oaq Uw Hao Oaq ~H y, Hy,
I _ 9 Yaa _ _
3 (N+N ov "o )\ Tav Tav )T Ty

— (o= 1) = (p2 — ) (24 + 25))

X T X i
:2<xz+x4+—3+—5) (x1+—3+—5

2 2
+ 23 (2 — 1) (T4 + x5)

2

X T X T
:2(:r2+x4+—3+—5) <x1+—3+—5

2 2 2

= @)

Comoa:gyb:
r

2

2

)04—5903 — 3 — (@ — ) T3+

)a—gxg —axs + x3 (2 — p1) (x4 + 25)

wy = (2 — ) $3($4+$5—(a+b))+2<$2+x4+ﬁ+ﬁ) (xl"‘x_"‘&)a]

-
comot = —
r

dt

dl'g

dr
dvg _
dr

En (3.16) se tiene:

xs3
dr

2 2

_dr

.
dz, dt
dt dr
dy 1
dt r

x x x x
:f’fi’»(fﬁ%—(a+b))+2(x2+x4+33+75) <x1+§3+75>a

Procediendo de la misma manera para x4 y x5 se tiene:

Xy
dr

Ty (rg+ 25 — (L +a)) + bz
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X5

o = (x4 + 25— (1+a))+ bxs (3.19)

Entonces el sistema adimensinalizado del sistema (3.9) sera:

dx x 5\ 2
L — <$1+—3+—5> a+z (z4+ 25 —a)

dr 2 2

%: (m—km—i—%—i—%)za—i—mg(m—k%—(a+b))
%:xg(x4—|—x5—(a+b))+2<x2+x4+%+%> (ml—f—%—i—%)a (3.20)
C%4_=x4(x4+x5—(1+a))+bx2

= = a5 (a4 + a5 — (1+ a)) + bag

endonde: 1 +xo + 23+ 24 =1

Existencia y Unicidad

Se denota xg = ] en el sistema (3.20).
dr

f:OQ—R>

En donde:

Q= {z = (z1,79,23,74,75) € R®/z; > 0,7 = 1: 5} (Conjunto abierto)
y f(x) esta definido por:

f(@) = (f1, fo, f3, fus [5) = (@, @, 0, @), )

Para demostrar la existencia y unicidad de las soluciones del sistema (3.20),bastara probar

0

que —— es continua en {2.

ox
. of .
Afirmacion 3.2. e es continua en S).
T
Demostracion. En efecto desde que g = 8f1’ 8f2, 8f3’ 8f47 Ofs ,J = 1:5, en-
856 8xj 8$j G:zzj (9xj 3xj

tonces bastara probar que cada uno de sus componentes sea continua en ).
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ofi _ (0f 0fi 0fi Oh Of
8Ij 81‘1, 81'2’ 82?37 8:54’ (91'5

ofi T3 | Ts
a_m_(x4+x5_a+2(xl+5+5)a) (3.21)
dfi
9n _ 3.22
8.732 0 ( )
dfi _ r3 | Ts
= (1145 +5)a (3.23)
oh _ 21 (3.24)
81]4
0fi T3 Ty
v (0 5)o

Desde que (3.21,3.22,3.24,3.25) son continuas en {2, pues son polinomios.

24

= —— es continua.

6xj

fy Ofs Ofs Ofs
0xj’0xj’8xj’8a:j

De manera analoga se prueba para

0 )
Por lo tanto, —f es continua en 2. O]

ox

Por el teorema (1.2) f es localmente de Lipschitz sobre €2 y por el teorema (1.3) sistema
(3.20) tiene solucidn y es unica.

Analisis Cualitativo

Desde que: z; = 1 — 29 — x5 — x4 remplazando (3.20) tenemos:

x 5\ 2

d_j-:($2+x4+_+§5> a+ x9 (x4 + x5 — (a+0))
%:$3($4+Z’5—((I+b)) <$2+x4+%+%>(1—3:2—:1:4—%—%)@
x

d—i=$4(iﬂ4+9§5—(1+a))+bx2

x

D = as (g4 15— (1+a)) + by

dr

(3.26)

Para hacer el estudio cualitativo, se hallaran los puntos criticos del sistema (3.26), esto se
lo hace igualando cada ecuacion del sistema (3.26) a cero con la finalidad de encontrar
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sus soluciones constantes. Esto es:

/ xr3  T5\?
ty= (w2t 2+ +3) at (@it as—(a+5) =0 (3.27)
a:'3:xg(x4+x5—(a+b))+2<x2+x4+%+%> (1—x2—x4—%—%)a:0
(3.28)
e =x5 (x4 + 25— (14+a)) +brs =0 (3.30)

De (3.29) y (3.30) se tiene:

—X4 (1174 + 5 — (1 + (l))

T = . (3.31)
2 = —x5 (T4 + xbg, —(1+4a)) (3.32)

2(3.27)+(3.28)
(2x9 + 23) (x4 + 25 — b) +a (224 + 25) =0 (3.33)

(3.31) y (3.32) en (3.33)

— (1
(224 + x5) (— (24 + 25 — b) AT T : (1+a) a) =0 (3.34)
De (3.34) se tiene:
b+a+144/(b+a+1)>—4b
T4+ 15 = \/ 5 (3.36)
De(335)=x24,=25=0en(3.32)y(33l) = a2, =23=0
Por lo tanto, Py = (1,0,0,0,0), pues x; = 1 — 9 — 23 — x4 — x5
Si
bta+1—/(b+a+1)>—4b
T4+ @5 = \/ ; (3.37)
En (3.31)y (3.32)
a—b+1+\/(b+a+1)2—4b
Ty = T4 (3.38)

2b
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a—b+1—|—\/(b+a+1)2—4b

— 3.39
XT3 Ty 2b ( )
De (3.37), (3.38) y (3.39) remplazando en (3.27) y ademas verificando que:
(a+b+1)°> (a+b+1)* — 4b, para todoa, b > 0
(a+b+1)— \/(a+b+1)2—4b> 0
se tiene:
2
1+a+b+\/(a+b+l)2—4b 1+a+b—\/(a+b+l)2—4b
5 T4+ 5 —4bxy, =0
(3.40)
14+a+b V0a+b+1)° — b
Sea¢ = — yo= 5

Remplazando en (3.40) se tiene:
(<+Q)(x4+§—g)2—4bx4:0

(s +o0) (35421+2334(§—Q)+(§—Q)2)—4bx4:0
(§+Q)xi+2x4b+b(g—g)—491;46:()

desde ¢ — p? = b entonces:

2042 —4(s+0)(s—0)b
B 2(s+0)

b

Ty = ——
Tt
=Ty =GC—0

Remplazando en (3.37), (3.38) y (3.39)

Ty

=25=0
=2x3=0
=1zo=1—(s—p)
=>r1=1—T9—23—T4—x5=>21 =0

Por lo tanto, P, = (0,1 — (¢ — 0),0,¢ — p,0)
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Si

b+a+1+\/(b—i—a+1)2—4b
2

T4+ T5 =
Procediendo como lo anterior:

Por lo tanto, P» = (0,1 — (¢ + 0),0,5 + 0,0)
Resumiendo los puntos criticos:

B (1,0,0,0,0)
Pl (071_(§_Q)707§_Q70)
P2 (0,1—<§+Q),O,§+Q,O)

Analisis Cualitativo
Lema 3.3. P; no existe

Demostracion. En efecto, supongamos que P, exista entonces:

I1—(¢+0)>0,¢+0>0

Desde que

b+a+1+\/(b+a+1)2—4b
2

> (; paratodo a,b >0

—¢+o0>0

Falta demostrar que:

l1—(s+0) >0

1—a—b>\/(b+a+1)2—4b
(1—a—0)2>0+a+1)"—4b

0>0b+a+1)—(1—a—0b)>—4b
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Aplicando diferencias de cuadrados
0> 4a +4b — 4D

0> 4a

0>a

Lo cual contradice el hecho de a > 0

Por lo tanto, P, no existe L]

Lema 3.4. P, existe

Demostracion. En efecto se debe verificar que 1 — (¢ — 9) >0, — 0 >0
esto es:

bta+1—+/(b+a+1)>—4b bta+1—+/(b+a+1)>—4b
\/ >0,1— \/

>0
2 2

bta+1—/(b+a+1)>—4b l—a—b++/(b+a+1)>—4b
v i, v

>0
2 2

1—a—b+\/(b+a+1)2—4b
2
1. Sia+b<1l=1—-—a—b>0= & > (;paratodo a,b > 0.

2. Sia+b=1

Sea: & =

desde que
(1—a—0)+4a=(1+a+0b)*—4b

:1—&—6—}—\/(1+a+b)2—4b:1—a—b+\/(l—a—b)2+4a

Asi remplazando

1—a—b+\/(1—|—a+b)2—4b:\/4@22\/E>0;paratodoa,b>0:(1>>0

3. Sia+b>1
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Se tiene:

1—a—b+\/(1+a+b)2 —4b = 1—a—b+\/(1 — a — b)* + 4a (Por lo anterior)

Ademads se cumple, para todo a,b > 0 :

(1—a—b)+4a> (a+b—1)°

\/(1—a—b)2+4a>a+b—1,(a+b—1>())
Luego

1—a—b+\/(1—a—b)2+4a>0
— & >0

En todos los casos ser probd que ¢ > 0.

b—l—a+1—\/(b+a+1)2—4b

S —
ea 5

Desde que se cumple para todo, a,b > 0

(a+b+1)°>(a+b+1)>—4b

(a+b+1)—\/(a+b+1)2—4b>0
v >0,P>0

Por lo tanto, P; existe O

Hallando el Jacobiano del sistema (3.26), recordando que ( fo, f3, fa, f5) = (@b, %, 2}, x%):

0
a—f:x4—|—x5—(b+a)+2<$2+$4+%+%>a
2
8f2_ X3 Ts
8_563_<x2+x4+?+5)a
dfs L3 s
8—x4—x2+2a<x2+x4+3+5>
o x x
8—£:m2+a<x2+m4+?3+?5>
0
a_ZZZQ[l—Q(I2+x4)_x3_x5]
0
ﬁ:x4—|—x5—(a+b)+a[1—2(x2—|—$4)—$3—I5]
8953
0
a?:mg+0r+®+2aﬂ—2@a+x0—xw—%]
4
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0

fs =x3+ (a+0b)+2a[l —2(xs 4+ x4) — 3 — x5]

81'5
o1,
8932
Afa

O3

=b

=0

0

8—2 =2r4+ a5 — (14 a)
s _,
81‘5 4
95
8372
95
8:133
s _
5’x4

=0
=b

Ts

afs
(9305
Ofp(x) Ofa(z) Ofs(x) Ofa(z)
Ox 0xs 0xy4 Oxs
Ofs(z) Ofs(z) Ofs(z) Ofs(x)

Df(x) _ 81’2 8x3 6.734 81’5 (3 41)
0fs(zr) Ofs(x) Ofi(x) Ofi(x) '

81:2 (9.173 a$4 81’5

Ofs () Ofs(x) Ofs(x) 0fs(x)
8:702 61’3 8$4 61'5

=24+ 225 — (14 a)

Lema 3.5. Para todo a,b > 0, se tiene que P, es asintonticamente estable de manera
local.

Demostracion. En efecto remplazando F, en el Jacobiano (3.41) se tiene:

—b—a 0 0 0
2 —b 2
Df(Py) = Y0 s — A (3.42)
0 b 0 -l-a
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A+b+a O 0 0

B —2a A+b —2a —a -
= =Al=1 0 A+lda 0 =0
0 —b 0 At1+a

pN)=A+b+a)(A+b)(A+a+1)?—ab(A+1+a)) =0
pA) =A+b+a)A+1+a)(NXP+A(1+a+b)+b)=0
AM=-b—a<0
M=—-1—a<0

—(1—|—a+b)+\/(1+a+b)2—4b

A3 = 5 <0
—(1+a+b)—/(A+a+b)”—4b
Ay = \é <0
=\ <0,vVj=1:4
Por lo tanto, F, es asintoticamente estable. ]

Se hace el mismo andlisis para el punto P;. Seac = ¢ — p.

c+a—> a l—c+2a 1—-c+a
—2a c¢c—2a-0 —2a —a
Df(h) = b 0 2c—(1+a) c =4 G4
0 b 0 c—(1+a)
A—(c+a—0b) —a c—1—2a c—1—a
B 2a A—(c—2a—b) 2a a
= M= A= —b 0 A—(2c—1—-a) —c
0 —b 0 A—(c—1—a)

pN)=-A—2ct+a+b+1)(A—c+a)(A—c)P+(a+b+1)(A—c)+b) =0
M=2c—a—-b-1
A=c—a
As=—-c¢+o+c
AM=-¢—p+c

Comoc=¢—p
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b+1—
:)\2:¥_

= A3=0
Observaciones para P,

= [ es un punto no-hiperbdlico.
= P tiene que cumplir la siguiente condicién: b+ 1 — a > 0 para que Ay < 0.

= Por ultimo, en vista que existe A3 = 0, no se puede asegurar nada sobre la esta-
bilidad del punto P;. Se podria aplicar la teoria de la variedad central descrita en
capitulo 1. Sin embargo no se enfocard en la estabilidad de este punto.

3.2.3. Factor genético-ambiental, con razéon de nacimiento no-constante
en los alelos

Ahora se analizara el caso, donde se considera la parte genética (como nacen) y la parte
ambiental (contagio de comportamientos entre personas con buenos habitos y malos hébi-

~ OAA+OA(1+Uaa> S (HAA+HAa>
=L 20 ) luego

tos, viceversa), i.e 3, ()/(\') =0 N (X)) =7 N

remplazando en (3.1) se tiene:

2Wao + Haa + Osa \*
Utlza:( +2]<‘/.+ A) aN—Mana

2Hun + 2044+ Hao + Ona\’ . -
HAA:( A4 A2AN 4 A) aN — B1(X)Haa +71(X)Oaa — piHan

2H 2 Hy, a 2Upe + Haq a >
Hy, = (Pt 20y et O ) (Mot e 00 ) oy — 63 ()

+ '71()?>0Aa — p1H g,
Oha = B(X)Has —7(X)Ona — 1120424
O./Aa = 5()?)[—[.411 - V(X)OAa - ,U/2OAa

(3.44)

donde Uaa(O) = U(?a Z 0, HAA(O) = H,(L)XA Z O,HAa<O) = Hga Z O,OAA(O) = OE)AA 2
0,04,(0) = 0%, > 0,yademds N = Hug + Hag + Usy + Opa + Onq

Observaciones
Antes de demostrar la invariante positiva, se da algunas observaciones.
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Cuando se refiere a la negacion de no negatividad de las soluciones del sistema (3.6) se
refiere que cada una de las soluciones en algiin momento cruza al cuadrante negativo.

Sea

¢:R— RS
© = (Uga, Haa, Haa, Ona, Oaq)

con ¢(0) es condicién inicial para todas las poblaciones. Se sabe que todas las condicio-
nes iniciales del sistema son mayores iguales a cero i.e:
Uaa(0) > 0, Haa(0) > 0, H4a(0) > 0,044(0) > 0,044(0) >0

Ademas se considera o, 5,7 > 0

Invarianza positiva

Lema 3.6. Todas las soluciones del sistema (3.44) son no-negativas, para todo t > 0.
Demostracion. Se demostrara por contradiccion.Una de las soluciones es la primera en
cruzar al cuadrante negativo en algtin punto de su trayectoria.

Caso 1
Supongamos que la primera solucién en cruzar al cuadrante negativo es U,,. Por la conti-
nuidad de U,,, 3t* > 0 tal que

1. Up(t*) =0
2. 30 > 0talque U/ (t) < 0,Vt € (t* —d,t* +0)

Se tiene en la primera ecuacidn del sistema (3.44) en t = t* se tiene:

0,por (1) 2
ULt = (QW () + oAa<t*>> N — ley P
aa 2N a

* * 2
Upa () = <HA“(t );JFVOA“@ )) aN >0

Esta dltima desigualdad contradice 2, pues N es una cantidad no-negativa y las otras va-
riables atn no cruzan el cuadrante negativo.

Caso 2
Supongamos que la primera solucién en cruzar al cuadrante negativo es H44. Por la
continuidad de H 44, 3t* > 0 tal que

1. Haa(t") =0
2. 36 > 0talque H) 4(t) < 0,Vt € (t* —6,t" 4 6)
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En la segunda ecuacion del sistema (3.44) remplazando en ¢ = ¢* se tiene:

2

0,por (1) . . N R 07 or (1
) 4(1) = <QM F2OmM) 4+ Haa) 5 Onall >> ON~—(B() i) Hartt T 0 Ona(t)

0,por (1)

) = <2OAA<t*> + Haolt) + OAa<t*>> N4 (M; Hao(t")

O ) Oan(t*) >0

H)A(t7) =

(QOAA(t*) + H;‘]‘{[(t*) + OA“(t*>) aN +7 (—HAj‘ét*)) Oan(t™) >0

Esta altima desigualdad contradice 2, pues N es una cantidad no-negativa y las otras va-
riables ain no cruzan el cuadrante negativo.

Caso 3
Supongamos que la primera solucidn en cruzar al cuadrante negativo es H 4,. Por la con-
tinuidad de H 4., Jt* > 0 tal que

1. Hyo(t*) =0
2. 30 > Otalque H'),(t) < 0,Vt € (t* — d,t* 4+ 0)

En la tercera ecuacion del sistema (3.44) remplazando en ¢ = t* se tiene:

0, por (1) 0, por (1)
H, (t*) B 2 <2Uaa(t*) +M+ pOAa(t*)> <2HAA(t*) + 2OAA(t*) +M+ pOAa(t*)> OéN
Aa - -
2N 2N

~ 0, por(1
— (B1(X) + 1) Haglt T+ 7?()(8&4,4(?5*)

1y ) =2 (el V2 0LV () + 20+ Ol o,
Hat T+ Haa(t?)
+$< “ NAA )AA(t*)>0

2Uqq (%) + ‘I’OAa(t*)) <2HAA(t*) +2044(t%) + OAa(t*)) aN+

(= o
(




Esta dltima desigualdad contradice 2, pues N es una cantidad no-negativa y las otras va-
riables atn no cruzan el cuadrante negativo.

Caso 4
Supongamos que la primera solucién en cruzar al cuadrante negativo es O 44. Por la con-
tinuidad de O 44, 3t* > 0 tal que

1. Oua(t*) =0
2. 36 > 0tal que O’y 4(t) < 0,Vt € (t* —d,t" +9)
En la cuarta ecuacion del sistema (3.44) remplazando en ¢ = t* se tiene:

. 0, por (1)
Oa(t") = BL(X)Haa(t") — poOanft™)

0,por (1)
- (o VO (t) + Una(* .
OAA(t>:6<M f}v( ) ( )>HAA(t)20

O;}A(t*) _ B\ <OAa(t*)]_v|_ Uaa(t*)

) Haa(t?) 20

Esta dltima desigualdad contradice 2, pues N es una cantidad no-negativa y las otras va-
riables aun no cruzan el cuadrante negativo.

Caso 5
Supongamos que la primera solucién en cruzar al cuadrante negativo es O 4,. Por la con-
tinuidad de O 4,, 3t* > 0 tal que

1. Ouu(t*) =0
2. 36 > 0tal que Oy, (t) < 0,Vt € (t* — 0,t* +0)

En la quinta ecuacidn del sistema (3.44) remplazando en ¢t = t* se tiene:

, N 0, por (1)
O (t") = B1(X)Hao(t") — p120uaft™)”

0,por (1)
L ~ | Oug + 044t + Uy (t* .
Ol (") = B (M ) + ol )> Haalt) > 0

OAA(t*) + Uaa(t*)
N

O, (t7) = 5( ) Haalt*) >0

62



Esta dltima desigualdad contradice 2, pues N es una cantidad no-negativa y las otras va-
riables atn no cruzan el cuadrante negativo.

Por lo tanto, Todas las soluciones son no-negativas, para todo ¢ > 0

Adimensionalizacion

= Se adimensionalizara el sistema (3.44), debido a su complejidad con el siguiente

cambio de variable: x _ Yua x :%x _ Haa T :% x :OAa
LT N 2 N 3 N 4 N Y Zs N
. . . T o B Y
= Sear = o — ju1, se realiza otro cambio de variable: t = —,a = — ,b=—yc= —.
r r r
El procedimiento es similar que el caso anterior. Asi se obtiene:
d 2
%z(:cﬁ—%—i-%) a+x (x4 +25—a)a
T T3+ 2
d_72-: <$2($2+2$4+$3+$5)+:E4(:c4—|—:c3+a:5)—|—( 32 5) >_|_
+c(re+a3)ws+ (—b+b(r2+23) —a+ 24+ x5) 9
XT3 T3+ Ts xT3 Ty (345)
2 (e +3)
dr ( (3324‘1’44‘ 9 ) SB1+2‘|‘2 )CH‘
+c(xg+a3)ws+ (—b+b(re+x3) —a+ 24+ x5) 23
T
d—i:b(:p1+x4+:p5)x2+(—c(x2+x3)—a—1+x4—|—x5)x4
T
d—i:b(x1+x4—|—:p5)m3+(—c(x2+m3)—a—1+x4—|—x5)x5

endonde: 1 + a2+ 23+ 24 =1

Existencia y unicidad

Para demostrar existencia y unicidad de las soluciones del sistema (3.45) se puede aplicar
el mismo procedimiento que el caso anterior (ver Pag.50) el cual involucra el uso de los
teoremas 1.2y 1.3.
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Analisis cualitativo
Desde que: z; = 1 — x5 — x3 — 24 remplazando (3.45) se tiene:

T2

2
T3+
- = (:L’g(xg+2:U4+x3+:c5)+$4(x4+a:3+x5)+( 32 5) >+

+c(xg+a3)zs+ (—b+b(x2 +13) —a+ x4+ x5) g

T3 T3+ Ty T3+ Ts
S I L

+c(vgta3)zs+ (—b+b(xe +1x3) —a+ x4+ x5) T3

x
di:b(1—$2—$3)9€2+(—0($2+$3)_a_1+x4+$5)x4
x
di:b(l—xz—x3)$3+(—c($2+$3)—a_1+x4+m5)x5

En esta parte se puede hallar los puntos criticos igualando todas las ecuaciones del siste-
ma (3.46) a cero. Resumiendo los puntos criticos:

P, (1,0,0,0,0)
P, (0,1,0,0,0)

a a
P v -
° (076—6—1’0’ b—c—l’O)

Hallando el Jacobiano del sistema (3.46), el cual fue calculado usando Maple.

Sea (f?a f3> f47 fS) = (33,2,1'%,1'2,.%%)1

9
£=2a<mz+x4+ﬁ+ﬁ)+cx4—b+26m2+ba:3—a+x4+x5
8.172 2 2

ofy
ol
Ofs

T3 T
—:2a<x2+$4+—3+—5>—I—c(:vg+$3)+:r2
61'4 2 2

fs _

XT3 T5
—CL<$2+QZ4+—+—>+LE2
6.775

I3 Iy
Tr+zi+ 5+ ) 4 ey + b

2 2

afs

=2a (1 — 2z — 224 — w3 — x5) + cx5 + 3b
81'2

afs

3 =a(—2ry — 2wy — 3 — x5) + cx5s — b+ bro + 2bx3 + 14 + X5
I3

s
(91:4

=2a (1 — 29 — 214 — 23 — T5) + T3
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9fs

=a(l —2xy — x4 — 23— x5) +c(x2+ 3) + 23

s
0
a—f;:b(l—ng—xg)—cm
%:—bxg—cm
8273
0
8—£:2z4—c($2+x3)—a—1+x5
Ofs _
81‘5 4
%:—bxg—cxg)
8%2
0
a—izb(l—2x3—x2)—cx5
%:x
5’x4 >
19)
a—£:2x5+:€4—c(:c2+a:3)—a—1

Ofp(x) Ofa(z) Ofs(x) Ofa(x)

Ox 0xs 0xy4 Oxs
Ofs(z) Ofs(z) Ofs(z) Ofs(x)
Df(x) _ 81’2 8x3 6.734 81’5 (3 47)
Ofs(x) Ofs(x) Ofi(x) Ofi(x) '

81:2 (9.173 a$4 81’5

Ofs () Ofs(x) Ofs(x) 0fs(x)
8:702 61’3 8$4 61'5

Para hallar los autovalores de Jacobiano evaluado en los tres puntos se uso software Maple
[32].

Analisis cualitativo

Lema 3.7. Para todo a,b > 0, se tiene que P, es asintoticamente estable

Demostracion.

b—a 0 0 0
20 —b 2
Df(P) = ba 0 —1 “ " 8 (3.48)
0 b 0 -l-a
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Hallando los autovalores:

—(1+a—|—b)+\/(1—|—a+b)2—4b

M=-b—a<0,=—-1—a<0,\;= 5 < 0,
~(La+b)— /(L +atb)? -4
Ay = <0
2
Por lo tanto, P; es asintdticamente estable ]

Lema 3.8. P;existesib>a+c+1

Demostracion. En efecto para que Ps exista se debe cumplir simultamente:

¢ >
b—c—1

b—c—1>0,1>

b—c—1>0,1- 0

a

b—c—1

b>c+1,b>a+c+1
b>a+c+1

Del lema anterior se puede tomar:

at+c+1

0=

Si ¢ < 1 entonces existen 3 puntos de equilibrio
Si ¢ > 1 entonces existen 2 puntos de equilibrio

Por lo tanto, ¢ es un parametro de bifurcacién'.

Lema 3.9. Si ¢ < 1y1 > ¢+ a? entonces Ps es un punto inestable.

Demostracion. En efecto, se calcula los autovalores de D f(P3) gracias a Maple:

a a
AM=0, =1 -by=14+—--——a, \q=1+——-—--0b
1 0, 2 +a+c , A3 +1—}-C—b a, Ag +1—|—C—b

Por hipétesis ¢ < 1 se tiene A\; < 0, A2 < 0, A4 < 0. Sin embargo no se sabe como es el
signo de A3, consecuentemente se lo analizara:

'Este pardmetro de bifurcacién es segtin el nimero de puntos de equilibrios. Para més detalle de esta
teoria se puede revisar [5, 23]
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Desde que 1 > ¢ + a?

a
=14+ —— —
3 +1+c—b “

b—1-c—a(b—c)

b—1—-c (3.49)
_ b—c)(1—a)—c
b—1-c
(14+a)(l1—a)—c
b—1—-c (¢ < 1)

> ( (hipdtesis)

Observacion

Sia > 1entonces D f(P;) tiene tres autovalores negativos y un autovalor cero. En efecto:

a—1>0
a—1+#>0,(¢<1)
T (3.50)
1— - -
a+1—|—c—b<0
A3 <0

A pesar que se obtuvo una condicién para estudiar la variedad central para este punto, no
se enfocara en la estabilidad de Ps.

Lema 3.10. Si ¢ < 1 entonces P, es inestable
Demostracion. En efecto obteniendo los autovalores de D f(P,):
M=0, =—-a,\3=—(1+a+¢c), \s =b— (14 a+ c), como por hipétesis ¢ < 1

entonces se tiene que Ay > 0 asi P; es inestable. L]

Si ¢ > 1setendraen D f(P,) tres autovalores negativos y uno cero, asi que se aplicara el
teorema de variedad central en este caso para averiguar la estabilidad en este punto.

Lema 3.11. Si¢p > 1yc+ 1 — b # 0 entonces P; es inestable

Demostracion. Se analizara el P, para estudiar su estabilidad. A pesar de que se tiene un
autovalor cero en este caso y no se puede afirmar nada sobre la estabilidad, se usard la
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teoria de la variedad central para solucionar este caso al menos en una pequefia vecindad.

Debido a que el punto es P, = (1,0, 0, 0) se lo trasladara al origen:

y=x—D0

Entonces remplazando en el sistema (3.46) se tiene:

Y5 a+b a+db 2a+c+1 a+1 Yo F(y2, Y3, ya, Us
ys | | —2¢ —2a —2a —a+c us | | E(y2, s, 005
?Jf; —b b —c—a-1 0 Ya F4(?/27 Y3, Y4, Ys
Vs 0 0 0 —c—a—1 Ys Fy5(y2, Y3, Ya, Y5
(3.51)
Donde
a a
Fo(y2, Y3, yay5) = (@ +0)ys + w5 + ayi + 705 + (e +D)goys + (2a + ¢+ Dyoyat
a
+ (a4 1)yays + (a + c)ysys + 5Y8Ys + aysya
a a
FS(y27 Y3, Y4, y5) = _2ay§ =+ (b - 5)3/?2) - 2ayz - Zy?)_F

+ (b — 2¢)y2y3 — 4ayays + (¢ — 2a)yays + (1 — 2a)ysys+
+ (¢ — a+ 1)ysys — 2aysy4

Fy(y2,y3,ya,y5) = —byg + yi — by2ys — CYols — CY3Ys + YsYa

F5(y2,y3, Y4, ys5) = —bys + Y2 — byays — cyaya — Cysya + ysya

(3.52)
De la parte de conceptos basicos se puede hacer el cambio de coordenadas *:
—2b+c+1 a+c

-1 -1

Y2 o(h b D a+c+1 Wa
—C— a+c

wo| Z| A - 0 s (3.53)
Ya b a+c+1 wy
Us 0 1 -1 1 ws

0 0 1 0

%El cilculo de los autovectores asociados a los autovalores encontrados se lo obtuvieron gracias a Wol-
fram

68

)
)
)
)



a+c+2

—2 —1 —2 e
Wy b b b a+bc+1 Yo
s = b—c—1 b—c—1 b—c—1 b—c—1 Y3
Wa 0 0 0 1 Ya
Ws b b c+1 c+1 Ys
—b+c+1 —-b+c+1 —b4+c+1 —-b+c+1
(3.54)
2
w a+c
2 b b b b Y2
W3 _ Ys
7l = b—c—1 b—c—1 b—c—1 b—c—1 ;
1 0 0 0 1 Ya
Wg b b c+1 c+1 Ys
—b+c+1 —b+c+1 —-b+c+1 —b+c+1
(3.55)

Se remplaza (3.51,3.52,3.53,3.54 en 3.55) se obtiene lo siguiente:

Wy 0 0 0 0 Wao G2 (’LUQ, W3, Wy, ’LU5)
wh _ 0 —a 0 0 ws | G3(we, w3, wy, ws)
wh 0 0 —a—c—1 0 wy G4(we, w3, wy, ws)
wr 0 0 0 b—a—c—1 ws G5(we, w3, wy, ws)
(3.56)

Donde:
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G = _
2 (wa, w3, wy, ws) = (w2 + b w3 a+c+1w4 aterl

2 2
2 (wy — wa + ws)® — (‘”H) w? + (—2@—3b+2c+b<a+c+)>.

2(b—c—1) a+c )2<_b b(a+c—|—2)>

atc+1 atc+1

—2b+c+1 a+c
.{—U)2 + f ws m Wy — 'lU5}.

{ws + —2b+c+1 e a+c wal—
2 b 3 at+c+1 4

—2b 1
—2{-w2 + (—|—c+) w3 + (m) wy — ws Hws — ws + w5+

a+c+2 —2b+c+1 a+tc
_9_ B _ ke _tre _
( C+C<a+c+1>>{ w2+< b )w3+<a+c+1>w4 ws J1

—2b+c+1 a+c
—{w2 + (b) w3 — (a—|—c+1> wy H{ws — wy +ws}

14 a+c+2 {ws + —2b+c+1 a-+c Vst
—c — c| —— w —_— w3 — [ ———— Jwstw
at+c+1 2 b 3 at+c+1 474

_g_(otct?2 {ws — wy + w5 }w
PR 3 — W4 + w5 pwy

(3.57)

—2b 1 2
G3(w2,w3, w4,w5) = {(—a) (—w2 + (T—) w3 + (CH—C) wq — ws)

a+c+1

3 (o (05 e (G )

(1—a)(w3—w4+w5)2+<1—g)wi

e (B (825 ) )
(oo (P55 o (G ) )
+ (1 - 2a) <w2 + <—2b—|—c—|—1> ws + (a—i—c) wy w5> (w3 — wy + ws)
b a+c+1
(1-a) (—’LU2 + (21)+C+1) w3 + (W) Wy —w5) wye+
b a+c+1

oo (52 (G5 )i

O e

(2 — a) (ws — wy + ws) wy} (b>
(3.58)
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b at+c+1

o (5 (225 ).
.(w2+<2(b_c_1)>w3—< a+c >w4>—
b a+c+1 (3.59)
—2b+c+1 a+c
c(w2+ (b) w3 + ((I-I-C—i-l) w4w5) Wy —

n 2b—c—-1) a+c n
C| W2 719 ws 7@—}—04—1 Wy | Wq

(ws — wy + ws) ws

2(b—c—1 2
Ga(we, ws, ws, ws) = —b (w2 + ((bc)) w3 — (CH_C) w4> +wi—

—a—c— -2 1 2
G (wa, ws, wa, ws) — 20 =0=€= ) (_wQ N <b+bC+> ws + (W) w0y — ws)

—b+c+1 at+c+1
bb—5—c—1) 2(b—c—1) a+c 5
A r—— [z + b wst\ o Tor1 wa)

c+1—ab 2 c+1-% 2
+(—b+c+1>[w3 wy + ws] +<b+c+1>w4
b(2b —a — 2¢ —2) —2b+c+1 a+c
+< —b+c+1 ){—wz—i-( b >w3+(a+c+1)w4_w5}
2(b—c—1) a+c
(5 )wﬁ(mﬂ)w}
n blc+1—2a)—c(c+1) —2b+c+1 e+ a+c wr — w0 w
—b+c+1 )7 atc+1)t ol

blc+1—2a)—c(c+1) 2(b—c—1) n —a+c
w — w
b 8 at+c+1) *
— wy + ws)

< “btect1 )
<bc+12a cc+1>< bfc—l) —a+c )
4 | Wq

+

+

“btec+1 wst Y
2(c+1)—ad

+ —b+c+1

) (ws — wq + ws) wy
(3.60)

—a 0 0
Setoma A=0y B = 0 —a—c—1
0 0 b—a—c—1

F(w2> W3, Wy, wS) = GQ(w27 W3, Wy, ’U}5) y G(w27 W3, Wy, U)g,) = (G37 G47 GS)
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Asi (3.51) fue llevado a la forma (1.28), en donde se aplicaré con el teorema de la variedad
central.

2 = Az + F(z,y) } (3.61)

y = By + G(x,y)

Notase que F'(0,0) = 0; G(0,0) = 0. También se cumple DF'(0,0) = 0; DG(0,0) =0

Entonces por definicién 1.10 se tiene:

Wioe(0) = {(z,y) € R x R?|y = h(2) = [h3(), ha(z), hs(@)], || < 8, h(0) = 0, Dh(0) = 0}
Para hallar y = h(x) se remplaza A, B, F'(z,y) y G(z,y) en (1.36):

—a 0 0
N(h(wg)) = Dh(U@)F(U)Q, h(wg))— 0 —a—c—1 h(wg)—G@Ug, h(wg))
0 0 b—a—c—1
a 0 0
N(h(wq)) = Dh(ws) F(we, h(wy))+ | 0 a+c+1 h(ws)—
0 0 —(b—a—c—1)
- [G3(w27 h<w2))7 G4(w27 h(wQ))v G5(w27 h(w2))}T
(3.62)
Para aplicar el teorema 1.9, se procede de la siguiente manera:
d:R! - R?
w2—>(1>(w2)
Si ®(wy) = O(w3) se tiene lo siguiente DP(wy) = O(ws) osea si se toma:
®(wy) = [c1w3, cawd, cgwg]T
a 0 0 G3(w2,<b(w2))
N(®(w2)) = DP(w2)G(w2, P(w2))+| 0 a+c+1 O(w2) — | Ga(wa, P(w2))
0 0 —(b—a—-c—-1) Gs (w2, P(w2))
0]
(3.63)
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Se enfocard en (7) pues D®(wsy)G(wsy, P(wy)) tiene como residuo un polinomio de orden

leg’
3 en todos sus componentes, es decir D®(wq)G(wy, ®(ws)) = [ powd | = O(w))
p3ws
de (1)
a 0 0 clwg Gg(?,UQ, (I)(U)Q))
0 a+c+1 ng% — G4(w2,<1>(w2)
0 0 —(b—a—c—1) caws G5(wa, P(w2)

En este dltimo se remplaza @ (wsy)

Tanto para G3, G4, G5 se busca convenientemente el exponente cuadrado de todas sus
expresiones, pues lo demds serdn polinomios de orden 3, los cuales se consideran como
restos:

Para (G5 los términos de interés son:

() (o (B (25
3(ii7) : (—a) (—wg + <#) w3 + (%) (I w5)

(vor () e () )

3(7) tendrd la siguiente forma:

3(1) : (—a)w3 (=1 + ajws)?

—2b+c+1 a-+c
donde: a1 = T c) + m Cy — C3

de igual forma:

3(ii) - (_7@) w2(1 + apws)?

2b—c—1
donde: ay = (%) 1 — (%) Co
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asi
3(114) : (—a)wi (—1 + azws) (1 + agwy)

donde a3, g son dados en términos de a, b, ¢

Luego se remplaza en G3 y se tiene:

Gz, 0(ua)) = (503 (=i ) + Ot

Luego en (7) se puede encontrar el primer componente de N (P (w,)) se debe cumplir:

ab

acl+—2(b—c—1) =0
Comoc+1—0b+#0:
b
—— =0
“ 2(c+1-10)
o b
Y2+ 1-0)

La misma forma se aplicard en G:

Ga(wy, ®(wy)) = (=b)w3 (1 + Brwy)? + (—b)wi(—1 4 B2) (1 + B3) + O(w3)

Ga(wa, ®(wy)) = O(w})

Asi se puede tomar:

CQIO
Para:
a
. b(b—a—c—1) 2 2 b(b—§—c—1) 2 2
G5(w2,<1>(w2)) = ( —b+c+1 )wQ(—l—i-%wg) + —b+c+1 w2(1—|—71w2) —+

b(2b —a — 2¢ — 2)
—b+c+1

) wi(—1+72)(1 +73) + O(w3)
(3.64)
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_ a o b 3
Gs(wg, P(ws)) = (—2 w2> <——b+c—|— 1) + O(wy)
ab
_(b_a_c_1)63+2(—b+c+1) -
ab
_(b_a_c_1)03+2(—b+c+1) -
ab
Nbrern e em e

Como® >1yc+1—-b+#0

ab
2(=b+c+1)(b—a—c—1)

:C3

Con los coeficientes hallados, gracias al teorema 1.9 se puede tomar la siguiente variedad

+ O(w3)

central:
20c+1—-b) ?
]’L(U)Q) = 0
ab
2(=b+c+1)b—a—c—1

s

Se aplica teorema 1.7 para estudiar la estabilidad del punto trasladado w = (0, 0,0, 0).

Remplazando h(w-) en:

w'2 = A’wg + GQ(U)Q, h(wg))

(3.65)

Asi se tiene el siguiente campo de direcciones restringida al variedad central:

why =2 (a+b—c)w;+ Ow))

(3.66)

Con |ws| < 6, para J suficientemente pequeio. El sistema (3.66) es inestable. Asi por el

teorema 1.8 el punto w = (0,0, 0,0) es inestable

Por lo tanto, P, también es inestable.
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Observaciones

1. El sistema (3.66) serd inestable paraa +b —c > 06 a + b — ¢ < 0. Sin embargo
(Que sucede cuando a + b — ¢ = 0? En ese caso se tiene que tomar otro polinomio
con grado mayor [28].

c1wo + CQ’LU% + dl
2. Tampoco se consider6 la variedad de la forma h(w,) = c3wWy + c4w§ +dy | +
CqaWo + C5w% + d3
O(w3) pues h(0) es una constante la cual puede ser distinta de cero.

3. Se debe tener en cuenta que la variedad central no es unica pero si tangente al
subespacio F°.([28, 5])
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Capitulo 4
Simulacion

Una nueva forma de presentar una simulacion utilizando herramientas cientificas y
comerciales

Para simular el modelo propuesto, se usard un nuevo ambiente, el cual es, el ambiente web.
Para hacer esto se utilizé Python como motor de cdlculo y HTML para mostrar los datos,
con ayuda de JavaScript se hizo més atractivo y dindmico el sistema. Pero la pregunta que
se formul6 fue ;Como enviar los datos capturados de una pagina dindmica y enviarlo a
Python para que lo procese?. Se utiliz6 el microframework llamado Flask [33] que nos
permite crear un localhost para hacer nuestra pagina web. Sin embargo su configuracién
sigue una secuencia estrictamente ordenada, de hecho los archivos estiticos y dindmicos
son separados de los archivos Python. Estos deberian estar en directorios llamados tem-
plate y static. Esto quiere decir que si no se sigue la estructura dada se producird errores
al momento de ejecutar el software [33].

Para disefiar la pagina web se utiliz6 Boostrap [34], y para enviar los datos a Python se
utilizé Ajax [35]. La manera de trabajar en esta parte, se puede observar en el siguiente
gréfico:
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Figura 4.1: Forma de pasar los datos.

Datos Datos

AJAX | PYTHON
\ / o \*%\
S

Datos Datos

FLASK

También para poder hacer una simulacion y observar el comportamiento de las todas las
poblaciones en especial la poblacién obesa, que es el objeto de estudio, se procedid a
implementar «sliders », los cuales representaban los parametros del sistema de ecuacio-
nes diferenciales Ordinarias. Estos sliders fueron tomados de la libreria de JQueryUi[36].
Con respecto a la tabla de datos mostrados, es dindmica, esto quiere decir que los datos
se mueven en tiempo real, se lo tomd de una libreria implementada en Jquery llamada
DataTable [37]; y las graficas fueron extraidas de la libreria Plotly para Python [38].

El método utilizado fue Runge Kutta de orden 4, que fue implementado en Python.

HTML se usé para crear la interfaz con el usuario. Se plante6 en la web con vision a
futuro, es decir que usuarios (expertos o no expertos) sean capaces de visualizar desde su
ordenador.

JQuery utiliza a Ajax para hacer pasar los datos capturados (o sea los valores de los
pardmetros y variables) hacia Python, en donde se procesaran los datos a través de un
algoritmo, en este caso se esta utilizando el método de RK4 para aproximar las variables
para diferentes valores de tiempo, pardmetros y nimero de pasos (ver algoritmo).

Finalmente una vez procesado los datos Python devuelve los datos a Ajax el cual va hacer

capaz de mostrarlos a través de graficas.

Se presentard el algoritmo de RK4 tomado de [39]
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Algoritmo 1 Runge Kutta de orden 4
Entrada: extremos a,b; numero de ecuaciones m; entero N; condiciones iniciales
A1y ...y, Oy
Salida: aproximaciones w; a u;(t) enlos (N + 1) enteros de ¢.
Paso 1 Tome
h ¢+ o
t<a
Paso 2
para j = 1 hasta 7 = m hacer
Wi < Q.
fin para
Paso 3
devolver {t,wy,wy, ..., wy,}
Paso 4
para j = 1 hasta j = 5 hacer
5—11
Paso 5
para j = 1 hasta j = m hacer
klj = hf](t, Wi,y ... ,wm)
fin para
Paso 6
para j = 1 hasta j = m hacer

h k k k1m
k’gj:hfj (t+—,w1+&,w2—l—ﬁ,... wm—|—1—’)

2 2 2 ’ 2
fin para
Paso 7
para j = 1 hasta ; = m hacer

h l{?271 l{?272 kQ,m
ksj = hf; (t+§7w1+77w2+77"'7wm+7
fin para
Paso 8

para j = 1 hasta j = m hacer
kgj = hf] (t + h, w1 + k’371, W9 + k’372, ey, Wiy + kB,m)
fin para
Paso 9
para j = 1 hasta j = m hacer
w; = w; + (F1j + 212%4’ + kay)
fin para
Paso 10 Tome
t <+ a-+1h
fin paraPaso 11
Salida: (¢, wy,ws, ..., wy)
Paso 12 PARAR
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Interfaz HTML

En el desarrollo de la interfaz web, se pueden utilizar estilos o plantillas pre disefiadas.

JQuery-Ajax

Se presentard el desarrollo del archivo mtds.js

= Se crean los sliders.

Se capturan los datos de las entradas por el usuario.

Se envian los datos a través de Ajax.

Se reciben los datos también por Ajax.

Muestra los datos.

Python

Se presentara el desarrollo de los archivo app.py y metodos_numericos.py (donde se
declararan las funciones las cuales seran llamadas en app.py).

= Recibe los datos mandados por Ajax.
= Convierte los datos a valores reales para poder procesarlos.
= Se aplica el algoritmo Runge Kutta 4.

= Envia los datos procesados por medio de Json a Ajax [40].

4.1. Resultados

4.1.1. Intefaz web

Gracias a una buena combinacién de HTML y JQuery se obtiene lo siguiente:
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Los valores de los parametros y condiciones iniciales fueron tomados de [30] los cuales
se aprecian en la siguiente tabla:

Parametros | valor
D 0.46
q 0.54
(41 0.0082
15 0.0156
15} varia
0 varia
« varia

Cuadro 4.1: Parametros

Tipo de Poblacién | valor
Usa 29360
Haa 9030
Hay, 27210
Oaa 12410
Ouq 21990
N 100000

Cuadro 4.2: Tipo de poblaciones, por nimero de individuos

Las poblaciones serdn mostradas en proporciones.
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4.1.2. Factor genético, con razon de nacimiento constante en los ale-
los

Uaa ;
— HAA
HAa

— OAA
0OAa

L L L
50 100 150 200

(@ a = 000358 = 001,41 = 0,0082, 1y =
0,0156,7 = 0...200

—

Uaa
— HAA
HAa
— 0AA
0Aa

L L L L
50 100 150 200

b) a = 0,0123,3 = 001,4; = 0,0082,1p =
0,0156,7 = 0...200

Se observa que o < p1; entonces tanto la poblacién obesa como no-obesa tienden a morir
mientras que si « > i1 estas tienden a crecer exponencialmente en transcurso del tiempo.



4.1.3. Factor genético, con razén de nacimiento no-constante en los

alelos
() HaavsOaa (d) Haq vs O4q

s

Uaa
—— HAA
— HAa
—— OAA
OAa

L 1 I
4 & 8 10 12 14 16 ig

(e) Todas las poblaciones (en proporciones)

~

Figura 4.5: o = 0,0079, 3 = 0,05,y = 0, 1 = 0,0082, yo = 0,0156,7 = 0... 20

Se observa que la cantidad de individuos obesos comienzan a crecer debido a que personas
saludables pasan ha convertirse en estos, pues su composicidon genética asi lo determina.
Su poblacion crecera hasta en dos afio aproximadamente (donde alcanza el pico mas alto),
mas adelante su crecimiento comenzara a decaer hasta extinguirse debido a que todos los
comedores saludables se convierten en obesos, estos tltimos morirdn debido a que su tasa
de muerte que es muy alta en comparacién de los no- obesos. Finalmente se observa que
s6lo la poblacién U, logra sobrevivir en el transcurso de los 20 afos.
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4.1.4. Factor genético-ambiental, con razon de nacimiento no-constante
en los alelos

0.02 0.04 0.08 0.08 0.1 0.12 014 0.18 0 0.05 0.1 015 0.2

(@) Haavs Oaa (b) Haq vs O4q

(c) Todas las poblaciones (en proporciones)

Figura 4.6: & = 0,0079,3 = 0,249,5 = 0,803, 1 = 0,0082, u» = 0,0156,7 =
0...20

Se observa que la cantidad de individuos comedores saludables comienzan a crecer debi-
do a que su tasa de contacto 4 es mayor que la tasa de contacto (3 pero este crecimiento se
da en un corto tiempo (se podria considerar que en menos de un afio) luego la poblacién
saludable comienza a decaer hasta desaparecer, debido a los malos habitos, este hecho ha-
ce que la poblacion obesa comience aumentar. Esto sucede del primer afio hasta sexto afio
aproximadamente después de eso los obesos tienden a morir por que ya no tienen a quien
influenciar malos hébitos. Finalmente las comedores no saludables logran sobrevivir en
el transcurso de los 20 afios.
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Capitulo 5

Conclusiones

= Cuando se consider razén de nacimiento no-constante y ambiente se encontrd con
un punto no- hiperbolico, el cual al hacer el andlisis cualitativo clasico no se pudo
decir nada acerca de su naturaleza, consecuentemente se construy$ una variedad
h(ws) la cual fue muy ttil para hablar sobre la estabilidad de este punto, pero hay
que tener en cuenta que esta no es tnica, pero si tangente al conjunto invariante £°.

= Con el fin de que cualquier usuario pueda visualizar el comportamiento de las solu-
ciones, se elabor6 una interfaz amigable, se combino la parte comercial con la parte
cientifica, sin embargo se debe tener en cuenta que su programacion es mucho mas
tediosa, pero la ventaja principal es que aquella estd pensada que pueda ser vista
remotamente, solo es necesario tener acceso al internet.

= En el modelo analizado (3.1) se tomé la funcién A(N) = aN para describir el

crecimiento de la poblacién no obesa sin embargo, se puede tomar la funcidn,
N

A(N) = aN(1 — —), es decir un crecimiento logistico que se ajusta mas a la

realidad, donde K representa la capacidad de persistencia.

Para que el modelo sea mds auténtico en términos de herencia, se podria considerar
procesos aleatorios tales como mutaciones que podrian cambiar la frecuencia de
los alelos en el transcurso del tiempo. Al afiadir este hecho, el modelo se podria
convertir en un modelo estocastico [30].
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Apéndice A

Codigo fuente de los lenguajes de
programacion

S (document) . ready (function () {

S$( "#mtd" ) .change (function () {
console.log ($ ("#mtd") .val())
interfaz_casos (S ("#mtd") .val());

)i
})

Listing A.1: LLAMA A HACER LA INTERFAZ DINAMICA

function interfaz_ casos(valor)
{
switch (valor) {
case '1’:
interfaz_casol ()
apha=$ ( "#apha") .slider( "value" );
beta=$( "#beta").slider( "value" );
tiempo=$( "#tiempo") .slider ( "value" );
id_grafica=$ ("#cbx_tp_gr").val();
frk_4 (apha, beta, gamma=0, tiempo,valor,id_grafica)
$( "#cbx_tp_gr" ).change (function () {
id_grafica=$ ("#cbx_tp_gr") .val();
frk_4 (apha,beta, gamma, tiempo,valor,id_grafica)
1) i
break;
case ’'2':
interfaz_caso2 ()
apha=$ ( "#apha") .slider ( "value" );
beta=$( "#beta") .slider( "value" );
tiempo=$( "#tiempo") .slider ( "value" );
id_grafica=$ ("#cbx_tp_gr") .val();
frk_4 (apha,beta, gamma=0, tiempo,valor,id_grafica)
$( "#cbx_tp_gr" ).change (function () {
id_grafica=$ ("#cbx_tp_gr") .val();
frk_4 (apha, beta, gamma, tiempo, valor, id_grafica)
}) i
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break;
case ’'4’:
interfaz_caso4 ()
apha=$ ( "#apha") .slider ( "value" );

gamma=$ ( "#gamma") .slider ( "value" );
beta=$( "#beta") .slider( "value" );
tiempo=$( "#tiempo") .slider( "value" );

id_grafica=$ ("#cbx_tp_gr") .val();
frk_4 (apha,beta, gamma, tiempo,valor,id_grafica)

$( "#cbx_tp_gr" ).change (function () {
id_grafica=$ ("#cbx_tp_gr") .val();
frk_4 (apha, beta, gamma, tiempo, valor, id_grafica)
P
break;
default:
break;
}
}
Listing A.2: CASOS PRESENTADOS
S( "#apha" ).slider ({
range: "min",

min: 0.001,

max: 0.0124,
step:0.0001,
value: 0.002,

slide: function( event, ui ) {

S( "#n_apha" ) .val (ui.value)
apha=ui.value

beta=$( "#beta" ).slider( "value" );
tiempo=$( "#tiempo" ).slider( "value" );

console.log (aphat+""+beta+""+gamma+""+tiempo)
id_grafica=$ ("#cbx_tp_gr").val();
frk_4 (apha, beta, gamma=0, tiempo,’1’,id_grafica)

}
1)

Listing A.3: CREACION DE LOS SLIDERS

function frk_4 (alpha,beta,gama, tiempo, id, id_gr)

{
var apha=alpha.toString();
var bt=beta.toString();
var gm=gama.toString();
var b=tiempo.toString();

var ml=$ ("#mul") .val () ;
var m2=$ ("#mu2") .val () ;
var V0=$ ("#vV0") .val();
var WO=S$ ("#wW0") .val();
var X0=$ ("#xX0") .val();
var YO=S$("#Y0") .val();
(O

var 7Z0=$ ("#z0") .val
var n=$ ("#n") .val();
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var p=S$("#p").val();
var g=5 ("#qg").val();
var id=id;
var id_gr=id_gr;
var parametros=({

apha:apha,

bt :bt,

gm:gm,

ml:ml,

m2:m2,

19319,

v0:VO0,

WO :wWo,

X0:X0,

Y0:YO,

(0 8 #(0),

L 8 1L,

id:id,

id_gr:id_gr,

P:p,

a:q
}

console.log (parametros)

S.ajax ({
url: ’/metodos’,
data: parametros,
type: 'POST’,
success: function (datos) {
S (’ #fexample’) .show ()
var obj = jQuery.parsedSON (datos) ;
S (' #example’ ) .DataTable ({
data: obj,
destroy:true,
searching: false,

paging: false,
ordering: false,
info: false,
dom: ’'Bfrtip’,
buttons: [

"copy’, ’'csv’, ’'excel’, '"pdf’,
1
1)
}I
error: function (error) {
console.log(error) ;
}
1)

S.ajax ({
url: '’ /grafica’,
data: parametros,
type: "POST’,
success: function (datos) {
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var obj = jQuery.parsedSON (datos) ;
$(’#dv_grf’) .html (ob3)

}l

error: function (error) {
console.log(error) ;

Listing A.4: COLLECTA Y DEVOLUCION DE LOS DATOS QUE VAN HACER
PROCESADOS POR PYTHON Y MOSTRADOS EN HTML. AJAX EN ACCION
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from flask import Flask, render_template ,json, request ,Markup
import json

from metodos_numericos import x

from metodos_numericos_c import x #metodos_numericos_c
import matplotlib.pyplot as plt

import plotly.tools as tls

from plotly.offline import

from plotly.graph_objs import x

app = Flask(-_name__)

@app. route (" /")
def main () :
return render_template (' index.html”’)

@app. route (' /examen’ )
def examen () :
return render_template (' examen.html’ )

@app. route (/ /metodos’ ,methods=["POST’ ])
def metodos () :
_id= str(request.form[’id’ ])
) float (request.form[’p’ ])
_q = float(request.form[’qg’ ])
_apha = float(request.form[’apha’])
gm = float(request.form[’gm’ ])

_bt = float(request.form[’bt’])
_ml = float(request.form[’ml’ ])
m2 = float(request.form[’'m2’ ])
_u = float(request.form[’VO0’])
_hl = float(request.form[’WO0’ ])
_h2 = float(request.form[’X0" ])
ol = float(request.form[’YO0’])
_02 = float(request.form[’Z0’ ])

_b = float(request.form[’b’ ])
FHAFEH AR H A H A A A A EH SRS
_r =_m2—_ml

_T=_u+_hl+_h2+_ol+_02
_u=round(_-u/_T,3)
_hl=round(_h1/_T,3)
_h2=round ( _h2/_T ,3)
_ol=round(_o0l1/_.T,3)
_o2=round ( _.02/_T ,3)
_apha_n=round(-apha/_r,3)
_bt_n=round( _bt/_r ,3)
_gm_n=round (_gm/ _r ,3)

FHAH A A H A H A A AR

n = int(request.form['n’])
if (_id=="1"):
resultado=RKI13(_u,_hl,_h2,_ol,_02,_apha,_gm, _bt,_p,_q,-ml, m2,
b,._n, _id)

j=json .dumps(resultado [6])
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return j
else:
resultado=RK44(_u, _hl,_h2, _ol,_02,_apha_.n,_gm.n, _bt.n,_b,_n, _id
)
j=json .dumps(resultado [6])
return j

@app.route (/' /grafica’ ,methods=["POST’ ])
def grafica():
_id= str(request.form[’id’])
_id_gr=str (request.form[’id_gr’])
p = float(request.form[’p’ ])
_q = float(request.form[’qg’ ])
_apha = float(request.form[’apha’])
_gm = float(request.form[’gm’ ])
_bt = float(request.form[’bt’ ])

ml = float(request.form['ml’])
m2 = float(request.form[’'m2’])
_u = float(request.form[’V0’])
_h1l = float(request.form[’WO0’ ])
_h2 = float(request.form[’X0’])
0ol = float(request.form[’YO0’])
02 = float(request.form[’Z0" ])

b = float(request.form[’b’ ])
FHAHHH A A

_r = _m2—_ml

_T= _u+_hl+_h2+_ol+_02
_u= _u/_T

_hl= _hl1/_T

_h2= _h2/_T

_ol= _ol/_T

_02= _02/_T

_apha_n= _apha/_r

_bt_n= _bt/_r

_gm_n=_gm/ _r
G o o i

_n = int(request.form['n’])
if (_id=="1"):
resultado=RK13(_u, _hl,_h2, ol,_o2,_apha,_gm, _bt, p,_q,.ml, m2,
_b,_n, _id)
else:
resultado=RK44(_u, _hl,_h2, ol,_o2, _apha.n,_gm.n, _bt.n,_ b, n, _id
)

t=resultado [0]
V=resultado [1]
W=resultado [2]
X=resultado [3]
Y=resultado [4]
Z=resultado [5]
#todo este codigo sirve para plotear en python...

if(_id_gr=="1"):
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105 fig = plt.gcf()

106 ax = plt.subplot()

107 ax.plot(t, V,”-r’, label="Uaa’)

108 ax.plot(t, W,”-b’, label="HAA")

109 ax.plot(t, X,”-k’, label="HAa’)

110 ax.plot(t, Y,”—g’, label="0RA")

111 ax.plot(t, Z,”-y’, label="0Ra’)

112 plotly _fig = tls. mpl_to_plotly ( fig )

113 plotly _fig[’layout’ ][’ showlegend’] = True

114 plotly _fig[’layout’ J[’legend’ ] = {}

115 plotly _fig[’layout’ J[’legend’ ].update({’x’:0.0, ’"y’:—0.3, '
borderwidth’ :1, ‘bgcolor’ :’'rgb(217,217,217)" })

116 my_plot_div=plot(plotly_fig ,output_type="div’)

117 grafica=str (my_plot_div)

118 return json.dumps(grafica)

119 if(_id_gr=="2"):

120 fig = plt.gcf()

121 ax = plt.subplot()

122 ax.plot (W, Y,”-b’, label="HAA vs OAA’)

123 plotly_fig = tls.mpl_to_plotly( fig )

124 plotly _fig [’ layout’ ][’ showlegend’] = True

125 plotly _fig[’layout’ J[’legend’] = {}

126 plotly _fig[’layout’ J[’legend’ ].update({’x’:0.0, ’"y’:—0.3, '
borderwidth’ :1, "bgcolor’ :’rgb(217,217,217)" })

127 my_plot_div=plot(plotly _fig ,output_type='"div’)

128 grafica=str (my_plot_div)

129 return json.dumps(grafica)

130

131 if(_id_gr=="3"):

132 fig = plt.gecf()

133 ax = plt.subplot ()

134 ax.plot (X, Z,”-b’, label="HAa vs ORa’)

135 plotly_fig = tls.mpl_to_plotly ( fig )

136 plotly fig[’layout’ ][’showlegend’] = True

137 plotly fig[’layout’ ][’ legend’] = {}

138 plotly _fig[’layout’ ][’ legend’ ].update({’x’:0.0, "y’:—0.3, ’
borderwidth’ :1, ’"bgcolor’ :’'rgb(217,217,217)" })

139 my_plot_div=plot(plotly_fig ,output_type="div’)

140 grafica=str (my_plot_div)

141 return json.dumps(grafica)

142

143

144 | if __name__ == "_ _main_ ":

145 app . run (debug=True)

95



00 1O\ LN A W=

21
22
23
24
25
26

27
28

29
30

31
32

33
34
35
36

37
38

39
40

41

Python procesa los datos

from sympy import x
from math import x
import numpy as np

def RK44(u,hl,h2,0l,02,apha,gm,bt,T,Np,id):

lista =[]
xi1=0
h=T/Np
w5 = [u]
wl = [hl]
w2 = [h2]
w3 = [ol]
wd = [02]
ti = [xi]

I=(xi,u,hl,h2,01,02)
lista .append (1)
for i in range(l,int(Np)+1):

k11=h«B2(ti[i—1],wl[i—1],w2[i—1],w3[i—1],w4[i—1],apha
k12=h«E3(ti[i—1],wl[i—1],w2[i—1],w3[i—1],w4[i—1],apha
k13=h«B4(ti[i—1],wl[i—1],w2[i—1],w3[i—1],w4[i—1],apha

k14=hxE5(ti[i—1],wl[i—1],w2[i—1],w3[i—1],w4[i—1],apha

s

k21=h*E2(ti[1i—1]+h*0.5 ,wl[i—1]+k11*0.5 ,w2[i—1]+k12 0.
k13x%0.5,

w4[i—1]+k14%0.5,apha,gm, bt ,id);

k22=h*E3(ti[i—1]+hx0.5 ,wl[i—1]+kl11*0.5,w2[i—1]+k12x*0.
k13x%0.5,

w4[i1i—1]+k14%0.5,apha ,gm, bt ,id);

k23=h*E4(ti[i—1]+h*0.5 ,wl[i—1]+k11*0.5 ,w2[i—1]+k12 0.
k13x%0.5,

w4[i—1]+k14%0.5,apha ,gm, bt ,id);

k24=h*E5(ti[i—1]+h*0.5 ,wl[i—1]+k11*0.5,w2[i—1]+k12*0.
k13x%0.5,

w4[i1i—1]+k14%0.5,apha ,gm, bt ,id);

k31=h*E2(ti[i—1]+hx0.5 ,wl[i—1]+k21*0.5,w2[i—1]+k22*0.
k23 x%0.5,

w4[i1i—1]+k24 0.5 ,apha ,gm, bt ,id);

k32=h*E3(ti[i—1]+h*0.5 ,wl[i—1]+k21*0.5 ,w2[i—1]+k22 *0.
k23%0.5,

w4[i—1]+k24%0.5,apha ,gm, bt ,id);

k33=h*E4(ti[i—1]+h*0.5 ,wl[i—1]+k21 0.5 ,w2[i —1]+k22*0.
k23 x%0.5,

w4[i1i—1]+k24%0.5,apha ,gm, bt ,id);
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k34=h*E5(ti[i—1]+h*0.5 ,wl[i—1]+k21 0.5 ,w2[i—1]+k22*0.5,w3[i—1]+
k23 %0.5,
w4[i1i—1]+k24%0.5,apha ,gm, bt ,id);

k41=h*E2(ti[i—1]+hx0.5 ,wl[i—1]+k31 ,w2[i—1]+k32 ,w3[i—1]+k33 ,w4[i
—1]+k34 ,

apha ,gm, bt ,id) ;

k42=h*E3(ti[i—1]+h*0.5 ,wl[i—1]+k31 ,w2[i—1]+k32 ,w3[i—1]+k33 ,w4[i
—1]+k34 ,

apha ,gm, bt , id) ;

k43=h*E4(ti[i—1]+h*0.5 ,wl[i—1]+k31 ,w2[i—1]+k32 ,w3[i—1]+k33 ,w4d[i
—1]+k34 ,

apha ,gm, bt ,id) ;

k44=h*E5(ti[i—1]+h*x0.5 ,wl[i—1]+k31 ,w2[i—1]+k32 ,w3[i—1]+k33 ,w4[i
—1]+k34 ,

apha ,gm, bt ,id) ;

x2=wl[i—1] + (k11 + 2xk21 + 2%k31 + k41)/6
x3=w2[i —1] + (k12 + 2xk22 + 2xk32 + k42)/6
x4=w3[i—1] + (k13 + 2xk23 + 2xk33 + k43)/6
xS=w4[i—1] + (k14 + 2%k24 + 2xk34 + kd4)/6

x1=1—-x2—x3—x4—x5

wl = np.append(wl,x2)
w2 = np.append(w2,x3)
w3 = np.append(w3,x4)
w4 = np.append(w4,x5)

w5 = np.append (w5, x1)
ti = np.append(ti,xi+ixh)

I=(round ( xi+ix*h,3) ,round (x1,9) ,round(x2,9) ,round (x3,9) ,round (x4
’9) 9
round (x5,9))
lista .append (1)
return (ti ,w5,wl,w2,w3,w4, lista)

def E2(t,hl,h2,0l,02,apha,gm,bt,id):

if id=="2":
r=hlx*(ol+02—(bt+apha))+aphax(hl+0l1+0.5%xh2+02%0.5) %2
if id=="4":
r=(hl*(hl+2%0l1+h2+02)+01*(01+h2+02)+(0.5%xh2+0.5%02) %(0.5%xh2
+0.5%02) )*apha+gm#*(hl+h2)*0l+(—bt+bt*(hl+h2)—apha+ol+02)x*hl
return r

def E3(t,hl,h2,0l,02,apha,gm,bt,id):

if id=="2":
r=h2x(ol+02—(bt+apha))+2*(hl+0ol1+0.5xh2+02%0.5)*(1—hl—0l1 —0.5%h2
—0.5%02)*apha
if id=="4":
r=(2%(hl+01+0.5%xh2+0.5%02) %(1 —(h1+01+0.5%*h2+02%0.5) ) )*apha+gmx(
h1+h2)*02+(—bt+bt*(hl+h2)—apha+ol+02)*xh2
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return r
def E4(t,hl,h2,0l1,02,apha,gm,bt,id):
if id=="2":
r=0l *x(ol+02—(l+apha))+btxhl
if id=="4":

r=btx(1—hl—h2)*hl+(—gm=(hl+h2)—apha—1+0l+02)=xo0l
return r

def E5(t,hl,h2,0l1,02,apha,gm,bt,id):

if id=="2":
r=02x*(ol+02—(l+apha))+btxh2
if id=="4":

r= btx(l—hl1—h2)*h2+(—gm=*(hl+h2)—apha—1+01+02)*02
return r
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Apéndice B

Otros Resultados

Esta seccidn se enfocard en enunciar otros teoremas que seran usados en el transcurso del
trabajo los cuales son de soporte en la teoria de ecuaciones diferenciales.

Teorema B.1 (Regla de Descartes[5]). Se considera un polinomio con coeficientes reales:

p(A) = ao\" + a N+ ap_ A an,a; €ER,ag #0 (B.1)

Sean los coeficientes (B.1):
Qn, Qp—1,---,01,00

Sea k el numero total de signos que se cambia de un coeficiente al siguiente entonces el
numero de raices positivas del polinomio es igual a k 6 menor a un entero par. (Notar que
si k = 1 entonces el polinomio tiene exactamente una raiz real positiva.

Definicion B.1. Sea xq € R" yr > 0. Se define el siguiente conjunto:
B(zg,r) ={z € R" /|x — xo| < r}

Se dice que U C R" es un conjunto abierto si dado cualquier x € U, existe r tal que
B.(x) CU
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