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Resumen

Existencia de soluciéon de un sistema hiperboélico no lineal con

condicion de inclusion en la frontera.

Victoriano Yauri Luque

Setiembre, 2018

Asesor : Dr. Alfonso Perez Salvatierra

Grado obtenido : Magister en Matematicas

En el presente trabajo, se estudiard un sistema Hiperboélico no lineal con un término dis-
continuo multivaluado y con término de amortiguamiento no lineal de segundo orden sobre
la frontera, respecto a la existencia de soluciéon generalizada y el comportamiento asintoético

exponencial de su energia asociada al sistema dado por:

u” — Au’' — M(||Vul|))Au+u? = f; en (z,t) € Q=Q x (0,T)

u(z,0) =u'(z,0) =0 en ()
(1) u=0, sobre Yy="T¢x (0,7)
ou/

9]
W + M(||Vu||2)8—u + K(u)u" + [/|°v' +Z =0, sobre ¥, =T x (0,7)
v v

E(z,t) € p(u/(z,t)) cs. (x,t) € ¥y =171 x(0,7T)

donde 2 es un conjunto abierto y acotado de R™, n > 3 con frontera suficientemente regular
[ =09, tal que I' = [yUT;, ToNI; = ® y [y, Ty tienen medidas positivas, p € (1, 4+00), M(s)
funcién de clase C! tal que M(s) > mgy > 0 para alguna constante mg, K(s) es una funcion
positiva, continuamente diferenciable, v es un vector normal unitario hacia afuera sobre I',
es una aplicacion multivaluada no lineal y discontinua, 7" es un ntimero real positivo, u? es

el término no lineal, = término de inclusién que es un operador diferencial.

Palabras Claves: Hiperbolico, Inclusion diferencial, Amortiguamiento no lineal
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Abstract

Existence of solution of hyperbolic system non-linear with

condition of inclusion on the boundary.

Victoriano Yauri Luque

Setiembre, 2018

Assessor : Dr. Alfonso Pérez Salvatierra

Degree qualification : Master in Matematics

In the present work, we will study a non-linear hyperbolic system with a multivalued dis-
continuous term and with a second-order non-linear damping term on the Boundary, with
respect to the existence of a generalized solution and the exponential decay of its energy

associated with the system given by:

u” — Au’' — M(||Vul|)Au +u® = f; en (z,t) € Q =Q x (0,T)

u(x,0) =u'(z,0) =0 en §)
(1) u=0, sobreXy="T19x(0,7)
ou’

M + M(HVuHQ)Z—u + K(u)u” + [W'|’v +Z2 =0, sobre ¥y =T x (0,7T)
v v

E(z,t) € p(u/(z,t)) cs. (x,t) € ¥y =T x(0,7)

where €2 is an open set sufficiently regular of R" n > 3 with boundary I' = 02, such that
I =TyUl',TyNT; = ® and Iy, T'; have positive measures, p € (1, +00), M (s) class function
C' such that M(s) > mg > 0 for some constant mg, K(s) is a function positive, continuously
differentiable, v is a unit normal vector, outward on I', ¢ is a non-linear and discontinuous
multi-valued application, T is a positive area number, u? It is the non-linear term, = inclusion

term, which is a differential operator.

Key Words: Hyperbolic, differential inclusion, Non-linear damping
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Introduccion

El interés para el estudio de las inclusiones diferenciales se produce con el desarrollo de la

teoria de control, es decir, el estudio de los sistemas dinamicos.

2 (t) = ftz(t)u())

(0.1)
z(0) = x

“Controlado” por los parametros u(t) (los “controles” ). De hecho, si introducimos la aplica-

ci6n multivaluada con valores establecidos

F(fE,t) = {f(ta x>u)}ueU
Las soluciones a las ecuaciones diferenciales (0.1) son soluciones a la “inclusion diferencial”

' (t) € F(t,z(t))

(0.2)
z(0) = x

en el que los controles no aparecen explicitamente. La teoria de sistemas proporciona sistemas
dindmicos de la forma
z(t) = Az(t))
z(0) = xo

SR

(0.3)

En el que la velocidad del estado de los sistemas depende no solo del estado x(t) del sistema
en el tiempo ¢, sino también de las variaciones de las observaciones B(x(t)) del estado. Este

es un caso particular de una ecuaciéon diferencial implicita

[t z(t));
Z(t) =0



que se puede considerar como una inclusion diferencial (0.2) donde el lado derecho F' esta

definido por
F(t,x) = {v/f(t,2,v) = 0}
Durante la década de los 60 y 70, se investigd con mayor énfasis una clase especial de

inclusiones diferenciales de la forma

2(t) € —A(z(1))
z(0) = xg

Donde A es un mapa de “monotonia maxima” .
Esta clase de inclusiones contiene la clase de “inclusiones del gradiente” que generalizan las

ecuaciones de gradiente usuales

2'(t) € =VV(z(t))
z(0) = xg

donde V' es un “potencial” diferencial, ver J. P. Aubin et Al [2].
En J. P. Aubin [3] 4], la teorfa de la viabilidad se describe como una teorfa matemética
basada en tres caracteristicas principales, a saber:
(i) No determinismo de las evoluciones
(ii) Restricciones de viabilidad
(iii) Principio de inercia
Las dos primeras caracteristicas conciernen a la evolucion del estado del sistema estudiado
y reflejan el hecho de que un sistema puede evolucionar de muchas maneras diferentes y
posiblemente impredecibles dependiendo de su estado inicial, su evolucién pasada, el entorno
en el que evoluciona o cualquier otro factor (no determinismo), y también el hecho de que,
por muchas razones, la evolucion de un sistema esta restringida por algunas condiciones que
deben cumplirse en cada instante de tiempo. Estos son los dos pilares fundadores de los
modelos de la teorfa de viabilidad. La ultima caracteristica (principio de inercia) se refiere a
las variables de control [20, 21, 24] y estipula que estos controles se cambian solo cuando se
requiere para mantener la viabilidad.

Se pueden modelar algunos sistemas tomados de la realidad que usan los conceptos pro-

pios de la Matematica Difusa (conjuntos, multifuncionales e inclusiones diferenciales “fuzzy”),
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considerados como Problemas de Valor Inicial para Inclusiones Diferenciales “fuzzy”, anal-
izandose la existencia local. Aplicados a la Economia y Biologia

Los problemas de optimizacién en Economia frecuentemente tienen soluciones miltiples.
Asi, los elementos béasicos del modelo de equilibrio general: oferta de los productores, y
demanda de los consumidores, no se pueden representar por funciones univaloradas. Ello
conduce al estudio de un tipo especial de relaciéon entre las variables econémicas, que ha
venido siendo conocido con el nombre de correspondencias, o funciones multivaloradas. Los
aspectos mas relevantes de este tipo de relaciones se refieren a propiedades de “continuidad”,
concepto que puede extenderse de dos formas diferenciadas, dando origen a las ideas de
hemicontinuidad superior e inferior, y a las condiciones de existencia de puntos fijos para
correspondencias de un conjunto en si mismo. Estos resultados son cruciales a la hora de
probar existencia de equilibrio en los modelos econémicos de equilibrio general, asi como en
teoria de juegos. Esto es una aplicacion de la Inclusion Diferencial Este curso esté dedicado al
estudio de este tipo de funciones multivaloradas, y a sus aplicaciones bésicas en los modelos
economicos. Ver A. Fernandez et Al [9].

Algunos teoremas de la teoria de la viabilidad que son relevantes para los problemas de
control no lineal con el estado, las restricciones y las restricciones de control dependientes del
estado se motivan y se estudian. Todos ellos tratan con soluciones viables para problemas de
control no lineal, es decir, soluciones que satisfagan en cada limitacion del estado instantédneas
dadas de una naturaleza general y diversa. Se pueden discutir por area de aplicaciéon, incluidos
los ecosistemas y la biologia de la poblacion, el cambio climéatico, la silvicultura y otros, ver
J. P. Aubin [3].

Otros antecedentes de estos problemas de Inclusion Diferencial (ID) se encuentran en
la fisica, especialmente en Mecanica de Solido, donde las leyes constitutivas no monétonas
y multivaluadas conducen a una ID, generalmente estas ID se encuentran en las mismas
ecuaciones como se pueden ver en [6, 9, 10, 21, 27]

En G.G. Doronin et Al [8], en su articulo Hiperbolic problema with nonlinear second-order

boundary damping, modelado por



uy —Au=f, en@Q

0
(0.4) 8—;‘ + K (uw)ug + [ugPus = 0, sobre 3

u(x,0) = u(x,0) =0
estudiaron el sistema ((.1) motivado a resultados estudiados en J.L. Lions [14], en el cual
consideran variedades de problemas con condiciéon de frontera no lineales donde, u funcién
incognita satisface la ecuacion de Laplace en un cilindro ¢ con condicién de frontera

Ou

(0.5) o

+ uy + |ug)’ uy =0, sobre X

Esta ecuacién modela las ondas de agua con fronteras libres.
La condicién de frontera,
ou

— + |w|"uy =0, sobre X

ov

surge estudiando los flujos de un gas en canales con paredes porosas.

La presencia de la segunda derivada con respecto a la variable temporal en la condiciéon de
frontera se debe a las fuerzas internas que acttian sobre las particulas del medio en la frontera
exterior.

El término K (u)uy , modela las fuerzas internas cuando la densidad del medio depende del
desplazamiento.

En el estudio realizado por Doronin et Al [8], consideran la ecuacion de onda clasica la que
mencionan en ((.5) puede reemplazarse por la ecuacion de evolucion de segundo orden de la
forma,

ug + A(t)u + F(u,u;) = fen &

Donde A(t) es un operador lineal estrictamente eliptico y F'(u,u;) es una funciéon adecuada
de u y u; . Ademas, ecuaciones elipticas o hiperbolicas-parabélicas pueden ser consideradas.
En el articulo de Yeoul Park et Al [28], estudiaron el sistema Hiperbolico con inclusion

Diferencial en la frontera y amortiguamiento no lineal de segundo orden en la frontera dado



por,

u” — Au' — M(||[Vul|>)Au = f; en (z,t) € Q=Q x (0,T)

u(z,t) =u'(z,0) =0, en ()
(06) u=0, en Yo =17 X (07T)
ou’ 2, Ou " ne, 1=
E—FM(HVUH )%+K(u)u + ||’ v +=Z=0, sobre Xy =T x (0,7T)

E(z,t) € p(u/(z,t)) cs. (x,t) € Xy =T x(0,7)

Ellos estudiaron la existencia de soluciones generalizadas para el sistema Hiperboélico con un
término discontinuo multivalor y término de amortiguamiento de segundo orden no lineal
en la frontera; usando la técnica de las aproximaciones de Faedo - Galerkin, desigualdad de

Young y densidad en los espacios de Sobolev.

En el trabajo de Jong Yeoul, et Al [12], estudian la existencia de soluciones débiles globales
para una inclusion diferencial hiperboélica con un término multivalor discontinuo y no lineal.
También investigan el comportamiento asintético de la solucion débil global de la desigualdad

hemivariacional asintético de las soluciones, para el sistema siguiente,

0 € uy + A*u+ M(HA1/2H2)Au+ o(us), en (0,+00) x Q
w(0) =ug , u(0) = uy, en )

(0.7)

donde ¢ es un mapeo de valores de conjunto discontinuo y no lineal al llenar en saltos una
funcion b € L2 (R).

El fundamento de estos problemas variacionales se encuentra en la fisica, especialmente en la
mecanica del continuo, donde las leyes constitutivas no monétonas y multivaluada conducen
a las desigualdades hemivariacionales antes citadas.

En este punto es importante mencionar que tales desigualdades hemivariacionales fueron
estudiadas por algunos autores |18, 19|, pero en sus trabajos no se obtuvieron tasas de de-
caimiento como en el trabajo [12].

En el presente trabajo estudiamos un sistema Hiperboélico no lineal con un término discon-
tinuo multivaluado y con término de amortiguamiento no lineal de segundo orden sobre la

frontera, existencia de la soluciéon y el comportamiento asintético de la energia asociada al

sistema considerado, el termino no lineal u?, en la primera ecuacion del sistema (0.6) y que

5



es expresado por el sistema (1), mencionado en el resumen del presente trabajo.

Motivado por el trabajo realizado por Yeoul Park et Al [28], estudiamos la existencia (ver
también [10} 11, 29]). Para el comportamiento asintotico y sus regularidades nos informamos
de [12, 21].

El desarrollo del presente trabajo se hara de la siguiente manera:

e Se hara una breve introducciéon respecto a los antecedentes y las posibles aplicaciones

de trabajos de éste tipo ya realizados.

e En el primer capitulo de dara nociones basicas, resultados auxiliares y resultados prin-

cipales que ayudarén al desarrollo del trabajo.

e En el segundo capitulo, se demuestra la existencia de la soluciéon generalizada del

sistema (1).

e En el tercer capitulo se estudia el comportamiento asintoético de la energia asociado al

sistema (1).



Capitulo 1

Preliminares

En este primer capitulo estableceremos un resumen sobre las definiciones y teoremas que
seran de utilidad para lograr el objetivo trazado en el presente trabajo de tesis, asumiendo

conocidas los resultados basicos del analisis funcional y las ecuaciones diferenciales parciales.

1.1 Espacios LP(2), 1 <p < 40

Definiciéon 1.1.1

Sea ) un conjunto abierto de R™ y 1 < p < 0o, definimos

LP(Q) = {u :Q— R/ u es medible y / lu(x) |’ dx < oo}
Q

donde la norma en LP(Q)) esta dado por:

il = | [ fu(o)Pa]”

Y cuando p = oo, definimos

L>*(Q) ={u:Q — R/ ues medible y 3M > 0 tal que |u(z)] < M c.s.en Q}

y su norma dada por

[ull oo () = ull o = IE{M >0/ [u(z)] <M cs.enQ}



Observacién 1.1.2

Si p =2, entonces tenemos L*(Q) que es un espacio de Hilbert con el producto interno,
(u,v) 2(0) = / u(z)v(z)dr, Yu,v € L*(Q)
Q

el cual induce la norma dada por

ol = / (@) de

Proposicién 1.1.3

El espacio LP(QY) es un espacio de Banach para 1 < p < +o0.

Demostracion. Ver Brézis [5].
Notacion:

Sea 1 < p < +00 se denota por p’ el exponente conjugado de p y cumple que

1 1

p p’

=1

Teorema 1.1.4 (Desigualdad de Hélder)

Sean u € LP(Q), v € LP'(Q) con 1 < p < 0o entonces uv € L'(Q) y se tiene la desigualdad

/ﬂ u(@)o(@)] d < [[ull ey 0]l
Demostracion. Ver Brézis [5].

Proposicion 1.1.5 (Desigualdad de Holder Generalizada)

Sean f1, fa,..., [, funciones tales que f; € LPi(Q2), con 1 < i < k, donde

1 1 1 1
_:__|___|_..._|__§1,
p pP1 D2 Pk

entonces el producto f = fi.fs.f5.,..., fr € LP(Q2) y se tiene la siguiente desigualdad

|f|LP(Q) < |f1|LP1(Q) |f2|LP2(Q) |f3|Lz>3(Q) |fk:|ka(Q)

Demostracion. Ver Brézis [5].



Proposicion 1.1.6 (Desigualdad de interpolacién)
Siu e (LP(2) N LIQ)) , con 1 < p < 400, entonces existe una tnica u € L"(Q) para todo

p <r < q, y se tiene la siguiente desigualdad de interpolacién

0 1-6
|U|LT(Q) < |U|LP(Q) |U|Lq(Q)

donde

Demostracion. Ver Adams [1].

Proposicion 1.1.7 (Teorema de la Representacion de Riesz)

Si o € (LP(Q)) con 1 < p < 400, entonces existe una tinica funcién u € L?' () tal que

(o) = [ Tuta)o(a)] da, o € L@y lulyprey = sy
Demostracion. Ver Brézis [5)].

Proposicion 1.1.8 (Lax Milgran)
Sea V' un espacio de Hilbert. Sia :V xV — R es una forma bilineal, continua, simétrica

vy coerciva en V' y [ € V'. Entonces existe un tnico u € V tal que

a(u,v) = (f,v), VveVv

1
ademas |ul|y = 6| Il

Demostracion. Ver Brézis [3].

Definicién 1.1.9
Sean V' y H dos espacios vectoriales sobre K = R 6 C con V C H. Se dice que, V esta

continuamente inmerso en H, cuando existe una aplicacion lineal continua e inyectora
j:V—H

y escribiremos V — H



1.2 Teoria de los espacios de las distribuciones

Definicién 1.2.1 (Soporte)

Sea ) un conjunto abierto de R™ y u : ) — R, una funcién continua dada. Definimos por

soporte de u al conjunto

Sop(u) = {x € Q/u(x) # 0}

Ejemplo 1 Sea ¢ : R® — R definida por:

—1
e<1—H$H2> ;s |zl < 1
p(r) =
0 ;oosi |z > 1
z|* = Z r7 (norma Euclidiana), en particular si n = 1, se tiene: sop(p) = [~1,1]

=1

Ejemplo 2 Si ¢ : R — R entonces sop(p) = [—1, 1] y su grafica es dado por:

A
v

Definicion 1.2.2 (Funcién de prueba)

Sea €2 C R™ un conjunto abierto, se define
Cr ) =CF ={u:Q— K /ueC™®) y sop(u) es compacto en 2} .

A los elementos de C§°(£2) se denomina funciones de prueba o testes.

10



Introducimos una topologia de limite inductivo en C§°(€2). Sea {¢,} C C§°(2) una sucesion,

diremos que ¢,, — 0, si:
a) Existe K > 0 compacto fijo tal que, sop(y,) C K,Vpu.
b) Para todo o € N*; D%p,, — 0, uniformemente en K.

Con esta convergencia dada en C§°(2) definimos D(§2) = (C§°(§2) , —) el espacio de las

funciones de prueba o testes.

Proposicién 1.2.3
Sean K un conjunto compacto y F cerrado no vacio de R" tal que K N F = (). Entonces

existe ¢ € C§°(R) tal que

, reK
Y(@)=4 0 , z€F
c , reR\(KUF), ce(0,1)

Demostracion. Ver Cavalcanti [7].

Definiciéon 1.2.4
Sea Q) C R yu: Q0 — R integrable de Lebesgue definida en €, tal que para cada compacto

K cQ, / lu(z)|P < oo, diremos que, u es localmente integrable y escribiremos
K

Lp

loc

Q) = {u : Q — R medible // lu(z)]P < 0o VK C Qcompacto} :
K
para 1 < p < +o0.

Proposicion 1.2.5 (Lema de Du Bois Raymond)
Sea u € LY (Q) tal que

/Qu(x)gp(x)dx =0, Vo e C5°(2)

entonces u = 0 casi siempre (c.s.) en €.

Demostracion. Ver Cavalcanti [7].
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Definicion 1.2.6 (Distribuciones sobre (2)

Sea T : D(Q}) — K una forma lineal, diremos que:

a) T es continua en D(Q) ; si ¥V{p,} C C§°(Q) tal que v, — 0, en D(2) (en el sentido

de convergencia en D(Q?) ), entonces, (T, p,) — 0, en R

b) T es una distribucién sobre 2, si T es lineal y continua en D((2).

Al espacio de las distribuciones se le denota por

D'(Q) ={T:D(Q) — R / es una distribucion sobre .}

Ejemplo: Sea u € L, (), definimos la forma lineal T, : D(Q2) — K, definida por

loc

(T, p) = / u(z)p(x)dr =0, Yo € D(Q).
Q
Entonces, T, € D'(Q).

Proposicion 1.2.7

Ll

L(Q) = D'(Q) es una inmersién continua.

Demostracion. Ver Cavalcanti [7].

Observacion 1.2.8 : L}

loc

(gD
En efecto, existe 0y, , llamado Delta de Dirac ¢ medida de Dirac, tal que §,, € D'(Q) y
5930 ¢ Llloc<Q); <§3607 90> = @(wo), Vo € D<Q>

Ver Cavalcanti [7].

Proposicion 1.2.9
Sea () C R™ abierto y acotado, entonces para 1 < p < +oo se tiene la siguiente cadena de
inmersiones

D(Q) — LP(Q) — LP

loc

(Q) = D'(Q)

Demostracion. Ver Cavalcanti [7].
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Definicion 1.2.10 (Derivada débil o distribucional)
Sean T € D'(Q) y a € N, se define la derivada de T de orden a,

<DaT7 §0> = (_1>\a| <T> Da¢> ) VQO S D(Q)

Observacion. El operador:

’

D D'(Q) — D(Q)
T+— DT
es lineal y continua en el sentido de D'(€2). ver Cavalcanti [7]

Ejemplo: Sea u la funciéon de Heaviside definida en R por:

1 5 siz>0
u(z) =
0 ; sixz<0

1
loc

En efecto, Vo € D(N)

entonces u € L, .(R) ; pero v’ en el sentido de las distribuciones no es integrable.

esto es,

Por tanto, u' = &, ¢ L] (R).

loc

1.3 Espacios de Sobolev e Inmersiones

Definicién 1.3.1 (Espacios de sobolev)
Sea 2 C R™ conjunto abierto, 1 < p < 400, m € N se define el Espacio de Sobolev W"*?((2)
por:

WmP(Q) ={u e LP(Q)/ Du € LP(Q) , V |a] < m}
Observacion 1.3.2
a) W™P(Q) es un espacio vectorial.

b) D*u son derivadas en el sentido distribucional (6 débil).
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Para cada u € W™P(Q)), se define la norma de u por
lully = 3 [ 10wt = 3 10"l
la]<m o] <m

Nota:

1) Cuando m = 1,p = 2 se tiene,

Wh2(Q) = H'(Q) y en general W™2(Q) = H™((Q)

2) El producto interno en W™2(Q) es dado por

(U, 0),,0 = Z (Do‘u,Do‘v)Lz(Q)

laj<m
y cuando p = +00

[ullocp = max | D]l
|la|<m

Ver Adams [1].

Proposicién 1.3.3

El espacio H™(S2) con el producto interno

(U V) gy = Z /QDau(x)Dav(x)dx

laj<m

v la norma

iy = 3 [ Pul)Pe

laf<m

es un espacio de Hilbert reflexivo y separable.
Demostracion. Ver Brézis [5].

Proposicién 1.3.4

El espacio de Sobolev W™P()) es de Banach.

Demostraciéon. Ver Adams [1].
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Proposiciéon 1.3.5 (Férmula de Green)
Sea 0 C R™ un conjunto abierto y acotado bien regular. Sean u,v € H*()), entonces para

cada 1 <1 < n, se tiene

ou Ov 0%u
dr = 5 vdr + UV dI’
donde v = (1,13, ..., v,) denota el vector normal unitario exterior de T'.

Siu e H*(Q) yv e H(Q), se tiene

/Vu.Vvda::/ —Au) vdx+/v—dF
Q

U
donde — es la derivada direccional en la direccién del vector .

ov

Demostracion. Ver Kesavan [13].
Desde que, D(2) no es denso en W™P(Q), para m > 1 definimos el espacio de Sobolev,
Wy (52) por
W (@) = B
cuando p = 2, se escribe HJ(Q) = W*(Q)

Podemos caracterizar el espacio H{*(§2) por
Hg'(Q2) = {u € H™(Q) / ul, =0}
I' =00 frontera de €

Definicion 1.3.6 (Espacio dual de W;""(12) )
Paral <p < 0o, ¢ > 1 tal que %4—5 = 1, se define W="9(Q) = (WJ"P(Q))", dual topolégico.
Si p = 2 se tiene, H"™(Q) = (H(Q))’

y podemos caracterizar el espacio W~"-4(2) enunciado en el teorema siguiente.

Teorema 1.3.7
Sea T una distribucién sobre D(2). Entonces T € W~""4(Q), si y solo si, existen funciones

9o € L(Q), || < m, tal que

T = Z D%,

la<m

Demostracion. Ver Adams [1].
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Teorema 1.3.8 (Inmersiéon del espacio de Sobolev)

Sean 1 < p < 400, mp < n,é = % — ™ entonces W™P(R") estd contenido en LI(R™) y se
verifica
CO " « m,p (Ton
lullogeny < { == 1D%ul| Lo @ny , Yu € W™P(R)
la|<m
-1
donde Cy = u
(n —p)

Demostracion. Ver Adams [1].
Corolario 1.3.9
Sil<p<+oo, mp<n,%:%—% entonces

Wme(R") < L1(R")
Demostracion. Ver Adams [1].

Corolario 1.3.10

entonces

Si 1<p<+4oo, mp<n, p<q<
n—mp
W™P(R") — LY(R")

Demostracion. Ver Adams [1].

Teorema 1.3.11
SeameN, 1<p< 400

a) Si mp<n y L=

1 entonces W™P(R") — LI(R")
q p n

b) Si mp = n entonces W"P(R") — LI(R") ; Vq € [p,+00)
¢) Si mp > n entonces W™P(R™) — L>®(R"™) ; V q € [p, +0)
Demostracion. Ver Kesavan [13].

Observacién 1.3.12

Del teorema precedente se tienen:

a) HY(R") — L*(R") paran > 2;1 <p < 5
n_
b) H'(R?) — LI(R?) ; Yg >2

c) Hl(R) — L>®(R)
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1.4 Algunos resultados de interés

Lema 1.4.1 (Gronwall)
Seam € L'(0,T) tal que m > (0 casi siempre en |0, T y sea a > 0.
Consideremos ¢ € C°([0,T],R) tal que

T
o(t) <a —I—/ m(s)p(s)ds, Vte]o,T].
0
Entonces

o(t) < a exp (/OT m(s)ds) . Vte]o,T].

Caso simple:

Sea ¢ € C°([0,T],R);(t) >0, Vtel[0,T] vy

o(t) < ki + k:g/o o(s)ds

entonces

o(t) < ket vt e [0,T]

en particular ¢ =0, si ky =0
Demostracion. Ver Brézis [3]. En esta secciéon asumiremos conocidos los conceptos de

integral y medida segin Bochner y resultados basicos relacionados.

Definicién 1.4.2

Sea X un espacio de Banach separable, definimos el espacio
T
LP(0,T;X) = {u :[0,T] — X fuertemente medible / / [|lullfdt < oo}
0

para 1 < p < +oo se define en L*(0,T; X), la norma

T , -
ol ooy = ( / ||u<x>||th)
0

En consecuencia <L”(0, T; X), |, HLP(O’T;X)) es un espacio de Banach.

Cuando p = 2 y X es un espacio de Hilbert, entonces L?(0,T; X) es un espacio de Hilbert,

con producto interno

() o 7y = / (u(t)o(t)) y dt
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Observemos que la funcién t — (u(t),v(t))y es integrable en [0,7] para todo u,v €
L?(0,T; X), pues
| (u(®),v(t)) |Ix < [lu@®)]x]lv(®)]x € L'(0,T)

Definiciéon 1.4.3

Se define el espacio
L0, T;X) = {u :[0,T] — X, fuertemente medible / sBpT]ess {llu@®)|l} < oo}
telo,
Definimos una norma en L*(0,T; X) por,
[ull o o) = sup ess {[|u(t)]|x }
t€[0,T]

v si X es un espacio de Banach, entonces <L°°(O,T;X), I, ||L°°(0 T,X)) es un espacio de

Banach.

Definicion 1.4.4

Se define el espacio vectorial localmente integrable
L .(0,T; X) = {u :[0,T] — X, fuertemente medib]e// ||u||xdt < oo, VK C [0, T compacto}
K

Definicién 1.4.5

Sea X un espacio de Banach, se define
D(0,5;X)={T :D(0,S) — X /T es lineal y continua}
Continuidad significa: Si ¢, — ¢ en D(0,.S) , entonces (T, ¢,,) — (T, @) fuerte en X
D'(0,5; X) = L(D(0,9), X)

Si 1l < p < 400, entonces el dual topologico de LP(0,S; X) se identifica con el espacio

, 1 1 ) . . .
LP(0,5;X), -+ — =1, con estas identificaciones de los espacios, tenemos:
p p

Para f € LP' (0,5;X'), ue L?(0,S; X)

s
(f, u>L1’/(O,S;X’),LP(0,S;X) = /o <f(t)au(t)>xxx dt
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Como en el caso de las distribuciones escalares, la distribucion vectorial T, es univocamente

determinado por u € LP(0,S; X)) , es decir,

T: LP0,5;X) — D(0,5;X)
ur— T,:D(0,5) — X
p (T, ¢)
En efecto, dado u € L?(0,.5; X) , definimos

S
(Tus) = [ ue(o)it vo € DO.5)
0
donde la integral es entendida como una integral de Bochner en X.
S S
| (Tu, o) | < / [u(®)llx llow(t)]|dE < sup !%(t)!/ [u(t)]|xdt
0 t€[0,T] 0
de esta relacion se tiene que, si ¢, — 0 en D(0, S) entonces (T}, ¢,) — 0 en R, de modo que
T, € L(D(0,5),X) =D'(0,5; X)
es lineal.
Probaremos que: Nuc(T) = {0}
Sea u € Nuc(T), entonces T,, = 0 en
D'(0,8;X); (T,,p) =0 Yo € D(0,T),

entonces

0= (T, 0) = /OS u(t)p(t)dt € X |
(r] Su(t)so(t)dt>
/ o)y dt
/ () ot

/S (fyu(®))pt)dt=0 VfeX'; VpeDO,S)

Entonces Vf € X’

0

)dt

Esto es,
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Del Lema de Dubois - Raymond se tiene:
(fyu(®))=0; Vfe X cs. en|0,9]

Entonces por el teorema de Hahn - Banach resulta que, u(t) = 0 c.s. en [0, S5].
Por consiguiente, podemos identificar u con T, en este sentido LP(0,S; X) C D’'(0,S; X).
Veamos que T es continua

Sea (u,) C LP(0,S; X) una sucesion convergente a u, esto es

(1.1) u, — w en LP(0,5; X)

Usando las identificaciones de las funciones de L*(0,.S; X) se tiene ¢ € D(0,.5)

S

(1.2) | (Tu, = Tu, o) | = | {uy —u,0) | = (uy () = u(t)) p(t)dt

ngw@—MWMMMﬁ

< s 0] [ lon(t) = a5 sup 1500 <
tel0, T t€[0,T]

pues sop(p) C [0, 7.
Por otro lado de (1.1):

1
(/Os !|uy(t)—u(t)“§<dt>2_9 0. v oo

entonces
(1.3) |u, (t) —u(t)||y — 0, v— oo.

Luego de (1.3) en (1.2): (T, T, — ¢) — 0 , ¥y € D(0,S) entonces T, — T, en D'(0,T; X)
Por lo tanto T es continua y resulta, T' inyectiva y continua que nos implica la inmersién
continua siguiente

LP(0,T; X) — D'(0,T; X)
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Proposicion 1.4.6

Sean X y Y espacios de Banach sobre K =R 6 C, entonces

i) C™([0,T]; X) con su respectiva norma es un espacio de Banach sobre K.

ii) C™([0,T]; X) es denso en LP(0,T; X) y la inmersion C™([0,T]; X) — L*(0,T; X) es

continua.
iii) LP(0,T; X) es separable siempre que X es separable y 1 < p < 400

iv) Si la inmersién X — Y es continua, entonces la inmersién LP(0,T; X) — L?(0,T;Y)

es también continua para 1 < p < +00.
Demostracion. Ver Lions [14].
Observacion 1.4.7 Naturalmente se tiene para §) regular que
LP(0,T; L7 () = LP(Q), Q@ = 0, T[ x
Definicién 1.4.8 (Derivada débil respecto al tiempo)

1) Seau € L'(0,T; X). Diremos que v € L'(0,T; X) es la derivada débil de u, escribiendo
u =w, si

/0 o (Du(t)dt = — /0 S(t)u(t)dt . o € D(O,T)

2) Dada la distribucion vectorial u definimos su "derivada" débil en el sentido de las

distribuciones vectoriales, denotado por u' 6 también por ‘2—7; como:

du dy
- = — = D0, T

En general se establece:
d"u d"p
- - — (—1)" L
() = ()
d™u

Asi la expresion pm representa a la "Derivada Distribucion de orden n".
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1.5 Convergencia en L'(0,T; X)
Sea X un espacio de Banach y (ux) una sucesion en X.

1) Diremos que, (uy) converge fuerte en X, si 3 u € X tal que [|ur — ul|x — 0, cuando

k — oo y denotamos por up — u en X

2) Diremos que, (uy) converge débil en X, si 3 u € X tal que

<f7uk>X/,X - <f7u>X/’X Vf < X,

y denotamos por u,—u en X.

3) Diremos que, (uy) de X', converge débil estrella a v en X, si (ug, w) — (u,w) ; Yw €

X y denotamos por u — u en X'

Los espacios C*([0,T]; X), k € N, es definido como los espacios de k-tiempo funciones con-

tinuamente diferenciables sobre [0, 7.

Proposicion 1.5.1 (Desigualdad Generalizada de Holder)
Sea X un espacio de Banach, y dadas las funciones uw € L*(0,T;X), v € L10,T;X’), 1 <

p < 400, % + é = 1. Entonces se cumple la siguiente desigualdad

1010 (/ ol d’f)i (/ lul? dt>;

Demostracion. Ver Lions [14].

Proposiciéon 1.5.2

Sea X un espacio de Banach reflexivo y separable, con 1 < p < 400, =+ é =1, 0<t<T,

se cumplen lo siguiente:

1) Siue LP(0,T; X) entonces

<v*,/OT u(s)ds> - /OT (0", u(s)) ds ; Yo' € X'
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2) Siu € LP(0,T; X’) entonces

</0Tu(8)ds’v> - /OT (u(s),v)ds ; Yo € X

3) Siwu, — uen LP(0,T; X) entonces
T T
/ un(s)ds —>/ u(s)ds en X
0 0

4) Siu, — wen LP(0,T;X) y v, — v en LU0, T; X') con % + % = 1 entonces

/0 (0a(5), n(s)) ds — / (0(s), u(s)) ds
5) Siwu, — u débil en LP(0,T; X), y v, = v en L9(0,T; X") entonces
/0 (0a(5), n(s)) ds — / (v(s), u(s)) ds

Demostracion. Ver Lions [14].

Teorema 1.5.3 (Teorema fundamental del calculo generalizado)
t
Sean X un espacio de Banach. Para u € LP(0,T; X") y v(t) = / u(s)ds entonces
0
v e C([0,T],X) yv' =wen [0,T] en el sentido generalizado.

Demostracion. Ver Lions [14].

Lema 1.5.4
Sean XY espacios de Hilbert, tales que X — Y inmersién continua. Si u € LP(0,T; X),
u’(0,T;Y), 1 < p entonces u € C°([0,T],Y)

Demostraciéon. Ver Teman [26].

Definicién 1.5.5
Diremos que una funcién u : [0,T] — Y, es débilmente continua si la funcién escalar
t — (y,u(t))y y es continua en [0,T], para todoy € Y’, y representaremos por C°([0,T];Y)

al espacio de las funciones débilmente continuas en [0, T].
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Lema 1.5.6

Sean X,Y espacios de Hilbert, tales que X C Y con inmersion continua.

Siue LP(0,T;X), u(0,T;Y) entonces u € C°([0,T], X).

Demostracion. Ver Lions [14].

Lema 1.5.7

Siue L*(0,T;X), u*(0,T; X') entonces 0 € C>([0,T]) y

d ,
1) —(wy)x = (W) y » VWEX

2) %(Qu) =0u'+0'u

Demostracion.

1) ¢ € C*([0,T]) entonces Vi € X

(1.4)

(1.5)

por lo tanto

(

e == [ el

(s o) = [ Wi sty

t
= </ u’@dt,¢>
0 XX

:—/Ot<u,w>xso'dt

_(u7¢)X = <U/a¢>xgx ) \V/QZJ €X

2) Sea ¢ € C§°([0,T]) entonces

T T T
—/ ubp'dt = —/ u(fyp) ’dt+/ uf ' pdt
0 0 0
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Observacién:

T T T T
/ u(fp)'dt = / w(@'o + 0p")dt = / ud'p + / ub'dt
0 0 0 0

T T T
—/ u&p’dt:—/ u(&p)’dtvL/ uf'p dt
0 0 0
por lo tanto

d t Sy oo
<E(0u),gp>:/0 u 0g0dt+/0 ub'pdt ; 0 e C°([0,T))

= <ul‘9v (70> + <uel790>
=(u'0+ub',p) Yo e Cr([0,T])

luego

esto es,

%(Qu) =u'0+ub'en D(0,T)

Lema 1.5.8

Consideremos el espacio de Hilbert
W = {u/ue L*0,T;X),u?0,T;X")}
con el producto interno

(u, v)yy = (u, U>L2(0,T;X) + (u’, U/>L2(O,T;X’)

Entonces, el conjunto de los vectores v = 0n, con § € C*([0,T]) y n € X es total en W. (es

decir, las sumas finitas de los productos 6n, son densos en W ).

Demostracion. Ver Lions [14].

Teorema 1.5.9 (Alaoglu- Bourbaki)

Sea X un espacio de Banach. Si (i,),oy satisface que ||ju,||x < C, entonces existe

tal que fi,, — p en X.

Demostracion. Ver Brézis [5].
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Proposiciéon 1.5.10 (Desigualdad de Poincaré)
Sea Q0 un abierto acotado de R", entonces existe una constante C' > 0 (C' = C(Q)), tal que,

O

(9@

n

D

i=1

2

[u|r2) < C

, Vi€ Hy(9)
12(@)

Demostracion. Ver Adams [1].

Lema 1.5.11 (Aubin - Lions)

Sean Xy, X, X espacios de Banach, X S X oo X4, inmersiéon compacta e inmersion
continua respectivamente; Xy, X reflexivos.

Sea

W={we L0, T; Xo) ; w™(0,T;X,); 1< Py, P, < 0o}

espacio normado con norma,

lwllw = llwllLroozx0) + 110 LA 070
entonces W es un espacio de Banach y W < LR °(0,7T; Xo) con inmersién compacta.
Demostracién. Ver Lions [14].

Lema 1.5.12 (Lema de Lions)
Sea (u,) una sucesién limitada en L%()) y supongamos que u, — wu, casi siempre en §),

entonces:
. 1 1
i) u, — u fuerte en L*(Q),1 <p<gq,—+-=1.
p g
ii) u, — w débil en LI(£2).

Demostracion. Ver Lions [14].

Condiciones de Caratheodory (Prolongamiento de Soluciones)

Sea 2 un subconjunto abierto de R™"! cuyos elementos son denotados por (t,z) € Q C
R x R™ y sea f: ) — R" funcion.
Consideremos el problema de valor inicial:

X' = f(t,z(1))

I(to) =X

(1.6)

Se dice que f : {2 — R™ satisface las condiciones de Carathedory sobre €2 si:
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i) f(t,x) es medible en ¢, para cada z fijo.
ii) f(t,x) es continua en x, para casi todo t fijo.
iii) Para cada compacto K C () existe una funcion real my(t), integrable tal que:

|f(t7x>|mn < mk(t)v v<t7$) €K

Teorema 1.5.13 (Carathéodory)
Sea f : Q) — R" satisfaciendo las condiciones de Carathéodory sobre §). Entonces existe una

solucién de (1.6) en z(t) sobre algiin intervalo |t — to| < 3, (6> 0)
Demostracion. Ver L.A Medeiros & P.H. Rivera [16].

Lema 1.5.14

Sea Q) =10,T[xB conT > 0 finito, B = {z € R";|z| < b}, b > 0. Sea f : 2 — R™ que cumple
las condiciones de Carathéodory sobre ). Supongamos que x(t) es una solucién de (1.6) tal
que |xo| < b en cualquier intervalo I, donde x(t) esta definida, se tendra |z (t)| < MVt € I, M

independiente de I y M < b entonces x posee un prolongamiento en todo [0, T].
Demostracion. Ver L.A Medeiros & P.H. Rivera [16].

Proposicion 1.5.15 (Desigualdad de Young)

Sean p,q > 1 tales que % + % =1 y sean a,b > 0. Entonces

a? bl
ab < — + —
p q

Demostracién. Ver Breziz [5].

Teorema 1.5.16 (Egoroff)

Si (fn)n>1 €s una sucesion de funciones medibles que converge c.s. a una funcién con valores
reales medible f sobre un subconjunto medible E de medida finita, entonces para cada
€ > 0 existe un subconjunto medible F' C E con mF < ¢ tal que (fn)n21 converge a f

uniformemente en F |p.

Demostracion. Ver Medeiros [15], [17].
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Teorema 1.5.17 (Lusin)
Sea f : X — C medible, A € M tal que u(A) < co y f(x) =0, parax € A°. Sie > 0 es

dado, entonces existe una funcién g € C.(X) tal que:

p{r e X: f(z) #g(x)}) <e,

ademas se puede lograr que

sup {|g(z)[ -z € X} <sup {[f(2)] : z € X}

Demostracion. Ver Medeiros [15], [17].

Lema 1.5.18 (Lema de Nakao)
Sea ® : RT — R una funcién no negativa, limitada para lo cual existen constantes a > 0 y
6 >0 tal que:

sup (P(s)'P <a{®d(t)—d(t+1)} ,Vt>0

t<s<t+1

Entonces

1) Si =0, existen constantes positivas C'y v tal que

O(t) < Cexp(—nt) , Vt > 0.

2) Si B > 0, existen constante positiva C' tal que

d(t) < CA+t)"VP  vt>0.

Demostracion. Ver Lema de Nakao en [23].

1.6 Topologia Débil y Débil Estrella

Un espacio métrico es completo si toda sucesion de Cauchy es convergente en ese espacio. Un
espacio vectorial normado completo, con su métrica inducida por la norma es un espacio de
Banach. Un espacio vectorial normado V' se denomina un espacio de Hilbert de V, si V' es un

espacio de Banach con la norma inducida del producto interno. Un espacio E es separable
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si existe un sub-conjunto D C FE, tal que D es denso numerable en F.

Sea E un espacio de Hilbert y sea f € E’, siendo E' el dual de E y designamos por
Ty : E — R una aplicacién dada por T¢(x) = (f, x).

La topologia débil o(E, E') sobre E es una topologia menos fina en E que hace continua a
todas las aplicaciones (TY) ;. Dada una sucesion (z,)nen en E, la notacién de convergencia

débil en general esté indicado como:
z, — z débil en o(E,E)
o simplemente x,, — x en F.

Proposicion 1.6.1

Sea (x,)nen una sucesion de E entonces:
i) 2, =2 eno(E,E') siysolosi(f x,) — (f,x) ; VfeE
ii) x, — x fuerte en E entonces x, — x en E.
Demostracion. Ver Breziz [5].

Proposiciéon 1.6.2

. ., / .
Sea E un espacio de Banach y sea (f,), ., una sucesion de E' entonces se tiene:

neN

i) fo=f eno(E,E) siysolosi{f,z)— (fz), VoekE;

i) f, — f fuerte en E' entonces f, — f parac(E,E")
fn— f eno(E',E") entonces f, = f parao(E,E").

iii) Si f, = f para o(E,E), entonces || f,|| es limitada y || f | < Liminf | £, ||
iv) Si f, = f parao(E,E),y six, — x fuerte en E entonces {f,,z,) — (f,z)
Demostracién. Ver Breziz [5].

Proposicién 1.6.3

Sea u,, — f en L*(0,T; L?*(Q)) entonces u,, — f en L*(0,T; L*(2))
Demostracion. Ver Breziz [5].
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Capitulo 2

Existencia de solucion débil o

(zeneralizada

En este capitulo estudiaremos la existencia de solucion débil de un sistema hiperbdlico no
lineal con condicién de inclusiéon en la frontera, utilizando el método de Faedo - Galerkin

misturado con resultados de Lions - Aubin para el sistema:
u'— AU — M(|Vul)Au+u? = f, en (z,t) € Q =Q x (0,T)
u(z,0) = u/(z,0) =0, en 2

u =20, sobre ¥g =Ty x (0,7

a ' 8 " / /
a_?:/ + M(||Vu||2)a—:j + K(u)u” + |u |pu +Z=0, sobre ¥; =T x (0,7)

Z(x,t) € o(u'(z,t)) cs. (z,t)€X; =T, x (0,T)

donde 2 es un conjunto abierto y acotado de R™(n > 3) con frontera suficientemente regular
I'=0Qtalquel = [GUI', TNl = ¢ y Ty ,T; tienen medida positiva , p € (1, +00), M(s)
es una funcién de clase C! tal que M(s) > mg > 0; para alguna constante mg, K(s) es una

funcién positiva continuamente diferenciable,

A = —_— 2:
=358 V=3 / \

v es un vector normal unitario hacia afuera sobre I', ¢ es una aplicaciéon multivaluada no

2
dx,

ou
a(L’Z’

3

lineal y discontinua, 7" es un ntimero positivo, u° es el término no lineal.
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El resultado importante del presente trabajo es considerar la inclusiéon diferencial = en la
frontera como un amortiguamiento, donde = es el término de inclusién que es un operador

diferencial. Los métodos y resultados que utilizaremos a lo largo del trabajo son:

Método de Faedo - Galerkin

- Método de compacidad para términos no lineales

Inmersion de Sobolev

Perturbacion de la energia

Resultado de las convergencias débil y débil estrella

Resultados de los teoremas de Lusin y Egoroff, para obtener que la inclusion diferencial
2(z,t) € p(u'(z,t) cs. (z,t) € By
Ahora veamos algunas notaciones que utilizaremos durante el desarrollo del trabajo.
Hi(Q)={ue H(Q): u=0, sobre I'p};
(u,v) = /Qu(x)v(:p)dm;
(u,v)p, = / u(z)v(z)dl;
I

1/p
el = ( / \u<x>|pdr)

por simplicidad, denotaremos

I llzz@) v Il - ll2py por |- [y [ - [Ir, respectivamente.

Luego enunciaremos las siguientes hipotesis:

(A1) K(s) es una funcion real continua satisfaciendo las condiciones:

(2.1) 0 < Ko< K(s) < Kqi(1+]s|’) para algin Ky, K; >0
(2.2) |K' (s)]7T < Ky (14 K (s)) para algtn Ky > 0
(2.3) |K' (s)| < dy, donde dy es una constante positiva.
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(A2) b:R — R es una funciéon localmente acotada, verificando
(2.4) b(s)] < g (1+ Js]); Vs € R,
para algun p; > 0.

La funcion M(s) es de clase C, tal que M(s) > mg > 0, para alguna constante my.

La funcién multivaluada ¢ : R — R es obtenido supliendo saltos de una funcién b: R — R
por medio de las funciones b., b., b, b:R—R;
donde

b.(t) = essinf {b(s)} ;

ls—t|<e

b.(t) =esssup {b(s)} ;

[s—t|<e

b(t) = Jim (1)

b(t) = lim b.()

p(t) = [b(1), b(t)]

Utilizaremos la regularizacion de b definido por:

+o0
b (t) = m/ b(t — 7)p(m7)dr ;

1

donde pe C((—1,1)) ; p=>0 y/ p(r)dr =1

-1
Definicion 2.1 (Solucién débil o generalizada)

Una funcién u(z,t) es una solucién débil 6 generalizada del sistema (1) si:
1) uwe L™ (0,T; H(Q)) , u® € L? (0, T; L*(Q)) , f € L?(0,T; L*(Q))
2) u' € L2(0,T; Hy(Q)) N L™ (0,T; LP+2(Iy))

3) u' € L?(0,T; L*(Q) N L*(T'}))
4) u(z,0) = u'(x,0) =0,
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existe 2 € L*(0,T;L*(Ty)), v € W = H(Q) N LP2(Ty), ¥ € CY0,T) con »(T) = 0

satisfaciendo las relaciones:

(2.5) /0 {(",v) + (V/, Vo) + M(|Vu|®)(Vu, Vo)

+ (|u’\pu’ — K'(u) (u)* + 2, ’U>
T

1

_ /0 (K (i, o) (8)d + /0 (i 0) ()t = /0 (. o) (t)dt

(2.6) E(xz,t) € (v (z,t)) cs. (z,t) €34
A continuacién enunciamos el teorema principal de la existencia de la solucion.

Teorema 2.2
Asumiendo que se verifican las hipétesis (A1), (A2) y f € L*(0,T;L?(Q)), entonces para

todo T' > 0 existe una solucién débil o generalizada para el sistema (1).

A continuacién veremos su demostracion.

2.1 Existencia de solucion

Probaremos la existencia de la solucion del sistema (1) utilizando las aproximaciones de

Faedo - Galerkin. Para ello, representaremos por {w,} .., una base de Schauder en:

W = H,(Q) N LP+2(T).

j=1

Sea W, = ({wy,wy, ..., w,,}) subespacio generado por los "m'"primeros vectores de la base
de W.

Consideremos u,,(t) = Z gjm(t)w; la solucion del problema aproximado de Cauchy.
j=1

(2:1.1) (u(8), wy) + (Yt V) 4+ M ([Tt [*)(Ttr, V)
(Bt [, 4 07 () )+ ) = (FCE) ) Yy € Wi

1
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(2.1.2) um(0) =u,,(0) =0

Por el teorema de Caratheodory 1.5.13, el sistema aproximado (2.1.1) y (2.1.2) tienen solu-
ciones u,,(t) en [0,t,,) , ver [8]. La extension de esta solucion a todo el intervalo [0, T es una

consecuencia de la estimativa apriori, el cual presisaremos a continuacion:

2.2 Estimativa a priori

Multiplicamos (2.1.1) por g;-m(t) y sumando desde j = 1 hasta j = m, y la definicion de

U (1), llegamos a

(U () s (1) + (Vi (), Vet (1) + M (| Vet (0)I°) (Ve (8), Vi, () +

’ ' m

i

(K (om0 (8) + [ (0] 0, (8) + 670, (0) 0, (0) o+ (8, ,(0) = (F(0), 0, (1)

1

De donde obtenemos,

1d 1 4
e O 37 (900 @) + [ Ko (o)) a4 5 (011}

+ /F1 b™ (Um(x, t)) um(x, t)dl' + ”Vu;n(t)H + ‘ u p+2

- % 8 K’ (2, t)) (u;n@,t))g dl' = (f (1), uﬁn(ﬂ)

p+2,I

Donde M (s / M (r)dr
Por lo tanto, integrando sobre (0,¢) y u,,(0) = u,,(0) = 0, se tiene.

(2.2.1) {H H + I (| Vun(8)]?) + —||um( B[ + [ K, t))( ’ (x’t))2dr}
+ H ds_|_/t u;ns p:FIds%—/ / bm ;n($,s)d1“ds

__//K/ U (1, 8) < (x,s)) dFds—/O (f(5>7 Uy (5 )>d5
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Por la condicién (A2) tenemos

(2.2.2) Hbm (w0 (®)

;:/Fl (57 t))) dr
S/F 1 <1+um(:v,t)>2dF
gzclfr (14 (.2

, 2
=cy + 201 Hum(t)HF
1

De (2.2.2) y por la desigualdad de Holder.

29| [ i o), of < ([ oo, )" ([ o], )
: (/ot(c2 +2a Hu;n(S)Hil ds)>1/2 (/Ot u,m(s)) il dg) 1/2

t
§c3<1+/ Upy,
0

i d
o)
Observemos que, por la desigualdad de Young.

(2.2.4) /{ :zr ——/ K (t(3 ;ns }d
[ LT (e~ -

También notemos que,

c(e) |K'(um(s))|r”1} dlds

2

ds

Uy (5)

(2.2.5) /Ot (f(S) : u%(s)) ds < /Ot 1£(s)|]” ds + Ot

1
De (2.2.3), (2.2.4), (2.2.5) y para € = 5 en (2.2.1) obtenemos:

220 5 {8+ T T ) + 5 Ol + [ Kl () "ar}
+/0t HstJrl/t/ ’ ’ p+2d1“ds
< //‘ ’|K U (5))|7T dDds
+03(1+ O i ds) / 17(s)[2ds +
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Por otra parte, observemos que:
K(u) > ¢o(1 4+ K(u)) donde 2¢o = min{1, Ko}
De donde,

(2.2.7) /F o (1)

También de (A1)-(2.2) |K'(un(s))|7T < K3(1+ K(s)), entonces

ez [ [ I

"L K (up (1)) dT

Uy (1)

1K ()] = e

INT

xs‘ | K’ (tum (2, 5) |P1dFds

),

de (2.2.7) y (2.2.8)) estimando el lado derecho e izquierdo en (2.2.6),

[+ K (wn(x, )] dTds

u,, (z, s)

, 2
3 { im0 || T )H2) +1Hum<t>ui+co [ Jintof 1+ KGumopiar
—|—/ (s) o ds <
(2.2.9) ) St
C/o /1“1 ;nars 1+K(um(:c s))]dlds + ¢ <1+/ /1“1 ZES)‘ dFds)
+/0 £ ()| ds + H ds, ¢ = ¢(s) Ky
Definimos,

2

w, ()] [1 4 K (up())]dD

En(t) = % {‘ u t)”2 + M (| Vun(®)]*) + % H“m@)Hi} + CO/F1

Entonces, de (2.2.9) y definicién de E,, obtenemos:

En(t) < e (1 +/OtEm(s)ds)

Asi, por el lema de Gronwall, concluimos que,
(2.2.10) En(t) <cs; Ve |0,T]
De (2.2.9) y (2.2.10) obtenemos Vt € [0,T]
t , 2
(2.2.11) / Vum(s)H ds < cg ; co/
0 I
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Por el teorema de inmersion y de (2.2.11) tenemos

t , 2
(2.2.12) / u,, ()] ds < cg
0
Ademés, de (2.2.2) y (2.2.12) obtenemos
t , 2
(2.2.13) / vl ()| ds < o
0 I

Puesto que M (|| Vi, (t)||7) > mo || Vum ()|, por (2.2.10)
(2.2.14) |V (8)]” < cr0
Similarmente de (2.2.10) obtenemos

(2.2.15) [um (B3 < 11

De (2.2.15) podemos decir que:

(2.2.16) (um) es acotado en L™(0,T; L*(Q2)).

Luego, aplicando el Lema 1.5.11 de Aubin-Lions con Xy = H'(Q) , X = X; = L*(Q) y

po = 2 = p1, podemos obtener una subsucesiéon denotada de la misma forma

(2.2.17) u, —u®, cs. en Q.

De (2.2.16) concluimos que (u2,) es acotado en L*/3(Q) de donde u3, — u® débil en
LY(Q) = [LYQ),

es decir,

(2.2.18) / (ul, t)dt — / u’,wj) , e CY0,T)

0
Multiplicando (2.1.1)) por gjm(t) y sumando desde j = 1 hasta j = m y de la definicion de
U, (1), tenemos:
ol + 55
— M ([Vun(®)])

“(72)d
p+2

t)H n ‘Vu H + M (| V(1)) )%(vum(t),vu;n(t))

u o] + (57w 0), o))+ | K (0) o, (00T

Lo +A@m@mw=0w¢m)

p+2,I1
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Integrando esta igualdad sobre (0,

t)
2%/3

S

S

(2.2.19) —/ ([[Vum(s) )’ (s) ds+/ / K (um(s )2dlds
o d o p+2
bm )dl'd d
/ / (x 3)) (x,s)dlds + (p—|—2>/0 oy m(8) .. s

// (z, $)u,,(z, s)drds = //fa:suda:ds

Notese que, de (A1)-(2

2

t
/ / K (um(z,s) )2dlds > KO/ u, (s)||  ds
0 r
Por otra parte tenemos que:
1 bdoy p+2 1 / pt+2
(5) [ a7 5= (5) i
p+2) ), ds p+2,T1 p+2 p+2,T1

y

/0 M (190 (5)17) - (Futn(s), T (5)) ds = M (1T () (T 1), T (1)

2

—Z/OtM/(HVum(S)HQ) (Vun(s). Vit (5)) s
Luego, reemplazando en (2.2.19)
_Q/Ot]\/[’(HVum(s)Hz) (Vum(s) Vu, (8)> ds+K0/t u, (s) N

(2.2.20) +< 12 H%(SH?EF S/t (IVum(s) H

t-i-

—//bm<u/ x,s) xdeds—// (x, $)u,,(z, s)drds
o Jry
¢

—l—/o /Qf(:c,s)um(:v s)dxds.

2 1 /
ds + 3 HVum(t)

(I (®)1) (Ve (1), V(1))

2

Uy (5)

ds
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Por la desigualdad de Young, Proposicion 1.5.15 e inmersion Hj(Q2) — L*(Q) :

/ /F b (v, e s)drds < oe) [ [0m, ) i ds
+€/ H ’ ds—// (2, s)u xs)dxds
(2.2.21) < c/ (DI, ds+c/ [
<012/ /fxs " (2, 5)dzds
<e H ds + c(e / 1£(s)|2 ds
De (2:2.21) en (2.2.20), tenemos
[l as+ 3 [wito] + 560 [t} as
s \%(ﬂ\iﬁ,n_—M(memn ) (Vi (t). Vi (1))
(2.2.22) +2/?tM’ (IVtm(5)]1?) <Vum )
+ [ M (V) [7i6 H s cle) [ i) as
+5/0t o (s) ilds+clg+€ H ds+c / £ (s)II? ds.

Desde que € es arbitrario y M(s) es una funcion de clase C' y de (2.2.11)- (2.2.14)), (2.2.22),
concluimos

(2.2.23) /Ot i +/Ot

Nuevamente, de (2.2.11)- (2.2.14) y (2.2.23), considerando que u |p,= 0, obtenemos

p+2

"

U (8)

1

2
()

2 !
ds + HVum(t)

< C13

p+2,I"

(um) es acotado en L*>(0,T; H,(92))

(u,,) es acotado en L>(0,T; H (Q)) N L>(0,T; LP+3(Ty))

(2.2.24)
(u,,) es acotado en L2(0,T;L*(2) N L*(I'y))

(b™(u,,)) es acotado en L*(0,T; L*(T'y))
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2.3 Pasaje al limite
Multiplicando (2.1.1) por ¢ € C*(0,T) con ¥(T) = 0 e integrando sobre (0,7") obtenemos

A 0)05) + (T, T+ Mt )Tt Vo)
+ (b";(dm), wi)p, F ([ (O] 10 (8) = K (i (8)) (10, (£))?, 5) ., Jeo (1)t
- [ (Kt 0).0;) v

1

+ [ = [ @00

(2.3.1)

De (2.2.24), obtenemos una subsucesion (denotado con el mismo simbolo al igual que la

sucesion original) tal que

(2.3.2) Up, — w en L=(0,T; Hi(2))

(2.3.3) ul ' en L°°(0,T; Hy(Q)) N L0, T; LFT2(Ty))
(2.3.4) u, — u" en L*(0,T; L*(Q) N L*(T}))

(2.3.5) b™(u,,) — Z en L*(0,T; L*(T)))

De (2.3.3)-(2.3.5) considerando que la inyeccion H}(§2) — L?(T') es continua y compacta, y

usando el teorema de compacidad de Aubin-Lions (Lema 1.5.11), se tiene

/ ’ / ’ 2
(236) |um|pum ’ K(um)um ) K/(um)(um)2 S Lq(zl)’q = pT—l_]- - L
p
(2.3.7) Uy — 1 c.s.s0bre Xy y u, — u' c.s.sobre ¥y

Por lo tanto,

[t | 11, — |10 0
(2.3.8) K (up)u,, — K(u)u'
K'(um)(u,,)? — K'(u)(u')? c.s. sobre ¥
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(u,Z) es una solucién de (1)

Haciendo tender m al infinito en (2.3.1) y usando (2.3.3)-(2.3.8) y (2.2.18).

‘A {(u" (1), w5) + (V' (8), Vay) + M| Vu(t)|*)(Vu(t), Vy) + (E(), wy)r,

+WﬁWW@—WWWNﬂm{%hWWﬁ—A(KMWWWM%WWW

= [ w0 = [ @)

Desde que {w;} es denso en H(Q) N LP%(T), concluimos que (2.5) se tiene.
Solo resta probar (2.6), i.e., Z(x,t) € p(u'(x,t)) c.s. (z,t) € 1. Por el Lema de compacidad
de Lions-Aubin en [14], obtenemos de (2.3.4) y (2.3.5) que

u,, — u' fuertemente en L*(0,T; L*(T';))

Esto implica que

u, (x,t) — u'(z,t) cs. en ¥y

Asi, para n > 0 dado, aplicando los teoremas de Lusin y Egoroff, podemos elegir un subcon-
junto w C ¥y tal que la med(w) < n, v € L®(3;\w) y u,, — v’ uniformemente sobre ¥ \w.

Asi, para cada ¢ > 0, existe un N > g tal que
/ ’ 8
lu,,(x,t) —u (x,t)] < é,V(x,t) € X \w
Entonces, si |u,, (z,t) — s| < L, se tiene |u,,(z,t) — 5| < € para todom > N y (z,t) € &;\w.

Por consiguiente,

b. (ul(Lt)) <™ (ulm(x,t)) <b. (u/(ac,t)) ,Ym >N, (z,t) € ¥\w
Sea ¢ € L>®(X1), ¢ > 0, entonces

/ bo(u (2, 0)) b, )dTdE < / b (1)) (s, £)dT
i\w Yi\w

(2.3.9)
< / b (2, 8))6(w, £)dTdt
i\w

Haciendo tender m — +o0 en (2.3.9) y de (2.3.5), obtenemos
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/ b (' (z,t)p(x, t)dldt < / Z(x, t)p(x, t)dDdt
1\w

Y1 \w
(2.3.10) 2

< / t))p(x, t)dldt
T1\w
Haciendo ¢ — 07 en (2.3.10), concluimos que
E(z,t) € p(u'(x,1)) cs. en Xy\w
y haciendo 7 — 0T conseguimos

E(x,t) € p(u/(z,t)) c.s. en 34

Esto completa la prueba.
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Capitulo 3

Comportamiento Asintético

3.1 Estudio del comportamiento asint6tico

En este capitulo obtendremos el comportamiento asintético, es decir, el decaimiento expo-
nencial de la energia asociada al sistema hiperboélico no lineal con inclusion diferencial en la

frontera, por el método de Nakao, del sistema:
u' = A — M(||Vul*)Au+u? = f; en (z,1) € Q = 2 x (0,T)
u(z,0) = (2,0) =0, en O

u =10, sobre ¥g =T x (0,7

%—Z + M(HVqu)% +h(wu" +[u|"u’ += =0, sobre By =Ty x (0,7)

Z(x,t) € p(u'(z,t)) cs. (z,t) €X; =Ty x (0,7)

donde €2 es un conjunto abierto y acotado de R"(n > 3) con frontera I' = 9f2 suficientemente
regular tal que I' = ToUT'; , TyNT'; = ¢ y [y, I'; tienen medida positiva , p € (1, 4+00), M(s)
es una funcién de clase C* tal que M(s) > mg > 0; para alguna constante mg, K (s) es una
funciéon positiva continuamente diferenciable, v es un vector normal unitario hacia afuera
sobre I', ¢ es una aplicacion multivaluada no lineal y discontinua, 7" es un nimero real

3

positivo, u° es el término no lineal, = término de inclusiéon que es un operador diferencial.
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Considerando las hipotesis:

(A3) K(s) es una funcion real continuamente diferenciable satisfaciendo.

(3.1) 0< Ko < K(s) < Ki(1+]sfP), para algin Ko, K1 >0, p>1
(3.2) | K’ (s)]% < Ky (14 K(s)) para algin Ky >0y p € (1,400)
(3.3) |K' (s)| < dy, donde dy es una constante positiva.

(A4) b: R — R es una funciéon localmente acotada que verifica.
(3.4) 1b(s)| < po(1l +|s]); Vs € R, para algin py > 0

(A5) 3, pz > 05 (5™ (v),0) 2 g [Joll3 s Vo € L2(2) y [b(s)] < pafs; Vs € R.

Ahora estamos en condiciones de establecer el resultado del decaimiento exponencial de la

energia mediante el siguiente teorema.

Teorema 3.1.1

Asumiendo las hipétesis dadas en (A3), (A4) y (A5) se tiene lo siguiente:
i) Sip =2, entonces existen constantes C'y v positivas tal que E(t) < Ce ™, c.s.; t >0
ii) Si p > 3, entonces existe una constante ¢ > 0 tal que E(t) < C(1 + t)p%?, cs.; t>0

Ahora probaremos el decaimiento exponencial de la energia asociada al sistema (1) usando

el Lema de Nakao 1.5.18
Sea {w;},-, una base en W = H,(Q) N LP**(T)

W, = ({wy, we, ..., wy, }) subespacio generado por los m primeros vectores de la base Hilber-
tiana de W.

Consideremos u,,(t) = Z gjm(t)w; la solucion del problema aproximado de Cauchy.
j=1

(ul (t),v) + (Vau,,, V) + M(|| Vi ||*) (Vitg, Vo)
(P.A) + (K(um)u;/n + ‘u;n|p ulm + bm(ulm),v)Fl + (U3, v) = (f(t),v);Yv € W,

I

Um(0) =u,,(0) =0 en Q
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3.2 Deduccién formal de la energia
Para f =0y v =, (t) en (P.A) obtenemos:

(W} (8), 13, (1)) + (Vi (8), 3, (8)) + M (V2 (8)]) (Ve (1), Vs (1))
U (wn (0) 5 (00, (), + (i (O] (0. 20,(0)
F O (D) (D), + (1), 0, (1)) =0
considerando las hipotesis para M, ler T.F.C y definiendo 4M (t) = M (t) en [0,T] obte-

nemos:

20 G114 35 (IVun ) + a1+ 5 [ KDl ar}

IV ()15 + Nl ()15, + (07 (1 (8)), 10, (8))r,

~5 ] K ) (0)dr =0

I'

definimos la energia

En(6) = (O + 537 IV 1) + 5 S+ 5 [ K Gt () ()T

IN]

reemplazando en (3.2.1) se tiene

(322) LB+ IV (02 =~ (5, — (07 (6), (), +

5 [ K )0 ar

considerando las hipotesis para K (s) dados en (A3): (3.1), (3.2) y aplicando la desigualdad

de Young, se tiene:

K" (t (1))t (1) < K (e (1)) |t (2)]
< c(e) [, (O + el K" (um (1))|77

haciendo operaciones adecuadas, obtenemos

(323)  — [, ()ptay, + ; F K (s () (el ()T
< )l Oy ['“;ﬂ () — ¢ () [(uly ()" — el K" (un(t))[777 | dT
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ademas de la hipotesis (Ab): se tiene

(3.2.4) — (0™ (ul () s by (B))p, < —pn [l (B) 5,

de (3.2.3) y (3.2.4), inmersiones de sobolev, hipotesis (A3):(3.3) se obtiene

d 1

2 2
2 En(®) + IV (Ol < =l Ollzr, = 7l @O,

+2 2
+ (&) llum () piar, + &do llur, @)z,
con c¢ cte. de inmersion, de donde para p; suficientemente grande, existe p > 0 tal que

d
— En(t) + |V, ()5 < = lluly, (O)l5 0,

(3.2.5) yr

esto es, la energia es no creciente y ademas es uniformemente acotada.

Definimos F2(t) = E,, (t) — By (4 1) .

Afirmacién: 3¢ > 0 tal que E,,(t) < cF2(t) = c¢(En(t) — En(t +1)).

Integrando, (3.2.5) sobre el intervalo (¢,t+ 1), utilizando T.F.C y la desigualdad de poincaré

se tiene

1 t+1 ) ) t+1 , 9
En(t+1) — Ep(t) < ——Q/ [z, ()5 ds — u/ [ ()15, ds
() Jy t

Multiplicando por (—1) la desigualdad anterior

N

t+1
E.(t) - E 1) > ) = mi —
(0= Enlt 4 )20 [ i ellds o =min {p b

g

()

esto es,
t+1 9 1
(3.2.6) / e, ()2 ds < LF2(8)
t g

1 3
Por el T.V.M. para integrales, en los intervalos [t,t + ﬂ y {t + 7 t+ 1] :

t+1
20 Bze [ Juolid
t

t+1 ) t+3 ) t+1 )
/ / /
—od [ @l as [0l [ ol d
t t+4 t+32
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1 1
Por el T.V.M. para integrales en [t, t+ Z] ,dt € [t,t + Z] tal que

t+1
o)1 = T [ 03
(t+3-1) i

entonces

t+1
4 2 1 2
(328) o [ Ol = o )l
t

De igual forma en [t + %,t+ 1] , dty € [t,t—i— ﬂ tal que

t+1
o)1 = gy [ IOl e
(t+1—t=13) Juss

entonces

t+1 . 5 1 . 9
(3.2.9) o | lum@llzdt = o fjun )l
t

i

De (3.2.7) y (3.2.8)

t+1 )
R zo [ ol d
t
1 2
> 20l ()15
entonces

2 Fult)

(3.2.10) [y, (£1)]]5 < 7

Analogamente de (3.2.7) y (3.2.9)

t+1
F2(t)> 0 / e ()12 dt
t 3

T
1 , 9
> 20 |l (t2)1.
entonces
, 2
(3.2.11) [, (t2) (], < ﬁFm(t)

Ahora, reemplazando v por w,, (t) en (P.A) y con f =0, se tiene
(3.212)  (un (8) ,um () + (Valy, (8), Vg, () + M (| Vg, (t)||2) (Vg (), Vg, (1))
o (B (), (1) + e ()]0, (8) + 87 (0, (6)) (1))

+ (ud, (), um(t)) =0, u, € W,y

I
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Entonces se tiene la siguiente:
Observacion
d
77 W), (1)) = (W, (2), wm (1)) + (i (8), 103 (1))
d
Entonces (u'7,(t), um(t)) = = (up, (t), um(t)) — it ()15 -
De la observacion en (3.2.12)

d ’ 2
(0, un®) ~ 1o, DI + 5 S ITun O

+ M ([ Vun(O)°) [V + [ K (wn(t)) w', (0w (t)dD

I

)P () ()T + /F b (! (£)) 1 (£)dT + /Q 3 (Bum (1) — 0

It

Mayorando a izquierda, la hipotesis: K(s) > Ko A M(s) >mgy, Vs€R

(3218) % (1), un(0)) — (O3 + 5 V(1)

+ m0||Vum(t)||2 + Ky ! () um (t)dl + |u§n(t)|Pu’m(t)um(t)dF

I N1
[0 0 00 + O <0
de la definiciéon de b y propiedad arquimediana se obtiene,
(3:2.14) (1)) < s
Desde que M (t / M (r)dr, entonces por el T.V.M. para integrales en [0,¢], obtenemos
M (t) = ct, en (0,t), de donde
(3.2.15) mol| Ve (B)]F = Z23 (|| Vun (1))

también se tiene que,

%(%(S%um(é‘))pl = (t(8), tm(5)) + (1 (5), 13, (5)) = (i (5), m(3)) + [ (5) I3,

por lo tanto

(3.2.16) (U (8), tm (8))p, = d% (4 (5), () = e (),

Ademés desde que, L* () — L? () se tiene

()l < Cllum(t)lly = lum @) < ¢ llum(t)ly = 4¢* G IIUm(ti)lli) < Act (En(t:))
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Por lo tanto,

1 1
(3.2.17) lum ()| < VA(Bn () 4 < VAe(Bn(t) 2, i=1,2
Y también de (3.2.10) y (3.2.11) tenemos
(3.2.18) i ()] < —=F(t) i =1,2
/N m\Yt —= \/E m » YT
Ahora de (3.2.14)-(3.2.18)) en (3.2.13) e integrando en (t1,t2) C (¢,t + 1) obtenemos:
mo [ — 2
(3.2.19) T/ M ([Vun(s)|°) ds
t1

to
+ / ()[4 ds < 4ev/2 T (1 + Ko) Fy () sup End (5)

t1 SE(tl,tQ)

1 2 2
4 IV + Ko [ (5) 3, s

t1

+/2 ! ($)|7 [l (5)] [t (s)] dTds

t1

T s / [, (3)] [t (5)] dTds
t1 I
Observacion 1
Se tiene de (3.2.5)

d

d
() + [V, (O, < —pllu, (llsp, = #llulOllsr, < =2 En(®)

integrando en (¢,t+ 1) :
t+1 9 t+1 d
i [ N ds < = [ S E(s)ds =~ {En e+ 1)~ B (1)
t t

por lo tanto
t+1
[ a9l ds < B ) = But4+1) = B2 (0
t
Observaciéon 2

Por la desigualdad de Young obtenemos
t+1
/ [ul, ()] |um (s)|dlds < / / lul (8)] |um (8)| dUds, — (t1,t2) C (¢, t+ 1)
r
b t+1 , t+1 )
<o [l @lindste [ o ()l ds
t t
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de la observacion 2 en (3.2.19), considerando
cs = min (@, 1) , e =4cV20 (1 + Kp)
c

se tiene

@zm)cﬂjﬁMumew%@+/ﬁmm>M@)<%F<>wpaﬁ@>

t1 s€(t1,t2)

—HVum(tl)H + KoF} (t / /|u ' ()] |t (5)] dTdss

+MQF<w+uﬁ/'|mm<wnl
t
integrando la energia de t; a ty y de (3.2.20)), se obtiene

(3.2.21) /QEm (s)ds < %/2 ul, (s)||2ds+%/QM(IIVum(S)HZ) ds

t1 t1 t1

1 [ 1 [
w3 [ e @lds 5 [ K () (o) s

t1 t1 I
to to t2
) _
< [ @lds+ [T (Vun)) s+ [l (5
t1 t1 t1
to
+ / K (um (5)) |, (s)[?dTds
t1 I
1 1 1 2 2
< — S GFn(t) sup Ep2 (s) + 5|V (0)]7 4 KoFn” (£)
Cs s€(t1 t2) 2

T iscsF? / /|u ()P [t (5)] ttn(5)] T

t+1 )
baae [l (B, )
t

to to
[l @Pds 4 [ [ G (9) ()P
t1 t1 Iy
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Observacién 3

De la hipotesis sobre K : 0 < Ko < K (s) < Ky (1+1s]"), p>1
/ K@A»W(|W%<&/‘/l+mm JP) |u. (s)[2dTds
t1 I
= Kl/ W/ (s)]?dTds
t1 I

to
+m/ lupn (5)P i (s)[2dTds
t1 Iy

)
2
S R UACT

t1

to
+m/ |t (5) P[0, (5)|dDds
t1 I

to
SM%WHK/ |t (8)P|ud!,(5)*dDds

t1 I
De la expresion (i)
t+1 ,
ROz [ (o)l
t
entonces

t+1 ) 1
/ e ()2 < S F,2 (1)
t o

de la observacion 3 en (3.2.21)

(3.2.22) /t2 En (s)ds < crFy, (t) sup E,,? (5) 4 csF2 (t)

t1 sG(tl ,tz)

to
+@/ s, (3)P [t ()] [ ()] dIT'ds
t1 I
9 t+1 ) 1
el Vi @I+ enn [ () ds + Fo? (1)
t

to
+ K\ F,% (t) + K, / |t ()P[0l (5)|dDds

ty I

o1



Cg 1 1 g3
donde {7 =—, =Ko+ puscs, co=—, co=5—, Ci1=—
Cs Cs 205 Cx

to L
/ E,, (s)ds < c;F,, (t) sup B2 (s) + croFy ()
t1

Se(t1,t2)

to
- c9/ [tr,, ()7 [, (5)] [t (5)] dTds + c10[| Ve (1)
t1 I

t+1 to
T / it (8)]120, 5 + K / / s () Pat (5) 2T ds
t t1 I'y

< 1Fp (t) sup B2 (s) + B2 (t) + c13F () En? (1)
SE(tl,tg)

por el T.V.M. para integrales existe ¢t € (t1,t) tal que

/t2 Em (S)dS = (tQ — tl) Em (%) s

t1

entonces en (3.2.19)

(ts — 1) Em (1) < c2Fm (t) sup Em? (s) + c19Fp () + c15Fm () En? (1)

sE(tl,tz)
(3.2.23) Em (1) < caFn (t) sup Em? (s) + c1sFn? () + c16Fp (t) B (t)

SE(tl,tQ)

C7 C12 C13 .
donde | ¢y = , C15 = , Cig = . Por la desigualdad de Young
tg—tl tQ—tl tQ_tl
para p = q = 2 y constantes c., ¢ :
2
(3.2.24) c1aF () sup En? (s) = ce(cuuFpn (1) +e| sup Enz (s)
Se(tl,tz) Se(tl,tg)
= c.(cu)’Fp2(t)+¢ sup E,(s); 0<e<1
SE(tl,tz)
. p 1 p-—1 .
Por la desigualdad de Young para py ¢ = ——; — + —— =1, se tiene
p—1p p
(3.2.25) c16Fm () B (1) = (c16Fp (1) Em? (1)
p— 1) o1 1 p
< (272 (cipFm (t p—1+—(Emp t)
(222) i )75 42 (B ()
-1 1
= () et (B )7 4 5B )
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esto es,

1 -1 2T |
ClGFm (t) Emfl’ (t) < (p—> Ci6 Fm<t)p_l + —Em (t)
p p
para p = 2, se tiene
1 1 1
C16Fm (t) Em§ (t) S 50162Fm(t>2 + §Em (t)

de (3.2.24) y (3.2.25) en (3.2.23).

1 1
E (%) < e B2 () +e sup By, () 4 cisFp? (t) + =2 F2 (U) + =B, (1)
SE(tl,tg) 2 2
2 1 ) 1,
E (%) < cigbn” (8) +¢ S(?pt )Em (s) + §Em (t); c16 = ceciy +c15 + 5C13
s€(t1,t2

1
< c1F% (t) + (5+ —) sup B, (s);  (ti,t2) C (L, t+1)
sE(t,t+1)

t € (t1,ts) C (t,t + 1), tomando sup en el intervalo (¢,¢ + 1)

1
sup By, (s) < ei6Fp? (1) + (a + 5) sup Ep, (s)

sE(t,t+1) sE(t,t+1)

¢ q 1 1 3
omando € = —; - = -
4’ 2
1 2
l—e—= ) sup En(s) <csFn®(t), (=) sup Ep(s) < ciehn’ (1)
s€(t,t4+1) 4) se(tit1)
por tanto ,

sup B, (s) < 4eigFp? ()
sE(t,t+1)

esto es existe, ¢ = 4ci6 constante tal que,

sup Ep, (8) < 17 (B (t) — By, (t +1)), definiciéon de F,” (t)
se(t,t+1)

y como F,, es acotado y no negativo del Lema de Nakao existen contantes C' > 0y v > 0,

tales que

En (t) < Cexp (—7t); ¥Vt >0,

y pasando al limite se tiene

E(t) < Cexp(—nt); Vt>D0.
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Capitulo 4

Conclusiones

Se ha trabajado con la técnica dada por una consecuencia del Lema de Nakao, aplicada
a energias definidas sobre subespacios finitamente generado, para luego, pasando al limite,
obtener el decaimiento tanto, exponencial como polinomial. Se han tenido muchos cuidado
con las estimativas de la energia tanto a derecha como a izquierda.

Estas aproximaciones por energia definidas en subespacios finitamente generado pueden ser
aplicables a otros problemas de E.D.P.

Los problemas con inclusiéon diferencial generalmente se presentan en la teoria de Desiciones

y en la Fisica, en especial en mecanica de solidos.
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