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Resumen

DINAMICA DEL CONTROL BIOLOGICO BASADO EN UN MODELO DE
CADENA ALIMENTICIA CON TRES NIVELES TROFICOS

Jhelly Reynaluz Pérez Ninez

Noviembre - 2014

Asesora :  Roxana Lépez Cruz, Ph.D.
Titulo Obtenido : Licenciado en Computacién Cientifica.

En esta tesis se estudia la dindmica del control biolégico mediante un modelo mateméatico
de cadena alimenticia simple de tres niveles troficos. Este modelo matematico esta basado
en un modelo depredador presa con respuesta funcional Holling tipo 1l razén dependiente,
incluyendo un depredador superior para obtener un sistema de tres ecuaciones diferenciales
ordinarias. Para el cual se estudia la existencia y unicidad, invarianza y acotacién de las
soluciones.

La dindmica del control biolégico es estudiada de forma local y asintética, analizando las
condiciones para la coexistencia de las tres especies asf como también los escenarios de ex-
tincién total y parcial del sistema, de donde vemos cuando tiene o no tiene éxito el control
biolégico.

Los resultados obtenidos fueron contrastados con sus respectivas simulaciones realizadas en
un programa desarrollado en la tesis el cual aproxima las soluciones utilizando el método
de Runge - Kutta de cuarto orden.
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CADENA ALIMENTICIA.
CONTROL BIOLOGICO.
ESCENARIOS DE EXTINCION.
ESTABILIDAD ASINTOTICA.
RUNGE-KUTTA.
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Abstract

BIOLOGICAL CONTROL DYNAMIC USING A CHAIN FOOD MODEL
WITH THREE TROPHIC LEVELS

Jhelly Reynaluz, Pérez Nunez

November - 2014

Advisor :  Roxana Lépez Cruz, Ph.D.
Obtained Title : Degree in Scientific Computing.

In this work, the dynamics of biological control is studied using a mathematical model of
simple food chain of three trophic levels. This mathematical model is based on a predator
prey model with Holling type II functional response rate dependent, including a top preda-
tor described by a system of three ordinary differential equations. We study the existence
and uniqueness, invariance and boundedness of solutions.

We study the local and asymptotical behavior of the system and analize the conditions
for the coexistence of the three species. We also analize the different scenarios of the to-
tal and partial extinction in the system, checking if the biological control has or not success.

The results were compared with their respective simulations developed for this work, which
approximates the solutions using the Runge - Kutta fourth order.

KEYWORDS: PREDATOR - PREY.
FOOD CHAIN.
BIOLOGICAL CONTROL.
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Introduccion

Un controlador biolégico es un ser vivo que sirve para combatir de manera natural plagas
especificas; por consiguiente se puede utilizar como técnica agricola alternativa al uso de
insecticidas, fungicidas, pesticidas, etc. La importancia del estudio de la dinamica de los
controladores bioldgicos recae en el hecho de que por lo general son de bajos costos y no
son nocivos ni para el medio ambiente ni las personas del entorno.

El control biolégico es una técnica milenaria que utilizaron culturas como la china en el
siglo III. Fue sin embargo, a finales del siglo XIX cuando el control biolégico de plagas des-
perté un gran interés debido al éxito que se consiguié con la introducciéon de la mariquita
(Rodolia cardinales) para el control de la cochinilla acanalada (Icerya purchasi) realizado
en los Estados Unidos entre 1888-1889 por Charles Valentine Riley, salvando asi a la flore-
ciente industria de los citricos de California [14].

Van den Bosch [16] utiliza la expresion “control biologico” con dos acepciones:

1. La introduccién de los enemigos naturales por el hombre y el manejo que éste hace
de ellos para controlar las plagas, al que llaman control bioldgico aplicado.

11. El control espontaneo en la naturaleza sin la intervenciéon del hombre, que denominan
control bioldgico natural.

En este altimo, el control biolégico constituye un fenémeno ecolégico en el cual las plantas
y los animales los regulan sus enemigos naturales (agentes bioticos de mortalidad) y re-
presenta uno de los principales componentes del control natural que mantiene a todas las
especies vivientes en un estado de equilibrio con sus ambientes.

Las especies que coexisten, cada una con su propia historia de seleccion natural, constitu-
yen una comunidad natural. En esta comunidad, el tipo de especies y su abundancia a veces
se mantienen constantes de un afno al siguiente; pero cuando la comunidad se simplifica con
la agricultura, el habitat cambia drasticamente. Para cada individuo, nuevas condiciones
favorables o desfavorables emergen y muchas especies de plantas y animales desaparecen,
mientras que otras prevalecen con abundantes recursos y espacio. La ausencia de enemigos
naturales y la reduccién de la competencia con otras especies explican cémo ciertas especies
de insectos se incrementaron en grandes nimeros y se convirtieron en plagas [11].

En el contexto agricola se denomina plaga a cualquier organismo que a determinado nivel
de poblacién o indculo compite y causa dano econémico sobre una especie animal o vegetal
en cualquiera de las etapas de establecimiento, desarrollo o produccién, o en el manejo
posterior que el hombre hace de ella para su beneficio [11].

El control biolégico busca invertir esta situacion y frenar el crecimiento desmedido de las
poblaciones plagas mediante un factor clave de mortalidad; esto es introduciendo depre-
dadores naturales de la plaga y de esta manera se espera influir de forma drastica en la



mortalidad de las especies plaga para evitar dafios econémicos.

Para hacer el estudio matemético de la dindmica del control biolégico utilizaremos algunos
estudios clasicos de las dinamicas poblacionales como el modelo de Lotka-Volterra (1926)
también conocido como modelo depredador-presa, que describe la interaccién entre dos
especies, donde una se alimenta de la otra : a la primera llamaremos especie depredador y
a la segunda presa, quedando la dindmica de estas dos expresada con el siguiente sistema.

2(t) = a(a—by)

y'(t) = ylex—d)

donde z(t) e y(t) representa la densidad poblacional de las presas y depredadores en el
instante t respectivamente; a, b, ¢ y d son constantes positivas que definen la naturaleza de
la interaccién de las dos especies.

En el estudio de la interaccién de dichas poblaciones, una de las variables méas importantes
es la densidad de la presa; y su variacién genera diversas respuestas en el depredador,
siendo las més importantes la respuesta numérica y la respuesta funcional. La respuesta
numeérica se refiere a los cambios en la densidad del depredador debido a las variaciones en
las tasas de reproduccion y/o supervivencia. Mientras que la respuesta funcional se refiere
a los cambios en el niimero de presas consumidas por los depredadores en la unidad de
tiempo.

Para la poblacién depredadora es de suma importancia la densidad de la poblacién presa,
yva que por sentido comun, a mayor cantidad de presas mayor es el consumo por el depre-
dador. La variacién de la tasa de consumo del depredador en funciéon de la densidad de
la presa (respuesta funcional) es variable y fue clasificada por Holling basicamente en tres
tipos de respuestas [7].

Los sistemas depredador-presa con respuesta funcional razén dependiente Holling tipo I,
como se muestra a continuaciéon

2(t) = 7“:13(1—%) —c

may

, x(0) >0,
T+ ay

v = (Ma)y o

ya han sido estudiados en detalle, como por ejemplo en [8], [9], [3], [18], entre otros. Obte-
niéndose varios resultados importantes, uno de ellos es debido a la razén dependencia [2],
la cual le da al modelo la capacidad de generar la extincién de la presa y por consiguiente
el colapso del sistema (dindmica de extincion total) [10]; otra caracteristica es que las di-
namicas resultantes pueden depender de los niveles de las poblaciones iniciales.

El modelo para el control bioldgico que estudiaremos esté basado en el modelo depredador-
presa razon dependiente Holling tipo II. Esto lo justificamos en base a que una cadena
alimenticia de dos niveles troficos es en realidad un sistema depredador-presa, donde la
presa es el primer nivel tréfico y el depredador es el segundo nivel tréofico. Si a la cadena
alimenticia se le adiciona un nuevo nivel tréfico, entonces el nuevo modelo seria atractivo
para modelar ciertos procesos de control biolégico, ya que podemos considerar la presa co-
mo una especie planta, el depredador intermedio como una plaga y el depredador superior
como el agente controlador bioldgico; y la extincién simultdnea de la plaga y el agente con-
trolador es el sello del éxito del modelo, lo cual es usualmente dependiente de la cantidad



del agente controlador bioldgico.

La Tesis desarrolla los resultados planteados por Sze-Bi Hsu, Tzy-Wey Hwang e Yang
Kuang en [9], ademas de incorporar otras caracteristicas y sus respectivas pruebas, como
por ejemplo el efecto dominé. También se desarrolld en el programa MatLab, un entorno
de simulacion para la cadena alimenticia de tres niveles tréficos, con el cual se simularon
los resultados obtenidos. La organizacién de estd Tesis es la siguiente:

= Capitulo 1: Preliminares; es un resumen de propiedades de andlisis matematico, con-
ceptos y herramientas bésicas de ecuaciones diferenciales ordinarias y estabilidad de
soluciones de sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias. Este capitulo es nece-
sario para el 6ptimo entendimiento de los resultados y para recopilar herramientas
utilizadas en los mismos.

= Capitulo 2: Modelo de cadena alimenticia con tres niveles tréficos; como ya menciona-
mos antes, el modelo que estudiaremos es una adaptaciéon de un modelo depredador-
presa razén dependiente Holling tipo II, al cual se le anade un nuevo nivel trofico; de
esta manera tendremos presa, depredador intermedio y depredador superior.

= Capitulo 3: Analisis cualitativo de las soluciones; en este capitulo verificaremos al-
gunas caracteristicas de la solucién del modelo planteado en el capftulo 2, como
por ejemplo el dominio de las soluciones, la existencia y unicidad, posibilidad y la
acotacion.

= Capitulo 4: Dindmica del control biolégico; en este capitulo se estudiara la estabilidad
e inestabilidad de las soluciones, también veremos diversos escenarios de extincién
(extincion total y parcial, notemos que la extinciéon total se interpretaria como la
pérdida total del cultivo mientras que la extinciéon parcial podria darse como la
coexistencia del cultivo con la plaga o el caso éptimo de solo persistencia del cultivo, el
cual se entiende como el éxito del control biologico). Otro de los resultados mostrados
es la sensibilidad a las condiciones iniciales.

= Capitulo 5: Simulaciones; en este capitulo mostraremos los resultados computaciona-
les obtenidos mediante el método de Runge-Kutta de cuarto orden, para los resultados
mas importantes del capitulo 4.



Capitulo 1

Preliminares

El objetivo de este capitulo es proporcionar de manera rapida los fundamentos béasicos
sobre analisis matemaético, ecuaciones diferenciales ordinarias y estabilidad de sistemas de
ecuaciones diferenciales ordinarias; ya que utilizaremos bastantes de estas herramientas en
las demostraciones del presente trabajo.

1.1. Nociones de analisis matematico

Mencionaremos algunas propiedades fundamentales del anélisis real y funcional, asi como
algunas consecuencias de dichos resultados que serdn de utilidad en los capitulos posterio-
res.

1.1.1. Propiedad arquimediana de los ntimeros reales

Es facil notar que el conjunto de los nimeros naturales no esta acotado en R. La demos-
tracién rigurosa de este hecho es una consecuencia inmediata de la siguiente propiedad
fundamental de los nimeros reales.

Teorema 1.1 (Propiedad arquimediana) Para todo par de elementos x,y € R, con
x > 0, existe un nimero n € N tal que nx > y.

Corolario 1.1 Sean los nimeros reales 0 < a < b, existe algin n € R tal que nb < a.

Definicién 1.1 (Parte entera) Sea x € R, existe un tinico nimero entero, que denota-
remos por [z] y que denominaremos parte entera de x, verificando

[2] <z < [z] +1.

1.1.2. Limites y continuidad

Para poder continuar es necesario tener algunos conceptos sobre limite y continuidad de
funciones, los cuales se pueden encontrar en [12].

Definicién 1.2 (Bola abierta) Sea xg € R™ yr > 0. La bola abierta de centro xo y radio
r, denotada por B(xo,r), es el conjunto de los puntos de R"™ que distan de xo menos de r.
Es decir

B, (zg) ={z e R" | ||z — x| <7}.

donde || - || es la norma euclidiana en R".



Definiciéon 1.3 (Conjunto Abierto) Se dice que el conjunto U C R"™ es abierto en R™,
si para cada xo € U existe un r > 0 tal que B,(xg) C U.

Definicion 1.4 (Frontera de un conjunto) Sea U C R", se dice que el punto zo € R"
es punto frontera de U, si toda bola abierta de centro xg y radio r > 0 contiene puntos
dentro y fuera de U. La frontera de U es el conjunto de los puntos frontera de U.

Definicion 1.5 (Limite) Sea f : U C R" — R una funcion definida en el conjunto
abierto U de R™. Sea xg un punto de U o bien un punto frontera de U. Se dice que el
limite de f cuando x tiende a xg es L, lo cual se escribe como

lim f(z) =1L

T—T0

st dado cualquier € > 0 eziste § > 0 tal que
z € Bs(zo) NU\{zo} = f(z) € B:(L).

Definicién 1.6 (Continuidad en un punto) Sea f: U C R™ — R una funcion defini-
da en el conjunto abierto U de R™ y sea xg € U. Se dice que f es una funcidn continua en
xo St

lim f(x) = f(o)-

T—TQ

Si la funcion f no es continua en xq, se dice que es discontinua en ese punto.

Definiciéon 1.7 (Continuidad en un abierto) Sea f: U C R" — R una funcion defi-
nida en el conjunto abierto U de R™. Se dice que f es continua en U ( o simplemente que
f es continua) si lo es para todos y cada uno de los puntos x € U.

Teorema 1.2 Sean f,g : U C R" — R funciones definidas en el conjunto abierto U de
R™. Si f y g son continuas, entonces

w La funcion f+¢g: U CR" =R, (f+9)(z) = f(z) + g(x) es continua.

» La funcion fg:U CR™ = R, (fg)(z) = f(x)g(z) es continua.

es continua en todo punto x € U tal

s La funcion i; :U CR" - R, () (x) =
que g(z) # 0.

Es decir la suma y el producto de funciones continuas es una funcion continua. El cociente
también lo es en aquellos puntos en los que no se anula el denominador.

Teorema 1.3 (Teorema de Weierstrass) Sea una funcion f(x) continua, definida en
un intervalo [a,b]. Entonces existen dos puntos Tmaz Y Tmin pertenecientes al intervalo
[a,b], donde la funcion f(x) alcanza valores extremos absolutos (un mdzimo y un minimo
absoluto), por lo que se cumple:

f(@min) < f(2) < f(Tmaz) Vo € [a,b].

1.1.3. Limite superior e inferior

En matemética se define limite superior y limite inferior de una sucesion (z,), como el
mayor y menor limite convergente de las sub sucesiones de (z,). El limite superior y el
limite inferior son un sustituto parcial para el limite, si es que éste no existe.



Formalmente el limite inferior de una sucesion (z,) se define como:

sup inf zy = sup{inf{zy : k >n}:n >0}
n>0 k=2n

o también:
lim <inf :L‘k>
n—oo \ k>n

Definicién 1.8 Dada una sucesion (xy,) se definen sus limites superior e inferior de la
siguiente forma:

limsupx, = lim (sup xn> y liminfz, = lim (inf xn> .

Mm—00 \ p>m m—00 \ n>m
Si existe el limite inferior y superior de una sucesion (z,,), entonces se cumple:
lim inf x,, < limsup z,.
Ademas, si la sucesion (z,,) es convergente, es decir que existe su limite, entonces se cumple:

lim x, = liminf z,, = lim sup z,,.
n—o0

Andalogamente, el limite superior y limite inferior para funciones reales se define de la
misma manera que para sucesiones, es decir:

limsup f(t) = nh—>Holo (sup{f(t) : t>n}) y lminff(t) = nh—>Holo (Inf{f(t) : t >n}).

FEsta nocion del limite superior la utilizaremos en conjunto con el teorema del capitulo 2
de [17], para probar la existencia de una sucesion creciente no acotada que se utilizaré en
demostraciones posteriores.

Teorema 1.4 Sea U un conjunto no acotado de nimeros reales, f : U — R una funcidon
y L € R. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

» lim f(z) = L.

T—r00
» Para toda sucesion (x,) de puntos de U, creciente y no acotada, se tiene que
lim f(zy,) = L.

n—00

» Ve>0 dJK eR talquesi x €U y z>K=|f(z)—L|<e.

Teorema 1.5 (Teorema de Lagrange) Sea f : [a,b] — R una funcién continua en el
intervalo [a,b] y derivable en el intervalo abierto (a,b). Entonces existe al menos un punto
c en el intervalo (a,b) tal que:

f(b) = fla) = f'(c)(b—a).
Este teorema también es conocido como el Teorema del Valor Medio.

Proposicion 1.1 Sea f: R — R una funcidn positiva, acotada y diferenciable tal que no
existe th'm f(t), entonces eziste una sucesion (t,) C R creciente y no acotada tal que:
—00

fi(tn) =0yl f(tn) =lmsup f(t) > 0.



Demostraciéon. Como f es acotada y A lim f(#) entonces necesariamente f es una funcion
t—o0

periodica oscilante (como por ejemplo f(t) = sen(t)) i.e. 3P € R positivo tal que:
flt+ P) = f(t) VteR.
Por otro lado, de la positividad y acotacion de f tenemos:
0 < liminf f(t) < limsup f(¢)

y como P lim f(t), concluimos que:
t—o0

limsup f(¢) > 0.

Consideremos: a,b € R, tal que a < b, entonces f es continua en [a, b] y derivable en (a,b);
entonces, por el Teorema del valor medio para derivadas, tenemos que:

f(b) = f(a)

b—a
Sea a € R arbitrario pero fijo, para el cual tomamos los valores a; = a y by = a + P;
entonces, por el Teorema del valor medio tenemos:

J(a+P)~ J(@) _ f(a) - f(a)
a+P—a P
Ahora tomamos a2 = a + P y by = a + 2P, entonces por el Teorema del valor medio,

tenemos

Je € {(a,b) tal que f'(c) =

dt; € (al,bl> tal que f/(tl) =

Tty € (a,by) tal que  f(ta) = f(zj:;]fz)_—(i(j J];)P) _ [fla) ]—Df(a) _o

Anéalogamente para ag = a+ 2P y b3 = a+ 3P, por el Teorema del valor medio, tenemos:

Eltg c <a3,b3> tal que f/(tg) _ f(Zigi)__(i(—i ;'P2)P> _ f(a) ;f(a) —0.

Asi en general, Vn € N tenemos a, = a+ (n — 1)P y b, = a + nP, para los cuales por el
Teorema del valor medio, se cumple:

Ay € (an,bn) tal que  f'(t,) = f(z i Zi)__(i:(j z:l(f ;);))P) O ]_Df(a) = 0.

Notamos que, Vn € N:
 <ta<tlg< - <tp<---

es decir, (t,) es una sucesion creciente y no acotada en R tal que:
f'(tn) =0 ¥n € N.
Por otra parte, notemos que:

limsup f(t) = nh_}rrgo (sup{f(t) : t>n}).

Entones, por el Teorema 1.4 tenemos que para toda sucesion (zy,) creciente y no acotada
se cumple:

(sup {f(t) © t>n})= lim (sup{f(ax) : ax > n})=lmsup f(z,)

lim
n—oo

En particular para (t,) se cumple:
f'(tn) =0 A limsup f(z,) = limsup f(¢).

Y asi queda probada la proposicién. =



Ejemplo 1.1 Consideremos la funcion f : R — R definida por f(t) = 2 + sen(t); cono-

ciendo que ﬁth'm f(t) y como f es un funcion no negativa, entonces
—00

0 < liminf f(t) < limsup f(¢)

de la definicion de f, notamos que
limsup f(t) = 3.

Considerando la sucesion (x,) donde
ct>n}=3

= sup (/1) -
limsup f(t) = lim x,, = 3,
n—o0

ya que por el Teorema 1.4 se cumple que para toda sucesion (t,) C R, creciente no acotada,

se tiene:
lim f(t,) = 3.
T—r00

m
En particular para t,, = — + 2nw, se cumple lim t, = oo, es decir (t,) no esta acotada,
n—oo

luego verificamos que:
lim f(t,) =3+ lim sen (Z + 2n7r) =3.
n—00 n—00 2

Como f es una funcion derivable, sabemos
f'(t) = cos(t),

de donde tenemos que
f'(tn) = cos (E + 2n7r) =0.

A continuacion se ilustra la funcion f(t) = 2 + sen(t) con algunos puntos de la sucesion

(tn) que satisface las condiciones de la Proposicion 1.1.

flt)
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Figura 1.1: Funcién oscilante periodica con algunos puntos de la sucesion ()



1.2. Ecuaciones diferenciales ordinarias

A continuacion veremos algunos resultados sobre ecuaciones diferenciales ordinarias, dichos
resultados y sus demostraciones se pueden encontrar en [1].

Una ecuacion diferencial es una ecuaciéon que involucra derivadas (o diferenciales) de una
funcion desconocida de una o méas variables. Este tipo de ecuaciones aparece en el estudio
de numerosos fenémenos fisicos y quimicos; como por ejemplo en desintegraciéon radioacti-
va, crecimiento de poblaciones, reacciones quimicas, problemas gravitatorios, etc. De modo
que recordaremos algunas nociones basicas sobre las ecuaciones diferenciales.

Las ecuaciones diferenciales se pueden clasificar, atendiendo a dos criterios:

I. Tipo: Si la funcién incoégnita contiene una tnica variable independiente, entonces la
ecuacion se denomina ecuacion diferencial ordinaria (EDO). En otro caso, cuando la
funcién incégnita contiene dos o més variables independientes, la ecuacién se dice
que es una ecuacion diferencial en derivadas parciales.

1. Orden: Es la derivada de orden mas alto que aparece en la ecuacién diferencial.

1.2.1. Problemas de valor inicial

Definicion 1.9 Seq U C R" abierto y F : U — R" una funcidn.

1. Una ecuaciéon diferencial ordinaria (EDO) auténoma de primer orden asociada
a F, es una expresion del tipo

w' = F(w) (1.1)

11. Una solucion de la EDO (1.1) es una funcién diferenciable p : J — R"™, donde J C R
es un intervalo, tal que

a) o(t) € U, para todo t € J.
b) ' (t) = F(p(t)), para todo t € J.

Observacion 1.1 Si F': U — R” es continua entonces toda solucion ¢ de la EDO (1.1)
es de clase C1.

Observacion 1.2 Si consideramos F = (F1, Fy, F3) y ¢(t) = (2(t), y(t), 2(t)) entonces
I. La EDO (1.1) tendria la forma de un sistema de 3 EDO auténomas, como se muestra
a conlinuacion
d'(t) = Fu(z(t),y(t), 2(t))
y'(t) = Fax(t),y(t), 2(t)) (1.2)

II. ¢ es solucion de la EDO (1.2) si y solo si

a) (x(t),y(t),z(t)) € U, para todo t € J.
b) ¢'(t) = F(p(t)), satisface (1.2), para todo t € J.

Definicién 1.10 Sea U C R"” abierto, F': U — R™ una funcidn, wg € U y typ € R.



I. El Problema de Valor Inicial (PVI) o Problema de Cauchy asociado a f, es dado
por
w’ = F(w)
(1.3)
w(ty) = wo

11. Una solucion del PVI (1.3) es una funcion ¢ : J — R"™ diferenciable, donde J C R
es un intervalo, tal que
a) to € J.
b) o(t) € U, para todo t € J.
c) ¢'(t) = F(p(t)), para todo t € J.
a) ¢(to) = wo.

Observacion 1.3 Si consideramos F = (Fy, Fy, F3), w € R® y o(t) = (x(t),y(t), 2(t))
entonces

1. Para el valor inicial wo = (x0,y0, 20) € R3 cuando tg = 0, tenemos el PVI asociado
a F
d(t) = Fi(x(t),y(t), @) , =(0) =0

y'(t) = Faz(t),y(t), 2(t) , y(0)=uyo (1.4)

() = F(x(t),y(),2(t) , 2(0) =2

11. Una solucién del PVI (1.4) es una funcion ¢ : J — R? diferenciable en el intervalo
J CR, tal que

a) 0 € J.

b) o(t) € U, para todo t € J.

c) o'(t) = F(p(t)), satisface (1.4), para todo t € J.
a) ¢(0) = (2(0),(0), 2(0)) = (zo0, yo, 20)-

1.2.2. Existencia y unicidad

Primero veamos algunas notaciones previas a los resultados que mencionaremos durante
esta seccion, recordemos que B,(wp) € R™ denota la bola abierta centrada en wy € R™ y
de radio r > 0, de manera similar tenemos B,[wg] € R” el cual denota a la bola cerrada
centradas en wy € R"” y de radio r > 0, es decir

By(wp) ={w e R": |lw—wp|| <7} 'y Bplwg] ={weR": [Jw—wp| <r}.

En el caso de la recta, denotamos respectivamente como el intervalo abierto o intervalo
cerrado a
I(x9) = {xo —ryxzo+7r) vy I fxo] =[xo— 1,20+ 1]

Definicion 1.11 Sea U C R”™ un abierto y F : U — R™ una funcién

I. Decimos que F' es Lipschitz en U si y solo si existe una constante C' > 0 tal que

[E(w1) = Fwa)|| < Cllwy — w2l Ywr, w2 € U

10



1. Decimos que F' es localmente Lipschitz en U si y solo si para cualquier wyg € U,
existen b > 0 tales que By(wg) C U y la restriccion

es Lipschitz en Bp(wp).

Definicion 1.12 Sea U C R™ un abierto y F = (Fy, Fy,--- , F,) : U — R"™ una funcidn.
Decimos que F es de clase C' en U si y sélo si, se cumplen las siguientes condiciones
OF;

1. Para todo w € U, existen las derivadas parciales —(w), V1 <i,j < n.
wy

. : 0 :
1. Para todo 1 < 1i,7 <n las funciones 6—’ : U — R son continuas en U.
wj

En caso afirmativo, denotamos

[ OF} oF oF; 1

aTUI(w) ng(w) oy, (w)
8F2 0F2 8FQ
67)1(“’) 6702(10) oy, (w)

a(F17F27”' 7Fn)

J(w) = (w) =

a(wl,'lUQ, e ;wn)
oF, 0F, oF,
D, (w) 9w (w) o, (w)

FEsto también es conocido como la matriz Jacobiana o Jacobiano de F.

Proposicion 1.2 (Cualquier funciéon con derivada acotada es Lipschitz) Sea X un
intervalo y sea f : X — R una funcion continua en X, derivable en int(X) y tal que su
derivada es acotada. Entonces f es Lipschitz en X.

Proposiciéon 1.3 Sea U C R” un abierto y F una funcion de clase C* en U. Entonces F
es localmente Lipschitz en U.

Para la existencia y unicidad consideraremos un resultado del Apéndice A de [15].

Teorema 1.6 (Existencia y unicidad) Sea F' : R} — R" localmente lipschitz y para
cada j =1,2,---  n se satisface

Fj(w) > 0 para cualquier w € R} con w; = 0.
Entonces para cualquier wo € R"}, existe una unica solucion del PVI
w’ = F(w)

w(0) = wo

con valores en R, la cual esta definida en algin intervalo [0,T) conT € (0,00). Si T < 00,

entonces
n

11



1.2.3. Sistema de EDO’s lineales y no lineales

Consideremos el siguiente sistema de n ecuaciones diferenciales ordinarias auténomas

wy = Fi(w,wg, - wy)
wy = Fy(wi,wa, -, wy)
(1.5)
w, = Fi(w,wy, - wy)
Donde F; : U CR" - Rparat=1,2,--- ,n.
Si cada una de las funciones F; para i = 1,2,--- ,n son lineales entonces (1.5) es llamado

sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias lineales, caso contrario sistema de ecuaciones
diferenciales no lineales.

Si utilizamos la notacién matricial, resulta simple relacionar los sistemas de n ecuaciones
diferenciales ordinarias con los resultados previos, para esto consideremos las funciones
vectoriales

wl(t) Fl(w)
wy = | 2y Py = | P
wn(t) Fo(w)

entonces nuestro sistema (1.5) tendria la siguiente forma

para el cual podemos utilizar todos los resultados previos.

La forma general de un sistema de n EDO auténomas lineales es el siguiente

wy = awi+aipwr+ -+ a1 pwn + b
wh = ag w1+ agpwa + -+ + az Wy + bo
w;—b = Ap1W1 + ap2w2 + - + AppWn + bn

Notemos también que el sistema (1.5) es lineal, entonces puede tomar la siguiente forma

w = F(w)=Aw+b

donde ) ; -
a1, ai,2 e a1n b1
as,1 ag 2 e agp bo
A(t) = y b=
L an,1 an,2 te Qnn | L by, |

12



Sib; =0parat=1,2,---,n entonces el sistema es llamado homogéneo, caso contrario
no homogéneo.

Teorema 1.7 (Existencia y unicidad) Sea A € R"™" zy € R" y tg € R, entonces la
unica solucion del PVI

w’ = Aw
w(ty) = wo
esta dada por

o : R - R"
t = ) =eltto)Ag,

Definicién 1.13 Sea U C R" abierto y F : U — R" una funcion, para los cuales tenemos
la ecuacion diferencial ordinaria
w' = F(w)

Entonces w* € R es llamado punto critico o singularidad si y sélo si F(w*) = 0.

A continuacién veremos algunos resultados para la linealizacién de sistemas de ecuaciones
diferenciales no lineales. Para ello, sin pérdida de generalidad, consideremos el siguiente
sistema auténomo

¥ = Fi(z,y,2)
y = Fi(z,y,2) (1.6)

z = F3(907y,z)

con un punto critico aislado (z*,y*, z*), es decir

Fi(z*,y*,2*) = 0
Fy(a*,y*2") = 0
F3(1L'*;y*72*> =0
St Fi(z,y, 2), Fa(z,y,2) v F3(x,y, z) admiten su desarrollo en series Taylor de orden uno
alrededor de w* = (u*,v*, s*), tenemos
Fia,y,2) = Fi(w)+ 28w (@ —a%) + 9 (w)(y - y°) + 22 (w) (s — =) + Ra(,p, 2)
Fy(z,y,2) = Fa(w)+ G2 (w)(z—a") + G2 )y —y*) + G2(w) (2 = 2) + Ra(x,y, 2)
Fy(o,9,2) = Fy(w’)+ 22 ()@ —2%) + 22 (w*)(y — y°) + 22 (w") (= — 2*) + Ry (2,7, 2)
luego
Fi(z,y,2) = Grw) (e —a*) + GHw")(y —y") + Gr(w)(z = 2*) + Ru(w, . 2)
Fy(z,y,2) = GFw) (e —a*)+ G2(w)(y —y") + G2(w) (2 — 2%) + Ra(z,y, 2)
Fy(z,y.2) = Grw)(e—a*)+ Grw)(y —y") + G2 (w) (2 — 2*) + Rs(w, . 2)



consideremos u =z —z*, v =y —y* y s = z — z*, entonces

u o= 2 = Fi(x,y,2)
o= y/ = Fg(l’,y,Z)
s = 7 = F3(l’7y,2)
es decir
u = u%lil( )+vaF1( )+86F1( )+ Ri(z,y, 2)
o= u%ljf( )+U8F2( )—I—saFQ( *) + Ra(z,y, 2) (1.7)
= ul(w) o) + 52 (w") + Ry, y,2)
donde las derivada parciales estan evaluadas en w* = (z*,y*, 2z*) 6sea son ntmeros y

Ri(x,y, z) para i = 1,2,3 denota el resto de términos en funciéon de z,y, z. Escribiendo lo
anterior en forma matricial, tenemos

r o o o ]

Oy oy 2w
o Ox dy 0z u Ri(z,y,2)
8F2 8F2 8F2
/ _ e * R * e *
o = | G GRe G | | o |+ | Raae) (1.9
g %( ) %( ) %( ) i Bs(w,y,2)
L Oz v dy v 8z i

Cuando |ul, |v| y |s| son pequenos, es decir, cuando (u, v, s) — (0,0,0) podemos despreciar
los términos R;(z,vy,z), para ¢ = 1,2, 3, del sistema (1.8), asi conjeturamos que el com-
portamiento cualitativo del sistema (1.8) cerca al punto critico (z*, y*, z*) es similar al del
sistema lineal asociado

r OF; " 0Fy « @ o
y 55 @) 99 (w?) (@) .
OF, OF, OF,
! . 4 * it d * Yo a *

V= 5 @) ay(“’) 5, (W) v |, (1.9)
s' OF; . OF;y, ., 0OF; §
| e W) 5, ) ) |

donde OF OF OF
5 @) 8y< ) 55 (W)
| oR, . OR, . OF,
det (J,.) = | Zow") G FEw) | #0
6F13 * % * % *
55 @) 9 (w?) W)

es el determinante de la matriz Jacobiana, de la parte lineal, del sistema (1.8). evaluada
en el punto critico w*.

El proceso anterior de sustituir el sistema no lineal (1.8) por el sistema lineal (1.9) se de-
nomina la linealizaciéon del sistema (1.6) en el punto critico w* = (z*, y*, 2*).
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Este procedimiento se puede extender en forma similar a sistemas de n EDO lineales
auténomas en cada uno de sus puntos criticos.

1.3. Andlisis de estabilidad

En esta seccién recordaremos algunos resultados para el anélisis de estabilidad de las
soluciones constantes de los sistemas de ecuaciones diferenciales.

Definicion 1.14 Para F : R" — R", consideremos la EDO

Para la cual w* € R™ es un punto critico i.e. F(w*) = 0. Se define

1. Diremos que w* es un punto critico estable si y solo si dado un € > 0 existe § > 0
tal que si ||x(ty) — w*|| < 6 = ||z(t) — w*|| < € para todo t > ty.

11. Diremos que un punto de equilibrio w* es un punto critico asintéticamente estable si
y solo st w* es un punto critico estable y ademds

. ok
tlgélox(t) =w".

111. Diremos que un punto de equilibrio w* es un punto critico inestable si no es estable.

Proposicion 1.4 Dado el sistema lineal w' = Aw donde A € Myx, y w € R™. El punto
critico w* es estable si todos los autovalores asociados a su matriz Jacobiana son negativas
o tienen la parte real negativa.

1.3.1. Criterio de Routh-Hurwitz

A continuacion veremos el criterio de Routh-Hurwitz, el cual es una prueba matemati-
ca que se utiliza como condicién necesaria y suficiente para la estabilidad de sistemas de
EDOs. El criterio de Routh es un algoritmo recursivo eficiente que el matematico inglés
Edward John Routh propuso en 1876 para determinar cuando todas las raices de un poli-
nomio caracteristico, de un sistema lineal, tienen parte real negativa. Independientemente
el matematico aleman Adolf Hurwitz propuso en 1895, que los coeficientes del polinomio
caracteristico podian disponerse en una matriz cuadrada, llamada matriz de Hurwitz, y
mostrd que su solucion asociada es estable si y sélo si la secuencia de determinantes de sus
principales submatrices son positivas. Estos dos procesos son equivalentes.

Ahora veremos unos resultados asociados al criterio de Routh.

Definicion 1.15 Sea el polinomio de variable real

P(t) = apt" + a1t" ' + agt"? + azt" P + -+ ap_1t + +an, an #0
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definimos como el esquema de Routh del polinomio P(t), al siguiente arreglo

donde

y ast sucesivamente.

t" | ag
tn—l aq
tn72 bl
tnf?) c1

2| dy

tl €1

0] f1

ai1as — apga

by — 102 0a3
ai

biaz — aibs

= —-—"=
1 by

a
as
bo

C2

do

)

)

a4 ag
as ay
by by
3 C4
aiay

by =
bray

Cy =

— apas

e
ay

—a1bs

b1 ’

Teorema 1.8 El nimero de raices de un polinomio P(t) de variable real, las cuales estdn
en el semiplano derecho Re(t) > 0 es igual al nimero de cambios de signo en la primera
columna del esquema de Routh.

Fn vista de este teorema y la proposicion 1.4 podemos deducir el siguiente resultado.

Corolario 1.2 (Criterio de Routh) Para que todas las raices de un polinomio P(t) ten-
gan parte real negativa, es necesario y suficiente que todos los elementos en la primera
columna del esquema de Routh tengan el mismo signo.

Ejemplo 1.2 Sea el polinomio

P(t)=t* + 26> +3t> +- 4t + 5

para el cual tenemos el siguiente esquema de Routh

donde

11 3 5
t3 4
2 b by
tl C1
| dy
b1:a1a2—a0a3:2><3—1><4:1
al 2
b2:a1a4—a0a5:2><5—1><0:5
al 2
C_b1d3—&1b2_1><4—2><5_ 6
Ty 1 T
dlzclbz—b102:—6X5—5X0:5
C1 -5

16



es decir

Y11 3 5
B3] 2 4
211 5

th| —6

o 5

notamos que en el arreglo de Routh aparece dos cambios de signo, por lo tanto el polinomio
caracteristico P(t) tiene dos raices positivas, por ende la solucion asociada a P(t) no es
estable.

Ahora veremos algunos de los resultados previos al criterio de Hurwitz.
Definicién 1.16 Sea el polinomio
P(t) = apt" + bot" ' +at" 2+ byt 4o con  a, #0.

Entonces la maitriz cuadrada de orden n

[ bo b1 by -+ by ]
ap ai Gz - Qp-1
) n
0 by by - bpo ag = st k> [[5“
H= , donde )
0 ay a1 -+ an_9 =0 si k> Hn; ﬂ
0 0 by -+ bunoo

es llamada matriz de Hurwitz.

Los determinantes de las submatrices principales de H, son llamados los determinantes de
Hurwitz y se denotan

bo b1 bs
by by
Ay =by, Ay= , Az=|lay a1 a |, -
apg aq
0 by b1
bo b1 b2 -+ by
ap a3 a -+ QAp—1
0 bo b1 -+ bpo
A, =
0 ay ar -+ ap—2
0 0 by -+ bypo
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Corolario 1.3 (Criterio de Routh - Hurwitz) Para que todas las raices del polinomio
P(t) = apt" + bot"  +art" 24+ bit" 3+ con  a, #0,
tengan parte real negativa, es necesario y suficiente que se cumplan las condiciones

apA, >0 (n par)

apA1 >0, Ay >0 agA3 >0, Ay >0, ---, A, >0 (nz'mpar)

Notemos que si ag > 0 entonces la condicién de el criterio de Routh-Hurwitz se reduce a
A1 >0, Ay >0 A3>0, Ay >0, ---, A, >0.
Observacion 1.4 Si consideramos la notacidn tradicional
PO =A"+a N+ a2+ +a,

donde los coeficientes a; son constantes reales para i =1,--- ;n. Entonces paran = 2,3 y 4
tenemos las condiciones

n=2 : a1>0,a2>0
n=3 : a;>0,a3 >0,a1a2 > a3
n=4 : a3 >0,a3 >0,a4 > 0,a1a003 >a§+a%a4

bajo las cuales podemos asequrar la estabilidad por el criterio de Routh-Hurwitz.

Para mayor informacién asi como las demostraciones de los resultados mencionados se
puede revisar el capitulo 6 de [5].
1.3.2. Estabilidad de sistemas no lineales

Ahora veremos algunos resultados para la estabilidad de puntos criticos de sistemas no
lineales, al igual que en la seccién anterior sin pérdida de generalidad asumiremos que
F:UCR3 — R3.

Definicién 1.17 Dado (z*,y*, z*) punto de equilibrio aislado del sistema no lineal

¥ = Fi(z,y,2)
y/ = FQ(xvsz) (110)
Z = Fg(iﬁ,y,Z)

Diremos que el sistema auténomo dado por (1.10) es casi lineal en el punto (z*,y*, z*), si
se cumple

I. La matriz Jacobiana A = J(z* ) del sistema (1.10) es regular , es decir tiene
determinante no nulo.

11. Silas funciones F; para ¢ = 1,2,3, admiten un desarrollo de Taylor de orden uno en
un entorno del punto critico (x*,y*, z*), es decir

Fl(xzyvz) = Fl(m*vy*vz*)+%(w*’y*vz*)(x_x*)'i_%(w*’y*vz)k)(y_y*)+%L;(m*vy*’Z*)(z_Z*)+R1(xayzz)
FQ(xzyvz) = F2(‘T*7y*72*)+%(w*ﬂy*vzﬂﬂ)(w*x*)‘i‘%(w*’y*vz*)(yfy*)+%(1*7?/*’2*)('272*)+R2(xayzz)
F3(5E,y72) = FS(x*vy*vz*)+%(w*vy*vz),‘)(w*w*)‘i»aaiyg(x*»y*rz*)(yfy*)+%(m*vy*’Z*)(zf‘Z*)+R3(xayzz)
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Donde R;(x,y, z) verifica la condicion :

) Ri(z,y,2)
lim
(@y,2)= @y /(2 — 2%)2 + (y — y*)2 + (2 — 2*)2

=0

Teorema 1.9 (Estabilidad para sistemas no lineales) Sea (z*,y*, 2*) un punto cri-
tico de un sistema casi lineal
2 = Fi(z,y,2)

y = F(z,y,2)

z = Fg(x,y,Z)

Si la matriz Jacobiana Ty ) del sistema en el punto critico (x*,y*, z*), tiene

= Autovalores reales negativos o complejos con parte real negativa, entonces el origen
es asintéticamente estable para el sistema lineal aproximado y como consecuencia el
punto (z*,y*, 2*) es asintdticamente estable para el sistema casi lineal.

= Autovalores reales y alguno de ellos es positivo o complejos con parte real positiva,
entonces el origen es inestable para el sistema lineal aprozimado y el punto (z*,y*, 2*)
es inestable para el sistema cast lineal.

Observacion 1.5 Si la matriz A tiene autovalores imaginarios puros, entonces el origen
es un centro del sistema linealizado. En este caso no sabemos nada sobre la estabilidad del
punto critico (x*,y*,z*). En esta situacion el estudio del sistema linealizado no nos deter-
mina la estabilidad del punto critico (x*,y*, z*), y para conseguirlo necesitamos recurrir a
la construccion de un funcional de Lyapunov.
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Capitulo 2

Modelo de cadena alimenticia con
tres niveles troéficos

En el presente capitulo plantearemos y analizaremos un modelo de cadena alimenticia de
tres niveles tréficos con respuesta funcional razén dependiente Holling tipo II y sus apli-
caciones al control biologico. Antes de introducir nuestro modelo a estudiar, recordemos
un poco sobre los modelos depredador-presa, basicamente el modelo clasico con respuesta
funcional dependiente de la presa, y el modelo con respuesta funcional razén dependiente.

2.1. Modelos depredador-presa

El modelo general para la interaccién de especies es el siguiente

d(t) = xf(z,y) , x(0)>0
(2.1)
y'(t) = yglzy) , y(0)>0
donde z(t) es la densidad poblacional de las presas, y(t) es la densidad poblacional de los
depredadores en el instante t; y ademas f(x,y) y g(x,y) satisfacen
O o n %5
Ay Ox
En 1926, Vito Volterra propone un modelo simple para la depredacién de una especie por
otra, para explicar los niveles oscilatorios de ciertos peces capturados en el mar Adriatico.
El modelo fue el siguiente

2'(t) = z(a—0by) , z(0)>0
(2.2)
y'@t) = ylex—d) , y(0)>0
donde a es la tasa de crecimiento intrinseco de la poblacién de presas, b es la tasa de
captura de los depredadores o mortalidad de las presas por depredacién, c es la tasa de
beneficio por depredacion (tasa de eficiencia), y d es la tasa de mortalidad natural de los
depredadores en ausencia de presas.

Notemos que el modelo (2.2) es un caso particular del modelo (2.1) ya que las funciones

f(@,y) =(a=by) y g(x,y) = (cx—d),

cumplen las condiciones
of 9y
—=-b<0 A ==c>0.
gy = 0 gz~ °
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Ademsés el modelo cumple las siguiente suposiciones:

I. En ausencia del depredador, las presas crecen ilimitadamente, es decir

z/((f)):a>0, si y(t)=0.

1I. En ausencia de la presa, los depredadores se extinguen, es decir

/
t
y—():—c<0, si xz(t) =0.
y(t)
111. Los depredadores aumentan y las presas disminuyen con una rapidez proporcional al
numero de encuentros entre depredadores y presas.

El modelo (2.2) es conocido como el modelo Lotka-Volterra, ya que las mismas ecuacio-

nes fueron derivadas por Alfred J. Lotka, de sus estudios sobre procesos quimicos oscilantes.

Ahora consideremos un modelo més acorde, un modelo depredador-presa tipo Gause, es
decir

a'(t) = xzg(x)— cyp(x)

y'(@t) = (p(z)—d)y
donde x(t), y(t) representan la densidad poblacional de las presas y depredadores respec-

tivamente en instante ¢; p(x) es la respuesta funcional de la presa y ¢,d > 0 son la razon
de conversién y tasa de mortalidad del depredador respectivamente.

(2.3)

Y las funciones g y p satisfacen respectivamente:
» g(0) >0, g(K)=0paraalgin K >0y (zr — K)g(z) <0 Vx # K.
= p(0)=0yp'(x) >0Ve>0.

En el estudio de la interaccién de dichas poblaciones, una de las variables mas importantes
es la densidad de la presa; y su variaciéon genera diversas respuestas en el depredador,
siendo las mas importantes la respuesta numérica y la respuesta funcional. La respuesta
funcional se refiere a la variacién de la densidad de presas consumidas por los depredadores
por unidad de tiempo. Mientras que la respuesta numeérica se refiere al aumento en el ta-
mano poblacional de los depredadores en funcién de la cantidad de presas disponibles o de
la densidad de las presas. Es decir, es el componente que explica el aumento de la densidad
de depredadores a causa del aumento de la densidad de presas. Este cambio en a densi-
dad de las presas sera debido a las variaciones en su tasa de reproduccion y/o supervivencia.

Si consideramos

pla) = 2= A gla)=r(1- )

entonces el sistema (2.3) se convierte en

x may
'y = (1——)— 0) >0
2/ (t) T e Ca+a; , x(0) >

(2.4)

y(1) = (ﬁ”x—d)y - y(0)>0
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donde r, K, a,c,d, y m son constantes positivas que representan la razén de crecimiento
intrinseco de la presa, capacidad de carga, constante de semi saturacién,tasa de captura,
muerte del depredador y razén de crecimiento maximo del depredador respectivamente.

El modelo (2.4) también es conocido como modelo depredador-presa con respuesta fun-
cional Holling tipo II. Esta respuesta funcional expresa un incremento desacelerado del
consumo, a medida que aumentan las presas consumidas, hasta acercarse asintéticamente
a la tasa maxima de consumo de los depredadores. El andlisis cualitativo de dicho modelo
se pueden encontrar en [7].

El modelo (2.4) exhibe la bien conocida “paradoja de enriquecimiento” formulada por
Hairston y Rosenzweig en [13] y [6]. A grandes rasgos dirfamos que dada una poblacion
de depredadores que se alimenta y aprovecha desde un punto de vista alimenticio, de una
poblacién de presas puede llegar a su extincién si su principal recurso alimenticio aumen-
ta considerablemente, es decir la abundancia de beneficios conduce indefectiblemente a la
extincion.

Desafortunadamente, numerosas observaciones de campo proveen contradicciones a la “pa-
radoja de enriquecimiento”. Lo que usualmente observamos en la naturaleza es que el
incremento en la densidad de la presa, no desestabiliza el estado estable y tampoco incre-
menta la amplitud de las oscilaciones en un sistema ciclico.

Una variacién de la “paradoja de enriquecimiento” es la llamada “paradoja del control bio-
l6gico”, la cual recientemente esté siendo estudiada. De acuerdo al sistema (2.4) no se puede
tener una densidad de presas baja y estable. Mas aun en la realidad, hay muchos ejemplos
de controles biologicos exitosos donde densidad de presa se mantiene por debajo del 2% de
su capacidad de carga. Esto muestra que la “paradoja del control biolégico” no es intrinseca
a las interacciones depredador-presa. Otra prediccion notable del sistema (2.4) es que las
especies depredador y presa no se pueden extinguir simultaneamente (extinciéon mutua).
Esto claramente contradice las observaciones clasicas de extincién mutua de protozoarios
hechas por Georgii F. Gause, donde Paramecium y su depredador Didinium se extinguen.

Recientemente se estan incrementando las evidencias de que en algunas situaciones, espe-
cialmente cuando el depredador tiene que buscar comida (o méas aun tiene que compartir
o competir por comida), es mejor una teoria depredador-presa basada en la respuesta fun-
cional razén dependiente. Generalmente un modelo depredador-presa razén dependiente
toma la siguiente forma

() = xf(x)—cyp(x/y) , z(0)>0

(2.5)
y(t) = (@/y)—dy , y0)>0
Si consideramos
mu u
p) = A g =r(1- )
entonces el sistema (2.5) se convierte en
, B oz may
2'(t) = rx (1 K) cx+ay z(0) >0

(2.6)
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donde x(t) e y(t) son la densidad poblacional de presas y depredadores en el instante ¢
respectivamente, r es la tasa de crecimiento intrinseco de la presa, K capacidad de carga,
c la razén de captura o tasa de conversion, m tasa de crecimiento méaximo del depredador,
a constante de semi-saturaciéon y d la tasa de muerte del depredador.

El sistema (2.6) es llamado modelo depredador-presa con respuesta funcional razén depen-
diente Holling tipo II. El cual es estudiado en detalle en [3], [2], [8], [10], [7] v [18] y otros.

Geométricamente, una de las diferencias entre los modelos (2.4) y (2.6) es la forma que
toman las isoclinas del depredador y la presa. El anélisis del sistema (2.6) hecho por Hsu,
Hwang y Kuang [8] muestra que dicho sistema es capaz de producir dindmicas mucho mas
ricas y realistas. Especificamente, no se producira la paradoja de control biologico y la pa-
radoja de enriquecimiento. Ademés permite la extincién mutua como un posible resultado
de la interacciéon depredador-presa.

2.2. Planteamiento del modelo de cadena alimenticia con tres
niveles troéficos

Notemos que los modelos depredador-presa, de la seccién anterior, pueden ser vistos como
cadenas alimenticias de dos niveles tréficos, donde la presa es el primer nivel tréfico y el
depredador es el segundo nivel tréfico.

Modelos matemaéticos de muchos procesos de control bioldgico se relacionan naturalmente
con sistemas diferenciales de tres ecuaciones que describen el crecimiento de las plantas
(presa), plaga (depredador medio) y el agente controlador (depredador superior) respecti-
vamente. La interaccién de estas tres especies cominmente forma una cadena alimenticia
simple. Ademas si las caracteristicas descritas anteriormente para el sistema (2.6) se man-
tuvieran en este nuevo sistema de cadena alimenticia con tres niveles tréficos, entonces
nuestro sistema resultante serfa atractivo para modelar ciertos procesos de control bio-
logico donde la presa es una especie planta, el depredador intermedio es una plaga y el
depredador superior es el agente controlador bioldgico; y la extincién simultanea de la pla-
ga vy el agente controlador es el sello del éxito del modelo de control biolégico. Esto nos
motiva a estudiar el siguiente modelo simple de cadena alimenticia, razén dependiente, con
tres niveles troficos

x1 1 bz

(1) = rx (1——)——7 . x1(0) >0

1(7) ' K m a1yr + 1 1(0)

biz1y1 1 boyizy

) = AT 2 RYEL L 0) >0 2.7
() a1y1 + 1 R N2 @221 + 1 1(0) 27)

, _ baim

z7(1) = ——— —ex , 21(0) >0

donde variables dependientes del tiempo 7, son las siguientes
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Variable | Significado Dimension

21(7) | Densidad poblacional de las presas B
y1(7) Densidad poblacional del depredador intermedio %
depredador s

21(7) Densidad poblacional del depredador superior  ea

Definicién de parametros

Variable | Significado Dimensién
r Tasa de crecimiento intrinseco de la presa %
. presa
K Capacidad de carga de la presa L
. . depredador i
N1 Tasa de captura del depredador intermedio —presa
. depredador s
72 Tasa de captura del depredador superior Tepredador i
ay Constante de semi saturacion del depredador intermedio %
. ., . depredador i
as Constante de semi saturacion del depredador superior Jepredador s
b1 Razoén de crecimiento maximo del depredador intermedio %
ba Razoén de crecimiento maximo del depredador superior %
el Tasa de muerte del depredador intermedio %
€2 Tasa de muerte del depredador superior %

Obsérvese que la relacién entre estas tres especies es simple, z; se alimenta tnicamente
de yi1, mientras que y; se alimenta tunicamente de z1, y no se considera el reciclaje de
nutrientes. Estas relaciones simples producen nuestra llamada cadena alimenticia simple.
Una caracteristica diferente de una cadena alimenticia simple es el llamado “efecto domi-
no”, el cual dice: si una especie se extingue, entonces todas las especies de niveles troficos
superiores también lo haran.

Por simplicidad, adimensionalizaremos el sistema (2.7) mediante las siguientes transforma-
ciones

t = r7 — dt = rdr

r = % — dr = %dwl
y = % dy = %dyl
z = % dz = a}émdzl
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Entonces de la primera ecuacion del sistema (2.7) tenemos

bl.%'KyK
dry Kdzx ( KZL') 1 a
- =Krzll-——- - —
dt K
dr at K mo| @myR
r al
simplificando obtenemos
d b
ar_ z(1—z)— ! Ty
dt mair \r+vy
si anadimos
b1
c1 =
mair
d
& z(l—x)— ary (2.8)
dt T+y
De forma similar, de la segunda ecuacion del sistema (2.7) tenemos
Kdy bl KyK boyK zK
dn_ o YK 1| mosm
dr @ a1y K + 2K al m agz KK + g
T ai asa1 al
al simplificar obtendremos
dy _booy e by
dt rax+y ry NeaoT z + Yy
y si
ba e1 by
C2 pry s 1 = — y ml = —
n2aor r r
se tendra
d
d—y _mry diy — Y= (2.9)
t r+y zZ+y
Finalmente, de la tercera ecuacion del sistema (2.7) tenemos
Kdz boyK zK
% _ G201 _ a1a1a2 _ cozK
dr dt agzK n yK  asa
r ai1an al
lo cual implica
dz by yz )
_ = = A
dt TZt+y T
Consideremos
b2 &
me=—y dy=—
luego tenemos
dz  mayz
— = — dsz. 2.10
it z+ 2 (2:10)
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Entonces de las ecuaciones (2.8), (2.9) y (2.10) tenemos nuestro modelo de cadena alimen-
ticia con tres niveles tréficos adimensionalizado

c1ry

m(l—m)—x+y , z(0) >0
mixy C2Yz

—diy — , 0)>0 .
sty YTy y(0) (2.11)
moyz

—doz , 2(0)>0
zZ+y 2 ©0)
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Capitulo 3

Analisis cualitativo de las soluciones

Fn este capitulo estudiaremos algunas caracteristicas cualitativas de las soluciones del
sistema (2.11), el cual corresponde a la adimensionalizacion de nuestro modelo de cadena
alimenticia con tres niveles troficos.

3.1. Dominio y extensiéon del dominio de las F;

Del sistema (2.11), consideremos las siguientes funciones

1Ty

F; = 1—2x)— 3.1

(9 = a(l—x)— 2 (3.1
mixry C2Yz

Fyz,y,2) = —diy — 3.2

b(opz) = Ty - (32
mayz

F: = —d 3.3

3(:ana Z) Z+y 2% ( )

Notamos que las funciones F; para i = 1,2, 3 estan bien definidas parax > 0,y > 0y z > 0.

Es decir, para i = 1,2, 3 tenemos
F;, Q° — R
(,y,2) +— Fi(z,y,2)

donde
Q° = {(z,y,2) eR*:2 >0,y >0,2>0}.

i.e. 2° es el dominio de las Fj, para cada i = 1,2, 3.

Notamos que las funciones F; no estan definidas en (x,y,2) = (0,0,0), para i = 1,2,3.
Pero queremos saber como es su comportamiento cuando (z,y,z) — (0,0,0).

Proposicion 3.1 Para las funciones F; con i = 1,2,3 definidas por (3.1), (3.2) y (3.3)
se cumple

1f Fi(z,y,2) =0, i =1,2,3. 3.4

Demostracion. En efecto, para F; tenemos

, , c1xy
] F — ] 1—2)—
(2.,2)2(0.0,0) 1(®:9,2) (29)=(0.0) (x( 7) T+ y)
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lim Fi(x,y,z) = lim z(1—2)— lim ary
(2,y,2)—(0,0,0) (z,)—(0,0) (z.y)—=(0,0) T+ Yy

, Y
= 0—¢ lim
(z,y9)—(0,0) T + Y

Notemos que x,y, z € 2°, por lo tanto se cumple

Ty
r+y

0<

<

luego, por el Teorema del Sandwich concluimos que

, Ty
lim =
(z,y)—=(0,0) T + Y

(3.5)

por lo tanto tenemos que

I Fi(z.y,2) = 0.
T

De forma similar demostraremos los otros limites, asi tenemos

lim Fy(z,y,z) = lim iy _ diy — @Y=
(2.5:2)—(0,0,0) (@.9:9)—(0,00) \ @ + ¥ Z2+y
=  1m Y mdy— lm  2¥E
(@y)=0.0) T+y  y—=0 (1,2)—(0,0) 2 + ¥

Entonces en vista de (3.5) tenemos

It Fy(z,y,2) = 0.
L LS

lim Fs(x,y,2) = lim <m2yz — d2z>
(x7y7z)%(070’0) ("E7y’z)%(0’070) Z —l_ y
= lim 2% jind,e

(¥,2)=(00) 2 +y 20
Analogamente a (3.5) tenemos

It Fy(z,y,2) = 0.
L LS

Asi tenemos demostrada nuestra proposicion. [ |

Como consecuencia de la Proposiciéon 3.1, podemos extender el dominio de las funciones
Fyparai=1,2,3 a

Q={(z,y,2) ER*:2>0,y>0,2>0}. (3.6)

De esta manera, en €2, podemos estudiar diversos escenarios de extincién, lo cual estudia-
remos en un capitulo posterior.
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3.2. Existencia y unicidad de las soluciones

Para mostrar la existencia y unicidad de las soluciones del sistema (2.11), trabajaremos
con las funciones F; para ¢ = 1,2,3 definidas por las ecuaciones (3.1), (3.2) y (3.3) las
cuales estan definidas para en

Q° = {(xvyaz) ER3:z> 0,y >0,z > O}
Consideremos U = Q°, y la funcién

F UQR3 — RS
(z,y,2) = F(z,y,2)
donde

F(z,y,2) = (Fi(z(t), y(t), 2(1)), Fa(z(t), y(1), 2(1)), F3 (2 (1), y (1), 2(t)))

y w(t) = (x(t),y(t), 2(t)), asi tenemos el siguiente PVI asociado a w y F

w = F(w)
(3.7)
w(0) = (2(0),y(0),2(0))
Con z(0) > 0, y(0) > 0 y 2(0) > 0. Notamos que el PVI (3.7) es equivalente a nuestro
modelo de cadena alimenticia con tres niveles troficos definido por el sistema (2.11).

Para la funcién F' notamos que

aiﬂ(wz) = 1-2- xc-lkyy " (rvcf 5)2

aayFl(x,y, z) = _(xcf;;y

('szl(x’%Z) =0

a%Fg(ac,y, 2) = (;Tiy:)Q

aayFQ(x’y’ 2) = —di+ Z‘iz _ ycizz B (;nfyy)Q (yciyj)z
gZFQ(%% z) = _(yciyz)z

%Fg(x,y, 2) =0

(%Fg(x,y, 2) = ﬁf)?

0
Es decir para todo w = (z,y, z) € U existen las derivadas parciales —(w) con 1 <i,5 < 3

811)]'

las cuales son continuas en U por lo tanto F es de clase C! en las variables espaciales (z, y, z)
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y por ende localmente lipschitz.

También notamos
» F1(0,90,20) =0 parayo >0y z9 > 0.
» F5(x0,0,29) = 0 para g > 0y 29 > 0.
» F3(x0,90,0) =0 para 29 > 0y yg > 0.

Luego por el Teorema 1.6 (existencia y unicidad) existe una tnica soluciéon del PVI (3.7)
en algin intervalo [0,7"). Adicionalmente si T' < oo, entonces

OiltlgT (x(t) +y(t) + 2(t)) = oo. (3.8)
Sea N(t) = z(t) + y(t) + z(t), entonces
N'(t) = 2'(t) +y/(t) + 2'(1)

azry . mixy CYz MYz

N'(@t)=z(1—-x)—

r+y T+y 1y z2+y Z+y

— dQZ

mixy  Mmeoyz
r+y Z+y

si consideramos 7 = max{1, m, ma}, tenemos

N'(t) <z(l-2x)+ <z 4+ miy+ maz

N'(t) < v(x(t) +y(t) + 2(t) = YN (t)
por lo tanto
N(t) < N(0)e con t € [0,T),

lo que implica
z(t) +y(t) + 2(t) < (2(0) +y(0) + 2(0)e".

Lo cual se contradice con (3.8), por lo tanto la unica solucion del PVI (3.7) esta definida
para todo t € [0, 00).
3.3. Positividad y acotacién de las soluciones

Notemos que el sistema (2.11) es un modelo ecologico-biologico, por ende debe cumplir con
ciertas cuestiones biolégicas como la positividad de las soluciones y también la acotacion
de las mismas, ya que no se considera que alguna poblacién crezca indefinidamente.

Lema 3.1 La region Q° es invariante por el sistema (2.11). Esto es
Si (2(0),y(0),2(0)) € Q°, entonces (x(t),y(t), z(t)) € Q° para todo t > 0.

Demostracion.
Notemos que el sistema (2.11) puede tomar de la siguiente forma

2(t) = x<1—x— Cly) , 2(0)>0

r+y

mix Coz
"t) = —dy — , 0)>0
v = (M a2

Jt) = 2 (;”jyy - d2> . 2(0)>0
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y asi también, tenemos que

(2(0),(0),2(0)) € @°.
Si (.%', Y, Z) 7é (07 0, 0), tenemos

o) = w(0)exp {/Ot (1 _ als) — m> ds} >0
o) = v { [ (G550 - ) >0

2(t) = z(0)exp {/Ot (m - d2> ds} >0

Asi tenemos probada la invarianza de Q° por el sistema (2.11). =

Lema 3.2 La soluciones x(t),y(t) y z(t) del sistema (2.11) son acotadas para todo t > 0.

Demostraciéon. De la primera ecuacion del sistema (2.11), tenemos

x't:xl—x—clxy<xl—x
(1) =21 —2) = 28 <1 —a)

f(@) oo

consideremos los siguientes sistemas

a'(t) = flx)

z(0) = xo

() = g(@)

T(O) = Xy
luego por el teorema de comparacién, se cumple que

z(t) <z(t), t>0.

Y por propiedad de la ecuacién logistica, se cumple

tll}gox(t) =1
asf para cualquier € > 0 existe t* > 0 tal que

z(t) <1+4e, t>t" (3.9)

como x es continua en [0, #*] por el Teorema 1.3 (Teorema de Weierstrass) existe t* € [0, t*]
tal que

z(t) < z(t®) = Tymae Yt € [0,17]

de lo anterior y (3.9) tenemos
z(t) < Typae + 146, t>0. (3.10)

Por otro lado, para s > 0 consideremos



entonces reemplazando 2/, y" y 2’ definidos por (2.11), en la igualdad anterior tenemos

(o) 900) 4 2 506) ) = o)1~ a(s) — duyle) ~ 2a()
Cc1 mo C1 ma
luego tenemos
my s "oomg daco
(o) 4 9(6) 4 25060 ) < )~ duls) — 2250 (3.11)
c1 ma c1 m2

Como también se cumple que
dy > min{dl,dg} A dy > ml’n{dl, dz}

entonces p
c
d1y(s) + chic

2(s) > min{ds, ds} (y(s) + %z(s))

ma

por lo tanto

—dyy(s) — Ciic;z(s) < —min{d;, ds} (y(s) + 7;222(5)>

y por (3.11) tenemos

(Brate) 4 y(s) + 2200)) < Phats) — minfen,da} (o) + 22(0)). (312)
5] mo C1 ma
I
Ademés notemos que
I = Tg—llx(s) — min{dy,ds} (y(s) + ;;Z(S))
= ﬂ:v(s) + ml’n{dl,dg}ﬂx(s) — ml’n{dl,dg}@:c(s) — min{dy, ds} <y(s) + C22(s)>
c1 C1 C1 m2
= ™ 2(s) (1 + min{dy,ds}) — min{ds,d>} <m1x(s) +y(s) + @z(s)>
Cc1 Cc1 ma

y de (3.10), para s > 0 tenemos

I < @(gjmw +1+4¢)(1+min{dy,ds}) — min{dy, ds} (7?1156(8) +y(s)+ 622(8))

&1 ma

denotemos m
€= " (Tmas +1+2) (1 + min{ds, &)
1

luego de (3.12) tenemos

C1 2

(ﬂhx(s) +y(s) + %z(s))l < & —min{d;,da} <T1190(8) +y(s) + ;LQZ(S)>

por comodidad denotemos d = min{dy,ds}, es decir

(mlx(s) +y(s) + 022(5))/ <¢-d <m1w

1 m2

() + y(s) + C%(s))

C1 m2



multiplicamos por un factor integrante adecuado

exp {ds) [(le(s) +y(s) + sz(s)>, +d (mlx(s) +y(s) + Zz(s))] < exp{ds}é¢

mso c1

4 Kmlx(s) )+ ;jzz(s)) cap {ds}] < cap {ds} ¢

C1

integrando de 0 a t

/Otd Kmlx(S) +y(s) + ﬂcfzz(s)) exp {ds}} < /Ot cxp {ds) €ds

c1
<TZ11$(5) +y(s) + %z(s)) exp {ds} . < zexp {ds} )
mq Cc2 = mi C2 3 = §
(Clx(t) +y(t) + m22(1t)> exp {dt} — <Clsc(0) +y(0) + mzz(0)> < =exp {at} — =

K

(mlx(t) +y(t) + ncjzz(t)> exp {dt} — nga:p {at}

&1

(mlx(t) +y(t) + %z(t}) exp {dt} < K + fiexp {at}

C1

(le(t) +y(t) + %z(t)) < Kexp{—dt} + 2

y como t > 0 entonces exp {—Et} < 1, entonces

m1 C2 = 5 5
—x(t)+ylt)+ —=2(t) | < Kexp{—dt;+=2 < K+ =
(Sha(t)+ o)+ 225(0)) < Keap{-at} + 5 < K+ S
es decir ¢
mq C2
—x(t)+ylt)+ —z2(t) < K+ = Vt>0.
alt) +y(0) + () < K42 W
de donde, pata t > 0 tenemos
z(t) < Cl(K+€>
myp
£
y(t) < K+=2
d
z(t) < mZ<K+§>
C2

denotemos como

ME:Max{Cl<K+§>, K+8 m2(Kjuf)}>0
my d d o d

por lo tanto x,y y z estdn acotados por M.. =
La acotaciéon de las soluciones es una propiedad 1til y necesaria en la prueba de algu-

nos resultados de estabilidad. Ademés también tiene significado bioldgico ya que también
muestra que las especies no aumentan indefinidamente.
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Capitulo 4

Dinamica del control biol6gico

Si asumimos que x es una especie planta, y es una especie plaga y z es una especie usada
para controlar a la plaga, podemos estudiar diversos escenarios y condiciones de la diné-
mica del control biolégico. Como por ejemplo veremos las condiciones bajo las cuales las
tres especies persisten, o sino también condiciones que llevan a la extincién parcial o total
del sistema (2.11).

Como herramienta de control agricola, obviamente los escenarios que buscamos son los
escenarios libres de los depredadores, es decir extincién parcial en el sistema (2.11) ya que
buscamos la extincién de la plaga y por el efecto domind la extincién del agente controlador.

Entre las diversas condiciones y resultados que proveen escenarios donde el control biol6gico
serd o no serd exitoso. Notemos que el éxito del control biolégico esta caracterizado por la
extincién del depredador intermedio y superior i.e.

tliglo(x(t)a y(t),2(t)) = (1,0,0).

4.1. Andalisis de la estabilidad

En esta seccién solo consideraremos la existencia del punto criticos E., el cual definiremos
mas adelante, asf como también analizaremos la estabilidad de dicha solucién.

4.1.1. Existencia de E. punto critico interior a (2

Por otro lado consideremos la existencia y unicidad de un punto de equilibrio interior a
Q definido por (3.6), al cual llamaremos E,; pero esto lo haremos mediante el siguiente lema.

Lema 4.1 El punto de equilibrio E. = (Z¢,Ye, 2c) del sistema (2.11), interior a 2, existe
y es unico si y solamente si se cumplen las siguientes condiciones

I. mg > do
. A>1
.0
111 < < 11
Donde
my
A= (4.1)
—d
ca(mg — da) v
mo
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y B, esta definido por

mo — da

1
ze=—=(a+Al—-c1)), ye=A—-1Dz, y 2= 7 Ye.

A

Demostracion. Como E. = (¢, Yc, 2c) €s un punto interior de 2, por la definicion de 2
tenemos que
TeyYe, Ze > 0

Ademas, como E. es un punto de equilibrio se cumple que
Fi(ze,Ye, 2c) =0, parai=1,2,3.

donde las funciones F; para ¢ = 1,2,3 estan definidas por (3.1), (3.2) y (3.3). Luego

mao
FB(xCayazc) = Zc (yc +y;3 - d2> =0

y como z. > 0, tenemos

maYc

——— —dy =0 4.2

Ye + 2 ( )
luego se cumple

mo —d
Ze = uyc (4.3)
do
como también y. > 0, entonces
mo — dg

> 0= mo > ds.
do

En forma similar, de

Fi(ze,Ye, 2c) = xc (1 —z,— C1YcLe ) _o

como z. > 0, tenemos que

1 — g — 2ele _ (4.4)

ZTe+ Ye

despejamos y. de forma conveniente para obtener

(1 —xc)xe

= 4.5
e —(1—x) (45)
Ademas tenemos que
mi1xe¢ CoZc
Ey(ze, Ye, 2¢) = —dy — =0
2( ¢ Ye c) Ye <$C+yc 1 yc+zC>
como y. > 0, se cumple
mix ¥
e g -2 =9 (4.6)
e+ Ye Ye + 2c
en consecuencia se cumple
mi1Tc C2 0
p— 1 —_— —
Te + Ye 14+ Ye
Zc
reemplazamos (4.3) en la igualdad anterior
mi1Z¢ Cc2 0
— 1=—F =
Te+ Ye 14+ Y
mo — d2
do ¢
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miZe dy + C2
— =

Te+ Ye 1+ L
mo — d2
m ca(mo —d
1yc —dy 2(ma — da)
1+ = ma
Te
despejando y. convenientemente, obtenemos
Ye = (m — ZZL;C -1 Le
2 A dq
ma
luego tenemos
Ye = (A - 1) Ze (47)

como y. > 0y x. > 0 entonces tenemos que
A-1>0=A>1

Por otro lado, si reemplazamos (4.7) en (4.5) tenemos

(1 — )z,
A-1 =——
( ) e c1— (1 —x)
A—1= _ 11—z
c1— (1 —x)
1
A-1= o
1—x.
C1 1
= 1
l—2z, A-1 +
despejando . convenientemente, tenemos
1
Te= 7 (c1+ A1 —c1)) (4.8)

como x, >0y A > 1 tenemos
A
cl—l—A(l—cl)>0:>A>01(A—1)>0:>0<61<ﬁ
Hasta el momento hemos verificado las condiciones necesarias para que exista el punto E.,

para ver la unicidad, no es complicado ya que de (4.8) tenemos que z. es un valor fijo, de
(4.7) y (4.3) tenemos la dependencia de y. y z. de x., por lo tanto E. es tinico. =
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4.1.2.

Estabilidad local del punto critico E,

Notemos que Ej indica la extincién total del sistema, por lo que analizaremos su estabili-
dad en una seccion posterior junto con otros escenarios de extinciéon. A continuacién solo
estudiaremos la estabilidad para F., veremos las condiciones bajo las cuales el punto critico
E. es estable. Para los resultados siguientes asumiremos que F. existe, por consiguiente se

satisfacen las condiciones del Lema 4.1, y estudiaremos su estabilidad local.

Empezaremos calculando la matriz Jacobiana del sistema (2.11), es decir calcularemos las
derivadas parciales respecto a x, y v z de las funciones Fy, F» y F3. Asi tenemos

ro 0 0

%Fl($7y72> @Fl(xvyaz) @Fl(xﬁ%z)
0 0 0

J(%y, Z)’(:rc,yc,zc) = %FQ($>yaz) @FQ(xayaz) $F2(x7yaz)
0 0 0

i %Fg(l',y,Z) @Fg(l’,y,Z) &FS(%?J,Z)

De la ecuacion (3.1) tenemos

derivando a F} con respecto a x

0 1y ( 1y )
F(z,y,z)=1—z— +x|—-14+——
Ox i(r9,2) T4y (x +y)?

evaluando en F,.

C1Yc C1Yc
+ 2. -1+ —"—
Te + Ye ‘ < (e + y0)2>

0
%Fl(xcaymzc) =1—-x.—

reemplazando la ecuacion (4.4), tenemos

0 C1Ye c1Ye ( c1Ye )
- Fi(z yYes Zc) = - +x 14 —
ox 1( e Ye C) Te+ Ye Te+ Ye ¢ ($c+yc)2

0 C1Yc

iy _ g ttde

o l(wca Ye, Zc) Te ( + (-ch + yc>2

denotemos my 1 = 8—F1(xc, Ye, Zc), €s decir
Tz
C1Yc

mi1 = Te (—1 +

)

(xc + yc)

Ahora derivamos a F} con respecto a y, asi tenemos

—c1z(z +y) +czy

0
- Fi(z,y,2) = (x—l—y)Q

Oy

evaluando en E.
C1Z,

0
I v Yescc) = — 7 o
83/ 1($ Ye, 2 ) (xc +yc)2
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denotemos mj o = 8—F1(xc, Ye, Zc), €s decir
Y

2
C1T
Mmig=———"-. (4.10)
, 2
(xc + yc)
Ahora derivamos a F} con respecto a z, asi tenemos

0
%Fl(xvyvz) =0

Evaluamos en E., y denotemos mj 3 = —Fj(Zc, Ye, 2c), €s decir

0z
mi3 = 0. (411)

)

Ahora trabajaremos con Fb, de manera anéloga lo anterior, de la ecuacion (3.2) tenemos

T+y ! Z+y

mix Coz
Fg(ar,y,Z)—y< . d 2 )

derivando a F5 con respecto a x obtenemos

0 _miy(ety) —mizy | miy?
—Fy (I’, Y, Z) - 2 - 2
oz (x+y) (x+y)
Evaluamos en E., y denotemos mg 1 = 8—F2(xc, Ye, Zc), €8 decir
x
gy = Ve (4.12)
, (l'c + yc)2 ‘ ‘

ahora derivamos a F5 con respecto a y, asf obtenemos

0 mie CoZ < miz C2% )
—Fy(z,y,2) = —dy — +yl| - +
dy 2(z:9.7) vty T ary I\ @2 (e

reemplazando E., tenemos

0
7F2(JJC, Ye, zc) =

mixc CoZc mix. CoZc
dq <— + )
dy Te + Ye Ze T Ye

S (e +Ye)? " (Yo + 2c)?

reemplazando la ecuacion (4.6), tenemos

0 Fyl ) Co%c C2%¢ ( M1 Te CoZc )
a5 12Ty Ye, 2c) = - -
ay e Ze + Ye Ze + Ye ¢ (330 + yc)2 (yc + Zc)2
0 miZe C2Z2c
7F2 LeyYes Zc) = Y, <_
gy 2 e 2 = e\ TG O Y et 2o
denotemos mg o = 8—F2(a:c,yc, Zc), es decir
Y

Mife 2% ) (4.13)

m22 =Yc | —
¢ < (‘Tc + yc)Q (yc + 20)2

ahora derivamos a F> con respecto a z, obteniendo

QF (2.9, 2) = —coy(y + 2) + cayz _ oy
9z 2 (y+ 2)? (y+ 2)?
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Evaluamos en E., y denotemos mg 3 = 8—F2(xc, Ye, Zc), €s decir
z

2
C2Yc

mas3=—7—"5- 4.14
(Ye + Zc)2 ( )
Analogamente a lo anterior, trabajamos con F3, de la ecuacion (3.3) tenemos
moy
F » Yy = - d
o) = (22 )
derivamos a F3 con respecto a x, asi tenemos
0
—F: =0
O 3('737 Y, Z)
Evaluamos en E., y denotemos m3 1 = %Fg(xc, Yes Zc), €8 decir
m31 = 0. (4.15)
ahora derivamos a F3 con respecto a y, obteniendo
o _ 2
dy (y+2) (y+2)
Evaluamos en E., y denotemos mg3 o = 8—ng($¢, Ye, Zc), es decir
2
moz.
m3o = ————5. 4.16
(yc + Zc)z ( )
ahora derivamos a F3 con respecto a z, obteniendo
o _ 2
9 pe ) = may(y + 2) ngyz __may _—d
0z (y+2) (y+2)
Evaluando en E. tenemos
0 may?
7F x R 72/ — _ede
az 3( ¢y Ye c) (Z/c n ZC)Q 2
reemplazando convenientemente la ecuacion (4.2), tenemos
0 may? maye
—F3(Ze, Yoo 26) = < —
02 3( ¢y Ye c) (yc T Zc)2 Yot 20
0 mayc ( Ye ) mMaYczc
—F3(xc, Yo, 2c) = 1) ==
92 3( ¢y Ye c) Yo+ 20 \ o + 2 (yc T Zc>2
denotemos mg 3 = 8—F3(:rc, Ye, Zc), €s decir
z
mMaYcze
ms3=————5-. 4.17
(yc + 20)2 ( )
Si denotamos
M= J($a Y, Z)‘(:vc,yc,zc)

por las ecuaciones del (4.9) al (4.17) tenemos
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mi 1 my 2 mi3 mi 1 my 2 0

M= 1| mo1 moo ma3 | = | me1 Mo  Ma23
ms 1 ms32 m33 0 ms2 m33
(14 20 __ast o]
¢ (xc + yC)2 (mc + 3/0)2
myy2 2
M= 1Ye ’e (_ mge | Co%e > _oyg
(zc+ y6)2 (mc + yc)2 (Ye + Zc)2 (ye + Zc)2
2
0 maz. . maYczc
L (yc + Zc)2 (yc + ZC)2 -

El polinomio caracteristico de M esta dado por Pys(\) = det(M — X ), es decir

mi1 — A mi2 0
Py(N) = ma 1 ma2 — A ma3
0 m3,2 m3,3 - A

como Ppr(\) es una matriz de 3 x 3 podemos utilizar la regla de Sarrus, obteniendo
Py(A) = (m11 — A)(ma2 — A)(msg3 — A) — miamai(ms3 — A) — mazmga(mig — A).
expandiendo y agrupando convenientemente obtenemos

Pry(N) = A3+ A N2 + Ao) + A

donde
Al = —my1 —moo—m3g3,
Ay = mgam3z3+mi1maog + my1ms33 — my2Mma 1 — M23M3 2,
A3 = mi2mo1m33 + mi1M23m32 — M1,1M22M3 3.

Para analizar la estabilidad de E. utilizaremos el criterio de Routh (Teorema 1.2) entonces
de Py()) tenemos

A3 1 Ay
A2 Ay As
| A - 4
Ay
0 As
para que E. sea estable se necesita que todos los signos de la primera columna del arreglo
. . : Ay Ay — Az .
anterior sean iguales es decir que A, — v As sean positivos.
1
Ademés notemos que si A1 > 0,43 >0y
A1As — A
%>0 = A1A2>A3 = A2>0
1

En la siguiente proposicion daremos condiciones suficientes para la estabilidad local de E..
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Proposicién 4.1 Simi1 <0 y ma2 <0 entonces E. es local y asintoticamente estable.

Demostracion. Por el andlisis previo, serd suficiente probar que A; > 0, A3 > 0y
A1Ag — As

> 0.
Ay
En efecto como A; = —my ;1 — mg 2 — m3 3, reemplazamos la ecuacion (4.17) obteniendo
maycz
Ar=-—mi1—moa+ %
(yc + Zc)
y como my1 < 0y mos < 0 entonces
maycz
Al = —mi1 —ma2+ % > 0.
(yc + Zc)
Por otro lado notamos que A = —det(M), es decir
Az = — (mq1,1moam3 3 — My 2Ma 1M33 — M1,1M23M32)
Az = — (ma,1 [maams3 — ma 3m3 2] — mi2ma1m33)
por comodidad denotemos
As = —(Az 1 — Az 1) = Asr — As 1 (4.18)

donde
A3 =my1[maamss —masmsa] A Az jr =miamoi1ms3s

y analizaremos cada sumando por separado.

Reemplazando las ecuaciones (4.12), (4.10) y (4.17) en A3 ;; obtenemos

mlyg Clxz maYczc
Az, = 2 )\ ™ 2 )\ ™ 2
(l’c + yc) (xc + yc) (yc + Zc)

es decir, tenemos
Az 1= ( miye ) ( ez > ( ez > (4.19)
’ (e +9e)?) \(zc+ye)?) \(Ye+20)%) '

Por otro lado reemplazando las ecuaciones (4.9), (4.13), (4.17), (4.16) y (4.14) en A3z
obtenemos

2 2
C1Yc mM1Tc C22c M2Ycze maz 2y
s =ae (10 ) e (o e e o ()|
> ‘ (Te + ye)? ‘ (Te+ye)?  Wet20)2) (et 20)? (Yo + 26)% \ (Ye + 2¢)?
C1Yc maYczc miZxe C22¢ C22cYc
ana=oe (14205 ) () [ (o Yoo ) Yoy
5 ¢ (-rc + yc)2 (yc + Zc)2 ¢ (.170 + yc)2 (yc + 20)2 (yc + Zc)2

asi tenemos
C1Yc maYczc mixcYec
Ays—a (_1+ )( )( ) 420
7 ‘ (e + y0)2 (ye + Zc)2 (e + yC)Q ( )

Reemplazando las ecuaciones (4.19) y (4.20) en (4.18)
As = < mlyg ) < 01373 > < MaYcze ) — <_1 + C1Yc > < MaYczc > < miZcYec )
(Te + ye)? (Te + Ye)? (Ye + 2¢)? ‘ (T + Ye)? (Ye + 2¢)? (Te + ye)?
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factorizando convenientemente tenemos

Ag = MIM2TZyYs 2 { C1Ye <_1 4 e ﬂ
(T + yC)Q(yc + 26)2 (zc + y6)2 (Te + ye)?

asi tenemos 5 o
mi mgxc yc Ze

(Te + Ye)*(Ye + 2¢)?
Ahora solo nos resta probar A1 Ay > Az, lo cual es equivalente a probar A;As — Az > 0.

Az = > 0.

En efecto, tenemos
A1Ag = — (my1 +ma2 +m33) (Ma2ams33 + mi1ma2 + m11M33 — M1 2Ma1 — M2,3M32)
efectuando la multiplicacién tenemos

_ 2 2 2
AlAQ = —mi1mz2ms33 — m171m2,2 - m171m3,3 + miy 111,221 + mii1ma3msa — m272m3,3
2 2
—M1,1M5 9 — M1,1M2,21M3,3 + my2ma 1M2.2 + M2 2M2 3M3 2 — M2,2M3 3 — 11,172,213 3
2
—M1,1Mm3 3 + my,2ma21Mm3 3 + M3 3M2,.3M3 2

Simplificando y agrupando términos tenemos

_ 2 2 2 2 2 2
A1As = —mj map — My M33 — M3 3M22 — M3 31,1 — M3 933 — M3 91
—3my 1Mo 2m3 3 + M1 1M1 2M2 1 + M1 1M2 3M3 2 + M1 2M2 1M2 2
+mgo oma 3m3 2 + M1 2M2 1M3 3 + M23M32M3 3

Ccomo A3 = mi12Mm2,1M3;3 + mi,1MmM2.3Mm3 2 — 1M1,1M221M3 3, entonces

_ 2 2 2 2 2 2
A1Ay — Az = —mj man — MY N33 — M3 3Ma 9 — M3 3111 — M 5M33 — M oMM 1
—2m1,1Mo2m3 3 + M1 1M1 2M2 1 + M1 2M2 1M2 2 + Mo 2M9 3M3 2 + M2 3M3 2M3 3
y de la ecuaciones (4.10), (4.12), (4.14), (4.16) y (4.17) tenemos

my2 < 0, mo1 > 0, ma3 < 0, m3o > 0 vy m33 < 0

entonces

A1Ay — A3 > 0.
Asi tenemos probada las condiciones para la estabilidad local de E.. =

Ahora veamos que podemos expresar las condiciones de la proposicién anterior (mj; < 0
y ma2 < 0) en términos de ¢1 y ca.

Empecemos mostrando las condiciones para que mq; < 0. De las ecuaciones (4.9) y (4.5)

C1Yc
mi1 =« | 14 ——
b ‘ ( (zc + 90)2)

mi = e <—1 + (xccjr(?A_—li:)E;cP)

c1(A - 1)%)

2,2
A%x?

Como z. > 0 y queremos que m1 1 < 0, entonces se debe cumplir

tenemos

mi1 = Zc <—1 +

c1(A -1z,

<0
A222

1+
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c1(A — 1)z, < A%2?
a(A-1)< A%z,

reemplazamos (4.8) tenemos

G(A—1) < A B (1 + A(1 = e1))
< Ala+A(l-a))
< A(A-a(A-1))
< A(A —1+1—cﬂA 1))
< A((A-=1)(1 —c1)+1)
es decir, se cumple
A(A—1) < A(A-1)(1—c1) +1) (4.21)

Notemos que si se cumple la relacion (4.21) entonces mq 1 < 0, ademés el reciproco también
es cierto.

C1

Proposicion 4.2 Sicy > 1 entonces my 1 <0 sty sélo sil <A< 1
Cc1 —

Demostracién. Suponemos valido que ¢; > 1y my,; < 0, entonces se cumple (4.21), es
decir

a(A-1)<A((A-1)1—-c)+1)
1A —c < A% — 61A2 +cA

A2(61 — 1 <C

1< A<

y por el Lema 4.1, tenemos

7

Ahora suponemos valido ¢ > 1y 1< A<

jort
@
05}
[

G A—ci < —A%(c; — 1)+ 1A
A—c < A? — A2+ A
a(A-1) <A((A-1)(1-c1)+1)

1
c1(A—1) < A 1 (A=D1 —c1)+1)
reemplazando la ecuacion (4.8), tenemos
c1(A—1) < A%z,

c1(A — 1)z, < A%z?
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c1 (A — 1)1‘0

0
A2g2 <

1+

y como x. > 0, entonces se cumple

A-1
mi1 = Ze¢ <—1+61(142x2)xc> <0
(&

Y asi queda demostrada nuestra proposicién. =
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Proposicién 4.3 5i 0 < ¢y <1 entonces my 1 <0

Demostracién. Notemos que

A2-1< A?> = 1<1472
A2 —1

como 0 < ¢; <1 entonces
2

0<ep <1< %
A2
A2 -1
c1(A% —1) < A2
—c1 < A% — 1 A?
A—c < A’ — A2+ A

Cl(A — 01) < A(A — ClA + Cl)

c1 <

1
01(A — Cl) < AQ Z(A — 01A + Cl)
reemplazando la ecuacion (4.8) tenemos
ca(A—c) < A%z,

(A —c)z. < A2xz
c1(A —c1)x.

<1
A222
c1(A —c1)x.
14+ ———-—<0
* A2q2

y como x. > 0, entonces se cumple

c1(A— 1)z,
m171:xc <_1+1(142:E2)> <0

Y asi queda demostrada nuestra proposicién. =®

Ahora veremos las condiciones para que mgo2 < 0. De la ecuacién (4.13) tenemos

< mixc + C22c )
m22 =Yc | —
¢ (xc + yC)Q (yc + Zc)2

y como ¥y, > 0y queremos que mo o < 0, entonces se debe cumplir

mixe C2Zc
— + <0
(xc + yc)2 (yc + Zc)2

C2Z¢ mixe
(ye + ZC)2 (Te + 96)2

reemplazado la ecuacion (4.3) tenemos

. mg — dy
2 d2 Ye - mize

mo — d2 2 (mc + yc)2
Ye + Tyc
2
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ca(mg — dg)

do

miZc

mo —
do

Ye <1+

reemplazado la ecuacion (4.5) tenemos

Cc2 (Tng — dg)
da

<
d2)2 (xc + yc)2

miZe

(A— 1)z, (1 S

ca(ma — da)
do

mo — da

>2 S et (A—Dzo)?

my

(A — 1)z, (1 + =

ca(mg — d2)
do

mo — da

>2 S (A1)

mi

mo — d2
do

(A—1)<1+

>2 SO+(A-1))p

es decir, se cumple

Ademas, notemos que

my(A—1)
A2
reemplazando la ecuacion (4.1) tenemos

(&) (mQ — dQ)

— (

(4.22)

1_7
AT A

vay [@lmmd) N
mi(A-1) my ' my '
A2 ! mq mia
A—-1 —d 1 —d ?
ma ( : ) _ ca(ma — dy) 4 - <C2(m2 2) +d1>
A ma 1 mo
entonces por la relacion (4.22) tenemos

ma

2

(32
)

(

><02(m2—d2) g

m2

ma

dy
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es decir

! (Mm)ﬁm%dl%l)

Consideremos la funcién g : R — R definida por

g(t) = —— (W 4 d1>2 4 W +d; t%{?);) (4.23)
doy

mq
(1)
1 —d 2 —d 2\d,
<C2(m; 2)+d1> +C2(m2 2)+d1— a2
2

Resumiendo lo anterior tenemos la siguiente proposicion.
Proposicion 4.4 Para g : R — R definida por (4.23) se cumple
moo <0 sty solosi 0<g(c).

Por otro lado, tenemos
d? di(mi —d
g(0) = ——L 4+ dy = di(m — d1)
my mq
Por el Lema 4.1 tenemos que A > 1y mo > da, es decir

C (m2 — d2)

m
L >1 = my—dp > 2

ca(mg — da)
mo

— >0 = ¢(0)>0
+dy !

Ademaés

Tma—dy ) m ma — dg ma +d12+ mgy — dg mo
(M) = (st () e - () ()

Vdy (mz(ml - d1)> (dz(m22— dz))

mo — da

<TTL2(’I7L1 — d1)> m% dg(ml — dl)
9 e —do ) s 1=
ma 2

es decir

g <m2(m1 - d1)> _ da(dr —ma)

ma — da
como my — di; > 0 entonces

g <m2(m1 - d1)> _ da(dy —m)

< 0.
ma — da mo

ma(my — dy)

Por otro lado, al ser g(0) >0y g ( ) < 0, entonces

mo — do

Jc3 >0 tal que g(c3) =0.
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Tal y como se muestra en la Figura 4.1.

A

g(0)

ma(my — dq)
g Mg — d-; ------------------------------------

\

Figura 4.1: Existencia de ¢

Como se cumple que
m22 <0 & 0<g(c)

Resumiendo lo anterior, tenemos que

—d
Hc§€<0,m> tal que moo <0 & 0<c <.
mQ—dQ

A
C,

Cq

Figura 4.2: Region estable para E,

En la Figura 4.2, R es la region en la cual E. es asintoticamente estable, ademéas esta
1

delimitada por las curvas co = c5 y A = T
Cc1 —
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4.1.3. Inestabilidad local del punto critico E,

En el apartado anterior asumimos la existencia del punto F., es decir que se satisfacen
las condiciones del Lema 4.1, y estudiamos las condiciones bajo las cuales E. es estable.
Esto lo hicimos mediante el criterio de Routh, para lo cual calculamos la matriz Jacobiana
del sistema (2.11) evaluamos en E. = (¢, Ye, 2¢), calculamos el polinomio caracteristico de
dicha matriz

Pr(N) = A3+ A\2 + Ao) + A

y para que F. sea estable, se debia verificar que A1 > 0, A3 > 0y A1 As > Aj esto se debia
a que en el arreglo

A3 1 Ay
A2 Aq As
N A1Ag — Az

Aq
A0 As

los componentes de la primera columna deben tener el mismo signo. Entonces para que E.
sea inestable basta que aparezca un componente negativo en la primera columna del arre-
glo anterior. Entonces para discutir la inestabilidad de E.; consideraremos la posibilidad
de escoger c¢1 y c2 de tal manera que A; < 0.

Esto lo haremos mediante la siguiente proposicion

Proposiciéon 4.5 Si se cumplen

. 0<mo—dy <my—d

... m
7. TZ < (m1 — dl) — (mg — dg)
2

Entonces E. es inestable cuando

ma(my — dy)

mo < ¢ <
mg — d2
. ma(my — di
Y ¢y esta proximo al valor de Q
(mg — d)
Demostracién. Recordemos que
Al = —mi1 —ma2 —m33

reemplazando las ecuaciones (4.9), (4.13) y (4.17) tenemos

A = —z <_1 4 C1Yc ) —y (_ mixc T C22c ) mayYczc
¢ ($c + yc)z ¢ (xc + yc)2 (yc + Zc)2 (yc + Zc)2
C1TcYc miZcYec C2Yczc maYczc

= xc

(e + 3/0)2 (zc + y0)2 (ye + 20)2 (Ye + ZC)2

es decir
xcy(:(Cl - ml) . chc(CQ - m2)

(e +yc)? (Ye + 2¢)?

Al =z —
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reemplazando la ecuacion (4.3) tenemos

mo — d2
Ye\ —FYc (CZ - m2)
B TeYe(er —my) do
Al — $C - 2 - 2
(xc + yc) mg — do
Ye + Tyc
2
(mg — dg)(c2 — m2)
_ 'fcyc(cl - ml) . ds
‘ (xc + yc>2 @ 2
do

reemplazando la ecuacion (4.7) tenemos

A = g Te(A—1)zc(cr —my) B ds
LT et (A Dae)? o) 2
dy
(ma — da)(ca —ma)
= _(A_l)(cl—ml)_ do
= c A2 o 5
(%)
asi tenemos
A =, — (A—1)(c1 —m) n da(mg — c2)(ma — da)

2 2
A ms

por comodidad denotemos

(A—=1)(c1 —ma)
I, =
A2 noh m3

I =2, —

es decir
A1 =11 + I.

Para probar que A; < 0, analizaremos sus componentes I e Iy, pero para esto necesitare-
mos las siguientes afirmaciones

ma(my — dy)

A>1 & < (4.24)

mo — da

En efecto, si A > 1 entonces
m1

ca(mag — dg)
ma

>1
+dy

ca(mg — da)
mo

my —dy >

ma(my — dy)
mo — d2 > €2

ma(my — dy)

Por otro lado, si co < , entonces

ma — a2

c2(ma — d2)
mo

<mi—d;
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my
Cc2 (Tng — dg)

1<

+ dq
ma
1< A

Asf tenemos probada nuestra primera afirmaciéon. También notemos que se cumple

ma(my — dy)

A=1 & = 4.25
co e— (4.25)
En efecto si A = 1 entonces
ma -1
—d -
762(7712 2) + dy
ma
—d
my — dy = ca(ma 2)
mo
ma(my — dy) o
(m2 — da)
—d
Por otro lado, si ¢ = m entonces

(ma2 — da)

C2(m2 — dz) = mg(ml — dl)

—d
colme = h) gy,
mo
=
Colmo —
22 T 72) +d;
ma

Asi tenemos probada nuestra segunda afirmacion.

Ahora analizaremos el comportamiento de Is. De la hipotesis (i) de nuestra proposicion
tenemos
O<mg—dos N 0<mi—d

y si tomamos el caso
mg<c2 = mg—c3<0

asi tenemos que
da(ma — c2)(ma — da)

2
ma

Iy = <0

pero de la existencia de E., se cumple (4.24), entonces si

—d
my < ey < 2= d) (4.26)

mg — d2
veamos si el reciproco de (4.26) es cierto, para eso consideremos
d2(m2 — CQ)(TTLQ — dg)

I, = <0
2 m%

de la hipotesis (i) de nuestra proposicion tenemos que mg — dg > 0, por lo tanto si
L<0 = mo—c<0 = mo<c
para la existencia de E. se cumple (4.24), entonces

mao(my —d
g < oy < 2(M1 = d1)
mo — do
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Asi hemos probado que

—d
my < e < M2MZdD) (4.27)
mg—dQ

Ahora analizaremos el comportamiento de I;, para eso notemos que

I =x.— (A= 1)1(4621 —m) _ ze— (c1 —ma) <AA_21>

reemplazando la ecuacion (4.8) tenemos

1 A—1
Il = Z (Cl + A(]. — Cl)) - (Cl - ml) < A2 > . (428)
Para que E. exista es necesario que A > 1, pero si consideremos que A = 1 entonces
( mcli ] ~1
ca(mg —
AU s dq
ma
—d
my —d| = 762(7@ 2)
ma
_ ma(my —dy)
Q" —
(mg — d)

ademas, de (4.28) tenemos

1 1-1
11%1(61+1(1—61))—(61—ml)< B >%1.

Por otro lado

I, = da(mg — c2)(mg —dg) _ (ma — c2) <d2(m22_dQ)>

2
my my

o (e tay) (™)
we () ()
Iy = ;?2 ((mg — da) — (m1 —d1))

de la hipotesis (i) de nuestra proposicion tenemos
O<mo—do<mi—dy = (mQ*dQ)*(m1*d1)<0

es decir

%

12 7((m2—d2)—(ml—d1)) <0

m2

y por consecuencia de la afirmacion (4.27), tenemos que

m —d
g < 0y < 21— 1)
mo — dg

Como Ay = I1 + I3 se cumple

d
A~ 1+ =2 (mg — da) — (my — dy))
ma
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De la hipotesis (ii) de nuestra proposicion tenemos

%22 < (m1 —dl) — (MQ —dg)
do
1< s ((m1 —d1) — (m2 — d2))
1_:;((m1—d1)—(m2—d2)) <0
1+ji((m2—d2)—(m1—d1)) <0

asi tenemos que

d
Al ~ 1+ =2 ((mg — do) — (m1 — dy)) < 0.
mo

ma(my — dy)
(ma — d)

Asi tenemos probada nuestra proposicion. ®

Es decir A1 < 0 para ¢y cercano a

4.2. Escenarios de extincion

En esta seccion estudiaremos el comportamiento asintotico de la solucion del sistema (2.11)
alrededor de Ey = (0,0,0) y Eq = (1,0,0) . Examinaremos condiciones que llevan a la ex-
tincién de ciertas especies, como la extincién de x y en consecuencia la extinciéon de y y 2
(extension total Ep); o la extincion de y y en consecuencia la extincion de z pero no de x
(estado libre de depredadores F1); o la extincion de z mas no la de x e y. Todo esto ocurre
cuando el punto de equilibrio F., interior a {2, no existe.

Una de las caracteristicas de las cadenas alimenticias simples es el efecto dominé, el cual
nos dice que si se extingue algin nivel tréofico en nuestra cadena alimenticia, entonces
también lo haran los niveles troficos superiores (los que que se alimental de él).

Proposicion 4.6 (Efecto dominé) Sean x,y y z las soluciones del sistema (2.11). En-
tonces

» S lim x(t) = 0, entonces th y(t) = 0.

t—o00 —00

= S tli>r£o y(t) = 0, entonces tlggo z(t) = 0.

Demostraciéon. En efecto, recordemos que

y(t) < y(0)exp { /0 t (W - d1> ds} (4.29)

Notemos que existe th y(t), ya que de no ser asi entonces
— 00

entonces

limsupy(t) =7 >0

Luego por la Proposicion 1.1 existe una sucesion (t,) tal que lim ¢, = co y ademas
n—oo

Yy (tn) =0 A lim y(t,) =7.

n—oo
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De la segunda ecuacion del sistema (2.11) tenemos

Y (tn) = m — dyy(tn) —

coy(tn)2(tn) < ma1z(tn)y(tn) .
2(tn) +y(tn) — x(tn) + y(tn)

dly(tn>

lim_dyy(t,) < lim 2(tn) + y(ta)

lo cual es una contradicciéon con la positividad de los parametros por lo tanto si existe el
limite.

Afirmamos que lim y(t) = 0.
t—00
Como y es positivo y acotado entonces supondremos que 1th’m y(t) > 0.
—00

Es decir
lim y(¢t) = L > 0.

t—o00

Asi tenemos para 0 < ¢ < L existe t] > 0 tal que
L—e<y(t)<L+e Vt>t].

Para el mismo ¢, del lim z(t) = 0, existe t5 > 0 tal que
—00

0<z(t) <e Vt>t;.
Tomando t* = méax {t],t5} tenemos

L—ec<z(t)+y(t) < L+2 Vt>t*

! < ! < ! vt > t*
L+2 " z(t)+y(t) L-—e¢

luego
t t
mz(?) < mz(?) < ME s g
z(t)+y(t) L—e L—c¢

es decir; Vt > t*, se cumple

myz(t) mie
——t—d1 < —d 4.30
s(t)+y(t) T L-e ! (4:30)
Ahora tomando 0L
O<e< . < L
my + dp

notamos que
mie + d1€ < dlL
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mie < diL — die

mi¢e
L—c¢

<d

entonces
mi¢&

L—e¢
De (4.29) y la positividad de y tenemos

0 < y(t) <y(0)exp {/Ot* <m — d1> ds + /tj <£)li(;)@ - d1> ds}

por (4.30) tenemos

0 < y(t) < y(0)exp {/Ot <m - d1> ds + /tt (Lm_li - d1> ds}

entomnces

0< tliglo y(t) < y(0)exp {/Ot* <m — d1) ds + hm t*t <Lm_1€€ — d1> ds}

y por (4.31) concluimos que th y(t) = 0, lo cual contradice nuestra suposicion.
—00

—dp <0. (4.31)

Asi tenemos probada la implicaciéon

lim z(t) =0 — tliglo y(t) =0.

t—o00

Para terminar con la demostracién de esta proposiciéon, analizaremos el comportamiento
de z lo cual haremos de manera analoga a lo anterior, primero recordemos que

+(t) = 2(0)exp {/Ot (% _ d2> ds} , (4.32)

y probaremos, por contradiccién, que se cumple

lim y(t) =0 — lim z(¢) = 0.

t—o0 t—o0
Notemos que existe th z(t), ya que que de no ser asi
—00
limsup z(t) =z > 0.

Luego por la Proposicion 1.1 existe una sucesion (t,) tal que lim ¢, = co y ademas
n—oo

Z(ty) =0 A Jim 2(tn) = Z.
De la tercera ecuacion del sistema (2.11) tenemos
iy
i ot = Jim T
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Y esto es una contradiccién con la positividad de los pardmetros, por lo tanto existe el
limite.

Afirmamos que lim z(¢) = 0.
t—00

Por la positividad y acotacién de z podemos suponer que

lim 2(t) =L >0

t—o00

Asi tenemos para 0 < € < L existe t7 > 0 tal que
L—e<z(t)<L+4e Vt>1.

Para el mismo ¢, de th y(t) = 0 existe t5 > 0 tal que
—00

0<y(t) <e Vt>t5.
Tomando t* = max {t],¢5} tenemos

L—e<y(t)+z2(t)<L+2 Vt>t*

! < ! < L vt > t*
L+2 " yt)+=2(t) L-—c¢

luego
may(t) _ may(t) _ mae .
y(t)+2(t)  L—e ~L-—c¢

es decir; Vt > t*, se cumple

may(t)
y(t) + z(t) —d2 < L—¢

—do (4.33)

Ahora tomando Dl
O<e< 22 <L
mo + do
notamos que

moe + doe < doL

moe < doL — doe

mo€
L—c¢

< dy

entonces
moe
L—c¢

De (4.32) y la positividad de z tenemos

0<z(t)<z(0)exp{/0t* <y($2+g%_d2) ds—l—/tj (Zm—@) ds}
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por (4.33) tenemos

0 < 2(t) < 2(0)exp {/Ot (m - d2> ds + /tt <me€5 _ d2> ds}

entonces

t* t
) may(s) , mae
0< liy 20 < Z<0>emp{/0 (2o ) s i [ (72 ) dS}

y por (4.34) concluimos que th’m z(t) = 0, lo cual contradice nuestra suposicion, por lo
—00

tanto se cumple
lim y(t) =0 — th’m z(t) = 0.
—

t—o00 [e%¢)

Asf tenemos que si se extingue x también lo hard y, v si se extingue y también lo hard z. =

En los siguientes resultados veremos otros casos de extincién y al de final de la seccién
daremos un teorema que resume las condiciones bajo las cuales se extingue el depredador
superior.

Empezaremos viendo las condiciones que hacen que el depredador intermedio y superior
se extingan.

Lema 4.2 Simg >dy y 0 < A <1 donde A esta definido por (4.1). Entonces

tlg& y(t) =0 A thm z(t) = 0.

— 00

Demostracion.
Tenemos como hipotesis mgo > dy y 0 < A < 1, entonces de la ecuacion (4.1) tenemos

—d
0< <1 - my < 22 —d)
2(M2 2 +dy ma
ma
luego dn > 0 tal que
ca(mo — d
ma

entonces c

2 (mg —da) =my +n—dy (4.35)

ma

de la segunda ecuacion del sistema (2.11), para s > 0 tenemos

o) — yls) () easls)
vis) =) (a:(S) SO R +y(3)>

y'(s) miz(s) Cd cz(s)  cy(s) c2y(s) _d202+d202
L)yl u(s) T as) u(s) tas)  ma T m

y(s)  y(s)+z(s)  me  a(s)+yls) 1 z(s)+y(s)  y(s)+z(s) ma

y'(s)  coy(s) +d2027 miz(s) p cz(s)  cy(s) +d202

y'(s) c may(s) miz(s) —c9z(s) — coy(s)  daco
(i ) = e T T e



de la tercera ecuacion del sistema (2.11) y lo anterior, tenemos

y'(s) e 2(s) _ myz(s) daco
y(s)  m2 2(s)  a(s) +y(s) ma

AQNNCEAC) = (ml - muy(s) - d1> - %(mz —d2)

y(s)  ma 2(s) z(s) +y(s)

y por (4.35), tenemos
y'(s) e Z(s) myy(s)

- :ml_x(s)—i—y(s)_dl_(m1+n_d1)

y(s) ¢ 2(s)  myy(s) may(s)
u(s) “maa(s) | a(s) +u) S a(s) +y(s)

e d myy(s)
%lny(s)—m—2£ln (S)__x(s)—f—y(s)
d <ln y(s) — % In z(s)) < _x(gl—yk(zzs)d

2(s) + 9(5)
y(t)
ol w0 [ omauls)
! = /ox<s>+y<s>d

w0 <40 (23) e {- [ 52050

vO) o2 oy [ mayls)
)< 0 () p{- [ o) (4.36)

Del Lema 3.2, tenemos que existe M. > 0 tal que z(s) + y(s) < M. para s > 0, de donde

es decir

1 1

M. = 2(s) + y(s)

miy(s) _ may(s)
M. " 3(s) +y(s)

_@tss _tmly(s) s
[ vtoas > - [

exp{—/ot mcis} <ea:p{—§2/oty(s)ds}

luego tenemos
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por la desigualdad (4.36) y positividad de y, para t > 0, tenemos

ﬂ z %ef}f —@ t s)as
o<yt < LB a0 p{=5t [ wsyas) (4.37)

Adicionalmente, del Lema 3.2, tenemos la existencia de N > 0 tal que z(t) < N para todo
t > 0, entonces se cumple
C2 C2

(2()) " < N5

WO o o MO e

(2(0)) 72 (2(0)) 72

es decir existe algin M > 0 tal que

YO Ly < m

(2(0))

luego por la desigualdad (4.37) tenemos

0 < y(t) < Mexp {—Tj /Oty(s)ds} (4.38)

Afirmamos que lim y(¢) = 0.
t—ro0
En efecto por la positividad y acotacién de y tenemos
3C >0 tal que |y'(¢)] <C, Vt>0.

Ya que de la segunda ecuacion de sistema (2.11)

/ mixy C2Yz
t) = —diy —
Y ( ) r+y 1y zZ+y
tenemos mazy
/ 1
t) < < mjx
y'(t) el
Y (t) < mq M,
Asi también oy
2 /
—d1y — <y (t
1Y ity Yy ( )
Pero como
O<y< M, = —y>-—-M
Yz 2Yz
<ycy = — > —yc
24y ye 24y ez
entonces

—d1M; — oM, < y’(t).

Por lo tanto
ly'(t)| < C, con C =méx{miM.,(dy + co)M:} > 0.

Entonces y es lipschitziana y por ende uniformemente continua.
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b
Luego por el Teorema del Valor Medio 3¢ €< a,b > tal que / y(t)dt = y(c)(b — a),
tomando a =0y b = t, tenemos ‘
t

lim [ y(s)ds= th y(c)(t —0) = +oo.
—00

t—o00 0

Luego tomando limite a (4.38)

t
, , my
< < —_ g
0< tlggo y(t) < 2‘/hﬁrgo Mezp{ - /0 y(s)ds} 0
Por el Teorema del Sandwich tenemos

lim y(t) = 0.

t—o00

Y por la Proposicion 4.6 (efecto dominé), se cumple

tlgrolo y(t) =0 — lim z2(t) = 0.

t—o00

Asi tenemos probado el lema. =

A continuacién veremos un teorema que nos da las condiciones para la extincion de el
depredador intermedio y superior, pero no de la especie presa x.

El teorema sugiere que si el depredador intermedio tiene una capacidad de consumo baja
(caracterizado por ¢; < 1) entonces las presas persistiran.

Teorema 4.1 Sea ms > ds y 0 < A < 1. Tal que si c; < 1, entonces

lim (2(t), y(t), 2(£)) = (1,0,0).

t—o00

Demostraciéon. Como se verifican las condiciones del Lema 4.2 tenemos que

lim y(t) =0 y lim 2(¢t) =0.

t—o00 t—o00

De la primera ecuacion del sistema (2.11) tenemos

/ 2 c1xry
r=x—z° —
r+y
ademas
Ty
y<z+y — <z
r+y
por consiguiente
c1xy
— > —C1x
r+y
entonces
’_ 2 ary 2
r=x—x° — r—x° —cx
r+y
es decir

60



como c; < 1, por el Teorema de Comparacién y propiedad de la ecuacion logistica tenemos

(1 —c1)z(0)exp{(1 — c1)t}
1—c14+z(0) [exp{(1 —c1)t} — 1]

lim (1 —=c1)z(0)exp{(1 — c1)t}
T toool—c1 +2(0) [exp{(1 —c1)t} — 1]

liminfz(t) > liminf

> 1—q

es decir
liminfz(t) >1—c¢; >0

€omo th’m y(t) =0, para 0 < £ < ¢; existe tj > 0 tal que
— 00

y(t) < <1_2€1> <CI€_€> vt >t

y como liminf z(t) > 1 — ¢, existe 5 > 0 tal que

1—
2(t)>1—c1>—2L V>
es decir
1 < 2
z(t) 1—¢

Sea t* = max{t], t5} para el cual se cumple

< () (55 (Ha) =

Asf para t > t* se cumple

y(t)(c1 —e) < ex(t)
ay(t) < ez(t) +y(t)

c1y(t
71y( ) <eE.
z(t) +y(t)
Es decir .
z(t) +y(t)
entonces para t > t*, de la primera ecuacion del sistema (2.11) tenemos
c1x
=zt A S e 2

r+y

entonces del Teorema de Comparacion y propiedad de la ecuacién logistica tenemos

(1 —e)z(0)exp{(1 — &)t}
1—e+2(0) [exp{(1 — &)t} — 1]

(L= e)z(0)eap{(1 — )t}
t—oo 1 — e+ x(0) [exp {(1 — &)t} — 1]

liminfz(¢t) > liminf

v

1—¢

v

es decir
liminfa(t) >1—¢
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haciendo € — 0, tenemos

lim inf 2(¢t) > 1. (4.39)
Por otro lado, de la primera ecuacion del sistema (2.11) tenemos
o =z —a? - 2 g2
T+y
es decir
¥ <z(l-x)

andlogamente a lo anterior, por el Teorema de Comparacién y propiedad de la ecuacién
logistica tenemos

, ) z(0)exp {t}
1 t) < 1
fmsupz(t) < limsup + 2(0) [exp {t} — 1]
< m —20eapil)
t=00 1+ 2(0) [exp {t} — 1]
< 1
es decir
limsup z(t) < 1. (4.40)

entonces de las inecuaciones (4.39) y (4.40) tenemos
1 <liminfz(t) <limsupz(t) <1

esto quiere decir que
liminf z(¢) = limsup z(t) = 1

por consiguiente
lim z(t) = 1.

t—o00

Asi termina la demostraciéon del teorema. ]

A continuacién veremos un teorema que nos da las condiciones para la extincién total de
las tres especies. El teorema indica que si el depredador intermedio tiene una capacidad de
consumo alta y agresiva (caracterizado por valores grandes de ¢1) y hay poca reposicion
de las presas para saciar dichas necesidades, entonces las tres especies se extinguiran.

Teorema 4.2 Sea ms > ds y 0 < A < 1. Tal que si

cl1 — (1+d1 +62) S I(O)

>14d + 0= ,
“ 1re Y 1+di+co y(0)

entonces

lim (2(t), y(t), 2(1)) = (0,0,0).

t—o0

Demostracion. Sea ms > ds y 0 < A < 1, entonces por el Lema 4.2, tenemos

lim y(¢t) =0 A lim 2(¢t) = 0.

t—o0 t—o00

c1 — (1+di +c2) S x(0)

Sici >1+di+cyd:= , entonces podemos afirmar

I4+dy+co y(0)
@ <46, Vit>0.
y(t)
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En efecto, probaremos esto por contradicciéon, entonces existe un ¢; > 0 tal que es el primer
punto donde

t t
2(t) =J vy z(t) <0 para te|0,t). (4.41)
y(t1) y(t)
Para t € [0,1;), tenemos
t
2(t) )
y(t)
1+2 <146
Y
1 < 1
1+ 7 146’
y de la primera ecuacion del sistema (2.11) tenemos
o= — 2 _ 1y < azy
r+y Tty
luego
.%'/<.I'(1— Cly)zx 1 clx
r+y 14+ =
asi para t € [0,¢1), tenemos
1
/
< 1——). 4.42
e ( 1+ 5) (442)
Ademas, de la segunda ecuacion del sistema (2.11) tenemos
/ mixry (&4
= —y(d+
Yoy Y ( Ty z)
’ C2z
> —y|di+ )
Y Y ( 1 v+ z>
de la positividad de y y 2z tenemos
z Coz
z<z+y == —<1 = —c<-—
Yy+z Yy+z
por lo tanto, se cumple
Y >y(—dy —c2) Vt>0. (4.43)
Por otro lado, tenemos
cl — (1+d1 +02)
5 p—
14+di+co
(5+1:CI_(1+d1+62) _ c1
14+di+c 1+di+c
I+di+ec 1
C1 ) +1
1
1+d =
+dip +c2 P
Asi tenemos c
1
1-— —dy — ca. 4.44
5+ 1 LT (4.44)



De (4.42), tenemos para t € [0,11)

1
1+9
d 1
0 1~
dt(nx(t))< 1+
tld(l () /t< ' Va
nx(t)) < 1—— | dt
0 0 1+
1
Inz(t) —Inz(0) < (1 - 1> t1

n(S)) < (- 135)
(1) < 2(0)ep { (1 _ 1}“5) tl}

por la ecuacion (4.44), para t € [0,¢;) tenemos

z(t1) < x(0)exp{—(di + c2)t1}.
De la ecuacion (4.43), tenemos

/
y*>—d1—02
Yy

S iny(o) > ~(d + 2

Otl d(iny(t) > — /Otl(d1 o)t

Iny(t1) —Iny(0) = —(di + c2)ta

y(t1)
i (Y)) = @+

y(t1) > y(0)exp {—(d1 + c2)t1}

luego tenemos
y(0) < y(t1)exp{(di + c2)t1}.
De la relacion (4.45) tenemos

z(t1)y(0) < z(0)y(0)exp{—(di + c2)t1}

y por la relacion (4.46) tenemos

(4.45)

(4.46)

z(t1)y(0) < z(0)y(0)exp {—(d1 + c2)t1} < z(0)y(t1)exp{(di + c2)t1} exp{—(d1 + c2)t1}

por consiguiente

z(t1)y(0) < z(0)y(t1)exp {((d1 + c2) — (d1 + c2))t1} = z(0)y(t1)

es decir

8

(t1) _ =z(0)
(h) = 4(0)
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v de nuestras hipétesis iniciales tenemos

2(t) _2(0) _

u(tr) = (0)

lo cual es una contradiccion. Asi tenemos probada nuestra afirmacion.

6:

De forma similar a la construccion de (4.45) y la positividad de x, tenemos
0<z(t) <x(0)exp{—(di + c2)t} ¥Vt >0 (4.47)

y del Teorema del Sandwich, tenemos
tlgglo z(t) = 0.

Asi termina la aprueba del teorema. m

Notemos que si Ep = (0,0,0) fuese un atractor global, entonces el sistema (2.11) estaria
experimentando una extincion total. A continuacién veremos las condiciones bajo las cuales
el punto critico Ey es un atractor global.

C1
61—1

Teorema 4.3 Sicy > 1 ymq > (d1+c2), entonces Ey = (0,0,0) es atractor global.

Esto es
lim (x(t),y(t), 2(t)) = (0,0,0).

t—o00

Demostracion. Empezaremos mostrando que th’m x(t) = 0, para ello consideremos
—00

t
0<U(t)= il )a donde « sera determinado despues.

Asi tenemos

B l,/ya _ aa:yafly’

/
U = y2a

U/ — i <:L‘I _ axy/>
y* y

reemplazando la primera y segunda ecuacion del sistema (2.11) tenemos

U — 1 [m(l—x)— cary ox (mlm’y —dyy — Czyz)]
Yy r+y Y r+y Y+ z

es decir

ye r+y x4y y+
_ oz 1—x+ad1—cly+am1x+a022+a02—a02>
Yy« r+y Y+ z
T {1+ (dy + ¢2) c1y+am1x+ ( z 1”
= — o c)—r— ————tacp | — —
o 1 2 Tty 2 Y+ z
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Ul = |+ a(dy +cp) — SITOmT acw]
r+y Y+ z

S| =

r+y Y+ z

[z +y+ald +e)(@+y) - (ay +amz) . aczy]

%)=

oz Jztytaldte)rtald + )y —ay—ame . a@y}
a r+y y+=z

<

@ [[I+a(di+c—mi)lz+[1 —c +aldi +c2)ly e ac2y]
ye z+y y+z

Si denotamos como
fr=14a(di+c2—m1) AN Pa=1—c1+a(d+c2)

entonces tenemos
o L (Bt by acy
Yy r+y Y+ z

es decir
U —U (513:4—52?; e a02y> _
r+y Y+ z

Por otro lado, de las hip6tesis del teorema tenemos

c1(dy + c2)

my > - 1
] —

= m1(01 — 1) > Cl<d1 + CQ)

es decir .
c c1 —
LA

my — di + ¢

Ademés, de las hipotesis del teorema c¢; > 1, por lo tanto existe a > 0 tal que

C1 61—1
— < a< .
m1 dy +co

También notamos

c1(dy + ¢2)

mi > . 1
1 —

es decir

Asi tenemos

m1 —dy — ¢y my _d1+62.

En consecuencia 8 y B2 son no positivos. En efecto

f1=1—a(m —d; —cg)

a(m; —dy —c2) =1—- /4

o 1

1-75 T mi—di —
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= myci —my > cdy+cce = c(mp—di—c2) >my

(4.49)



y de (4.49) tenemos

@ = 1 <«
1-p1 mi—dy—c2 ™~

! <1 = /<0
1-p5

Por otro lado, tenemos
P2 =1—c1+a(d + c2)

ﬁ2+01*1:a(d1+02)

(c1—1)< b +1> = a(dy + ¢3)

01—1

(1 —1) <ﬁ2;ZC_11_1) = a(dy + )

01—1 61—1
=«
di + co Bo+c1—1

01—1 < 61—1 >
a< =a| ——
di + c2 Ba+c1—1

y de (4.49) tenemos

Luego en (4.48) tenemos

U’:U<le+52y—x— 04023/) < 2l
r+y Y+ z

entonces

de donde tenemos

0 <z(t) < (y(t)*U(0)exp {— /Ot x(s)ds}

como y es acotada entonces existe un N > 0 tal que y(t) < N para todo t > 0 entonces
se cumple (y(t))* < (N:)®. Asi tenemos

0 < 2(t) < (N.)°U(0)exp {— /0 tm(s)ds} | (4.50)

Afirmamos que lim z(¢) = 0.
—00
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En efecto, de la positividad y acotacién de x tenemos que
3C >0 tal que |2/(t)| < C, Vt>0.
Ya que de la primera ecuacion de sistema (2.11)

c1xy
r+y

P(t)=z(1—-2x)—
tenemos
Pt)<z(l-2)<x
2 (t) < M-..

Asi también .
WY < ).

r+y
Pero como
O<ax< M, = —z>-M.
ary <zcp = -— ary > —xcy
Tty r+y
entonces

—c1 M. < 2/ (t).

Por lo tanto
|2'(t)| < C, con C =mix{M.,c;M.} > 0.

Entonces x es lipschitziana y por ende uniformemente continua.

b
Luego por el Teorema del Valor Medio 3¢ €< a,b > tal que / z(t)dt = z(c)(b — a),
tomando a =0y b = t, tenemos ¢
t

lim [ z(s)ds = lim x(c)(t — 0) = 4o0. (4.51)

t—o00 0 t—o00

Asi de (4.50) tenemos

0 < lim z(t) < (N:)*U(0)exp {— lim /Otx(s)ds} =0

t—o00 t—o00

por el Teorema del Sandwich tenemos

lim z(t) = 0.

t—o0
Y por la Proposicion 4.6 (efecto domind) tenemos que
i t) = 1i t) =0.
Moy =0 A Jlig#t)=0

por lo tanto
Jim (2(), y(t), 2(8)) = (0,0,0).

Asi termina la prueba de nuestro teorema. ®

A continuacién veremos unos resultados que solo aseguran la extincion del depredador su-
perior.

En el siguiente lema, probaremos un resultado un tanto obvio en la extincién del depreda-

dor superior. Digamos, si la tasa de muerte del depredador superior no es menor su tasa
méxima de nacimientos, entonces se extinguira.

68



Lema 4.3 Si my < dy entonces lim z(t) = 0.
—00

Demostracion. Del sistema (2.11) tenemos

(t) = n”y-—d>
(1) z(z—i—y 2

J) < < day _ d2>

Z+y

como my < do, se cumple

) <dpz (—2——1) <0
A(t) < dz (z +y
por lo tanto

Z(t) <0, V>0

es decir z es estrictamente decreciente y de la positividad de z tenemos que th z(t) existe
— 00

v es no negativo.

Afirmamos que lim z(¢) = 0.
t—00

De no ser asi, entonces el

lim 2(t) =L >0

t—o00
Para 0 < e < L existe un ty > 0, tal que
L—e<z(t)<L+e, Yt>t.

Por otro lado, del Lema 3.2 tenemos que existe M > 0 tal que y(t) < M para todo t > ¢

De la tercera ecuacion del sistema (2.11) tenemos

+(t) = »(to)exp {/tt (M - d2> ds}

L—e<2(s)
y(s)+ L —e < z(s) +y(s)
may(s) may(s)
2(s)+y(s) y(s)+L—e
entonces

+(t) < 2(to)exp {/t: <m - dg) ds}

+(t) < 2(to)exp {/tt <y(s§l2jf<z>_€ - dg) ds}

(1) < z(to)exp { /: (W) ds} . (4.52)

Ademas como y(s) < M, entonces

como mo < dg

y(s) +L—e<M+L—¢
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1 1
M+L—5<y(s)+L—€
—dg(L—€) —dQ(L—E)
y(s)+ L—e M+ L—¢’

Luego de (4.52) y la positividad de z tenemos

0 < 2(¢) < =(to)eap {/: (M) ds}

0 < 2(t) < z(tg)exp { <m> (t— to)}

Aplicando limite y del Teorema de Sandwich se cumple

lim z(t) = 0.

t—o00

lo cual es una contradiccion, por lo tanto se cumple la afirmacién y asi termina la prueba
del lema. =

A
Lema 4.4 Simg >dy, A>19yc1 > 11 entonces

lim z(t) = 0.

t—o0

Demostraciéon. De las hipotesis del lema tenemos

"= a- o~ A
es decir
LY (4.53)
1 <0. .
Ademés notemos que
—d
T
2(1M2 2 +dy 2
ma
es decir p
my C2d2
— = - = 4.54
P di + ¢ . ( 5 )
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de donde tenemos

mir’ omi(l—2x)  my
c1x N c1 x+y
Yy omx Co%
Yy Tty z+y
c? oy daco
moz oz +y mo
entonces se cumple
mix’ " e mi(l —x m mix Coz c dac
1wy 2 _ 1( )7 Yy 1+d1+2+2y—22
ar Yy moz ¢ T+y z+y z+y 24y ma
mi(l—x doc
= 1 )—m1+d1+62—£
c1 2
reemplazando (4.54) tenemos
myx’ r e mi(l —x m
oy e omoa)
clx Yy Mmaz cl A
mx m m
- At m1 + -1
C1 C1 A

y por (4.53) tenemos

miz’ " ez miz 1 1 mie
e :—1+m1(—1—|—>§—1<0
c1T Y moz cl A

luego integrando de 0 a ¢

(s - Z’fii s )ds <- / s

t

my
—1
- nz(s)

0

In (;g;;;)’?f i (553) (;gg;)ﬁé - Ot ’”ii“)

In i
y(t)
(y( )>
m[(x(t))’?f(z(t))% . 4(0) ] mia(s)
v @) (opms] — o

denotemos como




. [(w(t»u (2(8) ™ ] - / ma(s) |
0 €1

i K { = [ )

(m(t))%1 (z(t))% < Ky(t)exp {—/O mlcxl(s)ds} . (4.55)

Por el Lema 3.2, existe M > 0 tal que y(t) < M, y de la positividad de = y z tenemos

es decir

0< (av(t))%1 (z(t))% < KMexp {—/O mlcxl(s) ds} : (4.56)

Afirmamos lim z(t)z(t) = 0.

t—o0

En efecto, de (4.51) tenemos
t

tlgélo ; z(s)ds = 0.
Luego, tomando limite en (4.56) tenemos
oglmmmwﬁfumﬁigkwum{ﬁm(—m‘/Z@mg}:o
t—00 t—00 a1 Jo
y por el Teorema del Sandwich, concluimos

my €2

lim (z(t)) v (2(t))™2 = 0.

t—o00

Denotemos como

y sea

Notamos que

y de la positividad de x y z tenemos
0 < Ga(t) < Gu(t)

por el Teorema del Sandwich concluimos que

@[

lim (x(t)z(t))? =0

t—o0
entonces
lim z(t)z(t) = 0.

t—o00
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Por lo tanto se cumple

lim z(t) =0 Vv lim z(t) = 0.

t—o00 t—o00

Si lim z(t) = 0, la prueba esta completa.
t—o0

Por otro lado, si th'm x(t) = 0, entonces por la Proposicion 4.6 (efecto domino) se cumple
—00

lim y(t) =0 A lim 2(¢) = 0.

t—o00 t—o00

Asi concluimos nuestra demostracion. [ ]

FEn vista de los resultados de esta seccién, podemos resumir en el siguiente teorema las
condiciones que causan la extinciéon del depredador superior.

Teorema 4.4 Si el punto de equilibrio interior E. no existe, entonces el depredador su-
perior del sistema (2.11) se extinguird. Especificamente si se cumple una de las siguientes
condiciones

I. mo Sdz

II. m2>d2y0<A§1

A
II1. m2>d2,A>1y012
A-1
entonces
lim z(t) = 0.
t—00
A continuacién veremos una grafica de my vs ¢; en la cual veremos diferentes regiones en
las cuales ocurren los escenarios de extincion (cuando no existe E.) asi como la coexistencia
de las tres especies (cuando existe FE.).

mj

m1=d1+62(m;72_d2)

Eclzl—l-dl—f—cg Cy

Figura 4.3: Rango de los parametros para los escenarios de extincién

En la Figura 4.3 distinguimos principalmente tres regiones
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ma2

—d iy
2:{(0177”1) ‘ d1+62(mQ2)<m1<< a )(d1+62(m22)>}
m2 Cl*l meo

ci(di + cz)}

—d
u Rlz{(cl,ml) | 01€<0,1>, m1§d1+62(7n22)}

oy

. R3:{(017m1) | aa>1, mg >
61—1

Donde R; es la region en la cual el (1,0,0) atrae todas las soluciones positivas del sistema
(2.11), Ry es la region en la cual E, existe y Ry es la region en la cual (0,0,0) atrae a
todas las soluciones positivas del sistema (2.11).

4.3. Sensibilidad a las condiciones iniciales

Se conoce que los modelos simples de cadena alimenticia pueden generar dindmicas cadti-
cas, lo que indica que para algunos paradmetros, las soluciones pueden ser muy sensitivas
a las poblaciones iniciales. Veremos que nuestro modelo de cadena alimenticia, con tres
niveles troficos (2.11), también es capaz de generar estas dinamicas sensibles.

Para eso recordemos que el sistema (2.11), podia ser visto de la forma
¥ = Fi(r,y,2) , x(0)>0
y = F(z,y.2) , y0)>0
2 = Fs(z,y,2) , 2(0)>0

donde Fy, Fy y F3 estan definidas por (3.1), (3.2) y (3.3) respectivamente. Y considerando
w=(x,y,2) y F = (F1, Fy, F3), teniamos el PVI

w = F(w)

w(0) = (2(0),y5(0),2(0))

Ahora queremos ver especificamente cual es el dominio de F', para lo cual notamos que
w € Q, definido por (3.6)con la condicion

r+y#0 AN y+z#0. (4.57)
es decir
Dom(F)={weQ : 2+y#0 A y+2z#0}
Si negamos la condicién (4.57), tenemos
z+y=0 A y+2=0,
pero como w € {2, entonces

r=y=0,2>20 N y=2=0,2z>0.
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En la Figura (4.4) se ilustra las condiciones anteriores.

Figura 4.4: Lado izquierdo x =y = 0,2z > 0, lado derecho y = z =0,z > 0.

Con dichas condiciones obtenemos el conjunto
A={(z,0,0) : >0}U{(0,0,2) : z>0}.

El cual se ilustra en la Figura 4.5.

/ y
X
Figura 4.5: Region A.
De esta forma tenemos que el dominio de F' seria equivalente a
Dom(F) =Q — A.

Notemos que el Dom(F’) es el complemento de la region mostrada en la Figura 4.5, lo cual
se muestra en la Figura 4.6.

X

Figura 4.6: Grafica del Dom/(F)

Y como por la Proposicién 3.1, tenemos para i = 1,2,3

Ii F; » Yy = 07
(2.,2)(0,00) i(@,2)

se puede extender el Dom(F') incluyendo al (0,0, 0).
Ademas notemos que

lim Fi(z,y,2) =x,(1 —x,), paraalgun zg >0,
(may7'z)—>(m07070)
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mientras que

lim Fi(x,y,z) =0, para i=2,3.
(xzy’z)*)(x():(lo) ( y ) p

Y de forma similar

lim Fy(x,y,z) = —diyo, para algun yo > 0
(I7yzz)4)(oay070)

mientras que
lim Fi(z,y,z) =0, para i=1,3.
(z,9,2)=(0,50,0) i(@y,2) P ’
Asi también
im F3(x,y,2) = —dazp, para algun zg > 0
(Iyy»Z)H(O»U:ZO)
mientras que
lim Fi(x,y,z) =0, para i=1,2.
L TORELL R P

De donde deducimos que
Dom(F) = Q.

pero la funcién F' también sera redefinida mediante

Flw) , weQ°
(0,0,0) , w=(0,0,0)
(xo(1 —x0),0,0) , w = (x0,0,0) para zy > 0
(0, =d1y0,0) , w=(0,y0,0) para yo > 0
(0,0, —daz9) , w=(0,0,z) para zp >0
(@o(1 — w0), —d1y0,0) , w = (zo,y0,0) para xo,yo >0

(xo(1 —x0),0,—d2z0) , w = (x0,0,20) para xg, 29 > 0

(Oa _d1y07 _dQZO) , W= (07 Yo, ZO) para Yo, 20 >0

De donde podemos notar que Ey = (0,0,0) es una singularidad, y para o = 1 tenemos
que E7 = (1,0,0) también es una singularidad, aparte de la singularidad E. = (x¢, yc, zc)
la cual existe por el Lema 4.1.

En esta seccién mostraremos que bajo una misma combinacién de pardmetros el sistema
(2.11) puede tener soluciones que tienden asintdticamente a E., Ey o E7, para valores ade-
cuados de las condiciones iniciales (z(0),y(0), 2(0)) respectivamente.

La estabilidad de E. ya fue estudiada en las secciones previas, asi como también la esta-
bilidad asintética de Ey v F7 cuando E. no existe. Entonces sélo necesitamos discutir las
posibles trayectorias que tienden a Fy o Fp, asumiendo que el punto de equilibrio interior
E. puede o no existir.

Para analizar la estabilidad de Ey y F; utilizaremos en esencia la técnica de blow-up en

alguna vecindad de Ey y E; respectivamente. La técnica de blow-up consiste en repara-
metrizar el sistema de tal manera que la singularidad pueda ser analizada en el sistema
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reparametrizado sin mayor inconveniente.

Primero empezaremos con las posibles trayectorias que tienden a Ej. Para este fin, intro-
duciremos el siguiente cambio de variables

u=—- A v== (4.58)
es decir (x,y,2) — (u,y,v).

Consideremos

Notamos que
Dom(E) = {(z,y,2) €Q : y,2 # 0} = {(z,y,2) €2 : y,2 >0}

y de (4.58) tenemos que

r=uy N z= g.
v
Entonces existe E~! definida por
E~ N (u,y,v) = (uy Y, g) :
v

Mediante E y E~! podemos estudiar el comportamiento de la singularidad Eq en las coor-
denadas (u,y,v) ya que este serd equivalente en las coordenadas (z,y, ).

Figura 4.7: Cambio de coordenadas de (z,y,2) a (u,y,v).

Ahora veremos como esta reparametrizacion E, afecta al sistema (2.11). Para esto, de las
ecuaciones (4.58) tenemos

Lo ol
W o= T
Y
2y
y oy

reemplazando la primera y segunda ecuacion del sistema (2.11)

1— ) — _
' “l ™) Tty Tty Y y+z

Y Y

cxy T (mlxy ey @yz)
Y

De los cambios de variables (4.58) tenemos que z =uy y z = g, entonces
v

C2YyY
cuyy | gy v
1 ]
uy(l —uy) — y \uy+y y
Vo uyt+y Y
y y
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simplificando tenemos

W = u(l—u)— C1u —u mlu_ o C2
y u—+1 u—+1 ! v+1
u(l ” ) c1u u2m1 CoUu
= — — — —dju —
Y u+1 u+1 ! v+1
= u:t— 1 (1—uy)(u+1)—c1 —umi +di(u+1)]+ ch_ul
= w1 [u+1—u2y—uy—cl —uml—t—dlu—}—dl] + vcj—ul
2
u wy(u+1)  cou
= 1-— —d 1-— d —
wr1 Wz dl+ (1 —atdi) ut1 vt 1
A B
es decir u o
= Au+ B) — u? 2 4.59
u+ 1( ut B)—wy+ v+1 ( )
Ademas, de la segunda ecuacion del sistema (2.11) tenemos
) Yy
miuy
y = —diy - —V
uy +y y+ =
v
_ muy —dy — 2y
ut+1 YT ut
es decir
’ miu c2Yy
= —dy| — . 4.60
Y Y [u +1 1] v+1 ( )

Por otro lado, de la segunda y tercera ecuacion del sistema (2.11) tenemos

, yYz—2y
vo=
z
_ Y2y
z 22
mixy CoyY mayz
— - —doz
_ rTHty y+z Y|lyt=z
z z z

de los cambios de variables (4.58) tenemos z = uy y z = Y entonces
v

Yy
miuyy
—diy - —Y
wry y+ may
Vo= v —v( —d2>
y Y+ 2z
v
miuv CoU may
—div — — —d
<U+1 1v U+1) v y_|_g 2
v



es decir

v’:v[mlu dy — 2 <m2” —dg)]. (4.61)

u+1  v+1 \wv+1

Asi de las ecuaciones (4.59) ,(4.60) y (4.61) tenemos nuestro nuevo sistema

Au+ B co
= - 0) >0
" u( w1 “y+v+1) » ul0)>
, miu c2
= —dy — 0) >0 4.62
y y<u+1 1 U+1) , y(0) > (4.62)
. mlu_d+d_02+m2v (0) > 0
T \wkl P )

donde A=1—(my1—d1)yB=1—c1+ds.
A continuacién haremos el analisis de estabilidad en el sistema (4.62).

4.3.1. Singularidades (puntos criticos)

Para hallar los puntos criticos, lo que hacemos es igualar a cero las ecuaciones del sistema
(4.62). Asi de la segunda ecuacion del sistema (4.62) tenemos

miu (6]
—dy — =0
y(1+u ! 1+v>

miu C2
=0 vV —dy — =0
Y 1+u "T1xw

por lo tanto

es decir
(14 u)(c2 +dp) —myu

miu — (1 4+ u)dy

y=0 V wv=
Si consideramos y = 0, en la primera ecuacion del sistemas (4.62) tenemos
Au+ B
w22 * + @ =0
1+u 1+
_ _+B(+v)
A(l+v)+co

es decir
u=0 V

Ahora considerando y = 0 y u = 0, de la tercera ecuacion del sistema (4.62) tenemos

(&) mov
—dy — — dy) =0
v( Pt v—|—1+ 2)

entonces

_catdy—do

v dg—dl—mg

por lo tanto tenemos los puntos criticos
Eo=(0,0,0) y Ey=(0,0,7) (4.63)

donde
,17 . CQ+d1—d2
Yl —di —ma
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c2 +B(1+4v)

, de la tercera ecuacién del sistema (4.62
Al +v) + e (4.62)

Por otroladosiy =0y u = —

tenemos

C2 + Mmov + (d1 — dg)(l + U)

v=0 V u= .
(do —di +m1)(1 +v) — (ca + mav)
) co+ B(1+v) .
Considerando v = ———— =, y = 0 y v = 0, tenemos el punto critico
Al +v) + e Y Y P
Es = (11,0,0) (4.64)
donde
= _B + CQ)
1 A+cy’
B(1
Por otro lado, si consideramos u = _02—1——(—1—11)7 y = 0 y ademés
Al +v)+ e

ca +mav + (di — d2)(1 + )
(dg —d; + 'ml)(l + U) — (CQ + MQU)

entonces de la igualdad para v tenemos

CQ—i-mzv—i-(dl—dg)(l—l—U) __CQ+B(1+U)
(do —di +m1)(1+v) — (c2 +mav) A(l+v) + e

del producto cruzado tenemos J; = .Jo, donde

J1 = (ca+mav+ (di — da)(1+v)) (A(L +v) + c2)
= A(dy — d2)(1 +v)% + ca(dy — do)(1 +v) + caca + mav) + A(ca + mav) (1 +v)

Jy = [—co— B +v)][(d2 —di +mq)(1+v) — (c2 + maov)]
= —ca(da — di +m1)(1+v) — B(dg — dy +m1)(1 +v)? + ca(ca + mav) + B(cz + mav)(1 +v)

Ahora simplificaremos J; — Jo = 0, es decir

(14 v)?[A(dy — d2) + B(da — d1 +m1)] + (14 v) [ec2(d1 — d2) + A(ca + mav)

+ca(de — dy +my) — B(ea + mav)] = 0

(1+v)?[A(dy — da) + B(dg — dy +m1)] + (1 +v) [(ca + mav)(A — B) + comq] = 0
(14 v)2[(d1 — d2)(A — B) + Bm1)] + (1 + v) [(c2 + mav)(A — B) + comy] = 0

(14 v)2[(dy — d2)(A — B) + Bmi)] + (1 + v) [e2(A — B) + ma(A — B)v + comy] = 0

sumamos y restamos ms(A — B) convenientemente

(14 v)?[(d1 — d2)(A — B) + Bmq)] + (1 +v) [c2(A — B) + ma(A — B)v
+m2(A — B) — mQ(A — B) + Cle] =0

(14+v)2[(d1 — d2)(A — B) + Bm1)] + (1 + v) [ca(A — B) + ma(A — B)(v+1)

—mQ(A — B) + Cle] =0

(1+v)?[(d1 — d2)(A— B) + Bmy +ma(A— B)] + (1 +v) [c2(A — B)
—TTLQ(A — B) + Cle] =0
(1+’U)2 [(dl *dQerQ)(A*B) +Bm1] + (1+’U) [(CQ *mz)(A*B)JrCle] = 0
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de donde tenemos
(1+0)*[(di — do +m2)(A = B) + Bmi] = (1 +0) [(m2 — ¢2)(A = B) — cam]
como v > 0 entonces 1 + v > 0, por lo tanto
(14 v)[(d1 — da +ma)(A— B)+ Bmy] = (ma — c2)(A — B) — camy

(mg — CQ)(A — B) — CoMq
(d1 —dy + mg)(A — B) + Bmy

1+v=
despejando v tenemos

v — (mQ—Cg)(A—B)—Cle 1

(d1 —do + mg)(A — B) + Bmy

(mg —c2)(A— B) —camq — (dy — da +m2)(A— B) — Bmy
(dy — da +mg)(A — B)+ Bmy

(mg —cg —dy +d2 —m2)(A— B) —mji(ca + B)
(d1 —do +m2)(A — B) + Bmy

es decir
(dQ —Cy — dl)(A — B) — ml(CQ + B)

(dl — dy +m2)(A — B) + Bmg

Por otro lado si reemplazando 1 4+ v en u tenemos

2+ B(1+v)
“ A +v) + e
(mg —c2)(A — B) — comy
_ _62+B[(dl—d2+m2)(A—B)+Bm1]
(m2 — CQ)(A — B) — Co2M
A [(oz1 —dy + m2)(A— B) +Bm1] te
_ [(dl —dy + mg)(A — B) + Bml] + B [(mg — CQ)(A — B) — CQTRﬂ
N A [(m2 — CQ)(A — B) — Cgml] + o [(dl —do + m2)(A — B) + Bml]
_ (A — B) [B(mg — c2) + ca(d1 — dg + m2)]
N (A — B)[(mg — ca)A + ca(dy — do + ma)] — Beamy — Acamy
(A= B)[B(m2 —c2) + ca(d1 — da + m2)]
(A — B) [A(m2 — 02) + Cg(dl —dy + mg) — Cgml]
es decir

Cg(dg — d1 — mg) — B(mg — CQ)
A(m2 — 02) + CQ(dl —do + mg — ml)'

Asi tenemos el punto critico

Es = (1,0, ) (4.65)
donde
a2 _ C2(d2 — d1 — mz) — B(m2 — 62)
A(mQ — 62) + CQ(dl —do + mg — ml)
y
52 _ (dQ —Cy — dl)(A — B) — ml(CQ + B)

(d1 —dy + m2>(A — B) + Bm;
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Resumiendo lo anterior, de las ecuaciones (4.63), (4.64) y (4.65) para
AZl—(ml—dl) y B:1—61+d1
tenemos los siguientes puntos criticos

EO = (07 07 0)
El = (050551)

Ey = (u1,0,0)

E3 - (a270752)
con

5 c2 +dy —do

= dg—dl — My
- B+ co
u — —_

! A+co
62 _ Cg(dg — dl — mg) — B(TTL2 — CQ)

A(mg — ¢3) + ca(dy — da +mg —my)

5 = (d?*CQ*dl)(A*B)*ml(CQ‘I’B)

(di — da +mg)(A — B)+ Bmy

Notamos que todas las singularidades estan en el plano uwv tal y como se muestra en la
Figura 4.8.

Figura 4.8: Singularidades en las coordenadas (u,y,v).

Del efecto domino de una cadena de alimenticia simple, es facil de ver que

(u(t), y(t),v(t)) — Eo como t — oo si y solo si (x(t),y(t), z(t)) = (0,0,0) y z(t) — 0 mas rapido que
y(t) = 0, y(t) — 0 mas rapido que z(t) — 0.

(u(t),y(t), v(t)) — By siy solo si (z(t), y(t), 2(t)) = (0,0,0) y z(t) — 0 mas rapido que

y(t) = 0,2(t) = 0 en una tasa finita como y(t) — 0.

(u(t), y(t),v(t)) — Es si y solo si (z(t),y(t), z(t)) = (0,0,0) y y(t) — 0 mas rapido que

z(t), z(t) — 0 en una tasa finita como y(t) — 0.

(u(t),y(t), v(t)) — Essiy solo siy(t) = 0y z(t) = 0, 2(t) = 0 en una tasa finita como y(t) — 0.
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4.3.2. Matriz Jacobiana

Para hacer el analisis de estabilidad de los puntos criticos, necesitamos calcular la matriz

Jacobiana del sistema (4.62), para ello consideremos las siguientes funciones

U CoU

G = A+ B] —u?

l(uvyuv) u+1[u + ] uy+v+1
miu 2y

G = —di| —

2(,,v) y[u—i—l 1} vt 1
miu Co + mav

G = —d do —

3wy, 0) ”[uﬂ phde ==

0 0 0
—Gl(u,y,v) 7G1(U,y,v) 7G1(U,y,’0)

ou oy v
0 0 0
J(ua y?“) = %GQ(U,Z/,U) %GQ(U,y,U) %GQ(U,y,U)

0 0 0
7G3(U,y,’U) —Gg(u,y,v) 7G3(U,y,7))

ou oy ov

Derivando G, definido por la ecuacion (4.66), con respecto a u tenemos

3} Au(2+u)+ B 2
—G — —9
§q 1 (1 9:v) (tw? Tiqo W
denotemos como L1 1 = 8—G1(u, y,v), es decir
U
Au(24+u)+ B c
L171 = ( ) + 2 — 2uy

Derivando G, definido por la ecuacion (4.66), con respecto a y tenemos

9 2
%Glmj’ayav) =-u

denotemos como Lj o = 8—G1(u, y,v), es decir
Y

L172 = —u2.

Derivando G1, definido por la ecuacion (4.66), con respecto a v tenemos

0 Coll
iV - _
v l(ua y?“) (1 + ’U)2
0 .
denotemos como L; 3 = 8—G1(u,y, v), es decir
v
Ccou
Lig=-——2
BT 4 0)2

(4.66)

(4.67)

(4.68)

(4.69)

(4.70)

(4.71)

Por otro lado, derivando G, definido por la ecuacion (4.84), con respecto a u tenemos

m1y

0
—Ga(u,y,v) = A+u)?

ou
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denotemos como Ly = —Ga(u,y,v), es decir

ou
miy
Loy = —2Y
1T (14 u)?
Derivando Gy, definido por la ecuaciéon (4.84), con respecto a y tenemos

0 miu Co
7G IR = - -
dy 2(u,y, ) 1+u YT 4w

denotemos como Ly o = 8—G2(u, y,v), es decir
Y

miu C2

I T

Derivando Gg, definido por la ecuacion (4.84), con respecto a v tenemos

C2y

0
—Ga(u,y,v) = A+0)

Ov

denotemos como Ly 3 = a—Gg(u, y,v), es decir
v

2y
Log=——"2—_.
23 (14 v)?

(4.72)

(4.73)

(4.74)

Asi también, derivando G, definido por la ecuaciéon (4.68), con respecto a u tenemos

miv

0
—G3(u,y,v) = A+u?

ou

denotemos como L3 = —G3(u,y,v), es decir

ou

miv
(14 u)?

Derivando Gj3, definido por la ecuaciéon (4.68), con respecto a y tenemos

L1 =

;/Gi%(ua Y, U) =0

denotemos como L3 = —G3(u,y,v), es decir

dy
L3,2 =0.

Derivando Gj3, definido por la ecuacion (4.68), con respecto a v tenemos

0 miu (c2 + 2vma) (v + 1) — (cav + mov?)
—G3(u,y,v) = —d; +dy —
ov 3(14,9,v) 1+u e (14 v)?
denotemos como a—Gg(u, y,v), es decir
v
miu ca + 2mav + vimy
L33 = —dy+dy —
33= 11 4 1+ d2 1+ 07

Asi de las ecuaciones del (4.69) al (4.77) tenemos nuestra matriz Jacobiana

Ly, Lis L3 Ly, Lis L3
J(u,y,v) = | La; Lo o Loz | = | Loa Lo Lo
L3y  L3p L33 L3 0 L33

(4.75)

(4.76)

(4.77)



4.3.3. Estabilidad de las singularidades

Ahora analizaremos la estabilidad de los puntos criticos EQ, E’l, Eg y Eg, esto lo haremos
reemplazando cada punto critico en el la matriz Jacobiana y utilizaremos el método de la
posicién de las raices.

Para el punto critico Ey = (0,0,0) tenemos

B+ 0 0
J(O, 0, 0) = 0 —d1 — C9 0 = LO
0 0 —dy — co + ds

De lo cual obtenemos los siguientes autovalores

A = B+
AQ = —d1 — C9
Az = —di—catdy

Si consideramos 1+d; +co < c1y do—dy < ca entonces todos los autovalores de L tienen
parte real negativa y por lo tanto el punto critico Ey es asintéticamente estable.

Ahora analizaremos la estabilidad Para el punto E; = (0,0,7;), de la matriz Jacobiana
tenemos

- CQ -

+ = 0 0

1+

C2
J(u, 5 v)|(0,05) = 0 T o ’
~ 51 (62 — THQ)
| ’ GRS
De lo cual obtenemos los siguientes autovalores
C2

A = B —

! + 14w

C2

Ay = —di — —

2 ! 141

_ U1(ca — ma)
A3 = =
(Ul + 1)
Para que A\; < 0, se debe cumplir
C2

1+d — < ¢j. 4.78

tdit e <a (4.78)

También notamos que Ao < 0, y para que A3 < 0 es necesario que cg < ma.

Reemplazando v7 en la ecuacion (4.78) tenemos

c2
co+di —da
do — di — ma

14+dy +

<C
1+
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es decir

1+d+

ca(dy — dy —ma)

C2 — M2

< C

y ademéas como 07 > 0, entonces se cumple que co < dy — dp < mao.

Asi tenemos que si se cumple 14+ d; +

co(dy — dy — ma)

C2 — M2

el punto critico E4 es asintoticamente estable.

<1y ey < do—d; < mo entonces

Ahora analizaremos la estabilidad Para el punto Eg = (1,0,0), de la matriz Jacobiana

tenemos
i AU1(2+’[71)+B ~9 ~ T
TR 4 2
~ mlﬁl
J(u1,0,0) = 0 —d; — — 0
(w1 ) 1—C2+ 1+
mlﬂl
0 0 do —dy — —
i 2 1—C+ T+ .
—(B
Donde u; = M, asi tenemos
A+ C2
Cg(ﬂl + 1) = — (B + Aﬂl)
es decir
—(B+ Auy) —B— Buy — Auj — Ay
o = ——= = —
? uy + 1 (1+a)?
entonces J(u1,0,0) toma la siguiente forma
[ (A-B)u ~2 ~ |
L+ ) “ e
~ mlﬂl
J(1u1,0,0) = 0 —dy — — 0
(w1 ) 1—C2+ 1+
mlfll
0 0 do — dj — —
i 2 1—C+ T+a; |
De lo cual obtenemos los siguientes autovalores
(A—B)u
A= ey
(1 + ul)
m1ﬁ1
Ay = —di — —
2 1—C2+ 1+
miu
A3 = dog—dy — e~
3 2 1—C+ 1+

Para que A\; < 0, se debe cumplir que A — B = ¢; — mq < 0, es decir

Para que Ay < 0, se debe cumplir que

cp < mjy.

mlﬂl

< dy + co.

1+wu
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Para que A3 < 0, se debe cumplir que

mlﬂl

— 4+ dy < dy + co.
De donde notamos que

mlﬁl mlﬂl
— — +dy <d
1+ 1—|—u1+ 2 1+ ¢

es decir si A3 < 0, entonces Ay < 0.

Ademéas como u; > 0 entonces se debe cumplir que (B + ¢2)(A + ¢2) < 0.

miu
! ~1 + dy < dq 4 co tenemos
+ U1

Por otro lado, reemplazando % en la condicién

+dy < dy+ ey

1
<011d162>
my
1—my+di+c
14 ca—1—di — ¢
1—mi+d;+co

<1—61+d1+62>

1—mi+di+co

1_(1—01+d1+02>
1—mi+di+c

—ml(l —ca+d + 62)
il —nmy

+dy < dy+co

<di+co—ds

—mi(1 —c1 +di +c2) > (c1 —my)(di + c2 — da)
—m1(1 —c1+d; —1—62) +m1(d1 + co — dz) > Cl(dl + co — dg)
—ml(l —c1 + dz) > (dl +co — dg)

mi(1+da —c1) < ci(da — e —dp)
Ademas como (B + c2)(A 4+ ¢2) < 0, reemplazando A y B tenemos
(I4+di+ca—c1)l+di+ca—my) <0
y como c¢; < mjy concluimos que
c1 <1l+di+co <my.
Entonces si se cumple m1(1+da —c1) < e1(d2 —c2 —di) y ¢1 < 1+dp +c2 < my entonces

el punto critico Fo es asintéticamente estable.

Y por ultimo analizaremos la estabilidad Para el punto Eg = (u9,0,72), de la matriz
Jacobiana tenemos

[ Aug(2+u2)+ B L _a —Caly
(14’1?2)2 1+52 2 (1+52)2
TTI,11~LQ Co
0 —di — — — — 0
! €2 + ]. =+ U9 ]. + (%)
maTa(1 + )2 0 By —dy 4 T2 C2 Tt mata(2 b D)
i . ? SRR R (1+ 02)2
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Debido a la forma compleja que tiene la matriz Jacobiana, el analisis de estabilidad de este
punto critico es demasiado complicado por lo que no se realizara.

El siguiente resultado provee otro conjunto de condiciones para que el origen sea un atractor

d
local. Notemos que el resultado es una mejora del Teorema 4.2 cuando m; < Cl(l+1@)
c1 —
en adiciéon de las condiciones que no excluyen la existencia de E..
Proposicion 4.7 Si se cumplen las siguientes condiciones
s >14+d+c
d
I c1(dy + ¢2)
C1 — 1
35(0) Cl—(1+d1+02) .
] S = Uup
y(O) 14+di +co—m
entonces
lim (z(2), y(t), 2(t)) = (0,0,0).
t—o0
Demostracion. Primero veremos que lim z(t) = 0.
t—o0
t
Como u(t) = &, entonces
y(t)
/ ' (t)y(t) —y'(t)x(t)
u (t) = B)
y2(t)
reemplazando la primera y segunda ecuacion del sistema (2.11)
g (o =y ATV (Y g oy
/ T +y T+y y+=z
u'(t) = 5
Yy
como z(t) = u(t)y(t) tenemos
cruy® myuy® C2yz
y (wy(l —uy) — —uy —diy —
/ uy +y uy +y ytz
w(t) = 5
Yy
u(l—uy)(u+1) —cu m_ coz
pu— —_ u —_— p—
u+1 u+1 y+z
1—uy)(u+1)—c m c2% & &
:u<( y)( ) 1 1+d1+2+292y>
u—+1 u+1 y+z y+z y+z
c1 +mu c2y
= ul(l—-2 +di+c2—
(( ) +1 e Y+ >
_ ut+l—c—mu+(di+ec)(ut+l) oy
N u+1 Y+ z
Es decir
14+d — —(c1—(1+d
u’(t):u<u( +tditco—m)—(a-Q1Q+di+ec)) 02y> (4.79)
u+1 y+z
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De las hipétesis de nuestra proposicién tenemos

ug(l+dy+c2 —my) =c1 — (1 +di +c2)

reemplazando en la ecuacion (4.79) tenemos

u(l+dy +co—my) —up(l+dy + co —my) coy
w(t) u[ ( L+1 Y+ z
es decir
"(t) = 1+di +co— Yzuo) oY 4.80
u() u|:( 1 C2 m1)<u 1 X y > ( )

para t > 0, si u(0) < ug entonces u(t) < ug (ver demostracion del Teorema 4.2) luego de
la ecuacion (4.80) se tiene

w@pﬂ{u+m+@—mg<“@_w>—m@—@“$]gﬂ@m@)

asi tenemos

d(lnu(s)) < —x(s)ds

A&me<_éb@%

t
u(t) < u(0)exp {—/ x(s)ds}
0
el resto se sigue del argumento de la demostraciéon del Teorema 4.3, lo cual nos lleva a

lim z(t) = 0.

t—o00

Debido al efecto dominé, de la cadena alimenticia simple, tenemos que
Ii t) = 1 t) =0.
Mgy =0y Jligs0=0

Asi termina nuestra demostracion [ |

Proposicion 4.8 Si mg > do y my < min {1+ dy,d; + co — dao} entonces hay soluciones
de sistema (2.11) que tienden a Ey = (1,0,0) cuando t — oo.

Demostracion.
De la primera ecuacion del sistema (4.62) tenemos
u(Au + B)

U
/t — o\ =7 2
w(t) 14w uy+v+1

2 Au+B+ Co B
B u(l+u)  u(l+4wo) Y

Consideremos
_ Au+B Co

~u(l+w) +u(1—|—v)

por lo tanto nuestra ecuaciéon queda expresa de la siguiente manera

K(u,v)

u(t) = uw(K(u,v)—y) = Hi(u,y,v) , u(0)>0 (4.81)
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De la segunda ecuacion del sistema (4.62) tenemos

miu C

1+u 1+wv
miu Co
1 +v

mi Cc2
—mi+my —dy — >

(o5
-
- o

=Y

IS

=Y

mi C2
d+ —
u+1—|—m1 1 v+1>

1—|—v)—62 mi
Yy

U—I—l u—l—l

v+1 u—+1

y<(m1—d1)v+m1—d1—62 mi )

Denotemos como
Lh=mi—di y lo=mi—d—c

entonces

liv+1s mq
! = - = H 4.82
v = (M- ) = Bl L u©>0 48

De la tercera ecuacion del sistema (4.62) tenemos

V() = U(mlu _d1+d2_mgv+@>

1+ u 1+wv

T + d+dy = T2V
= v -m mi — -—

l+u 0T R2m 2

mq (my —dy + d2)(1 +v) — mav — o
= v j— _|_

1+u 1+wv
— W ( —d1+d2—m2)v+m1—d1+d2—02_ mq
- 1+ 14+u

Denotemos como
qu=mi1—di+da—m2 y q=mi—d+dy—c

as{ tenemos que

Qv+ q2 my
"t) = - = H: 4.
v = o (L) S ) o020 (48
Entonces, de las ecuaciones (4.83), (4.82) y (4.81) podemos escribir el sistema (4.62) como
U/(t) = UQ(K(uv 1)) - y) = Hl(u7 Y, /U) ) ’LL(O) >0
liv+1s mq
/ — _ = H
y'(t) y( — ] u+1> 2(u,y,v) , y(0)>0 (4.84)
V() = v Nvte M = Hs(u,y,v) v(0) >0
v+1 u+1 T ’
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Recordemos que A =1 —mq + d; y de las hipotesis de nuestra proposicion tenemos

mq <H1fn{1+d17d1+62—d2}§ 1+ d;

entonces
0<l+di—m=A
es decir
A>0.
Ademas

my < min{l+dy,dy +c2 —da2} < dy +c2 —da

entonces my — d; + da — co < 0, es decir g2 < 0, por lo tanto
A>0> qo.
Por otro lado, notemos que
@2=m1—dy—catdeg>m1—di—ca=12
entonces go > l9, asi tenemos
A>0>q2 > .

Por lo tanto existe vg > 0 tal que

Hy(u,y,v) <0y Hz(u,y,v) <0 Y(u,y,v) € [0,00) x [0,00) X [0, vp].
Sea ug = méx {—%, O} > 0. Entonces para ug y vg definimos el conjunto

A= {(u,y,v) €RY | u€ [ug,o0), ve[0,v0), y € [0, K (ug,v0)]}

tenemos que

Hi(u,y,v) >0, Ho(u,y,v) <0 y Hsz(u,y,v) <0 VY(u,y,v) €A
es decir Hy es creciente, mientras que Ho vy Hs son decrecientes en A. Luego

lim (u(t),y(t),v(t)) = (c0,0,0).

t—o00

Asi para (u(0),v(0),y(0)) € A, esto es

u(0) >ug — x(0) > y(0)ug

le 1i = lim —= =
se cumple lim u(t) Jim "0 00

Entonces para 0 < € < ¢ existe t* > 0 tal que

cp—e x(t)

< —= Vt>t*
2 y(t)
Notemos que, si
t
a2, _a
S0 )
y(t)
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es decir, para 0 < € < ¢; existe t* > 0 tal que

Cc
> e Vit

t)
L+ 20

2.11) tenemos

8
—~

<
~~

Asi de la primera ecuaciéon del sistema

P(t) ==z (1 —z— xc_li_yy> >x(t)(1—e—x(t) VE>t*

y por argumentos similares a la prueba del Teorema 4.1 tenemos

lim z(t) = 1.
t—o0
Asi termina la demostracién de nuestra proposicion. =

Para obtener resultados adicionales sobre las condiciones para la existencia de trayectorias
del sistema de ecuaciones (2.11) que tienden a E; = (1,0,0) cuando ¢t — o0, Sea v = Y
z

y considerando la transformacion (x,y, z) — (x,y,v).

Es decir y
T(x,y,z) = ($,y, ;) = (U, y?”)'

Notamos que

Dom(T) ={(z,y,2) €Q : 2#0} ={(z,y,2) €Q : 2> 0}

Y
y como v = —, entonces
z

SEIES

Entonces existe T~! definida por
_ Y
T 1($’ y? v) = (‘/177 y? ;) N

Mediante 7'y T~ podemos estudiar el comportamiento de la singularidad F; en las coor-
denadas (z,y,v) ya que este sera equivalente en las coordenadas (z,y, ).

Ahora veamos como este cambio de coordenadas afecta al sistema (2.11), del cual tenemos

c1Ty
"t) = l1—2x) — = Ni(zx,y, , 0)>0
z'(t) z(1 —z) Tty 1(z,y,v) , z(0)
mix Co
"t) = —dy — = N 0)>0
v = (M - 20) = MG . 0)
Yy
y como v = —, entonces
z
, Yz—2y
o =22 2d

22

considerando la segunda y tercera ecuacion del sistema (2.11) tenemos

(mlx p c ) (mgyz p >
z —dy — - —dyz
;o Y T+y g Y y+z 2

22

mix ()] moy
= v —dy — - —dy
r+y v+1 Y+ z
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Ademas, notemos que y = vz entonces
mix c movz
’U, = ! — d1 — 2 — 2 — d2
T +y v+1 vz +z

U/:U mlx—dl— (&) _ m2v*d2
T+y v+41 v+1

mix C2 mav
= —di — — —d = Hjs(x,y, , 0)>0
v v [x—!—y 1 < 2)} 3(z,y,v) v(0)

Es decir

Entonces las ecuaciones del sistema (2.11) se convierten en el siguiente sistema

() = z(1-2)— ;1;;”3; = Ni(z,y,v) , 2(0)>0
mix Co

y'(t) y<x+y 1 v+1> oz, y,v) , y(0) > (4.85)
mix Ca Mav

v UL‘H/ Yot (1;4_1 2)} 3(z,y,v) , v(0) >

A continuacion hallaremos los puntos criticos del sistema de ecuaciones (4.85).

De la primera ecuacion del sistema (4.85) tenemos
mix Co .
T+y 7 +1

y=0V

si y = 0, de la primera ecuacion del sistema (4.85) tenemos

z(l—x)=0

entonces
r=0 V zxz=1

consideremos que y = 0y x = 1, entonces de la tercera ecuacion del sistema (4.85) tenemos

Co + mov

do =0
1 + d2

v=0 V mj—di—
c2 + mov

+ dy = 0, entonces
v+1

Notemos que si mq — dy —

C2 + mav (4.86)

mi1 —dy+do = o1

(m1 —di + dQ)(’U + 1) = c2 + MoV

Cg—ml-l-dl—dg
. 4.87
m1 —dy +dy —ma ( )

v =

Por lo tanto, tenemos los siguientes puntos criticos
Eip=(1,0,0) y Ea =(1,0,9)
donde

02—m1+d1—d2
m1 —dy + doy —my

V=
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Notamos que los las singularidades E1g y Fop estan en plano zwv, tal y como muestra la
Figura 4.9.

/ y
X

Figura 4.9: Singularidades en las coordenadas (z,y,v).

Ahora analizaremos la estabilidad para los puntos de equilibrio E1g v Eo. Para ello cal-
cularemos la matriz Jacobiana

0 0 0
fN1<’U,,y,’U) 7N1(uayav) 7N1(uayvv)

Ox y v
0 0 0
J(xayav) = %NQ(uayvv) 87yN2(u7 Y, U) %NQ(U,Z/,U)
0 0 0
i %N:;(U,y,v) @Ni’)(ua Y, U) %N?)(uayav) ]
Derivando Ny, definido por la primera ecuacion del sistema (4.85), con respecto a x tenemos
0 c1y?
N- =1-2x— ———
O 1(u,y,v) €T ($+y)2
denotemos como H; 1 = a—Nl (x,y,v), es decir
z
Hij=1-2 1y’ (4.88)
=1-2z— ————. i
H (z +y)?

Derivando N7, definido por la primera ecuacion del sistema (4.85), con respecto a y tenemos

61$2

0
—Ni(u,y,v) = —m

Jy

denotemos como Hj o = —Ni(z,y,v), es decir

Jy

2
a1y

Hig=——td
e (z +y)?

(4.89)
Derivando N7, definido por la primera ecuacion del sistema (4.85), con respecto a v tenemos

0
=N =
v 1(“7 Y, 1}) 0

denotemos como Hp 3 = 0, es decir
Hy3=0. (4.90)

Derivando Ny, definido por la segunda ecuacion del sistema (4.85), con respecto a x tenemos

2
m1y

0
——No(u,y,v) = m

ox
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denotemos como Hy 1 = 8—Ng(aj,y, v), es decir
z

2

miy
Hyj=—7 . 4.91
2 (z +y)? (4.99)

Derivando Ny, definido por la segunda ecuacion del sistema (4.85), con respecto a y tenemos

0 m1m2 c2
—No(u,y,v) = ——n —di —
dy 2(t:3,0) @+y? T v+l
denotemos como Ha o = a—Ng(x,y,v), es decir
Y
Hyp— M (4.92)
2T @4y)? vt '

Derivando Ny, definido por la segunda ecuacion del sistema (4.85), con respecto a v tenemos

C2Y

0
—No(u,y,v) = wr12

ov

denotemos como Hy 3 = —Na(z,y,v), es decir

ov

C2yY
Hy3=—"—. 4.
2,3 CESIE (4.93)

Derivando N3, definido por la tercera ecuacion del sistema (4.85), con respecto a x tenemos

miyv

0
—N3(u,y,v) = (@ +9)?

ox

denotemos como Hsz; = — N3(x,y,v), es decir
x

0

miYyv
Hiyqp = —277 4.94
M (@ y)? (4.94)

Derivando Nj, definido por la tercera ecuacion del sistema (4.85), con respecto a y tenemos

0 m1Tv
ZN. -
8y 3(“7 Y, U) (.’L’ + y)g

denotemos como H3z o = —N3(z,y,v), es decir

Jy

mi1Tv
H3g=——""_. 4.95
2 (z +y)? (4.95)

Derivando N3, definido por la tercera ecuacion del sistema (4.85), con respecto a v tenemos

0 mix ¢y + mav? + 2mov
—N3(u,y,v) = —dy — +d
v 3(,4,v) r+y (v+1)2 2
denotemos como H3 3 = a—Ng(ac,y,v), es decir
v
mix co + mov? 4 2mav
Hss3 = —dy — + ds. 4.96
B rry (v+1)2 2 (4.96)

95



Hyy Hip Hi3 Hyy  Hip 0
J(u,y,v)=| Han  Hop  Haz | = | Hay  Hoo  Hag
Hsy  Hzs  Hsgz Hsy  Hzp  Higz

Ahora analizaremos la estabilidad de los puntos criticos F1g v Eag, esto lo haremos re-
emplazando cada punto critico en el la matriz Jacobiana y utilizaremos el método de la
posicién de las raices.

Para el punto critico E19 = (1,0,0) tenemos

-1 —C1 0
J(1,0,0)=1] 0 mp —d; — ¢ 0 = Hj
0 0 my1 —dy — ¢z +da
De lo cual obtenemos los siguientes autovalores
A= —1
A = myp—di —co
A3 = mp—dy —ca+ds

Si consideramos my —dy —co < 0y m1 —dj —ca +ds < 0 entonces todos los autovalores de
Hj tienen parte real negativa y por lo tanto el punto critico Fg es asintéticamente estable.

Ahora analizaremos la estabilidad Para el punto Eoy = (1,0,v), de la matriz Jacobiana

tenemos

[ —1 —c1 0 T
C2
0 —mi —d; — = 0
Ja0m) = e
~ Cco + m252 + 2mav
0 - —dy +dy — -
I miv mq 1+ ds @+ 1)2 |
notemos que v satisface la ecuacion (4.86), es decir
co + Mot
—di+dy = ——
my — di + d2 1
luego tenemos
[ -1 —c1 0 T
C2
0 —mi —d] — = 0
‘](1,0,?)\) == v+ 1
0 S (CQ + mgi}\) (64— 1) - (62 + 77’L2§1\2 + ng’/U\)
! ' @+ 1)2 ]

simplificando términos tenemos
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[ —1 —C1 0 i
C2
0 —mi — d1 — = 0
Japm) = D+1
~ (02 - MQ)@\
0 - TN N9
i e @+1)? |
De lo cual obtenemos los siguientes autovalores
A= =1
C2
Ay = —d — =
2 m Lol

(62 — TTLQ)@\

A —
’ @+ 1)2

notemos que v satisface la ecuacion (4.87), es decir

02—m1+d1—d2

U=
my —dy + dy — mo

. . c2
si consideramos cg < mo vy mp < d; + ———, entonces
v

+1
o —mi+di —do

>0
my —dj + da — mao

U=

y ademas se cumple

Co — 1My

v+1=
mq — di + dg — mo

c
asi de myp < di + Aiz, tenemos
v+1

CQ(ml —dy +dy — mg)
C2 — M2

my < dy +

ml(CQ — m2) > dl(CQ — mz) + 02(m1 —di +dy — mg)
Cg(mg — dg) > mQ(ml — dl)
Por lo tanto el punto critico Eog es asintéticamente estable si y sélo si

(MQ — dg)CQ > (m1 — dl)mg y Co < Ma.

En el siguiente teorema resumiremos algunos de los resultados mas importantes sobre la
estabilidad de Ey y F; vistos en esta seccién.

Teorema 4.5 Si al menos una de las siguientes cuatro condiciones se mantiene
ml4+di+ca<cydes—di <cy

Cg(mz +dy — dz)
mo — C9

m 1+d+ <cpyeo<ds—dy <mg

= my >1+di+co>c, m1(1+d2—61)<61(d2—62—d1)

c1(di + ¢2)

s >1+di+epym <
01—1
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Entonces hay soluciones positivas que tienden al origen i.e.
lim (x(t),y(t), 2(t)) = Eo = (0,0,0).
t—o0
Si al menos una de las siguientes tres condiciones se mantienen
m my+do < dj+ co
u (m2 — dQ)CQ > (m1 — dl)mg Y ca < M2
Mo >dy Yy m1<min{1+d1,d1—|—02—d2}.
Entonces hay soluciones positivas tendiendo al estado libre de depredadores i.e.

T ((8), (1), 2()) = B = (1,0,0).

Una pregunta natural, serfa si jel sistema (2.11) admite escenarios tri-estables?. Una ana-
lisis cuidadoso de las condiciones que aseguran el comportamiento atractor de Ey, Ey y
E, sugiere que puede ser compatible la existencia de escenarios tri-estables para algin
conjunto de pardmetros. Fsta posibilidad es estudiada por el siguiente teorema

Teorema 4.6 Simo >do, c1 >14+di+co ¥y

(dl M)
ma <m1<min{1+d1702d2+d1,<d1+02(m2_d2)> 1 }7

2

mo — d mo cp—1

dy + co <2 2>
mo

entonces el sistema (2.11)tiene al menos tres atractores
Ey = (07070)7 b = (17070) y E.= (xc’ywzc)-
Demostracion. Como ¢; > 1+ d; + ¢ > 1, entonces

c1>cp—1>0
C1

>1
01—1

luego

(4.97)

entonces

d1+62(m2—d2)>< c1 >
mo 01—1

d1m2+02(m2—d2)>< o )

(
(=) (o
(
(

(d1 + c2)ma — cada c1
mo CcC1 — 1
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Asi las hipotesis de nuestro teorema satisfacen las hipdtesis de la Proposicion 4.7 v la
Proposicion 4.8 por lo tanto Ey y Fp son atractores. Ahora solo nos resta probar que E.
existe y es asintéticamente estable.
Como my > da, se cumple

my — da

mo>mo—do >0 — 1>—-—->0
m2

2
mo — da mo — da
P — > -
ma mo
entonces

—d 2(msy — d —dy\? [ E(my—d
<m2 2) (02(m2 2) +d102) > (m2 2) <c2(m2 2) +d162>
mo meo mo ma

—dy\? —d —dy\? —ds\?

c% <m2 2> + dico <m2 2> > djcy (m2 2> + c% <m2 2)
mo ma m2 ma
—dy\? —d —d —dy\? —dy\?
Cg <m2 2> —|—2d102 <m2 2) > dlcz <m2 2>—|—d162 <m2 2> —1—03 <m2 2)
mo mo mao ma ma

9 (Mo —do 2 mg — dy 9 9 mg — dy mg — dy 2 9 (Mo —do
| — | F2dico | —— | +dy > di+dico | ——— |+dicg | ———— ) 45 | ——
Mo m m m

asi tenemos

ma 2

me —do\ \? ma — da my — dy\*
(aver (5 2)) > (wvee(252)) (e (%)

es decir

2
(e (™2,%))
ma >¢+@(m—@> (4.98)

—do\ 2
¢+@<mzﬁ

m2

y por hipétesis de nuestro teorema tenemos

2
R erw)
m2 >di + ¢ (mQ_d2>

my > 1 ) .

Mo —

di + e (22
mo

de donde notamos que
mﬂfb —~ > L (4.99)
dy + co <2 2>
ma
A

Por otro lado, de las hipétesis de nuestro teorema tenemos

—d
mq <min{1+d1762_d2+d1’(d1+62(m2 2)) c1 }
ma c1—1

—d
my < <d1 + co <m2 2)) ‘
mso cp—1
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y por la relacion (4.97) tenemos

—d —d
my < <d1+02 <m2m2 2)) clci 1 < <d1 + co (m2m2 2>> <clci 1)

entonces

por lo tanto

asi tenemos
O<A(Cl—1)<01

A01—01<A
Cl(A—1)<A
es decir
O0<ec <i
T>a- 1

Luego por el Lemma 4.1 existe E.. Para que F, sea asint6ticamente estable tenemos que
verificar que my1 <0y mao2 < 0.

De la relacion (4.98) tenemos

m1 C1

<
mg — d -1
di + co <2 2) “
m2
A
y de la relacion (4.99) tenemos
I1<A< =
Cc1 — 1

y como c1 > 1+ dy + ca > 1 entonces por Proposicion 4.2 mq 1 < 0.

vamos a probar que

—d\2
<d1+62m2 2>

m2
3 <mip = m22< 0.
mo — d
(dl + ¢ <22> )
ma
luego de
mo — dg 2
di + co—
ma
< mi
mo — dg 2
di + c2 <>
ma
tenemos

1 A —dy\”
(dﬁ@"M) <di 4o (m22>
mq mo ma
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1 —dy\? —d —d
— (d1 + 6277712 2) <dji+co (m2 2)(27712 2)
mo m2

1 —dy\? —dy) —d —d
— <d1 + 02m22> <di + coma(mg — da) — dacz(mg — dy)
2

mq m m%

1 —dy\? d —d —d
1 <d1 L 2) n 202(m22 2) cdite®
mq mo ms mo

oz

1 mo — d. d mo — d

<d1 + ¢y 2 2) + 2 <dy+c 2 2
my msa

g(c2)

y como g(cz) > 0 entonces por la Proposicion 4.4 tenemos que mg 2 < 0.

por lo tanto el punto E. es localmente y asint6ticamente estable. =
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Capitulo 5

Simulaciones

En muchos libros sobre ecuaciones diferenciales se encontrara explicaciones amplias acerca
de varios métodos para obtener explicitamente soluciones a los problemas de valor ini-
cial de primer orden. Pero en la practica, pocos de los problemas que se presentan en el
estudio de los fenémenos fisicos, quimicos y biolégicos pueden resolverse con exactitud.

Por consiguiente utilizaremos un método numérico para aproximar la solucién de nuestro
sistema,

2t = z(l-z)— ;fyy , 2(0)>0
Y0 = T mdw- 2 y(0)>0
J(t) = ’Z”iyz —dyz . 2(0)>0
Para el cual tenemos
Fi(z,y,2) = z(1—2x)— ;fyy
Fy(z,y,2z) = :;Lj_xz —dyy — Zczfzy
Fole,y2) = 20—

definidas para en
Q° = {(l"ay,z) 6R3:x>0,y>0,z>0}

Consideremos U = 2° y la funcién

F U — R3
(r,y,2) = F(x,y,2)

F(.’E, Y, Z) = (Fl(xu Y, Z)’ FZ(xv Y, Z)’ F3(‘T7 Y, Z))
y w(t) = (x(t),y(t), 2(t)), asi tenemos el siguiente PVI asociado a w y F’
w = F(w)
w(0) = (2(0),y(0),2(0))

Para el cual obtendremos aproximaciones en algunos puntos especificos e igualmente es-
paciados, para esto utilizaremos los métodos de Runge-Kutta ya que tienen un error local
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de truncamiento de orden alto, como los métodos de Taylor, pero permiten prescindir del
calculo y evaluacion de las derivadas de F'(¢, w).

El método de Runge-Kutta de mayor uso es el de orden cuatro en la forma de la ecuacién
en diferencias. Estos detalles y mas se pueden encontrar en [4].

5.1. Meétodo de Runge-Kutta de cuarto orden

Para el PVI anterior definimos el método de Runge-Kutta de cuarto orden mediante el
siguiente esquema

wo = w(0)
K1 = hF(tZ', wi)

h 1
K5 = hF |t;+ -, w;+=K;

2 2

h 1
K3 = hF|ti+ -,wi+ K>

2 2
Ky = hF (tiy1,w; + K3)

K1 +2Ky+2K3+ Ky
Wit1 = w;+
6
ti+1 - tl + h
Para cada i = 0,1,2,--- ,n — 1. Este método tiene error local de truncamiento O(h*).

El mayor esfuerzo de calculo que se requiere para aplicar los métodos de Runge-Kutta es
la evaluacion de F. en los métodos de segundo orden el error de truncamiento es O(h?),
y el costo es realizar dos evaluaciones funcionales por paso. El método de Runge-Kutta
de orden cuatro requiere cuatro evaluaciones por paso y el error local de truncamiento es

O(hY).

Como el método de Runge-Kutta de orden cuatro requiere realizar cuatro evaluaciones
por paso, debera dar respuestas mas exactas que el método de Euler con un cuarto del
tamano de paso para que sea mejor. De manera anéloga si queremos que el método de
Runge-Kutta sea mejor, debera ofrecer una mayor precisiéon con el tamano de paso h que
el método de Runge-Kutta de segundo orden con el tamaifio de paso %, porque el método
de Runge-Kutta de cuarto orden requiere el doble de evaluaciones de paso.
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A continuacién veamos un posible algoritmo para la implementacion general del método
de Runge-Kutta de cuarto orden.

Algoritmo 5.1: RK4

Entrada: Extremos a, b; entero n; condicién inicial wg.
Salida : Aproximacion a w en los n + 1 valores de t en el intervalo [a, b].

h—
1 h<+ a;

n

2 11 < a;

3 Wi 4 wg;

4 Para i < 1 hasta n hacer

5 Ky < hEF(t;, w;);

6 Ky < hF <ti+;b,wi—|—;K1>;
2 2

8 | Ky« hF (tiy1,w; + K3);

Ky +2Ks +2K3+ Ky |
6 )

h 1
7 K3 < hF <ti—|—,wi+K2>;

9 W] < W; +

10 tiv1 < t; + h;

11 fin para

Notemos que este algoritmo depende principalmente de la definicién de la funcién vectorial
F, la cual en primer instancia representara al sistema autéonomo (2.11), pero la modifica-
remos para que también reciba como argumentos los pardmetros del mismo sistema.

Algoritmo 5.2: F

Entrada: Parametros P; valor de las variables W.
Salida : Evaluacién de F' con argumentos Py W.

/* funcién R = F(P,W) x/
R = W)= W) - P (G )

WOWE)
W) + W (2)

3m$:P@<$ga%§g)—m@W@p

2 R(2) = P(3) — P(2)W(2) — P(4)
W2

Notemos que en el Algoritmo 5.2 los pardametros y los valores de las variables se estan
pasando como como arreglos, mediante P y W definidos como

P:[cl di m1 co do mg] y W:[:Eyz].
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Para implementar dichos algoritmos y realizar las simulaciones utilizamos MATLAB R2010a,
yva que a pesar de ser el programa de simulacién mateméatica mas utilizado nos brinda una
interface amigable para el desarrollo de interfaces de usuario denominada GUIDE.

ﬁ Interface fig

Eile Edit View Layout Tools Help

(DEHE| s DB ™ 2H0AEHH% P _ : : A

Cadena alimenticia con 3 niveles troficos

axes]
A
)
I ‘
Parametros | ——Condiciones Iniciales .RK~4

Cy (6% x(@) a

d 1 d 2 y(a) b

my m, z(a) n

4

Tag: figurel Current Point: [500, 601] Paosition: [520, 203, 756, 607]

& = — — = ——

Figura 5.1: Desarrollo de la interface de usuario GUIDE - MATLAB R2010a

Asi se desarrollo un entorno en el cual se iran ingresando los valores correspondientes a los
pardmetros, valores iniciales, el intervalo y el numero de particiones en las cuales se apro-
ximard la solucion mediante el Algoritmo 5.1; como se muestra en la Figura 5.1. Notamos
también de la imagen que se implemento el calculo de A definido por (4.1) y § utilizado
en el Teorema 4.2.

Las simulaciones basicamente consiste en la gréafica de las solucién aproximada w obtenida
por los Algoritmos 5.1 v 5.2. Esto lo podemos hacer tal y como muestra la Figura 5.2.

File Edit Tedt Go Cell Tools Debug Desktop Window Help ] A X

DEd R ¢ |- Aesi|P-E0RRE ™

BB -0 |+ | £11 = |% @

478 -

479 — figure

480 — plot{c,W(:,1),"*-g",c,W(:,2), " "*=x",c,W(:,3),"'*-b"};

481 — legend ("= {t) ", " wIEY L2 {E)  Yr

482 - grid; =

‘fnT_ n 3
[1nterface / RK4 [tn 482 Col 6 [OWR

Figura 5.2: Codificacion de la gréafica de la simulacién

Las cédigos fuente de los algoritmos y programas desarrollados en MatLab R2010a se
encuentran en el Apéndice A.
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5.2. Escenarios de extincién

A continuacion simularemos diversos escenarios de extincién correspondiente a los resulta-
dos vistos en el Capitulo 4.

Dindmica del control bioiegico T . . [

Cadena alimenticia con 3 niveles tréficos

- _ C1LY
Bl = B(l—g)— Sy
)
!(t) _ mry —diy — Calz A | 0833333
Yty = 1Y
y + 7 ay + i
& Yy ~ y O | 0428571
moyz
Z(t) = - —dsz
\ 24y
Parametros—— —Condiciones Iniciales— — RK-4
G 0.8 G, [ 02 x(a) 0.7 a 0
d, 02 d, | o1 y(@) 0.2 b e
f My 0.3 My | 05 z(a) 0.2 n 80

Figura 5.3: Parametros y condiciones iniciales para simular el Teorema 4.1

Para los datos que se muestran en la Figura 5.3 se verifican las hipotesis del Teorema 4.1
por lo tanto se extingue el depredador intermedio y superior mientras que persiste la presa,
es decir el control biolégico fue efectivo.

()
—=h=y(Y)
0.9 ]y
08|
07
06
=05
04
o W*‘Mﬂ
nr N“\N
WM
- HM WM
A F by |
e et S S S PP
0 e
0 10 20 30 40 50 E

t: tiempo

Figura 5.4: Soluciones del sistema (2.11) con los datos de la Figura 5.3
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-
) Dinamica del control biologica. L&Y ]

Cadena alimenticia con 3 niveles tréficos

i , i
J,J(t) = f{‘(l — T) — Y Simular
r+y
"(f) - mixry diy — Colz i T
1YY T aEy T T
- Y 1Y & | 0785714
- ng
— Condiciones Iniciales— —— RK-4—— |
x(a) 0.6 a o
y(a) 07 b =0
z(a) 03 n 100

Figura 5.5: Parametros y condiciones iniciales para simular el Teorema 4.2

Para los datos que se muestran en la Figura 5.5 se verifican las hipodtesis del Teorema
4.2 entonces el depredador intermedio depreda completamente a las presas, y al carecer
de presas el depredador intermedio se extingue y por consiguiente el depredador superior
también se extingue.

0
—— )
——yl)
—— )
nr \\
= 04p
Y EY
2, .\ "
\ \\ \\\
o8 %\\ e
g Sy . met
; 2 s v FAMRAAR L Cdaaatat Caaaatat o Faaatrasas :

t: tiempo

Figura 5.6: Soluciones del sistema (2.11) con los datos de la Figura 5.5
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Cadena alimenticia con 3 niveles tréficos
f : crry ,
J,J(t) = T(l _ T) _ Simular
r+y
’(f) _, Y diy — el A 330556
1YY T a e T T i
Y ~ Yy & | 122022
— ng
— Condiciones |niciales— —— RK-4——
X(a) 06 a 0
y(a) 07 b 2
z(a) 03 n__ 100

Figura 5.7: Parametros y condiciones iniciales para simular el Teorema 4.3

Para los datos que se muestran en la Figura 5.7 se verifican las hipodtesis del Teorema
4.3 por lo que la solucion estable Ey = (0,0,0) es un atractor global, es decir ocurre la
extincién total del sistema.

—— x{t)
)
——2(t)

t - tiempo

Figura 5.8: Soluciones del sistema (2.11) con los datos de la Figura 5.7
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"B Dinamica del control biclégico

Cadena alimenticia con 3 niveles tréficos
( ) c1xry )
:.U!(t) — T(J. . T) o Simular
&l
/ . Iy —dy — G2y~ A | 0166867
{ V() = — 1Y — —
e | 5 553
moyz
2] = = dyz
\ z+y
\ — Condiciones Iniciales— — RK-4
‘ X(a) 05 a 0
y(a) 03 bl
z(a) 04 n! 100

Figura 5.9: Parametros y condiciones iniciales para simular el 1° caso del Teorema 4.4

En el Teorema 4.4 se dieron las condiciones especificas para la extincion del depredador
superior, por ejemplo si mo > ¢y v los demas pardmetros como muestra la Figura 5.9, enton-
ces se extingue el depredador superior pero la presa y el depredador intermedio coexisten
tal y como muestra la Figura 5.10.

M ——x{t)
——y)

T —4— z{t) |~

ol

1 o
W%MWWW sobersssssetsbsessssessrbessssseses
/

0 10 20 30 40 50 60 70 &0 kL
t - tiempo

Figura 5.10: Soluciones del sistema (2.11) con los datos de la Figura 5.9
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Asi mismo en el Teorema 4.4, se asegura que si ms < do v 0 < A <1 también se extingue
el depredador superior. Este caso contiene a los resultados mostrados en el Teorema 4.1 y
el Teorema 4.2.

B o comeo oo ——— ==
Cadena alimenticia con 3 niveles troficos
( . C12XY
J,J(t) s .T(l - T) - Simular
r+y
f(t) _ iy gl — C2yz A | 190678
< y - .11" + ? ly A + ,i
- Y =Ty & | 0447268
moyz
gl = — daz
1 243
— Condiciones |niciales— —— RK-4——
X(a) 03 a 0
y(a) 0.1 b 60
z(a) 0.32 n_ 100

Figura 5.11: Parametros y condiciones iniciales para simular el 3° caso del Teorema 4.4

El ultimo caso del Teorema 4.4 es mg > do, A > 1y c1 > ﬁ. Para esto escogemos los
pardmetros que se muestran en la Figura 5.11 obteniendo como resultado de la simulacién
la Figura 5.12, el la cual observamos que también ocurre la extincion total del sistema.

——x0)

——l

—— z(t

03547 al
»

B
M

025

|
T \\
ey \,‘
?; 02 *j‘:‘
0.15 A

|

1
y

i
Wl

K,

0.05 3
A
AN
0 i S Rk T TP

0 10 20 3 40 50 6l
t - tiempo

Figura 5.12: Soluciones del sistema (2.11) con los datos de la Figura 5.11
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5.3. Sensibilidad a las condiciones iniciales

En esta seccion veremos como las soluciones del sistema (2.11), para ciertos parametros
fijos, se ven afectadas al cambiar sus condiciones iniciales. Es decir tienen un comporta-
miento sensible a las condiciones iniciales.

Para empezar consideremos los pardmetros como se muestra en la Figura 5.13, los cuales
mantendremos fijos hasta que se diga lo contrario.

Parametros———
Cq 4 o 05
d : 1 d, 1

Figura 5.13: Primeros parametros para mostrar la sensibilidad a las condiciones iniciales

Ademsés consideremos los valores iniciales mostrados en la Figura 5.14(a) con los cuales se
obtiene la simulacién mostrada en la Figura 5.15

— Condiciones Iniciales— —— RK-4—— — Condiciones Iniciales— — RK-4——
x(a) 0.34 a 0 x(a) 0.34 a 0
y(a) | oo b 10 y(@ o012 b 12
z(a) | oor n._ 150 z(a) 0.36 nl 100

(a) (b)

Figura 5.14: Condiciones iniciales, en (a) coexistencia y en (b) extincion total

en la cual podemos observar que las soluciones oscilan en tiempos muy cortos, es decir se
describen ciclos heteroclinos.

0 i i
0 10 20 30 40 50 50 70 80 90 100
t: tiempo

Figura 5.15: Soluciones del sistema (2.11) con condicién inicial (0.34,0.04,0.07)
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Para tener una mejor visualizacién de los ciclos heteroclinos obtenidos en la simulacién de
la Figura 5.15, consideraremos un grafico alternativo mostrado en la Figura 5.16, el cual
es grafico en el espacio tridimensional de la solucion de la forma (z(t),y(t), z(t)).

Figura 5.16: Ciclos heteroclinos para el sistema (2.11) vistos en la forma (x(t),y(t), z(t))

Por otro lado, notamos que los parametros de la Figura 5.13 cumplen la primera condicién
del Teorema 4.5, entonces para dichos pardmetros se puede encontrar una solucién que
tiende al origen. Para ilustrar esto consideramos las condiciones iniciales a las mostradas
en la Figura 5.14(b) de las cuales obtenemos la simulacién mostrada en la Figura 5.17, en
la cual se ve la extincion total del sistema (2.11).

()
——ylt)
—+—z(y

A
!
S

0 2 4 6 8 10 12 14 1 1 2
t: tiempo

Figura 5.17: Extincion total del sistema (2.11)
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Para mostrar otros casos de sensibilidad a las condiciones iniciales del sistema (2.11) con-
sideremos la combinacién de pardmetros mostrada en la Figura 5.18

Parametros
Cy 2 C, 1.7
d ¢ 1 d 5 1

my 14 my 11

Figura 5.18: Otros pardmetros para mostrar la sensibilidad a las condiciones iniciales

para los parametros anteriores, consideremos las siguientes condiciones iniciales

— Condiciones Iniciales | —— RK-4——
x(a) 077 a 0
y(a) 0.23 b 120
z(a) | oo03 n! =200

Figura 5.19: Condiciones iniciales para la coexistencia

para las cuales la simulacion se muestra en la Figura 5.22, 1a cual muestra que las soluciones
se estabilizan en el hacia la solucion constante E. = (0.6692,0.1326,0.0146) . Esto es el
sistema alcanza la coexistencia estable de las tres especies.

()
——y
——z(t)

L2(t)

X0y

ok
01 X\WMW
TEERbER by

0 20 40 60 80 100 120
1 - tiempo

Figura 5.20: Estabilidad asintética en E. = (0.6692,0.1326,0.0146)

Ahora consideremos algunas vistas diferentes de la simulacién mostrada en la Figura 5.22
pero en el espacio tridimensional.
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Figura 5.21: Estabilidad asintotica en E. vista en la forma (z(t), y(t), 2(¢))

Notemos que las condiciones iniciales mostradas en la Figura 5.19 cumplen las condiciones
de la Proposiciéon 4.1 por lo que se asegura que F, es local y asint6ticamente estable.

024

e

//

0.12 \

Figura 5.22: Estabilidad asintotica en E. vista en la forma (z(t),y(t),0)

Para mostrar la sensibilidad de las soluciones consideremos las condiciones iniciales mos-
tradas en la Figura 5.23 y los parametros de la Figura 5.18

— Condiciones Iniciales— —— RK-4——
x(a) 0.46 a 0
y(@) | o2 b [ 12
z(a) 0.35 nl 100

Figura 5.23: Condiciones iniciales para el éxito del control bioldgico

114



Los parametros de la Figura 5.18 satisfacen la primera condicién de la segunda parte del
Teorema 4.5, entonces para dichos parametros es posible tener alguna solucién que converge
a (1,0,0). Esto lo mostraremos con las condiciones iniciales de la Figura 5.23 con lo cual
obtenemos la simulacién mostrada en la Figura 5.24

x(t)
——v
0.9 —H+—zlf
U.3K\
g \MMMMM e
Figura 5.24: Exito del control biolégico
la cual muestra que la solucién tiende a la solucion estable Ey = (1,0,0), es decir la

persistencia de las presas y la extincién del depredador intermedio y superior. Esto se
puede interpretar como el éxito del control biolégico. Y su vista tridimensional se muestra
en la Figura 5.25

x{t)

Figura 5.25: Exito del control biolégico vista (x(t),y(t), z(t))
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Ahora consideraremos la combinacion de parametros mostrada en la Figura 5.26 la cual
verifica las condiciones del Teorema 4.6, por lo que vemos que hay soluciones que tienden
a los estados de equilibrio Ey, F1 y E.. Es decir escenarios de tri-estabilidad.

Parametros

Cyq [ 1023 v B

d1 7 d2 1

m, | 789 | m,| 133

Figura 5.26: Pardmetros para la tri-estabilidad

Considerando las condiciones iniciales mostradas en la Figura 5.27

— Condiciones Iniciales— — RK-4
X(a) 0.3 a 0
y(a) 0.05 b | 200
z(a) 0.02 n| 200

Figura 5.27: Condiciones para la estabilidad en E. = (0.4877,0.0259, 0.0085)

obtenemos la simulacién mostrada en la Figura 5.28, donde vemos que después de un com-
portamiento oscilatorio de las soluciones para luego estabilizarse en E. = (0.4877,0.0259, 0.0085).
Los pardmetros de la Figura 5.26 cumplen con las condiciones de la Proposicién 4.1 por lo

que se asegura que F, es local y asintdticamente estable. Este resultado nos da la coexis-
tencia de las tres especies.

xt)
— )
0.9 |

A

160 180 200

t: tiempo

Figura 5.28: Estabilidad asintética en E,
Como vimos antes el comportamiento oscilatorio de las soluciones es mas facil de ver en

una gréafica tridimensional, asi tenemos en la Figura 5.29 el resultado de la simulacion visto
de la forma (z(t),y(t), 2(t)).
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B o™

0015 .ot

= 0011

0005 .- T

Figura 5.29: Estabilidad asintotica en E. vista (x(t),y(t), 2(t))

asi mismo notamos el acercamiento de la solucion a E. = (0.4877,0.0259,0.0085) descri-
biendo trayectorias de forma espiraladas, esto es mas facil de ver si consideramos una vista
(z(t),y(t),0) tal y como muestra la Figura 5.30

/\
AN,

/
L

Mg

e
- / 7N

=

o T — T
o=

0 01 02 03 04 05 06 07 038 09 1

Figura 5.30: Estabilidad asintotica en E. vista (x(t), y(t),0)

Por otro lado si consideramos las condiciones unciales mostradas en la Figura 5.31, para
los mismos pardmetros de la Figura 5.26

— Condiciones Iniciales— — RK-4
x(a) 0.02 a 0
y(@) 0.04 b 6
z(a) 0.01 nl 10

Figura 5.31: Condiciones para la extinciéon total
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obtenemos la extincion total del sistema (2.11) tal y como muestra la Figura 5.32 es decir
el By = (0,0,0) es asintoticamente estable

(1)
—*— vyl
—— ()

0.035
003 \
0.026 X
‘;; 002

) 0.015 &

- M“

M

Figura 5.32: Estabilidad asintética en Ejy

Ademads si consideramos las condiciones unciales mostradas en la Figura 5.33, para los
mismos pardmetros de la Figura 5.26

— Condiciones Iniciales— RK-4——
X(a) 06 a 0
y(a) 0.1 b 10
z(a) 04 n | 100

Figura 5.33: Estabilidad asintética en Ejy

obtenemos que la solucién tiende al estado libre de depredadores Eq = (1,0,0), tal y como
muestra la Figura 5.34

xit)
09 i)
—— z(t)

i)zt
T

x(t)

s s s T TV

t: tiempo

Figura 5.34: Estabilidad asintotica en Fy
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Capitulo 6

Conclusiones

= Con este modelo matematico lo que se busca es que el control bioldgico aplicado a
dicho sistema sirva para controlar cualquier tipo de plaga, en consecuencia tener una
poblacién que sobrevive a la propagacion de la misma y asi minimizar el impacto al
medio ambiente.

= Lo esencial de este trabajo es demostrar bajo que condiciones la plaga desaparece; si
esta muere el control biolégico también lo hard por considerarse un modelo de cade-
na alimenticia simple. La pregunta a resolver seria: ; Es posible que las tres especies
coexistan y se pueda evitar el dafio de la poblacién de plantas?. En el Lema 4.1 pode-
mos observar que bajo ciertas condiciones, la presa (planta), depredador intermedio
(plaga) y el depredador superior (control biologico) especies coexisten en estado de
equilibrio.

= El uso de la técnica del control biolégico es una solucién natural y no es contaminante,
por eso que es de suma importancia conocer las condiciones bajo las cuales el control
biolégico sera efectivo. Sabemos del Teorema 4.1, que bajo las siguientes condiciones:

e Mg > do.
e <AL
e c; < 1.

este control es contundente en pocas palabras acaba con la plaga.

» También podemos observar que el punto (0,0,0) y (1,0,0) son singularidades, pero
como no pertenecen al dominio 2°, lo que hacemos es buscar un sistema equivalente
al sistema (2.11) y asi ya podemos hablar de estos puntos que son muy importantes
puesto que significa que la plaga debasté a la poblacion de plantas y que el control
biolégico hizo efecto respectivamente.

= Sabemos que en un modelo de cadena alimenticia simple se cumple el efecto domino
(Proposicion 4.6), lo cual fue demostrado en la tesis; esto nos dice que si se extingue
un nivel tréfico de la cadena alimenticia, entonces también lo harédn todos los niveles
trofico superiores a él. Notemos que el éxito del control bioldgico significa que la
plaga se extingue y luego por el efecto domino también se extingue el controlador
biologico; esto significa que solo persiste la presa (es decir el controlador biolégico no
representa una amenaza potencial).
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Apéndice A

Codigos en MatLab®

A.1. Interface

function varargout = Interface(varargin)

% INTERFACE M-file for Interface.fig

% INTERFACE, by itself, creates a new INTERFACE or raises the existing
% singleton*.

%

% H = INTERFACE returns the handle to a new INTERFACE or the handle to
% the existing singleton*.

%

% INTERFACE("CALLBACK’ hObject,eventData handles,...) calls the local
% function named CALLBACK in INTERFACE.M with the given input arguments.
%

% INTERFACE(’Property’,’Value’,...) creates a new INTERFACE or raises
% the

% existing singleton*. Starting from the left, property value pairs are

% applied to the GUI before Interface  OpeningFen gets called. An

% unrecognized property name or invalid value makes property application
% stop. All inputs are passed to Interface  OpeningFcn via varargin.

%

% *See GUI Options on GUIDE’s Tools menu. Choose "GUI allows only one
% instance to run (singleton)".

%

% See also: GUIDE, GUIDATA, GUIHANDLES

% Edit the above text to modify the response to help Interface
% Last Modified by GUIDE v2.5 24-Jul-2014 12:45:52

% Begin initialization code - DO NOT EDIT

gui_Singleton = 1;

gui_ State = struct(’gui_ Name’, mfilename, 'gui_Singleton’, ...

gui_Singleton, 'gui_ OpeningFen’, @Interface  OpeningFen, 'gui OutputFen’, ...
@Interface OutputFen, 'gui LayoutFen’, [ ], 'gui_ Callback’, [ ]);

if nargin && ischar(varargin{1})
gui_ State.gui_ Callback = str2func(varargin{1});

end

if nargout
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[ varargout{ 1 : nargout} | = gui_mainfen(gui_ State, varargin{:});
else

gui_mainfen(gui  State, varargin{:});

end

% End initialization code - DO NOT EDIT

% — Executes just before Interface is made visible.

function Interface OpeningFen(hObject, eventdata, handles, varargin)
% This function has no output args, see OutputFen.

% hObject handle to figure

% eventdata reserved - to be defined in a future version of MATLAB
% handles structure with handles and user data (see GUIDATA)

% varargin command line arguments to Interface (see VARARGIN)

% Choose default command line output for Interface
handles.output = hObject;

%axes(handles.axesl)
%background = imread "MVH-2.bmp’);
%axis off;

[x,map|=imread("Modelo.png’,’png’);
image(x),colormap(map),axis off,hold on

imshow(x);

% Update handles structure
guidata(hObject, handles);

% UIWAIT makes Interface wait for user response (see UIRESUME)
% uiwait(handles.figurel);

% — Outputs from this function are returned to the command line.
function varargout = Interface OutputFen(hObject, eventdata, handles)
% varargout cell array for returning output args (see VARARGOUT);

% hObject handle to figure

% eventdata reserved - to be defined in a future version of MATLAB

% handles structure with handles and user data (see GUIDATA)

% Get default command line output from handles structure
varargout{1} — handles.output;

function ¢_1 Callback(hObject, eventdata, handles)

% hObject handle to ¢_1 (see GCBO)

% eventdata reserved - to be defined in a future version of MATLAB
% handles structure with handles and user data (see GUIDATA)

% Hints: get(hObject,’String’) returns contents of ¢_ 1 as text
% str2double(get(hObject,’String’)) returns contents of ¢_1 as a double

% — Executes during object creation, after setting all properties.
function ¢_ 1 CreateFen(hObject, eventdata, handles)
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% hObject handle to c¢_1 (see GCBO)
% eventdata reserved - to be defined in a future version of MATLAB
% handles empty - handles not created until after all CreateFcns called

% Hint: edit controls usually have a white background on Windows.

% See ISPC and COMPUTER.

if ispc && isequal(get(hObject,’BackgroundColor’), get (0, default UicontrolBackgroundColor’))
set(hObject,’BackgroundColor’,’white’);

end

function d_ 1 _Callback(hObject, eventdata, handles)

% hObject handle to d_1 (see GCBO)

% eventdata reserved - to be defined in a future version of MATLAB
% handles structure with handles and user data (see GUIDATA)

% Hints: get(hObject,’String’) returns contents of d_1 as text
% str2double(get(hObject,’String’)) returns contents of d_ 1 as a double

% — Executes during object creation, after setting all properties.
function d_1 CreateFen(hObject, eventdata, handles)

% hObject handle to d_1 (see GCBO)

% eventdata reserved - to be defined in a future version of MATLAB
% handles empty - handles not created until after all CreateFcns called

% Hint: edit controls usually have a white background on Windows.

% See ISPC and COMPUTER.

if ispc && isequal(get(hObject,’BackgroundColor’), get (0, default UicontrolBackgroundColor’))
set(hObject, BackgroundColor’,’white’);

end

function m_ 1 _Callback(hObject, eventdata, handles)

% hObject handle tom_ 1 (see GCBO)

% eventdata reserved - to be defined in a future version of MATLAB
% handles structure with handles and user data (see GUIDATA)

% Hints: get(hObject,’String’) returns contents of m 1 as text
% str2double(get(hObject,’String’)) returns contents of m_ 1 as a double

% — Executes during object creation, after setting all properties.
function m_ 1 CreateFen(hObject, eventdata, handles)

% hObject handle to m_ 1 (see GCBO)

% eventdata reserved - to be defined in a future version of MATLAB
% handles empty - handles not created until after all CreateFcns called

% Hint: edit controls usually have a white background on Windows.

% See ISPC and COMPUTER.

if ispc && isequal(get(hObject,’BackgroundColor’), get (0, default UicontrolBackgroundColor’))
set(hObject, BackgroundColor’’white’);

end

function ¢_2 Callback(hObject, eventdata, handles)
% hObject handle to ¢_ 2 (see GCBO)
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% eventdata reserved - to be defined in a future version of MATLAB
% handles structure with handles and user data (see GUIDATA)

% Hints: get(hObject,’String’) returns contents of ¢_ 2 as text
% str2double(get(hObject,’String’)) returns contents of ¢_ 2 as a double

% — Executes during object creation, after setting all properties.
function ¢ 2 CreateFen(hObject, eventdata, handles)

% hObject handle to ¢_ 2 (see GCBO)

% eventdata reserved - to be defined in a future version of MATLAB
% handles empty - handles not created until after all CreateFcns called

% Hint: edit controls usually have a white background on Windows.

% See ISPC and COMPUTER.

if ispc && isequal(get (hObject,’BackgroundColor’), get (0, default UicontrolBackgroundColor’))
set(hObject,’BackgroundColor’,’white’);

end

function d_2 Callback(hObject, eventdata, handles)

% hObject handle to d_2 (see GCBO)

% eventdata reserved - to be defined in a future version of MATLAB
% handles structure with handles and user data (see GUIDATA)

% Hints: get(hObject,’String’) returns contents of d_ 2 as text
% str2double(get(hObject,’String’)) returns contents of d_ 2 as a double

% — Executes during object creation, after setting all properties.
function d_2 CreateFcn(hObject, eventdata, handles)

% hObject handle to d_2 (see GCBO)

% eventdata reserved - to be defined in a future version of MATLAB
% handles empty - handles not created until after all CreateFcns called

% Hint: edit controls usually have a white background on Windows.

% See ISPC and COMPUTER.

if ispc && isequal (get (hObject,’BackgroundColor’), get (0, default UicontrolBackgroundColor’))
set(hObject,’BackgroundColor’,’white’);

end

function m_ 2 Callback(hObject, eventdata, handles)

% hObject handle to m_ 2 (see GCBO)

% eventdata reserved - to be defined in a future version of MATLAB
% handles structure with handles and user data (see GUIDATA)

% Hints: get(hObject,’String’) returns contents of m_ 2 as text
% str2double(get(hObject,’String’)) returns contents of m 2 as a double

% — Executes during object creation, after setting all properties.
function m_2 CreateFen(hObject, eventdata, handles)

% hObject handle to m_ 2 (see GCBO)

% eventdata reserved - to be defined in a future version of MATLAB
% handles empty - handles not created until after all CreateFcns called
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% Hint: edit controls usually have a white background on Windows.

% See ISPC and COMPUTER.

if ispc && isequal(get(hObject,’BackgroundColor’), get (0, default UicontrolBackgroundColor’))
set(hObject, BackgroundColor’,’white’);

end

function a_ Callback(hObject, eventdata, handles)

% hObject handle to a (see GCBO)

% eventdata reserved - to be defined in a future version of MATLAB
% handles structure with handles and user data (see GUIDATA)

% Hints: get(hObject,’String’) returns contents of a as text
% str2double(get(hObject,’String’)) returns contents of a as a double

% — Executes during object creation, after setting all properties.
function a_ CreateFen(hObject, eventdata, handles)

% hObject handle to a (see GCBO)

% eventdata reserved - to be defined in a future version of MATLAB
% handles empty - handles not created until after all CreateFcns called

% Hint: edit controls usually have a white background on Windows.

% See ISPC and COMPUTER.

if ispc && isequal(get(hObject,’BackgroundColor’), get (0, default UicontrolBackgroundColor’))
set(hObject, BackgroundColor’,’white’);

end

function b_ Callback(hObject, eventdata, handles)

% hObject handle to b (see GCBO)

% eventdata reserved - to be defined in a future version of MATLAB
% handles structure with handles and user data (see GUIDATA)

% Hints: get(hObject,’String’) returns contents of b as text
% str2double(get(hObject,’String’)) returns contents of b as a double

% — Executes during object creation, after setting all properties.
function b_ CreateFen(hObject, eventdata, handles)

% hObject handle to b (see GCBO)

% eventdata reserved - to be defined in a future version of MATLAB
% handles empty - handles not created until after all CreateFcns called

% Hint: edit controls usually have a white background on Windows.

% See ISPC and COMPUTER.

if ispc && isequal(get(hObject,’BackgroundColor’), get (0, default UicontrolBackgroundColor’))
set(hObject, BackgroundColor’,’white’);

end

function n_ Callback(hObject, eventdata, handles)

% hObject handle to n (see GCBO)

% eventdata reserved - to be defined in a future version of MATLAB
% handles structure with handles and user data (see GUIDATA)

% Hints: get(hObject,’String’) returns contents of n as text
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% str2double(get(hObject,’String’)) returns contents of n as a double

% — Executes during object creation, after setting all properties.
function n_ CreateFcn(hObject, eventdata, handles)

% hObject handle to n (see GCBO)

% eventdata reserved - to be defined in a future version of MATLAB
% handles empty - handles not created until after all CreateFcns called

% Hint: edit controls usually have a white background on Windows.

% See ISPC and COMPUTER.

if ispc && isequal (get(hObject,’BackgroundColor’), get (0, default UicontrolBackgroundColor’))
set(hObject,’BackgroundColor’,’white’);

end

function x_0_Callback(hObject, eventdata, handles)

% hObject handle to x_ 0 (see GCBO)

% eventdata reserved - to be defined in a future version of MATLAB
% handles structure with handles and user data (see GUIDATA)

% Hints: get(hObject,’String’) returns contents of x 0 as text
% str2double(get(hObject,’String’)) returns contents of x_0 as a double

% — Executes during object creation, after setting all properties.
function x_0_CreateFcn(hObject, eventdata, handles)

% hObject handle to x_0 (see GCBO)

% eventdata reserved - to be defined in a future version of MATLAB
% handles empty - handles not created until after all CreateFcns called

% Hint: edit controls usually have a white background on Windows.

% See ISPC and COMPUTER.

if ispc && isequal (get(hObject,’BackgroundColor’), get (0, default UicontrolBackgroundColor’))
set(hObject,’BackgroundColor’,’white’);

end

function y 0 _Callback(hObject, eventdata, handles)

% hObject handle to y_ 0 (see GCBO)

% eventdata reserved - to be defined in a future version of MATLAB
% handles structure with handles and user data (see GUIDATA)

% Hints: get(hObject,’String’) returns contents of y 0 as text
% str2double(get(hObject,’String’)) returns contents of y 0 as a double

% — Executes during object creation, after setting all properties.
function y 0 _CreateFen(hObject, eventdata, handles)

% hObject handle to y_ 0 (see GCBO)

% eventdata reserved - to be defined in a future version of MATLAB
% handles empty - handles not created until after all CreateFcns called

% Hint: edit controls usually have a white background on Windows.

% See ISPC and COMPUTER.

if ispc && isequal(get(hObject,’BackgroundColor’), get (0, default UicontrolBackgroundColor’))
set(hObject,’BackgroundColor’’white’);
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end

function z_0_ Callback(hObject, eventdata, handles)

% hObject handle to z_ 0 (see GCBO)

% eventdata reserved - to be defined in a future version of MATLAB
% handles structure with handles and user data (see GUIDATA)

% Hints: get(hObject,’String’) returns contents of z_ 0 as text
% str2double(get(hObject,’String’)) returns contents of z_ 0 as a double

% — Executes during object creation, after setting all properties.
function z_0_CreateFen(hObject, eventdata, handles)

% hObject handle to z_ 0 (see GCBO)

% eventdata reserved - to be defined in a future version of MATLAB
% handles empty - handles not created until after all CreateFcns called

% Hint: edit controls usually have a white background on Windows.

% See ISPC and COMPUTER.

if ispc && isequal(get(hObject,’BackgroundColor’), get(0,’default UicontrolBackgroundColor’))
set(hObject, BackgroundColor’,’white’);

end

function A Callback(hObject, eventdata, handles)

% hObject handle to A (see GCBO)

% eventdata reserved - to be defined in a future version of MATLAB
% handles structure with handles and user data (see GUIDATA)

% Hints: get(hObject,’String’) returns contents of A as text
% str2double(get(hObject,’String’)) returns contents of A as a double

% — Executes during object creation, after setting all properties.
function A CreateFen(hObject, eventdata, handles)

% hObject handle to A (see GCBO)

% eventdata reserved - to be defined in a future version of MATLAB
% handles empty - handles not created until after all CreateFcns called

% Hint: edit controls usually have a white background on Windows.

% See ISPC and COMPUTER.

if ispc && isequal(get(hObject,’BackgroundColor’), get(0,’default UicontrolBackgroundColor’))
set(hObject,’BackgroundColor’,’white’);

end

function delta_ Callback(hObject, eventdata, handles)

% hObject handle to delta (see GCBO)

% eventdata reserved - to be defined in a future version of MATLAB
% handles structure with handles and user data (see GUIDATA)

% Hints: get(hObject,’String’) returns contents of delta as text
% str2double(get(hObject,’String’)) returns contents of delta as a double

% — Executes during object creation, after setting all properties.
function delta_ CreateFen(hObject, eventdata, handles)
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% hObject handle to delta (see GCBO)
% eventdata reserved - to be defined in a future version of MATLAB
% handles empty - handles not created until after all CreateFcns called

% Hint: edit controls usually have a white background on Windows.

% See ISPC and COMPUTER.

if ispc && isequal(get(hObject,’BackgroundColor’), get (0, default UicontrolBackgroundColor’))
set(hObject,’BackgroundColor’,’white’);

end

function xx_c¢_ Callback(hObject, eventdata, handles)

% hObject handle to xx_ ¢ (see GCBO)

% eventdata reserved - to be defined in a future version of MATLAB
% handles structure with handles and user data (see GUIDATA)

% Hints: get(hObject,’String’) returns contents of xx_ ¢ as text
% str2double(get(hObject,’String’)) returns contents of xx ¢ as a double

% — Executes during object creation, after setting all properties.
function xx_c¢_ CreateFen(hObject, eventdata, handles)

% hObject handle to xx_ ¢ (see GCBO)

% eventdata reserved - to be defined in a future version of MATLAB
% handles empty - handles not created until after all CreateFcns called

% Hint: edit controls usually have a white background on Windows.

% See ISPC and COMPUTER.

if ispc && isequal(get(hObject,’BackgroundColor’), get (0, default UicontrolBackgroundColor’))
set(hObject, BackgroundColor’,’white’);

end

function zz_c_ Callback(hObject, eventdata, handles)

% hObject handle to zz_c¢ (see GCBO)

% eventdata reserved - to be defined in a future version of MATLAB
% handles structure with handles and user data (see GUIDATA)

% Hints: get(hObject,’String’) returns contents of zz_ ¢ as text
% str2double(get(hObject,’String’)) returns contents of zz_c as a double

% — Executes during object creation, after setting all properties.
function zz_c¢_CreateFen(hObject, eventdata, handles)

% hObject handle to zz_ ¢ (see GCBO)

% eventdata reserved - to be defined in a future version of MATLAB
% handles empty - handles not created until after all CreateFcns called

% Hint: edit controls usually have a white background on Windows.

% See ISPC and COMPUTER.

if ispc && isequal(get(hObject,’BackgroundColor’), get (0, default UicontrolBackgroundColor’))
set(hObject, BackgroundColor’’white’);

end

function yy_c¢_ Callback(hObject, eventdata, handles)
% hObject handle to yy ¢ (see GCBO)
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% eventdata reserved - to be defined in a future version of MATLAB
% handles structure with handles and user data (see GUIDATA)

% Hints: get(hObject,’String’) returns contents of yy ¢ as text
% str2double(get(hObject,’String’)) returns contents of yy ¢ as a double

% — Executes during object creation, after setting all properties.
function yy c¢_CreateFen(hObject, eventdata, handles)

% hObject handle to yy ¢ (see GCBO)

% eventdata reserved - to be defined in a future version of MATLAB
% handles empty - handles not created until after all CreateFcns called

% Hint: edit controls usually have a white background on Windows.

% See ISPC and COMPUTER.

if ispc && isequal(get (hObject,’BackgroundColor’), get (0, default UicontrolBackgroundColor’))
set(hObject,’BackgroundColor’,’white’);

end

% — Executes on button press in checkbox4.

function checkbox4 Callback(hObject, eventdata, handles)

% hObject handle to checkbox4 (see GCBO)

% eventdata reserved - to be defined in a future version of MATLAB
% handles structure with handles and user data (see GUIDATA)

% Hint: get(hObject,’Value’) returns toggle state of checkbox4

% — Executes on button press in checkbox3.

function checkbox3 Callback(hObject, eventdata, handles)

% hObject handle to checkbox3 (see GCBO)

% eventdata reserved - to be defined in a future version of MATLAB
% handles structure with handles and user data (see GUIDATA)

% Hint: get(hObject,’Value’) returns toggle state of checkbox3

% — Executes on button press in pushbuttonl.

function pushbuttonl Callback(hObject, eventdata, handles)

% hObject handle to pushbuttonl (see GCBO)

% eventdata reserved - to be defined in a future version of MATLAB
% handles structure with handles and user data (see GUIDATA)

?

str2double(get(handles.c_1,’String’)
str2double(get(handles.d 1,’String’)
)

);
);
))7
);
);
);
+ P(2)

);
N)*(L-P(1)*(A-1)/A + (P(3)+P(1))*(A"2-1)/A"2);
1+ P(2) +P(4));

P(1) (get(
P(2)= (get(
P(3)=str2double(get(handles.m 1,’Strin
P(4)=str2double(get(handles.c_ 2,’String’
P(5)=str2double(get(handles.d 2,’String’)
P(6)=str2double(get(handles.m 2,’String’

set(handles. A, ’String’ A );
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set(handles.delta, 'String’,x _ 0Y_0);

X0(1)=str2double(get(handles.x_ 0,’String’));
X0(2)=str2double(get(handles.y 0,’String’));
X0(3)=str2double(get(handles.z_0,’String’));

set(handles.xx ¢, 'String’,x_¢);
set(handles.yy ¢, 'String’,y _c¢);
set(handles.zz_c, ’String’,z_c);

m_11=x_c*(-1+(P(1)*y_c)/(x_c+y_c)" 2);
m_22=y c*(- (P(3)*x )/(X cty_ o) 2+ (P(4)*z_c)/(z_c+y_c) 2);
m_33=P(6)*y c*z_c¢/(y_ct+z_c)"2;

m_ 12 = -P(1)*x_c"2/(x_ct+y_c)"2;
m_21 = P(3)*y_c"2/(x_c+y_c)"2;
m_ 23 = -P(4)*y " 2/(y_ctz_c)"2;
m_32 = P(6)*z_c"2/(y_ctz_c)"2;

M=[m 11m 120;m 2lm 22m 23;0m_ 32m_33]
a = str2double(get(handles.a ,’String’));
b = str2double(get(handles.b ,’String’));
n = str2double(get(handles.n ,’String’));

E = get(handles.checkbox4, Value’);
D = get(handles.checkbox3,’Value’);

RK4(P, a, b,n, X0,D , E, We)

A.2. Funciéon RK4

function RK4(P, a, b, n, X0, D, E , Wc)
% implementacion del método de Runge-Kutta de cuarto orden

h = (b-a)/n;

t = a:h:b;

W=XO0;

for i=1:n

K1 = f(P,W(i,));

K2 = f(P,W(i,:)+K1*h/2);
K3 = f(P,W(i,:) +K2*h /2);
K4 = f(P,W(i,:) +K3*h);

1
W(i+1,:)=W(i,:)+(K14+2*K2+2*K3+K4)*h/6;
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end

figure

grid on

plot(t,W(:,1),*-g’,t,W(:,2),*-r",t, W(:,3),”*-b")

grid

legend(’x(t)",’y(t)’,’z(t)"); xlabel(’t : tiempo’); ylabel( "x(t) , y(t) , z(t)’)

%axis square

if (D ==1)

figure

grid on

plot3(W(:,1),W(:,2),W(:,3))

grid

xlabel("x(t)’); ylabel(’y(t)’); zlabel(’z(t)’);
end

if (B —— 1)

Aux = ones(size(t));

figure

grid on

plot(t,W(:,1),*-g’,t,Wc(1).*Aux,’-m’)

grid

legend(’x(t)’,’Xc’); xlabel(’t : tiempo’); ylabel(’x(t)’);

figure

grid on

plot(t,W(:,2),*-r",t, We(2).*Aux,’-m’)

grid

legend(’y(t)’,’Yc’); xlabel(’t : tiempo’); ylabel(’y(t)’);

figure

grid on

plot(t,W(:,3),*-b’,t,Wec(3).*Aux,’-m’)

grid

legend('z(t)’,’Z¢’); xlabel(’t : tiempo’); ylabel(’z(t)’);

end

A.3. funcién f

function R = {(P,W)
% funcion que representa el sistema de cadena alimenticia simple
% con tres niveles troficos en forma vectorial

R(1)= W(D)*(1- W(1))-P(1)*(W(1)*W(2))/(W(1)+W(2));
R(2)=P(3)*(W(1)*W(2))/(W(1)+W(2)) - P(2)*W(2) -P(4)*(W(2)*W(3)) /(W(2) + W(3));
R(3)= P(6)*(W(2)*W(3))/(W(2)+W(3)) - P(5)*W(3);
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