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Resumen

REDUCCION DE SINGULARIDADES EN DIMENSION 2
Jorge Luis Cris6stomo Parejas

Diciembre 2010

Asesor: Dr. Renato Mario Benazic Tome.

Titulo Obtenido: Licenciado en Matemaéatica.

En el presente trabajo, estudiamos sobre la reducciéon de singularidades
de un campo vectorial analitico en C2. Presentaremos un resultado de J.
Mattei and R. Moussu [7], esté resultado prueba que después de un nimero

finito de blow-ups las singularidades son simples.
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Abstract

REDUCTION OF SINGULARITIES IN TWO DIMENSION
Jorge Luis Cris6stomo Parejas
Diciembre 2010

Advisor: Dr. Renato Mario Benazic Tome.

Obtainded Degree: Licenciado en Matemaética.

In this work, we study about reduction of singularities of analytic vector
fields on C2. We will present a result of J. Mattei and R. Moussu [7], that
result showed that after a finite number of blow-ups the singularities are

simple.
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Singularities.

Blow-up.
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Introduccion

Consideremos un campo vectorial analitico Z definido en un abierto de
C? con parte lineal no nula y con singularidad 0 € C? que por un cambio
lineal de coordenadas (Forma canonica de Jordan) la parte lineal puede ser

una de las siguientes formas:
Z =Mz +A(2),\az0 + B(2)) 6 Z = (Az1 + 22 + A(2), \z2 + B(2)).

Y tenemos la siguiente clasificacién del campo vectorial Z dependiendo de
los autovalores de su parte lineal.
A 1
H. Poincaré en [8] demostré:. Si MMy #0y = € R-UNU N’ entonces

A2
Z es analiticamente conjugado a su parte lineal.

A A
H. Dulac en [4] demostro: Si AdjAg # 0, )\—1 €Ny )\—2 € N entonces Z es
2 1
analiticamente conjugado al Campo Vectorial W = (A121 + azl, A\y2s).
A1

C. L. Siegel en [11] demostro: Si Ay # 0, " € R~y (A1, \2) satisface la
condicion del tipo (C,v) entonces Z es analiticamente conjugado a su parte
lineal.

De las clasificaciones anteriores para campos vectoriales analiticos, es na-

tural preguntarse lo siguiente:

Pregunta 0.1: ;Que clasificacion analitica se tiene para los campos vecto-

riales de la forma Z = (Azy + 22 + A(2), A\za + B(2))?

Pregunta 0.2: ;Que clasificacion analitica se tiene para los campos vecto-

riales con parte lineal nula?



Pregunta 0.3: ;Existe una clasificacion para campos vectoriales si (A1, A2)
no satisface una de las condiciones anteriores, en otras palabras que clasifi-

cacion tenemos si 0 € C? es una singularidad no simple (ver [3.1))?

El objetivo de este trabajo es responder estas interrogantes, lo cual sera
realizado en dos partes: en la primera parte estudiaremos el teorema de Sei-
denberg, esté resultado transforma campos vectoriales con parte lineal nula
a campos vectoriales con parte lineal no nula después de un ntmero finito de

blow-ups, mas especificamente presentamos el siguiente resultado.

Teorema 0.4 (Teorema Seidenberg,[10]). Sea U C C? abierto, 0 € U sin-
gularidad aislada de Z € X(U) tal que ordy(Z) > 2. Después de un nimero
finito de blow-ups con centro en las singularidades de los transformados es-
trictos que van apareciendo, todos los transaformados estrictos tienen multi-
plicidad algebraica igual a 1; i.e., que todos los transformados estrictos que

van apareciendo tienen parte lineal no nula.

La segunda parte de este trabajo es estudiar el teorema de reduccion
de singularidades siguiendo los articulos de C. Camacho [1], y J. Mattei,
R. Moussu [7]. Esté reduce singularidades no simples a simples después de
un namero finito de blow-ups, més especificamente presentamos el siguiente

resultado.

Teorema 0.5 (Teorema Principal). Sea U C C? abierto, 0 € U singularidad
aislada de Z € X (U ). Después de un nimero finito de blow-ups con centro en
las singularidades de los transformados estrictos que van apareciendo, tienen

todas las singularidades simples.

Este trabajo esta compuesto de tres capitulos, en el capitulo 1 presen-
tamos los conceptos matematicos tales como: Funciones analiticas, campos
vectoriales, variedades complejas, Blow-up, etc. primordiales para la com-
prension de este trabajo. En el capitulo 2 estudiamos y presentamos el teo-
rema de Seidenberg. En capitulo final hacemos la presentacion del resultado

principal de este trabajo, el teorema de reducciéon de singularidades.



Capitulo 1

Preliminares

1.1. Funciones analiticas

En esta seccion mencionaremos algunos resultados del analisis complejo

en varias variables, los cuales pueden ser encontrados en [6].

Definiciéon 1.1: Sea U C C" abierto, f : U — C una funcién. Decimos que
f es analitica en zy € U si y solo si existe una vecindad V' de zy tal que f

tiene una expansion en series de potencias
o
f(z) = E ao(z — 20)%, a, € C
=0

la cual es convergente Vz € V.

Observacion 1.2: 1) Decimos que f es analitica en U si y solo si f es

analitica en zg, Vzg € U.

2) Denotaremos por O(U) al conjunto de todas las funciones analiticas en
U.

Definiciéon 1.3: Sea U C C” abierto, f: U — g una funcién. Decimos que
f es holomorfa en Usiysolosi f € CY(U)y 8_£ =0enU;Vj=1,---,n.

Zj
Teorema 1.4. Sea U C C" abierto, f : U — C, son equivalentes las siquien-

tes afirmaciones:



1) feO).

2) f es holomorfa en U.

Observacion 1.5: Por el Teorema anterior no habra distincion alguna

cuando hablamos de funciones analiticas u holomorfas.

Definicion 1.6: Sea U C C" abierto, f : U — C funcién analitica en
a=(ay,- - ,a,) €U (f ##0).
1) El Orden Total de f en a, denotado por ord(f,a) es el menor entero

no negativo v tal que alguna derivada parcial de f de orden v no se

anula en a; i.e., decir

||
ord(f,a) =v & %Z;f(a) =0; V|| <v—1y 36 € N"; |f] = v tal que
olplf
W(a) #0

2) f es regular con respecto a la wvariable z, en a si y solo si
flai,...,an_1,2,) no es idénticamente nula (como funcion de la va-

riable z, en la vecindad de a,,).

3) Sea f regular con respecto a la variable z, en a. El orden de f con

respecto a la variable z, en a, denotado por ord,, (f,a) es el menor
L

0
entero no negativo u tal que f( ) #0; ie.,

af au—lf

_ 0'f
azn( ) R— aﬁ;*l

ord.,(f,a) = p < fla) = (G)ZO}’@—Z%(G)#O

Observacion 1.7: Sea f analitica en a € U C C" y no idénticamente nula,

entonces
oo

f2) = aa(z—a)°

la|=0
como converge absolutamente en una vecindad de a, entonces podemos reor-

denar sus términos y obtener:

o

f(z):Z(Zaaz—a ka

k=0 |a|=k



donde fi(z) = 37,4 @a(z — @)* es un polinomio homogéneo de grado k en
las variables z; — aq, ..., 2, — a, de esto se sigue que
O’f‘d(f7 CL) =V < fl(a’) == fll—l(a) = Oale(a’) 7é 0

Lema 1.8. Sea U C C" abierto, f : U — C funcion analitica en 0 € U
tal que ord(f,0) = v. Entonces 3T € GL(C") tal que f o T es regular con

respecto a la variable z, en 0 y ord,, (foT,0) = v.

1.2. Campos vectoriales analiticos y sistemas
de ecuaciones diferenciales

Definicion 1.9: Sea U C C" abierto, una aplicacion F' : U — C™ es

llamada mapeo.

Observacion 1.10: Dado z € U, como F(z) € C™ entonces existen f;(z), - - -

C tales que F(2) = (fi(2), -, fm(2)). De esta manera quedan definidas m

funciones coordenadas fi,---, f, : U — C.

Decimos que F = (f1,+-, fm) : U = C™ es un mapeo holomorfo en
Usiysolosifi, -, fm € O(U). Denotaremos por O(U,C™) al conjunto de

todos los mapeos holomorfos en U.

Definicién 1.11: Sean U,V C C*" y F : U — V. Decimos que F' es un

biholomorfismo entre U y V si y s6lo si
1) F:U — V es biyectiva.
2) FeO(U,YV)
3) F-e O(V,U)

Definicion 1.12: Sea U C C™ abierto, un campo vectorial holomorfo

en U es un mapeo holomorfo

Z =2y, Zy): U—C"



tal que si z € U, entonces Z(z) € C" es un vector cuyo punto de aplicacion

es 2.

Denotaremos por X' (U) al conjunto de todos los Campos Vectoriales ho-

lomorfos en U.

Definicién 1.13: Sea U C C" abierto y Z € X(U), un punto p € U es
llamado punto singular de Z si solo si Z(p) = 0. Caso contrario decimos

que p es un punto reqular de Z.

Denotaremos por Sing(Z) al conjunto de todos los puntos singulares de
Z.

Observacién 1.14: Sea U C C? abierto, Z = (Z1,7,) € X(U) y 0 €
Sing(Z) entonces

Zy = anz + aeze + A(21, 22) ¥ Zo = anz1 + a0 + B(21, 22)

Con ord(A,0), ord(B,0) mayor igual a 2, llamaremos parte lineal de Z al

cual lo denotaremos por DZ(0,0) a la matriz

DZ(0,0) = < e )

Q21 Q22

Definicion 1.15: Sea U C C" abierto y Z € X(U). Decimos que p € U es
una singularidad aislada de Z si solo si p € Sing(Z) y IV C U vecindad
abierta de p tal que Sing(Z) NV = {p}.

Definicién 1.16: Sea U C C" abiertoy Z € X(U)

1) La ecuacion diferencial ordinaria de primer orden (EDO) asociada a Z,

viene dado por

z =Z(2) (1.1)



’ dZ
dond =— T
onde z a7 eC

2) Una soluciéon de la EDO (1,1) es una funcién analitica ¢ : D — C"
donde D C C es un disco abierto tal que ¢ (T') = Z(p(T)); VT<€ D.

Definicién 1.17: Sea U C C" abiertoy Z € X(U) y sea F : V — U un
biholomorfismo, donde V' C C™ abierto, el pull-back de Z bajo F', denotado

por F*Z; se define como el campo vectorial
(F*Z)(w) = [F' ()] Z(F(w)),Yw € V

Observacion 1.18: 1) De la definicion anterior se sigue que F*Z €
X (V).

2) La EDO asociada a Z viene dada por 2" = Z(z), si z = F/(w) entonces
Fww' =2 = Z(2) = Z(F(w)) del cual se sigue que

!

w = [F (w)] " Z(F(w))

y que F' es una conjugacién analitica entre Z y F*Z.

1.3. Anillo local de funciones holomorfas

En esta seccion mencionaremos algunos resultados de la teoria local de

las funciones holomorfas, para mas detalles ver [6].

Definicion 1.19: Sean U,V C C” vecindades abiertas de a € C" y f €
O(U), g € O(V). Decimos que f ~, g siy solo si existe W C UNV vecindad

abierta de a tal que f|lw = g|w.

Observacion 1.20: 1) Denotaremos por V, al conjunto de todas las ve-

cindades abiertas de a.

2) Denotaremos por O, al conjunto de todas las funciones holomorfas

definidas en una vecindad de a.



3) "~ una relacion de equivalencia en O,.

4) Denotemos por O, = O,/ ~,, €l cual es llamado el conjunto de gér-
menes de funciones holomormas en a. Sus elementos son clases

de equivalencia

TZ{QEOQ;QNG f}
la que llamaremos germen de funcion holomorfa en a.

5) Todas las funciones que pertenecen al mismo germen tienen el mismo

valor en el punto a, esto es si g € f entonces f(a) = g(a).

Vamos a dotar al conjunto O, de una estructura algebraica.
Sean f,g € O,, entonces existen U,V € V, tales que f € O(U) y g €
O(V) como UNV €V, entonces flunv + glvnv € Ou ¥ fluav-gluav € O,.

De alli podemos definir lo siguiente:

F+9= florv + gluav
1.9 = fluav-gluav
Observacion 1.21: 1) Las operaciones anteriores estan bien definidas.

2) (O,,+,) es un anillo conmutativo con elemento identidad.

En lo sucesivo, llamaremos dlgebra compleja a un anillo conmutativo con
elemento identidad que contiene a C (o una identificacién) como subanillo y
homomorfismo(isomorfismo) de dlgebras complejas a un homomor-

fismo (isomorfismo) de anillos que restricto a C es la identidad.

Observaciéon 1.22: 1) O, es una algebra compleja.
2) Sean a,b €C C", entonces O, y O, son algebras Isomorfas.

3) Gracias a la observacion anterior es suficiente estudiar al anillo Oy el

cual sera denotado por O, (simplemente para enfatizar que 0 € C").



Teorema 1.23. O, es un dominio de integridad.
Teorema 1.24. f € O,, es unidad si y solo si f(0) # 0.

Denotaremos por m, al conjunto de todos los elementos que no son uni-

dades en O,,.

Observacion 1.25: 1) my, es un ideal maximal de O, y méas aun es el

dnico.
2) O,_1 se puede considerar como un subanillo de O,

3) Si consideramos el anillo de los polinomios en la indeterminada z, y
con coeficientes en O,,_1, el cual lo denotamos por O,,_1 [z,]; se prueba

que O,_1 [z,] también puede ser identificado como un subanillo de O,

¥y que

On—l g On—l [Zn] g On

Definiciéon 1.26: 7 € O, es llamado regular de orden v en z, si y sblo
si existe U C C" vecindad abierta del 0 € C" y existe f € O(U) con f € f

tal que f es regular de orden v en z,.

Definicion 1.27: Un Polinomio de Weierstrass de grado v en z, es

un elemento de h € O,,_; [z,] de la forma

—_— 71 [ R
h=z4+az "+ - +a,_12, +a,

donde aq,--- ,a, € O,_1 son no unidades.

La definiciéon anterior queda expresada en términos de funciones analiticas
de la siguiente manera: Sea U C C" vecindad abierta del 0 € C*y f(2', z,) =
2ta(2) 2 a1 (2 )zt ay(2); Ve = (2, 2,) € A0, 1) = A0, ') x
D, (0) € C" ! x C donde ay,--- ,a, son analiticas en una vecindad del
0 eC"'cona(0)="---=a,0) =0, entonces f es llamado Polinomio
de Weierstrass de grado v en la indeterminada z, con coeficientes
ay, -+ ,a, € O(A(0, 7).
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Teorema 1.28 (Teorema de Preparacion de Weierstrass). Si f € O, es
reqular de orden v en %, entonces existen un polinomio de Weierstrass h €

On_1|2n) de grado v en z, yu € O,, unidad tal que f=hu.

Teorema 1.29 (Teorema de la Division de Weierstrass). Si h € O,_; [z,] de
grado v en z, y f € O, entonces existen G € O,, yT € O,_1 [2,] polinomios

de Weierstrass de grado menor v tal que f = g.h +T.

Definicién 1.30: Sea f € O, no unidad, decimos que f es reducible sobre
O,, si y solo si existen g1, gz € O, no unidades tales que f = §1.g3, en caso

contrario decimos que f es irreducible sobre O,,.

Teorema 1.31. O,, es un D.F.U.

A continuaciéon presentamos dos resultados muy importantes para nuestro

estudio, sus demostraciones pueden ser vistos en [5]

Teorema 1.32 (Puiseux). Sea g € Oy irredecible, si g € G entonces existe
U C C? vecindad abierta del 0 € C%, ¢ > 0 y una funcion analitica v :
D.(0) = U tal que g(~(T)) =0, VT € D(0).

La funcién v del Teorema anterior es llamada Parametrizacion de Pui-

seux de g.

Teorema 1.33 (Puiseux). Consideremos un polinomio de Weiertrass irre-

ducible de grado n en la indeterminada zo esto es
g(z1,20) = 28 +a1(z) 28 4 -+ an_1(21) 2 + an(21)

en donde aq,--- ,a, son funciones analiticas de una variable compleja a va-
lores complejas tal que a1(0) = - -+ = a,(0) = 0. Entonces existe una funcion
analitica ¢ : D(0) — C tal que g(T™, o(T')) =0, VT € D(0).

Observacion 1.34: 1) El Teorema mejora al Teorema en el
sentido que en el primer teorema lo tinico que sabemos es que (7)) =

(7 (T),72(T)), mientras que el segundo establece que v, (7)) = T™.
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2) Si en el enunciado del Teorema 1.3.7, g fuese un polinomio de Weiers-

trass de grado n en la indeterminada z, esto es
9(21, 2’2) = Z? + bl (2’2)2?_1 + -+ bn_]_(ZQ)Zl + bn(ZQ)

en donde by,--- ,b, son funciones analiticas de una variable compleja
tales que b;(0) = --- = b,(0) = 0, entonces la parametrizacion de
Puiseux de g es del tipo y(T') = (o(T),T").

Ejemplo 1.35: Sea g : C?> — C definida por g(z1,2y) = 22 — 22"k € N,
entonces g es un polinomio de Weierstrass de grado 2 en la indeterminada z5,
se sigue del Teorema [1,32] que existe ¢ : D(0) — C tal que g(T?, ¢(T)) = 0;
V T € D.(0), entonces p(T) = T*~1, de alli
v: C —=C?
T -5 A(T) = (1%, 7%7)

es una parametrizacion de Puiseux de g.

Ejemplo 1.36: Sea g : C?* — C definida por g(z1, 20) = 27 — 23, entonces ¢
es un polinomio de Weierstrass de grado 2 en la indeterminada 21, se sigue de

la obeservacion anterior que existe ¢ : D (0) — C tal que g(o(T),T?) = 0;
VT € D.(0), luego o(T) = T° y de alli

v: C —C?
T —~(T)= (1,17

es una parametrizacion de Puiseux de g.

1.4. Variedades complejas

En esta seccion presentamos a las variedades complejas y algunos resul-

tados relacionados con este tltimo, los cuales pueden ser encontrados en [5],
[6] v [1.

Sea X un espacio topoldgico de Hausdorff con base numerable.
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1)

Una carta compleja de dimension n sobre X es un homeomorfismo
w:U — V donde U C X es un abierto de X y V' C C" es un abierto
de C™.

Dos cartas complejas ¢q : Uy — Vi, @9 : Uy — V5 sobre X son analiti-
camente compatibles siy s6lo si o007 1 01 (U NUy) — 0o(UyNU,)

es un biholomorfismo.

Un atlas complejo holomorfo de dimension n sobre X es una

coleccion de cartas complejas de dimension n.
A={p; : Ui = Vi}ie

tales que

a) X = Uie[ Ui
b) Si g, : Ui = Vi, ¢; : U = V; € A, entonces ellos son analitica-

mente compatibles.

Dos atlas complejas A, A" sobre X son llamados analiticamente equi-
valentes si y so6lo si toda carta de A es analiticamente compatible con
toda carta de A'.

Observacion 1.37: i) Si 1 : Uy = Vi, ¢ : Uy — V3 son dos car-

ii)

iii)

tas complejas de dimension n sobre X tal que U; N Uy = ¢, entonces

admitiremos que ellos son analiticamente compatibles.

Sean ¢y : Uy — Vi, w9 : Uy — V5 dos cartas complejas de dimension
n sobre X, el biholomorfismo @y 0 @7t : @1 (U NUy) — pa(Up NUS) es

llamado ecambio de coordenadas.

Denotemos por Ay al conjunto de todas las atlas complejos holomorfos

de dimensiéon n sobre X. Dados Ay A € Ay, definimos

A~ A o Ay A son analiticamente equivalentes
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Asi definido ” ~ 7 es una relacion de equivalencia en Ay, entonces

podemos considerar el espacio cociente Ax/ ~.

Definicién 1.38: Una clase de equivalencia Y € Ax/ ~ es llamada es-

tructura compleja de dimension n sobre X.

Dado > € Ax/ ~ podemos definir

Ar =] A
Ay
Se sigue que Ay~ tiene la siguiente propiedad. Si A € ) entonces A € Asx

(maximalidad), Ay~ es llamado atlas mdzrimal.

Definicion 1.39: Una Variedad Compleja holomorfa de dimension n
es un par (X,> ) donde X es un espacio topolégico de Hausdorff con base

numerable y > es una estructura compleja de dimension n sobre X.

Observacion 1.40: i) Una variedad compleja holomorfa de dimension

1 es llamada superficie de Riemann.

ii) Sea A un atlas complejo de dimension n sobre X, entonces existe una
tnica ), € Ax/ ~ tal que A € ), entonces existe Ay que es el
atlas maximal. Concluimos que para obtener una variedad compleja, es

suficiente fijar un atlas sobre X.

El siguiente resultado, cuya demostracion puede ser encontrado en [9],
establece una manera de construir variedades analiticas teniendo una familia

de inyecciones.

Lema 1.41. Sea X # ¢ y F={(Ui, vi)} familia arbitraria de funciones in-

yectiwas p; : Uy — C" que satisfacen
1) ¢;(U;) € C™ son abiertos, Vi.

2) X =, Ui
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3) St (UZ,(,OZ), (Uj790j) c F tal que Ul N Uj # (b = ((,Ol(Ul M Uj)), (QOJ(Ul N
U;)) son abiertos de C" y ;0 ;" : ¢;(U; N U;) — 0;(U;NU;) es un

biholomorfismo.

4) Y(Ui, i), (Uj,@;) € F con Uy NU; # ¢ no existe ninguna sucesion
(zn) C 0:i(U;NU;) tal que x, — x € 0i(U; —U;) y que (pjop; ) (zn) —
Yy < QOj(Uj — Uz)

5) El cubrimiento de {U;} de X admite un subcubrimiento numerable.

Entonces existe una tinica topologia sobre X que torna a X en un espa-
cio tolologico de Hausdorff con base numerable y a F en un atlas analitica
compleja de dimension n sobre X.

A continuacion veremos un ejemplo de superficie de Riemman, que seréa

de gran utiliadad para la proxima seccion.

Ejemplo 1.42 (El Espacio Proyectivo CP(1)): En C* — {(0,0)} definimos

la siguiente relacion :
Sean z,2" € C? —{(0,0)}, z ~ 2" < F t€ C* tal que 2’ = t2

Asi definido ~ es una relacion de equivalencia en C? — {(0,0)}.
Denotemos por CP(1)=C? — {(0,0)} / ~; es decir

CP(1)={[z]; = € C* = {(0,0)}}

donde
(2] = [21, 22] = {(tz1,t22);t € C*}

Sean Uy = {[z1, 23] € CP(1); 21 # 0}, Uy = {[z1, 22) € CP(1); 25 # 0}
UyNUy={lz1,20) € CP(1);29 #0 # 21 }.

Definamos las siguientes funciones

Q1 - U1 —C

21, 22) = @1([21, 20]) = —
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©9 - U2 —C

[21,22) = pa([21, 20]) = —

Se sigue que @1 y @2 son biyecciones y més aun sus inversas estdn dadas

como

901—1: C —>U1
t =t (t) =1,

(2P C —>U2
t =y (t) = [t,1]

Consideremos F={(Uy, 1), (Uz;2)} v X = CP(1), entonces esta familia de
biyecciones satisfacen las 5 condiciones del Lema 1.4.1. En efecto las condi-

ciones (1),(2) y (5) se siguen inmediatamente, veamos la condicién (3), como

(,01(U1 N Ug) = C* = (,DQ(Ul N UQ) y

@20%_1: CcCr —=C

1
t = poprl(t)= 7
cplogoglz CcCr —=C
1
t —>9010902_1(t):¥

Se sigue que ; 0 Y, "y @2 0 o] son biholomorfismos, entonces se satis-
face la condicion (3), por ultimo veamos que la condicion (4) se satisface,
consideremos (z,,) C ¢1(U; NUy) tal que z,, — 2z € p1(U; — Uy) = {0} v
02007 (2m) = ©a([1, 2m]) = i, como 2, — 2y z = 0, entonces p0p7 " (2,)
no es convergente, del cual se sigue la condicion (4). Asi por el Lema m
existe una unica topologia 7 sobre CP(1), el cual torna a CP(1) en un es-
pacio topolégico de Hausdorff y de base numerable, este espacio es llamado
espacio proyectivo complejo unidimensional y ademéas F es un atlas

analitica compleja de dimension 1 sobre CP(1).
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Definicién 1.43: Sean (X, A), (Y, B) variedades complejas holomorfas de

dimensiéon m y n respectivamente y sea f : X — Y continua.

1) Decimos que f es holomorfa en p € X siy solo si existen ¢ : U —
VEA,@D:(7—>‘7€B,Conp€ny(U)Qﬁtalesque@/}ofogp”:
V CC™ — V C C" es holomorfa en ¢(p).

2) Decimos que f es holomorfa en X siy solo si f es holomorfa en p,
Vp € X.

3) Decimos que f es un biholomorfismo siy solo si f es biyectiva, f es

holomorfa y f~!:Y — X es holomorfa

4) Decimos que (X, .A), (Y, B) son variedades biholomorfas siy solo si
existe f : X — Y biholomorfismo entre X e Y.

1.5. Blow-up del 0 € C?

En la presente secciéon construiremos una variedad compleja analitica que
sera muy importante en nuestro estudio, para su construcciéon usaremos el
resultado del Lema Sea la siguiente funciéon

E: C? — (C2
(x,t) — Ey(x,t) = (v, tx) = (21, 22)

Se sigue de inmediato que esta funcion es un mapeo analitico que cumple las

siguientes propiedades:
1) Ey'(0,0) = {(0,¢);t € C}
2) E1(C?%) = (C*x C)u{(0,0)}.
3) Ei(z,ty) = (z,xty) (recta de pendiente ty).

4) Ei(xo,t) = (x0, zot) (recta vertical).



5) E; : C* x C — C* x C es biyectiva, con inversa

E;': C"xC —C* xC

(1,22) = B o m) = (21, 7)
Entonces E; es un biholomorfismo de C* x C en C* x C
Anélogamente si consideramos el mapeo analitico
E,: C —=(C?
(u,y) = Ea(u,y) = (wy,y) = (21, 22)

Se cumple las siguientes condiciones

1) Ey'(0,0) = {(u,0);u € C}

2) E5(C?) = (C x C*)U{(0,0)}.

3) Es(ug,y) = (uogy,y) (recta de pendiente %)

4) Ex(u,y0) = (uyo, Yo)-

5) Ey: C x C* — C x C* es un biholomorfismo, con inversa

E;': CxC* -CxC*
21

(21,22) — E2_1(21,22) = (;,22)
2

definimos los siguientes conjuntos
/U\_l/ == {(21,22, [l]) € C2 X Ul;ZQ == @1([[])21} Q (CQ X CP(].)
Uy = {(21, 23, [1]) € C* x Up; 21 = po([l])2} € C? x CP(1)
y definamos las siguientes funciones

o1 f]: — C?
(21,22, (1) = @1(z1, 22, [I]) = (21, 1 ([1]))
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©Og Us — C?
(21,22, [1]) = (21, 22, [1]) = (wa([l]), 22)

Se sigue que estas funciones son biyecciones con inversas

@Ifl R (O RN /(Z
(7,t) = o1 (x,t) = (zv,2t, 07 (1))

@_1 - C? = ﬁ;
(w,y) — @2 (u,y) = (uy, y, p5 " (u))

donde (U, ¢1),(Us, o) son las cartas de CP(1) (Ver Ejemplo [1,42)).
Definimos C3 = /UI U /U; Se tiene que /UI N /U; = C? x (U;NU,) y por
tanto @1 (U; N Us) = C x C*, 55(U; N Us) = C* x C.

Asi tenemos un conjunto no vacio CZ y una familia de biyecciones

F{ 050 () )
tales que

G001 ' C*xC —»CxC*
—_ — 1
(Ilf,t) — P2 0 Y1 1(557{;) = (g,tﬂf)

Giops ' CxC* - C* xC
—_ 1
('Tu t) — ©1 © P2 1(”7 y) = (Uy, a)

De esta manera, se tiene que P o ;1 ' v P10 $5 + son biholomorfismos.
Se sigue que la familia F satisface las condiciones (1),(2) y (3) del Lema

1,41} luego existe una tnica topologia T(.?E ) sobre C2 que torna a F un atlas

complejo holomorfo de dimension 2. Como F es finita, entonces la condi-

cion (5) del Lema se satisface luego 7(F) es una topologfa con base
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numerable, por ultimo probaremos que también es satisfecha la condicion
(4). Consideremos la sucecion (z,) = (z1,22) € ¢1(Uy N Uy) = C x C*
tal que z,, — z € @I(IA]I — /UVQ) Como /U\'I — /[j; C C? x (U, — Us) entonces
@I(/le — /U;) C C x {0} de donde si z = (21, 22) se sigue que zo = 0. Por
otro lado @3 0 B1 " (2m) = (& zh22) desde que 22, — 25 y 2 = 0 se tiene
que B30 @1 (2zm) 100 es Convgrgente. Lo cual prueba que la condicion (4) es
satisfecha.

Hemos probado que (63,? ) es una variedad compleja holomorfa de di-
mension 2. Esta variedad compleja holomorfa recibe un nombre muy especial

de Blow-up o explosion de C?> en 0 € C2.
Observacion 1.44: 1) @\g CC*xCP(1)
2) Existen dos proyecciones naturales.

E: 6% — C?
(p,[1]) — Ep,l]) =p

I: € —CP(1)
(p,[1]) — U(p, [1]) =[]

Vamos a expresar F en coordenadas

Eopi (2,1) = Bz, at, ¢y (1) = (z,2t) = Ey(a,1)
entonces E o gy ' = Ej.

Anslogamente E o g, ' = Fy
3) E1{(0,0)} = {(0,0)} x CP(1).

4) W 63 — CP(1) — C? — {(0,0)} es un biholomorfismo entre

E |<E§—(CP
variedades. En efecto, en primer lugar probaremos que £ : C3 — C?

es una funciéon analitica entre variedades, esto resulta de inmediato
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—~—1 —1 e o
desde que Fop; = FE;y Fop, = F,son analiticas y mas aun
sus inversas son analiticas como ya fue probado lineas arriba y como

E71{(0,0)} = {(0,0)} x CP(1) entonces se sigue la observacion.
5) E es un mapeo propio.

6) £ : 6% — C? es llamado morfismo de explosiéon o simplemente

explosion.

1.6. Blow-up de una variedad en un punto

En la secciéon anterior construimos el Blow-up del 0 € C?, en esta seccién
construiremos el Blow-up de una variedad cualquiera en un punto, reem-
plazando este por una linea proyectiva; pero antes construiremos el espacio
proyectivo complejo asociado a un C-espacio vectorial bidimensional.

Sea V' un espacio vectorial complejo de dimension 2; y sea B = {vy,v2} C
V base fijada.

En V — {0} definamos la siguiente relacion:
v~ w < 3\ e Ctal quev = \w

Es claro que "~.% una relacion de equivalencia, denotemos por
VP(1)=V —{0}/ ~

VP(1) es llamado espacio proyectivo complejo de dimension 1y se
torna una variedad compleja de la manera siguiente:
Sean Uy = {aqv; + apua/ay # 0} y Uy = {aqvy + agvg /e # 0}. Conside-

ramos

[]: V—-{0} = VP()

v — [v]

se tiene

Hil (Ul) = {CY1U1 + avy € V/Oél 7& O} y Hil (Ug) = {CY1U1 + avy € V/Oég 7& O}
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Luego U; y Uy forman un cubrimiento abierto de V P(1)(considerado el
espacio topologico, con la topologia inducida por []).

Definamos ahora

1 : Uy — C por 1 (Jaqvg + anug]) = 22

a

g : Uy — C por po([a1v] + aave]) = 3—;

Por tanto, en ¢o(U; N Us) se tiene ¢1 o p3'(a) = L. Analogamente para

@2 0 7. Asi VP(1) es una variedad compleja unidimensional.
Observaciéon 1.45: V P(1) es biholomorfo a S2.

Sea M una variedad analitica de dimension 2 y T),M el espacio tangente
a M en p construimos entonces el espacio proyectivo complejo P, de T,M y
tenemos el mapeo cociente [ | : T,M — {0} — P,.

El blow-up o explosion de M en p se define como el conjunto M, =
(M — {0}) U P, dotado de la estructura de variedad compleja de dimension
2; obtenida de M como sigue.

Dada la carta ¢ = (z,y) : U — C? con ¢(p) = 0, queda asociada la base

{%, %} del espacio tangente T, M.
Definamos dos cartas locales para M), por:
Y Vi =5 Ccon Vi =[U—-2H0)]U(P,— K1)y Va=1[U—-y'0)]U

(P, — K3) donde Ky = Ker(dx),; Ky = Ker(dy),

Y1 = (z,%) en U —z71(0)
wl([ala% —l—Ozza%]) =(0,%2) en P, — K;

) aq
e = (4,y) en U —y~(0)
’QZ)Q([OQ(% +a28%]) = (51,0) en B, — Ky
Es claro que Vi UV, = M, e

1 _ ([%4‘@2%}) siag =0
wl (Oél,Oéz) {%01(051,041042) s 0417&0
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1 _ ([O‘la%_"ai}) SiOq:O
¢2 (a17a2) { w_l(ala%gQ) si o 7£ 0

de alli se tiene que

(]2 0}) siar =0

ag’?

( g—;,Oé10Z2i|) si (03] 7é 0

Yy 0 Uy (an, ) =

claramente se observa que es holomorfa con inversa holomorfa. Analogamente
con 91 015 . Por lo tanto M, es una variedad bidimensional compleja.

Definamos E : M, — M como

BE(u) = {

Probaremos que E es una funcion analitica. Sea u € M, entonces u € M —{p}

u siu¢ P,
p siu€ B,

6uc b,

Siu € M — {p}; supongamos que u € U donde U es una vecindad de
p € M, entonces definida ¢ = (x,y) : U — C? una carta local de M siendo
u # p entonces ¥(u) = (z(u),y(u)) # 0 podemos suponer que z(u) # 0 de
alli w € U — z71(0) y tenemos que existen dos cartas locales (V1,1;), (U, )
conu € V) y E(u) =u € U tal que

YoEoyt: (Vi) — v(U)
(Oél, 042) — w oFo w;l(al, 052) = (Oél, OélOég)
se observa que es analitica y su inversa (¢ o E o7 1) Y ay, as) = (o, 2)
Si u € Pp; entonces E(u) = p, existe (Vi,v¢;), (U,¢) con u € P, — K,
vamos a suponer que i = 1, de allf se tiene que ¥ o E ot : ¢ (Vi) — ¢(U)

dado por
0 siag =0
(Oél, 061052> si (03] 7é 0

o Eoyit(a,a) :{

también es analitica. Por lo tanto E es analitica en M,

Observaciéon 1.46: 1) E\m,-p, : M, — P, = M — {p} es un biholomor-

fismo de variedades analiticas.

2) E es propia.
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1.7. El indice de Poincaré Hopf

Los resultados de esta seccion pueden ser encontrados en [12], excepto el
Lema que se puede ser consultado en [13].

Definicién 1.47: Sea Z € X(U), donde U es una vecindad abierta de
p € C? con p singularidad aislada de Z. El indice de Poincaré Hopf de
Z en p, denotado por I,(Z), es el grado del mapeo liso

Z n— n—
misz 1(P)—>Sf !

donde S?"7!(p) es la esfera euclideana de radio € > 0 de manera que Z tenga
solamente a p como singularidad en B, (p)(la bola cerrada de radio € centrada

en p) y S es la esfera unitaria centrada en 0 € C™.

Proposicion 1.48. Sea Z € X (U), donde U es una vecindad abierta de
p € C" con p singularidad aislada de Z. Si Z es un biholomorfismo, entonces

1,(Z) =1.

Lema 1.49. Sea B.(p) € C™ una bola abierta de radio € centrada en p, con
€ suficientemente pequeno de tal forma que p sea la unica singularidad de
Z en B.(p). Entonces la ecuacion Z(z) —wy = 0 posee evactamente I,(Z)

soluciones en B.(p); para todo wy € C™ en una vecindad de 0.

Definicion 1.50: Sean Z, W € X (U) donde U es una vecindad abierta
de p € C", decimos que Z y W son algebraicamente equivalentes o A-
equivalentes, si existe un mapeo holomorfo A : V' C C" — GL(n,C) donde

V' es una vecindad de p, tal que

Z(z)=A(z)W(2),VzeUNV

Proposicion 1.51. Si Z,W € X (U) donde U es una vecindad abierta de
p € C™ son A-equivalentes y Z~*(Z(p)) = {p}, entonces I,(Z) = L,(W).
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Capitulo 2

Reducciéon de la multiplicidad
algebraica

El resultado principal de este capitulo es presentar el resultado de A.
Seidenberg [10], esté resultado transforma campos vectoriales con parte lineal
nula a campos vectoriales con parte lineal no nula después de un ntimero finito

de blow-ups.

2.1. El transformado estricto

Sea U C C? abierto con 0 € U y f : U — C funcién analitica tal que
ord(f,0) = m. Definamos

r (f o En)(t, 7)

1) fit,z) = =
2) falu,y) = (fo%#

ﬁ, ]?2 son llamados transformados estrictos de f por E en las cartas

(/le, ©1)y (/Uvg, ©9) respectivamente, donde E es el morfismo de explosion de

la seccion [1,5] 1.5.

Ejemplo 2.1:  Si f(z1, 25) = 22F4-222%722, con k > 1, se tiene que ord(f,0) =
2k — 1, entonces

~ flo tr) o2k 4 202k ok
filt,x) = o211 p2k—1 =t +1

25
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fluy,y) _ ™+ 2u 72y

Folu,y) = = =y + 2u*?
ka‘fl y?k*l

Ejemplo 2.2: Sig(21,23) = 22*+22¥ con k > 1, se tiene que ord(g,0) = 2k,

entonces ( ) o .
~ gz, tx) a4 2%k
gt x) = 2k 22k =1+t

_ gluy,y)  u?Fy* + 2
G(wy) == 5= =~ — = u? +1

Sea U C C? abiertoy Z € X(U) tal que 0 € U es una singularidad aislada
de Z, recordemos que E : 6% — C? es un biholomorfismo entre 63 —CP(1)y
C? —{(0,0)} luego podemos considerar el pull-back de Z € X (U — {(0,0)})
por E y obtener E*Z € X((Eg —CP(1)).

Denotemos Z = (Zy,Z,) donde Zy,Zy € O(U), si ord(Z,0) = vy y

ord(Z,,0) = vy, entonces podemos expresar

Zy = Zkzyl ar(21,22) y Zo = ZkZl’z bi (21, 22)
donde ay, by son polinomios homogéneos de grado k.

Trabajando en la carta z; = z, 23 = «t del blow-up en el 0 € C? tenemos

t «x

Ey(x,t) = (,tz), Ey (1) = ( ) >

Htlj\
1
=
=
I
N
[S—y
8= O
N~

Luego

B Z(x,t) — (E;)—l(x,t)Z(El(x,t))Z( t g) ZQ(El(:v,t)))

Sabemos que

Zy(x,t) =
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logo
EiZ(x,t) = (2" Z1(x, 1), 172 Zo(x, 1) — ta' ' Z, (3, 1))

ademéas podemos observar que:

Z1 (z,t) M Z xag(1,t)
k,‘>l/1

ngt VQZaikbklt
k‘>1/2

De alli tenemos que

EiZ(x,t) = () akap(1,6), Y 2 he(1,t) =t > a* a1

k> k>vo k>

Para simplificar los calculos vamos a suponer que v, = v = v, entonces

se tiene

EiZ(x,t) = 2" a ) o Vap(1,1), Y aF T (be(18) — tar(1,8))  (2.1)

k>v k>v

de donde se presentan dos casos:

Caso I: b,(1,t) — ta,(1,t)) £ 0. De 2,]]

EZ(x,t) = 2" e Ma(1,), Y aF T (be(1,8) — ta(1,1)))
k>v k>v
EiZ(x, 1)

—, se observa que 71 (z,t) esta bien defi-
v

denotemos por i(:v,t) =

nida y se tiene que

Z1 x,t) mek Yar(1,t) Zxk Y(br(1,t) — tar(1,1)))

k>v k>v

71 es llamado transformado estricto de Z en la carta z; = x, z5 = xt.



28

Observacion 2.3: 1) fZ\I(O,t) = (0,b,(1,t) — ta,(1,t)), luego el .e t.°

invariante por Z1.

2) Las singularidades de Z1 son las raices del polinomio b,(1,t) —ta,(1,t)

y existen a lo méas v + 1 singularidades todas en el .%e t", es decir

Sing(Z%) = {(0,t0): by (1, 1) — toay(1, o) = 0}

3) {0} x C — Sing(Z') es una hoja de F.
Caso II: b,(1,t) — ta,(1,t)) = 0. De (2,1

EiZ(x,t) = 2" () 2" ar(1,t), > 2 (bp(1,t) — tag(1,1)))

k>v k>v+1

en este caso el transformado estricto de Z en la carta z; = x, 2o = xt, se

define como
EyZ(z,t)

ZV(x,t) =
SL’”

y se tiene

ZV(x,t) = (O a*an(1,1), Y T (b(1,8) — tag(1,1))

k>v k>v+1

Observacion 2.4: 1) /Zvl(O,t) = (a,(1,t),b,11(1,t) — ta,+1(1,t)), asi el

e t"no es invariante por Z1.

2) Slng(%) = {(Oa tO)a CLV(L to) =0A bV+1(17 tO) - toa’V-‘rl(lv tO) = 0}7 €1~
tonces las singularidades de 71 es un conjunto finito y a lo més existen

v singularidades.

3) Cuando tg € C es tal que a,(1,t) =0y b,41(1,t0) — toa,+1(1,t) # 0,

entonces la hoja de F5 que pasa por (0,%) es tangencial al .%e t".

4) Cuando t; € C es tal que a,(1,ty) # 0, entonces la hoja de Fz que

pasa por (0,tg) es transversal al .%e t".
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Trabajando en la carta z; = uy, z = y del blow-up en el 0 € C?, tenemos:

Es(u,y) = (uy,y), By(u,y) = ( 3 11L )

Luego

/

Bzt = E) wnzEen = (5 ) (A
Z1(Ea(u,y)) — uZs(Ea(u, y
Y

Z(E ~ Z(E
1 ( 2(1u,y)) v Zalu,y) = a ;<;L’y))> s
yl/ 1%

E3Z(u,y) = (" Z1 (u,y) — wy”> " Zs(u, ), 4> Zs(u, y))

-

Sabemos que Z(u, y) =

ademéas podemos observar que:

Zi(uy) =y > yFai(u, 1)

k>

Zg$t ”QZybkul

k>l/2

por tanto

Zyk Yag(u, 1) —uZyk Yo (u, 1), Zybkul

k>u1 k>vo k>vo

Para simplificar los célculos supongamos que v; = v, = v, de donde se

sigue que

E3Z(u,y) = y”_l(z Y (ag(u, 1) — ubg(u, 1)),y Z Y bp(u, 1)) (2.2)

k>v k>v
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De aqui se presentan dos casos:

Caso I: a,(u,1) — ub,(u, 1) # 0. De
EQ*Z(ua y) = yy_l(z yk_y(ak(u’ 1) - Ubk(uv 1))a Yy Z yk_ybk(u7 1))

k>v k>v

denotemos por
—~ EsZ
Z2(u’y) = —2 V(_/l/(; y)
)
se observa que Eé(u, y) esta bien definida y que

Z2(uy) = (3 v (an(u, 1) — ube(u, 1)),y > y* " bi(u, 1)

k>v k>v

72 es llamado transformado estricto de Z en la carta z; = uy, 25 = y.

Observacion 2.5: 1) Z%(u,0) = (a,(u, 1) —ub,(u, 1),0), luego el .%e u.*

invariante por Z2.

2) Las singularidades de Z2 son las raices del polinomio a,(u, 1) —ub,(u, 1)

y existen a lo mas v + 1 singularidades todas en el .%e u", esto es

Sing(Z2) = {(uo,0); ay (uo, 1) — uob, (up, 1) = 0}
3) Cx {0} — Sing(/Z\i) es una hoja de F.

Caso II: a,(u,1) — ub,(u, 1) = 0. De (2,2))

E3Z(uyy) =y ( Y o an(u, 1) = uby(u, 1), >y bi(u, 1))

k>v+1 k>v

En este caso el transformado estricto de Z en la carta z; = uy, 20 = y se
E5Z(u,y)

define como Eé(u, y) = "

, asi

25(“7 y) = ( Z yk_y_l(ak(u7 1) - Ubk(u7 1))7 Zyk_ybk(u’ 1))

k>v+1 k>v
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Observacion 2.6: 1) %(u,()) = (ay41(u, 1) — ubyq1(u, 1),b,(u, 1)), lue-

go el .%e u'"no es invariante por Z2.

2) Sz‘ng(/ZE) = {(u0,0); ap41(u, 1) —ub,11(u,1) =0 A b,(u,1) =0} asi las

singularidades de Z? es un conjunto finito y a lo més existen v singu-

laridades.

3) Cuando ug € C es tal que b,(up,1) =0y ay41(ug, 1) —uobys1(ug, 1) # 0

entonces la hoja de Fz que pasa por (ug,0) es tangencial al .%e u".

4) Cuando uy € C es tal que b,(up,1) # 0 entonces la hoja de Fz que

pasa por (ug,0) es transversal al .%e u".

Ejemplo 2.7: Sea Z(z1, 20) = (2771, 22F 4 222 7225) con k > 2. 0 € C? es
singularidad aislada de Z y

2%k—1 2k—2 2%k
Zi(z1,29) = 2 V Zo(z1,29) = 220" “z0 + 25
agk—1(21,22) bak—1(21,22)  bag(21,22)

de alli se tiene que

ord(Z,,0) =2k — 1 = ord(Z,,0)
ZoGok—1(21, 22) — 21bog—1(21, 22) = Z%kflzz #0

entonces estamos en el caso I, de donde se tiene que los transformados es-
trictos son:

ZV(z,t) = (2, + 2t?)
22(u,y) = (@ = yu, 202y + )
se observa que la tnica singularidad de 71 y 72 es (0,0).

En el siguiente ejemplo, veremos el caso donde ord(Z;,0) # ord(Zs,0).

Ejemplo 2.8: Sea Z(2y,29) = (27F", 22F 4+ 22252)) con k > 1, luego 0 € C?

es una singularidad aislada de Z y que
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Zi(21,20) = 28V vy Zy(z, ) = 228z 4 22
agky1(21,22) bokt1(21,22)  bak(21,22)

de alli se tiene que
ord(Z,,0) =2k + 1y ord(Z,,0) = 2k

y los pull-backs de Z por F; y Fs respectivamente son:

EiZ(z,t) = (Y 2a;(1,), ) 271 t) =t Y 2/ ay(1,1))

§>2k+1 §>2k §>2k+1

— (I2k+1,l’2k_1t2k +$2kt>

E;Z(uv y) = ( Z yjilaj(u? 1) —u Z yj_lbj(uv 1)7 Z yjbj<u7 1))

§>2k+1 >k §>2k
_ 2k+1_ 2k 2k—1 2k 2k 2k+1
= (—uTyT —uy® T YT 4 20y

21@71(_ 2k+1 2k 2)

=y u™ Ty —u,y + 2uy

se sigue que los transformardos estrictos de Z en las cartas z; = x, 25 = ot

y 21 = uy, zo = y respectivamente estan dados por

Zl(x7t)zwz($ ,t +$t>
— ESZ(u,y
ZQ(U, y) = 2?/2151 ) = (_u2k+1y —u,y + 2u2ky2)

de donde se puede observar que la tinica singularidad de 71 y 72 es (0,0).
Observacion 2.9: 1) 29a,(21,22)—21b,(21, 22) Z 0 < a,(u, 1)—ub,(u, 1) £
0yb,(1,t) —ta,(1,t) Z0
2) Sity # 0, entonces (0,ty) € Sing(/Z\I) = (%, 0) € Sing(zé).
Definicién 2.10: Sea U C C? abierto y Z € X(U) tal que 0 € U es una
singularidad aislada de Z. Decimos que 0 € U es singularidad no dicritica

de Z si y solo si CP(1) C C2 es invariante por Z, en caso contrario decimos

que 0 € U es una singularidad dicritica de Z.
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Proposicion 2.11. Sea U C C? abierto y Z € X(U) tal que 0 € U es una

singularidad aislada de Z. Las siquientes afirmaciones son equivalentes:
1) 0 € U es una singularidad dicritica de Z.
2) zoa,(21,22) — 21b,(21, 22) = 0.

Demostracion: Como 0 € U es singularidad dicritica de Z, entonces se tiene
que CP(1) C 6% es no invariante por Z, es decir que el e t z el .9 u"no
es invariante por Z. Supongamos que 2,a, (21, 22) — 21b,(z1, 22) # 0 por la
observacion 2,9 se tiene que a,(u, 1) —ub,(u, 1) Z 0y b,(1,t) —ta,(1,t) # 0,
luego por el caso I estudiado se tiene que el .%e tz el .%e u"son invariates por
Z , lo cual es una contradiccion con nuestra hipotesis, se sigue que lo supuesto
es falso.

Reciprocamente, como zoa,(z1, 22) — 21b,(21, 22) = 0 entonces por la ob-
servacion anterior se tiene a,(u, 1) — ub,(u,1) = 0 o b,(1,t) — ta,(1,t) = 0.
Si ay,(u,1) —ub,(u, 1) = 0, entonces por el caso II estudiado se tienea que el
e 1. no invariante por Z. De donde se sigue que CP(1) C (E% es invariante

por Z. Por lo tanto 0 € U es una singularidad dicritica de Z. ]
Ejemplo 2.12: Sean

Z(21,29) = (2771 228 + 2226 29) con k > 1

Wiz, 2) = (237 22F 4 227%7225) con k > 2

se tiene que (0,0) € C? es una singularidad aislada de estos campos y ademas
se sigue de los dos ejemplos anteriores, que se trata de singularidades del tipo

no dicritico.

Observacion 2.13: 1) De la proposicion anterior se tiene que el caso I
estudiado paginas atras, se da cuando la singularidad es no dicritica y

el caso II cuando la singularidad es dicritica.
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2) Z soélo tiene singularidades en la carta (z,xt) (respectivamente en
(uy,y)) siy solo si el polinomio b,(1,t) — ta,(1,t) (respectivamente

ub,(u, 1) — a,(u, 1)) es de grado v + 1.

2.2. Multiplicidad de intersecciéon

Definicion 2.14: Sea f,§ € O, con § irreducible, si g € Gy f € f entonces
existe U C C? vecindad abierta del 0 € C? tal que f,g € O(U). Si ~ :
D.(0) = U es una parametrizacion de Puiseux de ¢g. La multiplicidad de
interseccion de f y g en 0 € C? se define como el orden del 0 de la funcién

fov:D.0)— Clo cual serd denotada mo(f, g).

Ejemplo 2.15: Sean f,g : C* — C definidas por f(z1,22) = 21 + 25 y
g(z1,2) =22 — 22" neN

sabemos que:

v: C —=C?
T —A(T)=(T%T"")

es una parametrizacion de Puiseux de g. De alli se tiene (f o v)(T) =
f(T?, 7271 = T2 + (T*1)2 = T2 + T2 entonces my(f, g) = 4n — 2.

Ejemplo 2.16: Sean f, g : C* — C definidas por f(z1, 22) = 22y 9(21,22) =
2 _ .5
21 T 2

sabemos que:

v: C —=C?
T —~(T)=(T°T7

es una parametrizacion de Puiseux de g. De alli se tiene (f o y)(T) =
f(T5,T?) = T? entonces my(f,g) = 2.

Observacion 2.17: 1) Por comodidad hemos definido la multiplicidad

de interseccion en el 0 € C2, pero podemos definir, de manera anéloga
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la multiplicidad de interseccién en cualquier punto p perteneciente a

una de las curvas.

2) En lo sucesivo cuando escribimos f nos estamos refiriendo al germen de
la funcién f y cuando escribimos f se entiende como un representate

de f.
Proposicion 2.18. Si f,g € Oy con G irreducible. Si f es una unidad en-

tonces mo(f,g) = 0.

Demostracion: Como g € Gy f € f entonces existe U C C? vecindad abierta,
del 0 € C? tal que f,g € O(U) . Desde que f es analitica en 0, tenemos
f(z1,22) = 32010 agz®? y como f es una unidad por el Teorema 1.3.2 se
tiene que f(0,0) # 0 entonces a(g) # 0, si y(7') es una parametrizacién de

Puiseux de g. Entonces

JUD) = ) ag(1(1))?

Q=0

del cual f(7(0)) = a0 # 0, entonces my(f, g) = 0. N

Proposiciéon 2.19. Si f1, f2,G € Oy con G irreducible, se cumple que

mo(f1-f2, 9) = mo(f1,9) + mo(fa, g)

Demostracion: Como g € G, f1 € f1 v f2 € fo entonces existe U C C? vecin-
dad abierta del 0 € C? tal que fi, f2,g € O(U). Si v(T) una parametrizacion

de Puiseux de g. Entonces

(f1-f2)(V(T)) = fL(v(T))- 2 (0 (T))

Por propiedades de orden de funciones analiticas de una variable compleja

se tiene que

ordo(fr(Y(T))-f2(4(T))) = ordo(f1(+(T))) + ordo(f2(7(T)))

lo cual concluye la prueba. ]
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Hasta el momento hemos definido la multiplicidad de interseccion de dos
curvas, siendo una de ellas irreducibles. £Que pasa si f y § son reducibles?.
Si g no es irreducible, por el Teorema se tiene que Oy es un Domino
de Factorizacién Unica entonces podemos escribir § = w.g1** - - - 3,7, donde
U, G199, 9, € O2 Y Gy,09,- - , g, son irreducibles, w es una unidad y
ai, -+, € N. Gracias a las dos Proposiciones anteriores es natural definir

lo siguiente.

Definicion 2.20: Si f,g € O, con g reducible, entonces
mo(f,9) = Zajmo(f, 9;)
j=1

con g =u.g™ ---g,°, donde g,G,, - - , g, € Oy son irreducibles, uw € O, es

una unidad y aq,--- ,a, € N.

Lema 2.21. Sea B.(0) C C? una bola abierta de radio € centrada en 0 €
C?, con € suficientemente pequerio de tal forma que 0 € C? sea la tunica
singularidad de Z = (Zy, Zy) en B(0), entonces mo(Zy1, Zy) es el mimero de
soluciones de la ecuacion Z(z) — (£,0) = (0,0), donde & # 0 es suficiente

pequeno.

Demostracion: Sea mo(Zy, Zy) = v, las soluciones de pueden ser vistas en los

t-planos como soluciones de

| 2D ¢

Z1((T)) = ¢
donde v es la parametrizaciéon de Puiseux de Zs. Pero Z1(~(T)) = T"h(T)
con h(0) # 0 entonces T"h(T) = &, como h(0) # 0 entonces h € O, es
una unidad, de alli podemos considerar la ecuacion TVh(T) = &, solo de la
siguiente manera T" = £, de donde se sigue que esta ecuacion tiene v racices,

lo cual concluye la prueba. O

Lema 2.22. Sea U C C? abiertoy Z € X (U), si0 € U es un punto singular
aislada de Z = (Z1, Z3). Entonces Io(Z) = mo(Zy, Zs).
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Demostracion. Como 0 € U es una singularidad aislada de Z entonces existe
B.(0) C C? una bola abierta de radio € centrada en 0 € C?, con € su-
ficientemente pequeio de tal forma que 0 € C? sea la tinica singularidad
de Z en B.(0), haciendo wy = (£,0) donde & # 0 es suficiente pequeiio,
por el Lema tenemos que mo(Z1, Zs) es el nimero de soluciones de la
ecuacion Z(z) — wy = 0. Por otro lado tenemos también por el Lema [I,49]

que esta ecuacion posee exactamente [y(Z) soluciones, de donde se sigue
I(](Z) :mo(Zl,Zg). O

Teorema 2.23. Sea A una matriz 2 X 2 cuyas entradas son germenes de
funciones holomorfas en 0 € C?; i.e.,

- (53 50)

Si det(A(0,0)) #0 y f1,91, f,G € Oy no unidades tales que

Do e
Entonces mo(f1,91) = mo(f, g)-

Demostracion: Como f;; € f_w conl<i,j<2, ficfi,q€q, fEfygcE
g entonces existe U C C? vecindad abierta del 0 € C? tal que fij, f1, f, 91,9 €
O(U); consideremos los siguientes campos vectoriales Z, W € X (U) definidos
por Z(z) = (f(2),9(2)) y W(z) = (fi(2),01(2)), como fi, fo, f, g son no
unidades, se sigue del Teorema que f1(0) = ¢1(0) = f(0) = g(0) =0,
entonces 0 € C? es singularidad de Z y W. Por otro lado, como det(A(0,0)) #
0 de la continuidad se sigue que A(z) € GL(2,C) para z en una vecindad del
0 € C? y por la condicion , se tiene de la definicion m que Z y W son
A-equivalentes de alli por la Proposicion se tiene que [o(Z) = Io(W),
luego por el Lema se sigue que mo(f, g) = mo(f1,91)- ]

Corolario 2.24. my(f,g) = mo(g, f).
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Demostracion. Basta considerar la matriz

- (33)

Teorema 2.25. Si f,§ € Oy con § no unidad. Entonces

mo(f, g) = ord(f,0).ord(g,0) + Y my(f,3).

q€E~1(0)
Demostracion. Sin perdida de generalidad, podemos suponer que todos los
puntos en el proyectivo donde f corta a ¢ se encuentra en la carta z; = x,
29 = xt.

CASO 1: g irreducible. Como g € gy f € f entonces existe U C C?
vecindad abierta del 0 € C? tal que f,g € O(U) desde que g es no unidad se
tiene que g(0,0) = 0 entonces v = ord(g,0) > 0, por el Lema podemos
suponer que g es regular con respecto a la variable z, y de orden v y por el
Teorema de Preparacion de Weiestrass se tiene

g=(m+@m(a)y "+ ta(a)a

(& /
-~
h

donde @y, ...,a, € O; no unidades y w € Oy unidad, se sigue de las proposi-

ciones 2,18 y 2,19 que
mO(f> g) = mﬂ(fa hU) = m0<f7 h‘)
donde h € h y u € %, del Teorema tenemos que existe € > 0y ¢ :

D.(0) — U tal que h(T",p(T)) = 0, VT' € D.(0); i.e., v(T) = (T",o(T)) es

una parametrizacion de Puiseux de h de alli

fO(T)) = TmUMGT);  $(0) #0
_ TmO(f’g)gb(T) (2.4)

Por otro lado sabemos que:

fey = BoB@t) _ (ho B)x,t)

ord(h,0) xv
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pues ord(g,0) = ord(h,0). Ahora definamos

5: DJ(0) — C?
_ (T
T oA =@, A
Se sigue que 7 esta bien definida y es analitica en D.(0).

Afirmacioén: (T es una parametrizacion de Puiseux de h. En efecto

BEM) = (ho BT, S0y

= W1, ¢(T)) = h((T)) = 0.

lo cual prueba la afirmacion.
Si ord(f,0) = p, de (2,4)) se tiene

TUDY(T) = f(y(T) = (f o E)T",

= T,

= T J(H(T))

desde que 7 es irreducible y estamos suponiendo que todos los puntos en el
proyectivo donde f corta a g se encuentra en la carta z; = x, 29 = xt, se
sigue que este es un tnico punto donde fvcorta a ¢ y se encuentra en el .%e
t", denotemos este punto con ¢ = (0,%y). Por otro lado como ¢(0) # 0y

desde que ¥(T) es una parametrizacion de Puiseux de I tenemos
TmoUDg(T) = 7o 7™ Ih [(T)  H(0) 0

Del cual se tiene

mo(f, g) = p +my(f,h) (2.5)

y desde que @ € O, es una unidad y § = h.7, se sigue que mq(f, ﬁ) = mq(f, 9)

Y D ger-1(0) mq(f, g) = mq(]?, J), pues f corta a § en tinico punto, de |) y
de estas tltimas lineas se tiene
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mo(f,g) = ord(f,0).ord(g,0) + Z mq(f, 9)

q€E~1(0)
CASO 2: g reducible. Por el Teorema [1,31]se tiene que O, es un Domino

de Factorizacion Unica, entonces podemos escribir

g = ﬂ'mal . .EO‘T

Donde u,G1,95,- - ,G9, € O2Y G1,Gs, - , g, son irreducibles, % es una unidad

y aq,- -+, € Ny por la definicion tenemos

9) = Z a;mo(f, g;) (2.6)

Como g; son irreducibles y denotemos por g; al tinico punto en el proyectivo

donde fcorta a g;j, entonces del caso 1 se tiene que

mo(f, g;) = ord(f.0).0rd(g;,0) +my,(f,g;) (2.7)

De (2,6) y (2,7) se sigue

9) =Y amo(f.g;) = Y ajord(f,0).ord(g;,0) + Y aymy, ([, 4)
=1 j=1 =1

(2.8)

como g = u.g;*' - - - g%, tomando un representante de cada germen, se tiene

g =u.gy" -+ - g2 de donde se sigue que
ord(g,0 Zajord (94,0

Por otro lado tenemos r puntos en el proyectivo donde fcorta a g entonces

Z mq f 9) Zocjmq] f 9;)

q€E~1(0)

De estas tltimas lineas en - tenemos
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mo(f,9) = ord(f,0).0ord(g.0) + e 5110y Ma(f.9)

Asi, se concluye con la prueba.
]

2.3. Numero de Milnor de un campo vectorial

Definicion 2.26: Sea U C C? abierto y Z € X(U), si 0 € U es un punto

singular de Z. Definamos

1) La Multiplicidad Algebraica de Z en 0, el cual denotamos con
ordy(Z) se define como ordy(Z) = min {ord(Z,,0),ord(Z,,0)}, donde
Z == (Zl, ZQ)

2) El Numero de Milnor de Z en 0, denotado por po(Z) se define
como po(Z) = mo(Z1, Za).

Ejemplo 2.27: Sea Z(z1,2) = (21 + 23,22 — 271 con k > 1, se tiene

que ord(Z,,0) =1y ord(Z,,0) = 2 entonces ordy(Z) = 1. Por otro lado del
Ejemplo 2.2.1 se tiene que mo(Z, Z3) = 4k — 2 entonces po(Z) = 4k — 2.

Ejemplo 2.28: Sea Z(z1, 29) = (22, 2] —23) entonces se tiene que ord(Z;,0) =
ord(Z,,0) = 2 de alli ordy(Z) = 1. Por otro lado sabemos que:
v: C —C?
T —o(T) = (1T°,7%)

es una parametrizacion de Puiseux de Zy y Z;(v(T)) = T*, entonces se sigue
que po(Z) = mo(Zy, Zy) = 4.
Observacion 2.29: 1) ordy(Z) =0« 0 ¢ Sing(Z).

2) Z tiene parte lineal nula si y solo si ordy(Z) > 2.

Hay una manera equivalente de definir el Numero de Milnor para campos

en C", que resulta ser mas algebraica. En dimension 2, esta definicion es de

la siguiente manera.
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po(Z) = dimeOs/(Zy, Z2)

Donde <Z, 72> es el ideal de Oy generado por Z1,Z5. A definiciéon es

mas geométrica e intuitiva desde que estamos trabajando con campos en C2.

Proposicion 2.30. Sea U C C? abierto, Z € X(U) y 0 € U es un punto
singular de Z, entonces ordy(Z) < po(Z).

Demostracion: Supongamos que ordy(Z) = ord(Z2,0) < ord(Z1,0) y que
Z3 no es identicamente nulo, entonces v = ord(Z,,0) > 0. Considerando el
germen de la funcién Z,, del Lema y de la definicién m 7, es regular
de orden v en z; por el Teorema se tiene que zZ3 = hu, donde h € O,

es un polinomio de Weiertrass de grado v en z5 y u € Oy es una unidad, se

sigue de las Proposiciéones y que

po(Z) = mo(Zy, Z2) = mo(Zy, hu)
= mo(Z1,h) (2.9)

Por el Teorema [1,33] v(T') = (I, ¢(T)) es una parametrizacion de Pui-
seux de h. Por otro lado, si p = ord(Z;) podemos poner Z;(z1, z2) = Zi:u bi(z1, 22),
donde b;(21, z2) es un polinémio homogéneo de grado i en las variables z; y
29.

Zi(y(T)) = bu(T",o(T)) + Y (T, o(T))

i=p+1

Como b,,(z1, 22) es polinomio de homogéneo de grado p, entonces

ordy(Z1(y(T))) = ord(Zy,0) = ord(Z»,0)

~~ ———r
m()(Zl,h) OT’d()(Z)
De [2,9] se sigue que ordy(Z) < po(Z2). O

Teorema 2.31. Sea U C C? abierto, si 0 € U es una singularidad aislada
no dicritica de Z € X (U) y v = ordy(Z) entonces

po(2) == +1+ S w(2)

q€E~1(0)
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Demostracion: Sin pérdida de generalidad, podemos asumir que ord(Z;,0) =
ord(Zy,0) = v (Z = (Z1, Z5)) y que todas las singularidades de Z se encuen-
tran en la carta (z,t) del blow-up. Por el Teorema 2,25

po(Z) = mo(Zy, Za) = ord(Z1,0).0rd(Z2,0) + > my(Z1, Zs)

qeE~1(0)

= 4 Y my(Z1,2) (%) (2.10)

q€E~1(0)
Como 0 es una singularidad no dicritica, tenemos

~ EIZ(xvt)

Z(x,t) = = (22, (x,t), Zo(x,t) — tZ1 (2, 1))

xufl
Por tanto

How) (Z) = M) (xZi(x,t), Zo(x,t) — tZy(2,1))
= Mo0) (T, Za(, 1) — tZ3(2,)) + Mio10)(Z1 (2, 1), Zo(, )
—tZy(z,1)) (2.11)

Consideremos

v: DJ(0) —U
T —=~(T)=(0,T+t)

se observa que 7 es una parametrizacion de Puiseux de f(z,t) = x en (0, tp).

Luego si denotamos g(x,t) = Z(w, t) — tZ(x, t), tenemos

g(W(T)) = g(0, T + to) = Zo(0, T + to) — (T + o) Z1(0, T + o) (2.12)
Por otro lado recordemos que:
g(x,t) = Zo(x,t)—tZy (2,t) = by (1, 6)—ta, (1, ) +a[byr1 (1, t)—ta, (1, )] +22[ - -
asi

g(0,t) = b,(1,t) — ta,(1,1)
— et —t) (= t) (2.13)
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donde ty,- -+ ,t,, € C distintos dos a dos, y 1 + -+ + 1, = v+ 1. De[2,12y

2.13
gy (1)) = g(0, T +to) = (T +to — t1)™ -+ (T + b — )™
Luego, si tg ¢ {t1, -+ ,tm}, entonces

M40 (2, Za(,1) — tZ1(2,1)) = mioe)(f, ) = O

y si ty = t;, entonces

gy (M) =c(T+tg—t)™r T (T +1tg—ty)™ (2.14)

de donde se sigue que

Mo, (T, Zol,t) — 121 (2, 1)) = mos(f, 9) = 7. (2.15)

Zv\ _ (10 Z
Lo t 1)\ Z,—tZ,

sigue del Teorema [2,23

Como

M40 (Z1, Za — t21) = myo a0y (Z1, Z2) (2.16)

De (2,11), (2,16), (2,15) v (2,14) se tiene

Y. mlZ) = Y mow(2)

a€ETHO) toeC
= > mouwn(e 2o~ t2) + 3 miow(Z e~ t20)
et toeC
= Tl+‘.-+rm+zm(0’t0)<21722)
toeC

q€E~1(0)
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De (2,17) en (2,10 tenemos,

O

Teorema 2.32. Sean U C C? abierto, si 0 € U es una singularidad aislada
dicritica de Z € X (U) y v = ordy(Z), entonces

no(Z)=v+v—1+ Y py(2)
q€E~1(0)
Demostracion: Sin pérdida de generalidad podemos asumir que todas las
singularidades de Z se encuentran en la carta (x,t) del blow-up y también
que ord(Z,0) = ord(Z2,0) = v (Z = (Z1, Z3)). Como 0 es una singularidad

dicritica, tenemos

Z(x,t) = B2l (7 (5 p), 2@ A @)y

v x

Sige Sing(Z)

~ Zo(,t) — tZy (2, 1)

T

como ord(Zy,0) = ord(Z»,0) = v

Zi(21,22) = Zkz,, ar(21, 22) ¥ Za(21, 22) = Zkzu bi(21, 22)

donde a;, y by son polinomios homogéneos de grado k. Sea

P(Zl, ZQ) = 2122(21, ZQ) — 2221(2’1, 22) (219)
asi,

P(z1, 22) = (210, (21, 22) — 220, (21, 22)) + (210041 (21, 22) — 224041 (21, 22)) + - - -

desde que 0 es una singularidad dicritica se tiene que 210, (21, 22) —20a, (21, 22) =
0, luego ordy(P) = v + 2. De y de esto tltimo se sigue que
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7100, 2p) = 25t - - (2.20)

también se tiene

~ P(Ey\(z,t))  P(x,at)  xZy(x,xt) — otz (v, xt)

P(z,t) = o2 IR R T2
_ l(ZQ(EI(ZL’,t)> _ tZl(El(x,t)))
T o xv
Z t)—tz t
_ &b -t4@Y) (2.21)
T
De (21) en (ZT5)
IUQ(Z) = mq(Zl(l',t),ﬁ<£L',t)) (222)
sigue del Teorema [2,25
mo(Zy, P) = ord(Zy,0).ord(Z,,0) + Z mq(z,ﬁ)
qeE~1(0)
De (2,22)
mo(Z1,P) =v(v+2)+ > py(2). (2.23)
q€E~1(0)

Por otro lado

Z1 B 1 0 Z1
21Z2 — ZQZl N —2Z9 1 ' 2122
y por el Teorema [2,24]
mo(Zh 22y — Z2Z1) = mO(Zh Z1Z2)

= mo(Zl, Zl) + mo(Zl, ZQ)
= mo(Zl, 21) + ,LL()(Z) (224)
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Si hacemos f(z1,20) = Z1 = Ekzy ag(z1,22) y g(z1, 22) = 21. Asi del Teorema
1,33, v(T") = (0,T) es una parametrizacion de Puiseux de g. De ([2,20)) se tiene

F((T)) = Zy((T)) = Z,(0,T) =T + ...

Asi

mo(Zy1, z1) = mo(f,g) = ordo(fy(T)) = v+ 1+ po(Z) (2.25)

logo, de (2,24) y (2,29)

/LO(Zl, P) = mo(Zl, 21Z2 — Zng) =v+1+ M0<Z) (226)

asi, de (2,23) y (2,26]) tenemos

m(Z) =1 +v—1+ Y pyl(Z)

q€E~1(0)

2.4. Teorema de Seidenberg
Antes de enunciar el teorema de Seidenberg veamos dos ejemplos.

Ejemplo 2.33: Sea Z(z1,25) = (2122 + 2%, 23); se observa que (0,0) € C?
es una singularidad aislada de Z; y también este campo vectorial tiene parte
lineal nula. Apliquemos la explosién en (0,0) € C2. Trabajando en la carta
(z,t) como en la seccion [2,1] tenemos

ZQ(El (ZL’, t)) — tZl (El (,f, t))

T

EIZ(ZL‘,t) = (Zl(El(xat»a
= (2% +2°, —tx)

)

De alli
Z\(z,t) = (at + z, —t)
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y se observa que este nuevo campo vectorial tiene parte lineal no nula. Anélo-

gamente si trabajamos en la otra carta (u,y) se obtiene

Z2(u,y) = (u,y)

Y también se observa que este nuevo campo vectorial tiene parte lineal no

nula.

Ejemplo 2.34: Sea Z(z1,2) = (2122 + 23, —25); al igual que el ejemplo
anterior este campo vectorial presenta parte lineal nula y al (0,0) € C? como
una singularidad aislada. Realicemos la explosion en (0,0) € C2. Trabajando

en las cartas (z,t) y (u,y) se obtiene
ZV(x,t) = (22 + 22, 22 — ta) y Z2(u,y) = (2u + udy, —y)

Se sigue que 71 presenta parte lineal nula y al (0,0) € C? como tnica singula-
ridad; por otro lado 72 presenta parte lineal no nula. Apliquemos la explosion
en la singularidad de 71 y para no introducir mas variables hagamos = = zq,
t=2y W = Z1 entonces se sigue que W (z1, 20) = (2120 + 23, =225 — 2129).

Trabajando en la carta (z,t) y (u,y) tenemos
Wz, t) = (at + o2, —t — 3t2 — 3) vy W2(u,y) = (1 + 3u+ u2, —2y — uy)
Del cual se sigue que wt y w2 presentan parte lineal no nula.

En el ejemplo 2,33] solo basto un blow-up para obtener transformados
estrictos con parte lineal no nula, pero en el ejemplo [2,34] fue necesario dos
blow-ups. Una pregunta natural que surge a partir de estos dos ejemplos es
la siguiente si U C C? abierto y 0 € U singularidad aislada de Z € X (U) tal

que Z tiene parte lineal nula.

Pregunta 2.35: ;Sera que después de un nimero finito de blow-up’s todos

los transformados estrictos que van apareciendo tengan parte lineal no nula?.

El siguiente resultado de A. Seidenberg responde positivamente a esta

interrogante.
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Teorema 2.36 (Seidenberg, [10]). Sea U C C? abierto, 0 € U singularidad
aislada de Z € X(U) tal que ordy(Z) > 2. Después de un nimero finito
de blow-ups con centro en las singularidades de los transformados estrictos
que van apareciendo, todos los transformados estrictos tienen multiplicidad
algebraica igual a 1; i.e., que todos los transformados estrictos que van apa-

reciendo tienen parte lineal no nula.

Demostracion: De los Teoremas [2,31] y [2,32] se tiene que

1a(Z) < my(2),¥g € 7 (p) (2.27)

y por la Proposicion [2,30]

ord,(Z) < p,(Z),¥p € Sing(Z) (2.28)

Supongamos que existe un nimero infinito de blow-ups con centro en las
singularidades de los transformados estrictos que van apareciendo que tienen

multiplicidad algebraica mayor que 1; i.e.,

Ip, € E1(0) tal que ord, (ZM) > 2, donde ZM) = Z

Ips € E7L(py) tal que ord,,(Z?) > 2, donde Z?) = Z()

—

Ips € E~(py) tal que ord,,(Z®)) > 2 donde Z®) = Z(2)

Ipr € E7Y(pi_1) tal que ord,, (Z*) > 2 donde Z*) = Z(*-1)

Por (2,27)) tenemos

Hopy (Z(l)) < HJO(Z)’ ILLPQ(Z(Q)) < Up, (Z(l))7 o 7upk(Z(k)) < lupk—1(Z(k_l))
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de estas desigualdades y de (12,28)) se tiene
po(Z) > ,Upl(Z(l)) > sz(Z(Q)) > sz(Z(Q)) > > Npk(Zk) > 22

como 1, (Z)) € N, entonces debemos tener que j1o(Z) = +o0 el cual es una

contradiccion. Luego lo supuesto es falso, lo cual concluye la prueba. O



Capitulo 3

Reduccién de Singularidades

En este capitulo, presentamos el resultado principal de este trabajo. Estu-
diamos sobre la reduccion de singularidades de campos vectoriales analiticos
en C? siguiendo los trabajos de C. Camacho [1], y J. Mattei, R. Moussu [7].
El teorema a probar afirma que los campos vectoriales analiticos en C? pre-

sentan so6lo singularidades simples después de un nimero finito de blow-ups.

3.1. Singularidades simples:

Definicion 3.1: Sean U C C? abiertoy Z € X(U), p € Sing(Z) es llamada

Singularidad Simple si los autovalores A\, Ay de la matriz

YA YA
~(p) ~(p)

P P

A4

0z (») 02y (»)
donde Z = (41, Z,), satisfacen

1) Al#O#AgyAl/)\Qil\L)\g/)\l ¢N

H) M £0=X 6\ £0 =\

Ejemplo 3.2: Sea Z(z1,22) = (221 + 2122, 25) se observa que (0,0) € C? es

una singularidad de Zy se tiene que

51
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071 074
3_2(070) 822 (O O) _ ((2) 8)
a—zl(O,O) 822 ,0)

y los autovalores de esta matriz son Ay = 2 y Ay = 0. Luego, se sigue que

(0,0) € C? es una singularidad simple de Z.

Ejemplo 3.3: Sea Z(21,22) = (221 + 22 + 2122,222 + 23) se observa que

(0,0) € C? es una singularidad de Z que no es simple, pues

2 0.0) 20,0

2 (21
GZQ(O 0) 8i 0) —\o 2
82’1 ’ 822

y sus autovalores son A\; = Ay = 2.

Haciendo un blow-up en la singularidad del ejemplo y trabajando en

las cartas (z,t), (u,y) obtenemos los transformados estrictos siguientes:
Z\(x,t) = (2u +at + 2, —7) y Z2(u,y) = (1 — uy, 2y + 2°)
Se sigue que Z1 es como en el ejemplo , es decir la tnica singularidad de

71 es (0,0) € C? y es simple; mientras que 72 no presenta singularidades.

3.2. Teorema principal

En el ejemplo el campo vectorial presentaba una singularidad no sim-
ple, y haciendo un blow-up conseguimos que uno de los transformados es-
trictos presentase singularidades simples y el otro transformado estricto no
presentase singularidades. Entonces una pregunta que resulta natural es la

siguiente:

Pregunta 3.4: ;Podemos hacer que una singularidad que no es simple se

transforme en simple después de un niimero finito de blow-ups?.

El siguiente resultado responde positivamente a la pregunta.
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Teorema 3.5 (Teorema Principal). Sea U C C? abierto, 0 € U singularidad
aislada de Z € X (U ). Después de un nimero finito de blow-ups con centro en
las singularidades de los transformados estrictos que van apareciendo, tienen

todas las singularidades simples.

Demostracion: Por el Teorema [2,33] existe un namero finito de blow-ups de
tal manera que todos los transformados estrictos tienen parte lineal no nula.
Asi, bastara estudiar los campos vectoriales que tienen parte lineal no nula
y singularidad aislada en 0 € C.

Por un cambio lineal de coordenadas (Forma Canonica de Jordan) pode-
mos suponer que DZ(0,0) es como en los tres casos siguientes que presenta-
remos. Sean Aj, Ap son los autovalores de DZ(0,0).

CASO I: Si Ay = Ay = XA #£ 0. De esto se presenta dos subcasos:

Al

l.a) Si DZ(0,0) = ( A

) , entonces se tiene que:

Z(z1,29) = (Az1 + 20 + Z ar(z1, 22), A\zo + Zbk(21, 22))

k>2 k>2

donde ay, by son polinomios homogéneos de grado k. Denotando
ai(z1,22) = Az1 + 29 ¥ br(z1, 22) = Azo.

Entonces
zlbl(zl, 22) — Zgal(zl, 22) = /\2122 — ZQ()\Zl + ZQ) = —ZS 7é 0

sigue de la Proposicién que (0,0) es una singularidad no dicritica.

Trabajando en la carta (z,t) tenemos

E(Z)(x, 1)

Ziat) = =555
= (x) 2" lap(1,8),) 2" (be(1,1) — tar(1,1)))
E>1 k>1
= (z+at+ Y " ap(L 1), 2+ 2P (bp(1,t) — tag(1,t))

k>2 k>2

de donde se sigue que la tnica singularidad de 71 es (0,0) y ademés



o4

1.b)

DZ1(0,0) = ( 22(1,0) 8 >

lo cual implica que la tnica singularidad de 7! es una singularidad

simple.

Ahora trabajando en la otra carta (u,y) tenemos

Pluy) - Eé‘(i)_(lu,y)
= (Z yk_l(ak(uv 1) - Ubk(u> 1))7 Yy Z yk_lbk(u> 1))
= 1+ " Ma(u, 1) —ubp(u, 1), Ay +y Yy bi(u, 1)

asi, 72 1o tiene singularidades, pues /Z\é(u, 0) = (1,0).

A

Si DZ(0,0) = ( 0

), entonces se tiene que

Z(z1,20) = (A2 + Zak(217 22), Aza + Z bi(21, 22))

k>2 k>2

donde ay, by son polinomios homogéneos de grado k. Denotando
ai(z1,22) = Az1 ¥ br(21, 22) = Azo.
Se sigue que
21b1(21, 22) — 2201 (21, 22) = Az129 — A2120 =0

por la Proposicion se tiene que (0,0) es una singularidad dicritica.

Trabajando en la carta (z,t) tenemos

s - H@ED

= (;xk_lak(l,t),;xk_g(bk(l,tl— tar(1,1)))
= Ag(z,t) = By (z,t)
= (A Ap(w,t), (ba(1,8) —tas(1,1)) + Y Bylw,1))

k>2 k>3
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desde que A # 0, se sigue que 7! no presenta singularidades.

Ahora trabajando en la otra carta (u,y)

Fug) — EDD)
= (Z yk_Q(ak‘<u7 1) - Ubk(u’ 1))7 Zyk_lbk(u’ 1))
E>1 k>1
= (Z yk_z(ak(uv 1) - Ubk(u’ 1))7 bl(“? 1) + Z yk_lbk’(uv 1))
= O v Han(u, 1) —ubp(u, 1), A+ >y b (u, 1))

desde que A # 0, se sigue también que 72 no presenta singularidades.

CASO II: Si Ay # X, Mt #0 # Moy 22 =n > 2, entonces

bY

DZ(0,0) = ( 31 AOQ )

podemos asumir que \; = 1 y que Ay = n. Asi,

Z(z1,20) = (:1 + Zak(zly 29),nzo + Zbk<zla %))

k>2 k>2

donde ay, by son polinomios homogéneos de grado k. Denotando
ai(z1,22) = 21y br(z1, 22) = nzs.
se sigue que
21b1(21, 22) — 2201 (21, 22) = N2129 — 2129 =0

por la Proposicion se tiene que (0,0) es una singularidad no dicritica.

Trabajando en la carta (u,y)

E3(Z)(u,y)

Z%(u,y) = =
= Qv Nan(u, 1) —ubp(u, 1)),y v 'by(u, 1))
= Cr(u,y) = Dy (w,y)
= (CL1<U, 1) - Ub1<'U/, 1) + Z Ck(“u y>7 ybl(u7 1) + yz Dk(“a Z/))
E>2 E>2

= ((U - un) + Z yk_lck(ua y)? yn+y Z Dk(“a y))

k>2 k>2
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de donde se sigue que la tnica singularidad de 72 es (0,0) y ademaés

Dﬁ(0,0):(é_" O)

n

lo cual implica que la tnica singularidad de 72 es una singularidad simple.

Ahora trabajando en la otra carta (x,t), tenemos

ey — B2

kZI Bk(mvt)

= (var(L,t) + 2 Ap(z,t),bi(1,8) — tar(1,t) + Y Bi(x,t))

k>2 k>2

= (z+z) Ap(a,t),(n—1)t+ ) Bi(x,t))

k>2 k>2
de donde se sigue que la tnica singularidad de 72 es (0,0) y ademaés

Dﬁ(o,()):(é nﬂl)

pero esta singularidad no es simple, sin embargo tiene la forma inicial, enton-

ces prosiguiendo con los blow-ups, después de n — 1 blow-ups obtendremos

DZ"=1(0,0) = (é ?)

lo que se reduce al caso I(exactamente al subcaso 1.b) que ya fue estudiado.

CASO III: Si Ay = Ay =0, entonces DZ(0,0) = ( 8 (1) ) asi,

Z(zl, 22) = (22 + Zak(zh 22), Zbk(zl7z2))

k>2 k>2
donde ag, by son polinomios homogéneos de grado k, denotando
ay(z1,22) = 29y bp(21,22) = 0.
Se sigue que

2101 (21, 22) — 22a1(21, 20) = —z% =0
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Por la Proposicion se tiene que (0,0) es una singularidad no dicritica.

Trabajando en la carta (u,y) obtenemos
Zu,y) = E3(Z)(u,y)
= Zyk Yag(u, 1) — ubg(u, 1)) yZyk "0 (u, 1))
—_—

k>1 k>2
Ck: (uvy)

= (ar(u,1) — uby(u, 1) ZC’kuy yby (u, 1) —I—yZDkuy)

k>2 k>2

k>2 k>2

Dy (u,y)

de donde se sigue que este nuevo campo vectorial no tiene singularidades.

Ahora trabajando en la carta (x,t), tenemos
Z(z,t) = ENZ)(x,t)
= Zxk Yap(1,1) Zxk L(bg(1 —tak(l t)))

k>1 k>1

A( t) (fct)
= (zar(Lt) + oY Ap(z,t), (bi(1,t) = tay(1,t)) + > Bilx,t))
- (xt+xZAk(;,t),—t2+ZBk(x,t)) _ (3.1)

y se observa de inmediato que la tnica singularidad de 71 es (0,0).

Si hacemos Z! = (2} ) 2;) se tiene que

%2 0.0) 20,0 (o)
023 Z3 - \00
Zoo 200

de donde se sigue que esta singularidad no es simple. Continuamos haciendo

un blow-up en este nuevo punto singular, para no introducir nuevas variables

hagamos x = 21, t = 2 y W = ZE, la ecuacion 1} se expresa de la siguiente

manera

W(z1,22) = (z122+21 Zz'f ag(1, z2), 22—1—2 Y(bi(1, 29) — z0a5(1, 22)))
k>2 k>2

si hacemos
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A<Zl7 ZQ) = Zkzz 25726”6(17 Z2) y
B(z1,2) = Yysp 21 (0k(1, 22) — 20ai(1, 22))

entonces
W (21, 20) = (21(22 + 214(21, 2)), —25 + 21B(21, 22)).

Haciendo un blow-up en (0, 0).
3.a) Si B(0,0) = by # 0. Trabajando en la carta (z,t)

EiW(z,t) = (B) Yz, t).W(z,xt)

= (z(at + zA(z, 1)), —t(xt + vA(2,t)) — 2t* + B(z, xt))
desde que B(0,0) # 0, tenemos B(z1, z2) = bo+Bi(z1, 22) con B1(0,0) =
0. Asi,
Wi(z,t) = E{W(z,t)
= (a(xt+zA(x,1)), —t(xt + vA(z, 1)) — 2> + by
+By(x,xt))

y se observa que W1 no tiene singularidades.

Ahora trabajando en la carta (u,y) tenemos

/

EsW (u,y) = (Ey) ' (u,y).W(uy,y)
= (u(y + uyAuy,y)) +uy — v’ Bluy,y), —y°
+ uyB(uy,y))

De esto se sigue

W2(u,y) = (u(2y —u(ba(1,y) — yas(1,y)) + As(u,9)), y(—y
+u(bs(1,y) — yas(1,y)) + Bs(u,y))) (3.2)

donde ordy(As) = ordy(Bz2) =2y A2(0,0) = By(0,0) = 0. Asi, se sigue
que W2 tiene como tnica singularidad a (0,0) de multiplicidad 2 y esta
singularidad atn no es simple. Entonces continuamos con los blow-

ups en (0,0), nuevamente para no introducir mas variables hagamos
X =W?2yu=z,y =z asi de la ecuacién 1) se tiene
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X(21,22) = (21(229 — 21(b2(1, 29) — 20a2(1, 22)) + Az(21,22)), 22(—22 +
21(ba(1, 29) — z2a9(1, 22)) 4+ Ba(z1, 22)))

Ademés podemos considerar que

X(Zl, ZQ) = (21(22’2 — Zl(bz(l, 22) — 22(12(1, 22))), 22(—22 + Zl(bg(l, ZQ)
—2202(1, 22))))-

Trabajando en las carta (z,t) tenemos

EfX(z,t) = (E) Yz, t).X(z,xt)
= (2%[2t — (bao(1, 2t) — wtay(1, xt))], —tz[3t — 2(by(1, )
—xtas(1, xt))])

Er X (z,1)

de donde X! = . Luego,

X! = (x[2t — (ba(1, xt) — wtas (1, xt))], —t[3t — 2(ba(1, xt) — xtas(1, xt))])

las singularidades de X son (0,t1) y (0,t9) donde ty,t5 son raices de

la ecuacion (3t — 2by) = 0. Asi, (0,0) y (0, %) son las singularidades

de X! y mas aun estas singularidades son simples, pues si hacemos
X1 = (X{, X1) tenemos

m —2b0
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3.b)

y se observa de inmediato que si Ay, Ay son los autovalores de las ma-
trices (3,3) v (3,4) se tiene A\;/A2 & Ny Ao/A; ¢ N, lo cual prueba que

(0,0) y (0, %) son singularidades simples.

Ahora trabajaremos en la carta (u,y)

E3X(uy) = (Ey) '(u,y).X (uy,y)
= (Buy — 2u’y(b2(1,y) — yas(1,y)), —y* + uy*(bo(1,y)
— yaz(l,y)))

Ef X (u,y)

de donde X2 = , luego

X2(u,y) = (3u—2u*(bo(1,y) —yas(1,y)), —y+uy(b2(1,y) —yas(1,y))).

Del cual se sigue que las singularidades de X2 son (u1,0) y (us,0)
donde u;,us son las raices de la ecuacion 3u — 2u?by = 0, entonces

las singularidades de X2 son (0,0) y (0, %), de forma analoga que el

anterior se prueba que estas dos singularidades son simples.
Si B(0,0) = 0. Como

W (21, 20) = (21(22 + 21A(21, 22)), —25 + 21 B (21, 2))
donde

Alz1,22) = Yo at Car(l,22) y Blz,22) = Yosn 2t (be(l,22) —

zoax(1, 23)).

Y podemos hacer

A(z1,20) = ag(z1,22) = B1 + Prze + 5323

B(Zl,ZQ) = bz(l,ZQ) —ZQCLQ(LZQ)
= Mz + 7223 — 29(P1 + Br22 + 5323)
= (m— Bz + (2 — Bo) 25 — P32
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Asi,

Wi(z1,22) = (2z1(22 4 b1+ Paze + /332’;), —23 + (m — Bi)z122
+ (72— Bo)z125 — B32125).

Haciendo un blow-up en (0,0). Trabajando en la carta (z,t)

/

EW(x,t) = (E) Y(z,t).W(x,xt)
= (x[wt + Bix + Pox®t + B3 t?], —t[xt + Brx 4 Bor’t
+B323t%) — 2t? + (71 — Bi)wt + (72 — Bo)z*t?
Bzt

de donde se sigue que

Wiy = B0

= (@t + Bix + Bor®t + Bax®t?, =2t + (1 — 2B1)t + (1o
—62)l't2 — 2ﬁ3$2t3>

v las singularidades de W1 son (0,t1) v (0,t3), donde 1, to son las raices

de la ecuacion —2t? + (y; — 23,)t = 0. Asi, las singularidades son (0, 0)
m =2

Luego tenemos 3 subcasos. Haciendo W1 = (W}, W}), tenemos

3.b.1) Siy #2681y 11 # 0 # [y, entonces

oW} oW}
! ! 0 m—28
M 0.0) 20,0 o
aﬁ M — 261 3@ M — 261
oz 05 ) Om5—) :(% 0 )
W (o 1 =2By Wa (o 126, m =+ 26
or ~ 7 2 ot 2

y se observa de que estas dos matrices se reducen al caso II.
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3.b.2) Siy; =26,y 11 # 0, entonces

oW} oW}
0,0) ——(0,0
az 00 — 00 :(51 0) (3.5)
Wi 0.0 Y2(0,0) oY
or ' ot 7’
y
aﬁ/? M — 26 8ﬁ/\? M — 26
@L(O’ 7 ) Qt/(o’ ;) :(7_21 0) (3.6)
8W5(0 m =26 @(0 n =26 m 0
or ' 2 ot "’ 2

los autovalores de (3,5) y (3,6 satisfacen la definicion de singu-
laridad Simple, por tanto en este caso se trata de singularidades

simples.

3.b.3) Siy =26, y 11 =0, entonces
Wz, t) = (at + Boat + B3a®t%, =202 + (7 — Bo)at® — 2B52°t)
y se observa que W1 es como en el caso (3.a) que ya fue estudiado.

Analogamente se estudia W en la carta (u,y).

Asi de los tres casos estudiados se tiene que, después de un nimero finito de
blow-ups con centro en las singularidades, se logra que todas las singularida-

des que van apareciendo sean simples, lo cual concluye la prueba. O
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