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Dedico este trabajo a todos aquellos
hombres que, como escribié Leibniz
sobre Berkeley, aspiran a ser conocidos
por sus paradojas.



La logica no puede proporcionarnos el alimento que
sustenta nuestra vida intelectual. Este debe provenir de
nuestros problemas y de nuestros conocimientos reales.
Pero la l6gica tampoco puede dejar de ser la fuerza motriz
que impulsa a la investigacion. Es semejante al dcido
clorhidrico, que ayuda a nuestro estomago a digerir los
alimentos. Constituye el antiséptico de la vida intelectual
que nos previene de ser envenenados por los alimentos.
Las impresiones que tenemos en el entendimiento serdn
confusas a menos que las ordenemos conforme a un
principio logico determinado.

MORRIS RAPHAEL COHEN
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INTRODUCCION

Para empezar este trabajo, serd menester explicar lo que queremos dar a entender con
‘evolucion’. Este término alude a un desarrollo progresivo y escalonado de las cosas o de los
organismos. Se puede comprender que una especie tropical evolucione considerando tales o
cuales circunstancias, pero lo que no es muy comun es sostener que las cosas pueden
evolucionar. Sin embargo, esto ultimo también sucede. Por ejemplo, los celulares han pasado
por una serie de cambios progresivos al igual que las representaciones del dinero. Pero,
ademds, también evolucionan los conceptos. Por ejemplo, los conceptos de ‘dialéctica’ o de
‘ser’ han ido adquiriendo diversos sentidos a lo largo del tiempo. Asimismo, en este trabajo
se considera que el concepto de ‘paradoja de Russell’ ha ido desarrolldndose desde su
formulacion pasando por su proceso de popularizacion hasta su posterior discusion en

relacion a la filosofia de la matematica.

En este sentido, esta tesis intenta rastrear el desarrollo que tuvo la paradoja de Russell
desde que fue formulada por su autor hasta el impacto que causé dentro del problema de los
fundamentos de la matemadtica. En principio, sabemos que esta paradoja (llamada “la
paradoja de las clases”) fue esgrimida por Russell contra el sistema de Frege. Es decir, asumi6
algunas ideas previas que la sustentaron. Después de indicar sus principales influencias,
nosotros buscamos explicar como surgi6 para, finalmente, entender los diversos intentos que

se propusieron para resolverla o eliminarla.



Para satisfacer el primer punto, nos es necesario establecer cudles fueron las fuentes
de las que bebié Russell para formular su paradoja. Alguna informacién tenemos, por sus
propias declaraciones, de que se inspird en un sesudo estudio de la paradoja de Cantor, la

misma que versa sobre el maximo cardinal.

Sin embargo, no hemos encontrado una pormenorizada exposiciéon de cOmo
particularmente Russell derivo su paradoja a partir de la de Cantor. Esto requiere previamente
que distingamos entre el ‘contexto de justificacién’ y el ‘contexto de descubrimiento’
planteado por Hans Reichenbach. Este es un tema algo espinoso pues, sencillamente, algunos
pensadores sostienen que la creatividad cientifica es algo inescrutable a la investigacion
(‘contexto de descubrimiento’). Sucede, pues, que algunos hallazgos cientificos han sido
descubiertos en suefios de cansancio, o algunos otros procesos irracionales dificiles de

especificar.

Asi pues, después de esclarecer el descubrimiento de la paradoja russelliana, nos
proponemos evaluar las distintas propuestas de solucién dadas a la misma tanto las del propio
Russell como las de otros interesados en la misma a raiz de sus implicancias dentro del

problema de los fundamentos de la matemaética.

Entonces, 1o que nos proponemos investigar, principalmente, es la siguiente cuestion:

. Como asi, partiendo de las investigaciones de Frege y Cantor, Bertrand Russell logré

formular la paradoja de las clases?



Adicionalmente, en relacién con esta pesquisa nosotros buscamos resolver las
siguientes interrogantes:
1) ;Qué otras paradojas estdn relacionadas con el origen y la difusion de la paradoja de las
clases?
2) (Cudl fue el impacto que causé esta paradoja en relaciéon a los fundamentos de la
matematica?

3) (Coémo han pretendido enfrentar esta paradoja los investigadores?

Este trabajo tiene tres partes. En la primera, se pretende rastrear las posibles fuentes
de las que se nutrié Russell para poder elaborar su conocida paradoja. Consideramos que han
sido tres los ingredientes que forman parte de las bases que dieron origen a la paradoja de las
clases. En primer lugar, la teoria conjuntista de Georg Cantor gracias a la cual pudo conocer
la teoria de nimeros ordinales asi como algunos problemas fundamentales respecto a la
nocién de infinito en matemadticas. En segundo lugar, la fundamentaciéon légica de la
aritmética de Gottlob Frege que le permitié reforzar sus convicciones sobre la postura que
asume que la légica es el fundamento de las matemadticas asi como desarrollar estrategias
para hacerle frente a criticas como la que dio lugar a la paradoja de las clases en el sistema
fregeano. Asimismo, consideramos que Russell conoci6 la definiciéon de nimero que Frege
elabord en base a conceptos puramente 16gicos, pero sobre todo tuvo que haber examinado
cuidadosamente la ‘Ley V’ o ‘Axioma de Comprehension’ del sistema fregeano. Finalmente,
en tercer lugar, consideramos que Russell tuvo que haber sido consciente del desarrollo
histérico de la paradoja de EI Mentiroso, la misma que tiene diferentes versiones registradas
ya por la tradicién filoséfica. En este sentido, pasamos revista a la paradoja de Eubulides, la

del abogado, la de Buridan, la del puente y la del Quijote.



En la segunda parte, en base a la distincion entre contextos de descubrimiento y
justificacion, buscamos especificar cémo ocurri6 el hallazgo de la paradoja de Russell. Esta
tarea implica dar cuenta de aquellas actividades que Russell realiz6 y que lo llevaron a
formular su propia paradoja. Asi, constatamos que Russell estaba intentando solucionar la
paradoja de Cantor sobre la cardinalidad del conjunto potencia del conjunto universal.
Asimismo, también le hacia frente a la paradoja de Burali-Forti sobre el mayor nimero
ordinal. Sin embargo, a pesar de que Russell no tuvo éxito intentando solucionar estas
paradojas matemadticas, consiguié disefiar una paradoja mds simple y preocupante: la
paradoja de las clases. Enseguida, damos a conocer las tesis planteadas por Kleene, Kilmister
y la nuestra acerca de como probablemente Russell procedi6 a descubrir su paradoja. Después
de esclarecer la manera como fue descubierta la paradoja russelliana, procedemos a clasificar
diversas paradojas relacionadas con ella: las paradojas matemadticas (como la de Cantor, la
de Burali-Forti, la de Richard y la de Berry), la familia oracional de la paradoja de Russell
(como la de las clases, la de las propiedades y la de las relaciones) y la familia argumental de

la misma (como la del barbero, la de los alcaldes, la de los catdlogos y la de Grelling).

En la parte tercera, se busca exponer el impacto que la paradoja de Russell causé en
la discusion acerca de los fundamentos de la matemaética. Sucede que la teoria de conjuntos
era considerada la base de toda la matematica. Por ello, caus6 mucha extrafieza que se
encontraran paradojas en esta fundamental teoria, siendo la paradoja formulada por Russell
la més problemdtica y representativa. Ante esto, las diversas respuestas no se hicieron
esperar. El propio Russell, dentro del logicismo, propone la teoria de los tipos 16gicos para
limitar los modos de construir férmulas bien formadas. El axiomatismo de Zermelo pretende

limitar los conjuntos mediante axiomas que imposibiliten la aparicion de paradojas. El
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intuicionismo de Brouwer rechaza la légica clésica y el infinito actual y postula una nueva
l6gica y una nueva matemdtica. El formalismo de Hilbert pretende utilizar el concepto de
demostraciones absolutas, sin contradicciones y buscaba lograr este tipo de demostraciones
construyendo un sistema de signos formales, vacios de significados, con reglas manifiestas
de como manipular estos signos. Por otro lado, Godel quien, con sus teoremas de
incompletud, derrumba los objetivos formalistas y afirma, dentro del platonismo, que los
matematicos con toda su maquinaria operativa y simbdlica tan s6lo pueden hacer teorias
matematicas subjetivas con una alta aproximacion a las verdades matematicas objetivas, pero
sin llegar a conocer estas en su totalidad. Finalmente, el dialeteismo de Priest asume que
existen ciertas contradicciones verdaderas, o dialetheias, es decir, sostiene que existen
proposiciones verdaderas cuyas negaciones son también verdaderas. Asi, las paradojas de la
teoria de conjuntos constituyen pruebas para el dialeteismo. Las soluciones que
tradicionalmente se han dado consisten en restringir el esquema de comprension. Pero, un
punto de vista dialeteico no altera el esquema de comprension y, a la vez, permite la
existencia de contradicciones evitando la explosién para que sélo algunas férmulas sean

verdaderas. Con esto se consigue que no haya trivialidad.

En el desarrollo y despliegue de la presente investigacion se recurrird al empleo de la
l6gica moderna propuesta por Gottlob Frege, mejorada a nivel simbdlico por Bertrand
Russell y Alfred North Whitehead y sometida a revision por Ludwig Wittgenstein. Es preciso
indicar que més que l6gica pura lo que se intenta es elaborar una reflexion en el marco de la
filosofia de la légica, que es una disciplina dedicada a la investigacion de los fundamentos
de la 16gica. Esto no evita, obviamente, que se tenga que hacer uso de toda una desarrollada

maquinaria légica que involucre el uso de la l6gica de primer grado asi como de otras 16gicas
11



no clésicas, como la paraconsistente. Asimismo, en cuanto se toque el tema de las soluciones
dadas a la paradoja de Russell serd inevitable apoyarnos en la filosofia de la matemaética para
poder tener un mejor control de las propuestas en relacion al problema de la fundamentacién
de las matemdticas. En este campo resaltan: Hilbert, Zermelo, el propio Russell, Brouwer,

etc.

Los temas desarrollados en el trabajo que estamos presentando son propios de la
filosofia del lenguaje formal. Podriamos encajarlo dentro de lo que se puede denominar
‘filosofia de las ciencias formales’, especificamente, filosofia de la 16gica y de la matematica.
Esto, sin embargo, debe ser enfocado desde la orientaciéon de la filosoffa analitica que
considera al lenguaje como una herramienta de andlisis sumamente valiosa. Ademas, la
filosofia analitica es la tinica forma de hacer filosofia que garantiza un andlisis exhaustivo de
la légica misma, al ser sus principales fundadores (Frege, Russell y Wittgenstein)
reconocidos légicos de elevado calibre. Entonces, al igual que la filosofia analitica tendremos
por principales virtudes al rigor, la exactitud y la claridad para poder establecer una

argumentacion no solo vélida sino también sélida.

Las siguientes paginas contienen el resultado de nuestra investigacion. Invitamos al
lector a revisar criticamente este producto para lograr mejorar alguna falencia que se nos
pudiera haber escapado. Tanto los aciertos como los desaciertos de este trabajo son plena
responsabilidad del tesista que tuvo a su cargo la responsabilidad de controlar los limites de

su investigacion.
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CAPIiTULO1

FUENTES DE LA PARADOJA DE RUSSELL

Vino a Arquimedes un joven deseoso de saber;
Iniciame, le dijo, en ese arte divina

Que tan magnificos frutos dio a nuestra patria,

Y protegid los muros ciudadanos frente a los sambuca’.
jDivina dices que es el arte! Y lo es, replico el sabio,
Mas ya lo era, hijo mio, antes de servir al estado,

Si quieres frutos, puede ddrtelos también una mortal;
Quien aspira a la diosa, no busque en ella a la doncella.

SCHILLER

Nuestra investigacion inicia considerando las posibles fuentes, influencias o antecedentes de
la paradoja de Russell. Si bien es cierto que, como sostiene Sorensen (2007: 251-254),
Russell tuvo al principio cierta influencia hegeliana, también es cierto que supo deshacerse
de la misma al leer al propio Hegel y no a sus comentadores. Pero, una cosa quedé de tal
influencia: su afdn por ver en la matematica puros procesos dialécticos y contradictorios.
Esto se nota en la obra Ensayo sobre los fundamentos de la geometria (1897) en la cual
Russell afirma encontrar contradicciones relativas a conceptos geométricos basicos. Digamos
que esta impronta filoséfica juega un importante papel en el pensamiento de Russell sobre

las paradojas, pero también hay otras fuentes de las que bebid.

Especificamente, nosotros planteamos que Russell se nutrié bdsicamente de tres

fuentes: la teoria de conjuntos de Cantor, la fundamentacién 16gica de la aritmética de Frege

' Sambuca fue un arma de asedio naval inventada por Heréclides de Tarento. Su nombre significa
“arpa”, por su semejanza a un arpa triangular de cuatro cuerdas llamada ‘cappixn’ en griego.
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y la paradoja de El Mentiroso. Las dos primeras fuentes son casi una convencion sobre el
temaZ®. Nuestro primer aporte en este trabajo de tesis consiste en considerar que Russell, con
todo su amplio conocimiento de filosofia y 16gica, debia haber conocido la paradoja de El
Mentiroso. Asimismo, nos atrevemos a sostener que Russell, de alguna manera, buscaba
reproducir esta paradoja en el sistema de Frege lo cual, como sabemos, consiguié con

resultados muy productivos para la reflexion.

1. 1. La teoria conjuntista de George Cantor 3

Segin Cantor, un conjunto es una colecciéon de un todo de determinados y distintos objetos
de nuestra percepcién o nuestro pensamiento, llamados los elementos del conjunto. Un
conjunto se dice que contiene sus elementos (0 miembros), y de estos se dice, a su vez, que
pertenecen al conjunto. Un subconjunto de un conjunto dado S es aquel cuyos elementos son

todos elementos de S, y de él puede decirse que es una parte de S.

Dos conjuntos S y T se dicen equivalentes si se da entre ellos una correspondencia

biunivoca, esto es, si hay alguna relacion tal que mediante ella cada elemento de S se halle

2 Frapolli y Romero han dado algunos detalles del origen conjuntista de la paradoja russelliana (1998:
81). También, Stephen Cole Kleene en Introduccion a la matemdtica nos indica cémo derivar la
paradoja de las clases a partir de la paradoja de Cantor de modo mas directo (1974: 44, 25). Michael
Clark en “El gran libro de las paradojas” relaciona a la paradoja de Cantor con la de Russell (2007:
220-225). Javier Castro Albano estudia las influencias que tuvo Russell tanto de Cantor como de
Frege (Barrio, 2015). Sebdstian Salgado Gonzéles (2011) también asegura que algunos conceptos
utilizados en la teoria de Cantor lograron armonizar con las pretensiones del proyecto logicista
fregeano dando esto como resultado la propuesta de Russel. Ferreirés (2000) igualmente encuentra
que Russell consider6 tanto a Cantor como a Frege para realizar su propia teoria.

3 Esta parte se basa en Kneale (1980: 405- 409) y Cantor (2011: 835-908).
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correlacionado con uno y solo uno de los elementos de T y cada elemento de T se halle

correlacionado con uno y solo uno de los elementos de S.

La potencia o ndmero cardinal de un conjunto podra entonces ser introducida como
aquello que este posee en comun con todos los conjuntos equivalentes pero no asi con otros.
Segin Cantor, se trata del concepto general que con ayuda de la actividad de nuestra
inteligencia resulta de un conjunto cuando hacemos abstraccion de sus diversos elementos

asi como del orden en que éstos vienen dados. Este nuevo concepto puede representarse por
§, donde los dos trazos horizontales dan idea de la doble abstraccion a la que S es sometido

en relacion tanto a sus elementos como al orden de los mismos. Si S es finito, S serd un

ndmero natural. ¢

Enseguida, conoceremos ciertas operaciones con conjuntos a partir de los cuales se

podrian construir nuevos conjuntos.

1. S+T es la suma légica (o la unién o asociacién) de S y T. Este contiene todas aquellas

cosas que son, a la vez, elementos de S o de T y ninguna otra.

2. ST, llamado el producto interno (o la interseccién o confluencia) de S y T, contiene todas

aquellas cosas que son, a la vez, elementos de S y de T y ninguna otra.

4§ también puede ser simbolizado como Card(S).

15



3. SXT, llamado el producto externo (o cruzado o cartesiano) de S y T, es aquel conjunto
cuyos elementos son todos los posibles pares que contienen un elemento de S y un elemento

de T.

4. ST Ilamado a veces la insercién de S en T, es el conjunto de todas las posibles ordenaciones
(o funciones monovalentes) por medio de las cuales cabe asignar elementos de S a todos los
diversos elementos de T cuando

a) T no es nulo,

b) se concede la posibilidad de asignar un elemento de S a mds de un elemento de T, y

¢) dos ordenaciones se consideran diferentes si hay al menos un elemento de T al que asignan

diferentes elementos de S.

El conjunto potencia de S resulta ser un conjunto constituido por insercion. Este se

trata del conjunto de todos los subconjuntos de S y se le representa a menudo por “Pot(S)”.

Cantor sostiene que Pot(S) posee un nimero cardinal més alto que S, cualquiera que
S sea; y esta proposicion tiene tal importancia en su teoria que se la ha distinguido con el

nombre de “teorema de Cantor”.

Como los simbolos usados por Cantor sugieren, las operaciones por medio de las
cuales se constituyen nuevos conjuntos a partir de los originariamente dados tienen por
cometido preparar el camino para una aritmética general de los numeros cardinales. Asi, si S

y T son mutuamente excluyentes (o disjuntos):

16
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Todas las operaciones planteadas sobre entes finitos no ocasionardn problemas. El
problema surge cuando S es infinito. Un conjunto es infinito, si puede hacerse corresponder
biunivocamente con un subconjunto propio (es decir, con un subconjunto que no sea idéntico
al conjunto mismo). Asi como los conjuntos finitos pueden ser comparados entre si por

referencia a sus nimeros cardinales, de la misma manera podran serlo los conjuntos infinitos.

1. 1. 1. Teoria de nimeros ordinales

Los ndmeros ordinales miden cierto tamafio de la misma forma en que los nimeros de
atencion de una tienda miden la longitud de la fila de sus clientes, pero no proporcionan
informacion acerca de la distancia que media entre los miembros de la secuencia. Cuando a
tres clientes se les asigna el primero, el segundo y el tercer turno, la secuencia estid bien
ordenada porque hay un primer miembro y una dnica posicién posterior en la fila. Sin
embargo, al extender el concepto de “orden” de modo adecuado a cantidades infinitas, hay
que guardarse de no exigir un miembro final de la secuencia. Por ejemplo,

<0,1,2,3,...>

esta bien ordenada.

17



Pero,

<..,-2,-1,0,1,2,..>

no esta bien ordenada pues no tiene un primer miembro. Asimismo, la sucesiéon de ndmeros
racionales no negativos

<0,1,2,...,-3,-2,-1>

no se encuentra bien ordenada porque no establece qué conjunto sucede a todos los nimeros
naturales. No obstante, una sucesidon que agrupa a todos los pares antes que los impares
<0,2,4,...,1,3,5,..>

estd bien ordenada. Asimismo, la sucesion acelerada tan popular en las paradojas de Zen6n
<1/2,3/4,7/8, ..., 1>

esta bien ordenada. (Sorensen, 2007: 258-259)

Ahora, mostraremos que para todo conjunto de nimeros de orden se da uno que no
estd contenido en él, que es mayor que todos los comprendidos en él. Caracterizaremos los
numeros ordinales en términos de la teoria de conjuntos, utilizando conjuntos representativos
que no son arbitrarios, sino que se generan a partir de un primer elemento de modo iterativo,
es decir, por una ley de formacién de una sucesion que involucra a los elementos precedentes.
En particular, se seleccionardn los conjuntos que se construyan iterativamente a partir del
conjunto vacio. Veremos cOmo ese aparentemente inocente conjunto vacio desarrolla un
interesante papel en esta circunstancial teoria de ordinales. Por construccién, el primer
ordinal es el conjunto vacio; el segundo, el conjunto que contiene al conjunto vacio; el
tercero, el conjunto que incluye a los dos anteriores; el cuarto, el conjunto que incluye a los

tres anteriores y asi sucesivamente.
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¢
{#)

{¢; {0}}

{¢: {0} {#: {03}

Dejando de lado las multiples apariciones de ¢, adviértase que el primer ordinal
carece de elementos, el segundo tiene un unico elemento, el tercero tiene dos elementos, etc.
Notese ademds que, si en cada ordinal estdn presentes todos los anteriores en calidad de
elementos, el nimero ordinal sucesivo es el conjunto de todos los numeros ordinales
anteriores. Por cuestiones de simplicidad notacional, los mencionados nimeros ordinales

seran nombrados del siguiente modo:

¢=0

{9} =1

{p:{p}}=2

(o {d}; {9 (93]} =3

0,1,2,3, ..} =w

Ahora bien, w a diferencia de 0, 1, 2, 3 y todos los demds nimeros es un conjunto de
nimeros ordinales o de orden. Este es el primer ordinal transfinito y, en ese sentido, es
diferente de 0, 1, 2, 3 y todos los demds pues estos ultimos son nimeros ordinales finitos.

Ademais, 0, 1, 2, 3, y los demds son nimeros ordinales que corresponden a una sola forma de
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ordenacién, mientras que a todos los nimeros transfinitos a partir de w les corresponden
infinitas formas de ordenacion similares, pues w es tanto el nimero ordinal de {0, 1, 2, 3,

...;comode {0, 1,-1,2,-2,3,-3,4, -4, ...}. Veamos qué ordinales siguen a continuacion:

{0,1,2,3, ...} =w
{0,1,2,3, ... w } = w+1
{0,1,2,3, ... w,w+1} = w+2

{0,1,2,3, ... w,w+1, w+2} = w+3

{0,1,2,3, ... w,w+], w+2, w13, ...} = w+ w =2w

{0,1,2,3, ... w,w+], w+2, w13, ..., 2w} =2w+1

Este grupo nos interesa en virtud de lo que queremos demostrar, a saber, que todo
conjunto de nimeros de orden constituye un nimero de orden no contenido en ese conjunto,
mayor que cada uno de los elementos de ese conjunto de ndmeros ordinales. Como
verificamos, siempre la denominacién de un conjunto de niimeros ordinales es un nimero
ordinal mayor en una unidad que, ademds, no estd incluido en el conjunto de nimeros
ordinales (Picollo, 2007). Segtin Jestis Mosterin:

“(...) Los nimeros ordinales se suceden indefinidamente, obteniéndose ordinales cada vez
mayores, sin que este proceso acabe nunca. Después de los ordinales finitos (que coinciden
con los nimeros naturales: 0, 1, 2, 3, ...), un salto mortal nos permite pasar a w, el primer
ordinal infinito. Después de w viene w +1, w +2, w +3, etc., hasta llegara w + w = w.2, al
que sigue (w.2)+1, (w.2)+2, etc., hasta llegar a (w.2)+ w = w.3, y asi sucesivamente w.4, ®.5,
... hasta llegar a w. w =w 2 A w?siguen w >+1, w 42, ... hasta w’+ w, ... 0 + w22, ...
hasta w?. w = w 3. El proceso de generacién de ordinales no se acaba nunca: w > +1, w * +2,
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w®

W= ete.

2

etc., y asi sucesivamente: w*, w®, w®, ... hasta llegar a w®, y luego w‘“w, w
(Mosterin, 1980: 127) 3

1. 1. 2. El infinito en matematica

En sus Didlogos acerca de dos nuevas ciencias (1945: 57-59), Galileo planteaba algunas
cuestiones fundamentales y paraddjicas sobre el infinito:
“Da la impresion de que hay mas ntimeros enteros (1,2,3, ...) que cuadrados de dichos

nameros (1, 4, 9, ...).
Pero es posible emparejar los nimeros enteros con sus cuadrados:

1 2 3 4 5 6 7 8
g g g g g g g g
1 + 9 16 25 36 49 o4

y, por tanto, hay igual cantidad de unos que de otros.” (Clark, 2009: 105)

De aqui, concluye Galileo que no podemos aplicar (sin modificaciones) las relaciones de ser
mayor, igual entre los conjuntos infinitos de la misma manera en la que lo hacemos entre los

finitos. ©

3 Otra forma de explicacion seria la siguiente. Burali-Forti advierte que las secuencias que constituyen
ordinales pueden ser clasificadas por tamafios. Primero <1>, a continuacioén <1,2>, luego <1,2,3>y
asi sucesivamente. Esto es, el conjunto de nimeros ordinales estd bien ordenado. Todo conjunto bien
ordenado tiene un nimero ordinal. Por consiguiente, dicho conjunto debe tener un ordinal, el cual es
w. Sin embargo, este ordinal debe ser mayor que todos los elementos del conjunto y asi no puede
hallarse en el conjunto.

® Escribe Galileo Galilei (1945: 57-59) en sus Didlogos sobre dos nuevas ciencias:

“SALVIATL (...) Supongo muy bien sabido de vosotros, cuales son los nimeros cuadrados y cuales
los no cuadrados.

SIMPLICIO. Sé muy bien que el nimero cuadrado es el que resulta de la multiplicacién de otro
nimero por si mismo: asi el cuatro y el nueve, etc., son nimero cuadrados, ya que se originan uno de
dos y el otro del tres, multiplicados por si mismos.

SALVIATI. Muy bien; y sabéis, ademds, que asi como los productos se llaman cuadrados, los que
los producen, o sea los que se multiplican se llaman lados (/ati) o raices. Por consiguiente, los otros
que no nacen de nimeros multiplicados por si mismos, no son cuadrados. De dénde, si yo dijere que
todos los nimeros incluyendo los cuadrados y los no cuadrados, son mas que los cuadrados solos,
habré enunciado una proposicioén realmente verdadera, ;No es asi?

SIMPLICIO. No se puede decir lo contrario.
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Dedekind sostendré una definicion precisa de infinito y finito. Un conjunto S se llama
infinito cuando es biyectable’ con una parte propia de si mismo; en caso contrario, se llama
finito. El conjunto de los nimeros naturales, por ejemplo, es infinito, pues es biyectable con
el de los nimeros pares positivos, que es una parte suya. Esta propiedad de los conjuntos
infinitos es fuente de paradojas intuitivas® surgidas del trato con lo finito. Por ejemplo:

“Un hotel con infinitas habitaciones, todas ocupadas, puede albergar a un huésped

mas si todos los que ya estdn se trasladan a la siguiente habitaciéon. De modo que, a

pesar de estar completamente lleno, siempre puede albergar a un huésped mds.”

(Clark, 2009: 115)

SALVIATI Si después yo preguntare, cudntos son los nimero cuadrados, se podria con toda verdad
responder, que son tantos como son sus respectivas raices, puesto que todo cuadrado tiene su raiz, y
toda raiz su cuadrado, sin que haya ningin cuadrado que tenga mas de una raiz, ni raiz ninguna que
tenga mas de un cuadrado.

SIMPLICIO. Asf es.

SALVIATI. Mas si yo preguntare, cudntas son las raices, no podra negarse que son tantas como sean
todos los nimeros, porque no hay ningtin nimero que no sea raiz de algin otro; y sentado esto, habra
que decir que los niimeros cuadrados son tantos como sean todos los niimeros, ya que son tantos como
sus raices, y raices son todos los nimeros. Y sin embargo nosotros en un principio dijimos que los
ndmeros en conjunto son muchos mas que todos los cuadrados, por ser no cuadrados la mayor parte.
Todavia mds, la multitud de cuadrados va disminuyendo progresivamente, a medida que pasamos a
nimeros mds grandes; porque hasta cien hay diez cuadrados, que es como decir que son cuadrados
una décima parte; en diez mil, sélo la centésima parte son cuadrados; en un millén solo la milésima.
Y sin embargo, en un nimero infinito, si pudiéramos concebirlo, seria necesario decir que son tantos
los cuadrados, cudntos son todos los nimeros en conjunto.

SAGREDO. ;Y qué se puede decir en tal coyuntura?

SALVIATI. No veo que se pueda llegar a otra decision, sino a decir que es infinita la totalidad de los
nimeros, infinitos los cuadrados, infinitas sus raices; y que la multitud de cuadrados no es menor que
la de la totalidad de los ndmeros, ni ésta mayor que aquella, y en dltima instancia, que los atributos
de igual, mayor y menor no tienen lugar en los infinitos, sino solo en la cantidades limitadas. (...)”

7 En matemdticas, una funcion es biyectiva si es al mismo tiempo inyectiva y sobreyectiva; es decir,
si todos los elementos del conjunto de salida tienen una imagen distinta en el conjunto de llegada, y
a cada elemento del conjunto de llegada le corresponde un elemento del conjunto de salida. Asi, por
ejemplo, la funcién F = {(x;y) € RxR/y =4x + 7} es biyectiva, pues para F(1)=11, F(2)=15, F(3)=19,
etc. Con esto notamos que F es inyectiva (porque todo elemento x refleja una imagen distintay) y a
la vez sobreyectiva (porque cada elemento X tiene una sola imagen y).

8 Una paradoja intuitiva es aquella que (generalmente, sin una explicacion suficiente) desafia alguna
de las ortodoxias habituales, es decir, pone en duda algo comin o normalmente aceptado. Asi, una
paradoja de este tipo puede poner en tela de juicio, por ejemplo, el concepto de “bueno” o el de
“infinito”.
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Este ejemplo fue planteado por Hilbert (1862-1943). En cuanto se comprende que no
hay mds enteros positivos que cuadrados de enteros positivos, no debe sorprender que el
conjunto de los enteros positivos (x) no sea mas numeroso que el de los enteros positivos

mayores en 1 (x+1).

Cada uno de los infinitos huéspedes se puede trasladar a la habitacion siguiente y la nimero
1 queda libre para el recién llegado. Ninguno de los huéspedes anteriores se queda sin

habitacion.

Incluso, si llega un autobus infinito con infinitos nuevos clientes, tampoco hay
problema. Basta con mudar a cada huésped anterior que ocupe la habitaciéon n° m a la
habitacion n° 2m. Automdticamente, se quedardn libres infinitas habitaciones (todas las de

nimero impar), en las que alojaremos a los infinitos viajeros recién llegados.

Entre lo finito y lo infinito hay un abismo insalvable. Partiendo de conjuntos finitos,
y mediante un ndmero finito de operaciones conjuntistas como la union, la interseccion, el
producto cartesiano y el conjunto de partes, solo obtenemos de nuevo conjuntos finitos. Lo
infinito es inalcanzable desde lo finito. Para alcanzarlo hay que dar un salto mortal, que la
misma teorfa de conjuntos avala. Una vez dado el salto, Cantor se puso a explorar lo infinito.
Lo primero que descubrié fue que no hay un solo tipo de infinito, una sola cardinalidad
infinita, sino muchos infinitos distintos. Un conjunto infinito es numerable si y solo si es

biyectable con el conjunto de los nimeros naturales, N. Un conjunto infinito numerable se
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llama también “denumerable”. Un conjunto infinito que no es numerable es

“supernumerable”.

A finales de 1873, las cartas de Cantor a Dedekind reflejaban el interés de Cantor por
los temas de numerabilidad de los conjuntos infinitos. Cantor, que ya sabia que hay tantos
nimeros enteros y tantos nimeros racionales como nimeros naturales, prob6 que el conjunto
de todos los niimeros algebraicos (es decir, raices de ecuaciones algebraicas) es también
biyectable con N. Vemos que muchos conjuntos infinitos son numerables: N mismo, el
conjunto de los nimeros pares, el de los impares, el de los primos, el de los enteros, el de los
racionales, el de los algebraicos, etc. Sin embargo, Cantor descubrié que hay conjuntos

innumerables o supernumerables.

Enseguida, aclararemos el concepto de ‘“diagonalizacién” planteado por George
Cantor y relacionado con el concepto de “numerabilidad”. Consideremos los n nimeros
reales x en el intervalo VneEN, 0 < x, < 1. Cada ndmero real, en este intervalo, esta
representado, de modo unico, por una fraccién decimal no-terminativa propia, es decir, una
fraccion decimal, que tiene su primer digito significativo (diferente de cero) a la derecha del
punto decimal, y un nimero infinito de digitos que no son 0. Admitiendo esto, aceptemos
que toda fraccién decimal no-terminativa propia representa un numero real znico en el
intervalo. Llamemos “numerables” a todos aquellos conjuntos cuyos elementos pueden ser
puestos en correspondencia uno-a-uno con los elementos del conjunto de los nimeros
naturales. Supongamos ahora que los ndmeros: Xg, X1, X2, X3 ... X4 ... conforman una

enumerable lista infinita de todos los numeros reales que pertenecen al intervalo entre 0 y 1.
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Escribamos una debajo de otra sus respectivas fracciones decimales no-terminativas,

aprovechando el esquema matricial fila-columna.

Seleccionemos la “fraccion diagonal” mostrada por la linea trazada, o sea el decimal
0, Xg0 X11 X22 X33 ... Cambiemos en ella cada uno de los sucesivos digitos x,,,, por un digito
diferente x,,’, evitando producir una fraccién terminativa. Sea, x,,” = 5, Sl X # 5,y
Xnn =6, 81 x,, =5, de tal modo que cualquier nimero representado por la fraccion resultante
de reemplazar cada x,, por x,,’ (esdecir, 0, xqo” X171’ X232 X33  ...) sea un nimero decimal
conformado por varios cincos y seises distribuidos en su configuracion. Asi, “0, xqo” X171’
X5 X33° ...” es diferente de cada uno de los numeros de la tabla anterior, puesto que difiere
del primer nimero en su primer decimal, del segundo en su segundo decimal y, en general,
difiere del n-ésimo nimero en su n-ésimo decimal. Esto prueba que el esquema matricial
anterior no contiene todos y cada uno de los nimeros del intervalo (0,1); y, por induccion, se
demuestra implicitamente que ni éste, ni algin otro segmento representativo del conjunto de
los numeros reales son numerables. En conclusién, mientras que los nimeros reales no son

numerables, los naturales y hasta los racionales si lo son. Como hemos podido apreciar, la
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técnica cantoriana de la diagonalizacién es un método que muestra que hay infinitos

conjuntos, considerados en la Matemadtica, que no pueden ser numerados.

Ya hemos visto cémo Cantor probd la supernumerabilidad del conjunto de los
nimeros reales, con lo cual quedaba claro por primera vez que habia infinitos de distinto
tamafio o cardinalidad. También probd que, en general, el conjunto de las partes Pot(S) de
un conjunto dado S cualquiera tiene siempre una cardinalidad superior a la de ese conjunto:

Card(S) < Card(Pot(S)). Por tanto, dado un conjunto infinito, por ejemplo w, tendremos
Card(w) < Card(Pot(w)) < Card(Pot(Pot(w))) < Card(Pot (Pot(Pot(a))))), etc.

Por tanto, hay una infinidad de cardinales o nimeros cardinales distintos. A la cardinalidad
mas pequefia, es decir, a la cardinalidad de w, la llamé Cantor X; a la siguiente més grande,
X;; ala siguiente, ¥,; y, asi sucesivamente, con lo que obtenemos la secuencia de los alefs o
nimeros cardinales: ¥, ¥;, X,, ... Por ejemplo, Card(w) = R,. 8, es también Ia
cardinalidad del conjunto de los nimeros enteros Z, del de los racionales Q, de los

algebraicos, etc.

Cada tipo de orden o nimero ordinal tiene la cardinalidad del conjunto de todos los
numeros ordinales que lo preceden. Cantor llamé “primera clase de nimeros” a la clase de
todos nimeros ordinales finitos. La segunda clase de nimeros Z (X)) es la clase de todos los
tipos de orden de conjuntos bien ordenados con cardinalidad X,. La cardinalidad de Z(X,) es
X, el nimero cardinal siguiente a X. La tercera clase de nimeros Z(X;) es la clase de todos

los tipos de orden de conjuntos bien ordenados de cardinalidad X;. La cardinalidad de Z(X;)
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es N,. La secuencia de los alfes ¥, crece asi indefinidamente con subindices ordinales

crecientes.

En tanto, habiamos confiado nuestra atencién a conjuntos finitos, los resultados no
eran, en ningln caso, sorprendentes. Mas, tan pronto como tomamos en consideracion

conjuntos infinitos, aparecieron algunos problemas. Asi, tenemos, por ejemplo:

N0= N0+ n=nN0=N0n

donde X, serd el nimero cardinal del conjunto de los niimeros naturales y n cualquier nimero
natural mayor que 0. En cambio, 2¥0 > R, tal y como 2" > n para cualquier niimero natural
n; y, en general, 2¢ > ¢ para cualquier cardinal c, sea finito o transfinito. Tendremos, por lo

tanto, una cantidad interminable de cardinales transfinitos (o alefs) de magnitud siempre

. Xo L
creciente: N, 280 2270 etcétera.

Como todos los grandes matemadticos, Cantor concebia su obra como el
descubrimiento de leyes no creadas por el hombre, de las cuales se limitaria tinicamente a
dar un testimonio fidedigno sin aspirar a otra contribucion de su cosecha que el estilo y la

economia en su exposicion.

27



1. 1. 3. Paradojas

La paradoja que expondremos, a continuacion, se conoce con el nombre de paradoja “Burali-
Fortiana” (Grelling, 1943: 116-117). Por una parte, todo conjunto de niimeros de orden es
bien ordenado®. Veamos el conjunto de todos los nimeros de orden, que llamaremos (Q; él
mismo también deberd ser bien ordenado y, por lo tanto, deberd tener un menor elemento y
ya que {1 +1 es un nimero ordinal, éste (que estd incluido en Q por definicién) podra ser
menor, es decir, (1 +1 < (). Por otra parte, habiamos demostrado la proposicién de que para
todo conjunto de nimeros de orden se da uno que no estd contenido en él y que es mayor.
Refiramos esta proposicion al conjunto (); se sigue de aqui que existe un nimero ordinal, el
cual es mayor que cualquiera contenido en (); este nimero no es otro naturalmente que el
tipo de orden de Q +1. Por lo tanto, (1 +1 > Q. He aqui una abierta contradiccién, pues hay
un numero ordinal que es menor (o igual) y mayor que su precedente. (Ferrater Mora, 1994:

2693). Ni Cantor, ni Frege, ni Dedekind reaccionaron ante el resultado de Burali-Forti. 10

% “Un esbozo de la demostracion de que todo conjunto puede ser ordenado es el siguiente: dado un
conjunto X se toma, en primer lugar, un elemento cualquiera de ese conjunto al que llamaremos
x1,este serd el primer elemento del orden de X. A continuacién, se toma, también arbitrariamente, un
elemento del conjunto resultante (es decir, del conjunto obtenido al extraer de X el elemento de x;),
que sera el segundo elemento del orden de X y que se llamara x,. Luego, tomamos otro, y otro, y
otro, y otro, etc. Si el conjunto es finito, en un nimero finito de pasos habremos obtenido un orden
del conjunto. Es decir, se obtiene la progresion ‘xq, x5, ... X, ...". Puede suceder que el conjunto no
se haya agotado todavia, con lo cual habria que reiterar el procedimiento, pero ahora empezando con
el conjunto obtenido al quitarle a X toda la progresién. Este proceso puede continuar indefinidamente
hasta que todos los elementos de X hayan sido extraidos y la serie resultante constituya un orden de
X (Sartorio, 2000: 104-105). Para Sartorio, el orden o buen orden consiste en lo siguiente: para cada
subconjunto de elementos que hayan sido ordenados hay, a menos que el conjunto no tenga mas
elementos, otro que es el sucesor inmediato del dltimo elemento en el orden.

10 Burali-Forti consideraba su “razonamiento” como una reductio ad absurdum de la ley de
tricotomia. Esta ley dice que dado un par cualquiera de ndmeros ordinales A y B, o bien A=B o0 A<B
o A>B. Burali-Forti se sorprendi6 cuando Cantor aporté pruebas de la ley de tricotomia. Parece que
Burali-Forti habfa malinterpretado la definicion de Cantor de orden adecuado. Tras bautizar de nuevo
su concepto como “orden perfecto”, Burali-Forti concluyé que ambas pruebas eran correctas. Para él,
como para la mayoria, la teorfa de Cantor resultaba demasiado evidente como para servir de telon de
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Cantor ya conocia este y otros problemas. En una carta a Hilbert (citada en Mosterin,
2000: 128) de 1897 menciona la antinomia del conjunto de todos los alefs, si se considera
como una totalidad: “La totalidad de los alefs no puede considerarse como un conjunto bien
definido y terminado. Si lo fuera, le seguiria un cierto alef mayor, que por tanto, a la vez
perteneceria (como elemento) a esa totalidad y no le perteneceria. ... A las totalidades que
no pueden considerarse como conjuntos (como, por ejemplo, la de los alefs, segin hemos
mostrado antes) las he llamado hace ya muchos afios totalidades ‘absolutamente infinitas’ y
las he distinguido tajantemente de los conjuntos transfinitos”. Cantor era consciente del
caricter inconsistente o antindmico del sistema de todos los nimeros cardinales o del de

todos los ordinales.

En términos formales, supongamos que S sea el conjunto de todos los conjuntos'!. En
virtud del teorema cantoriano de los conjuntos potencia, Card(Pot(S)) > Card(S). Pero,
ya que Pot(S) es un conjunto de conjuntos (a saber, el conjunto de todos los subconjuntos
de S), habré de ser, a su vez, parte del conjunto de todos los conjuntos, esto es, de S. De
donde se sigue que Card(Pot(S)) < Card(S), lo que contradice el resultado que acabamos

de obtener.

fondo a las paradojas. Los tedricos afectos a Cantor interpretaban las deducciones sorprendentes a
partir de su teoria como conjeturas enigmadticas. Los hostiles veian tales resultados como
inverosimilitudes que desmentian sus propuestas. Solo después de que la obra de Cantor se abriera
paso en la matematica dominante se empezaron a describir las sorpresas como “paradojas”.

T A veces, suele decirse que el conjunto U es el conjunto de todos los conjuntos. Sin embargo, algunos
piensan que tal conjunto podria no ser infinito, si se asume el concepto de ‘universo relativo’. Por
ejemplo: el conjunto universo de todas las letras de alfabeto es un universo relativo y es finito. Pero,
hay que apuntar que claramente Cantor se refiere al conjunto de todo, es decir, un universal absoluto
que es un infinito actual.
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Hay que recalcar que, como apunta Torreti (1998: 51-52), la misiva del 3 agosto de
1899 enviada por Cantor a Dedekind sugiere que aquel era consciente de que el conjunto
universal constituia una anomalia para la conclusioén del argumento de la diagonal. Si el
superconjunto de un conjunto siempre es mayor que el conjunto, el conjunto universal debe
ser mayor que si mismo. Cantor no se preocupé en exceso, pues distinguié dos especies de
pluralidad determinada:
a) Si el supuesto de que todos los elementos de una pluralidad existen conjuntamente genera
una contradiccion, entonces se trata de una pluralidad absolutamente infinita o inconsistente.
En este caso, es imposible captar esa pluralidad como una unidad, como “una cosa acabada”.
b) Si el supuesto de que todos los elementos de una pluralidad existen conjuntamente no
genera una contradiccion, entonces se trata de una pluralidad consistente o “conjunto”. En
este caso, es posible concebir conjuntamente esa pluralidad como una unidad, como “una
cosa’.
Asi pues, Cantor considerd que la relacion entre U y Pot (U) no constituia una paradoja. Mas
bien, era tan solo una indicacién de que hay pluralidades bien definidas mediante una
caracterizacion verbal, que no forman una unidad, esto es, un conjunto. Ademads, Cantor era
un hombre religioso que crefa que Dios le habia concedido dotes especiales para descubrir la
naturaleza del infinito. En su desarrollo de la aritmética transfinita habia visto que las
anomalias aparecfan y desaparecian. De la historia de la teoria de los nimeros habia
aprendido que los numeros irracionales, negativos e imaginarios habian padecido
tribulaciones. ;Por qué iban a ser diferentes los nimeros transfinitos? A Cantor le seducia la
idea de que algunos infinitos son inconmensurables: “cantidades demasiados grandes para

ser considerados uno”. Estas “multiplicidades inconsistentes” inspiraban el arrobo mistico de
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Cantor: “El Absoluto solo puede ser reconocido y aceptado, nunca conocido, ni siquiera de

manera aproximada”.

1. 2. La fundamentacion légica de la aritmética de Gottlob Frege 12

Frege en sus Fundamentos de la Aritmética buscaba demostrar que las matemadticas eran
analiticas. Esto significaba que las matematicas se podrian reducir a las leyes elementales de
la l6gica que hacen posible el razonamiento. Este es el origen del programa “logicista”.

(Scruton, 2003: 388)

De acuerdo a Javier Castro Albano, el sistema que Frege construyd para llevar
adelante su programa logicista intentaba combinar dos lineas tedricas diferentes. La primera
era la teoria de conjuntos de Cantor. Aunque la teoria de Cantor habia nacido estimulada por
problemas de indole matemadtica, en las dltimas décadas del siglo XIX, estaba claro para
quienes conocian el trabajo de Cantor que la teoria de conjuntos tenia mucho que decir sobre
la aritmética, porque los nimeros naturales podian ser caracterizados como conjuntos de
estructura especial y los teoremas de la aritmética podian ser probados a partir de los axiomas
de la teoria de conjuntos. La segunda linea tedrica que influyé en el sistema de Frege se
remonta hasta el siglo XVII, cuando Arnauld y Nicole publicaron la Légica de Port Royal.
Su idea era explicar el comportamiento l6gico de las expresiones predicativas asocidndoles
una intensioén (o comprension, o connotacién) y una extension (o denotacién). En el siglo

XIX, Mill ejemplificaba esa distincion en su Logica del siguiente modo: “La palabra ‘blanco’

12 Esta parte se basa en Torreti (1998: 159-175 y 509-516).
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denota todas las cosas blancas, como la nieve, la espuma del mar, etc., e implica, o en el
lenguaje de los hombres de escuela, connota, el atributo blancura”. Sin embargo, denotar
“todas las cosas blancas” se entendia como denotar la clase de las cosas blancas. “Una clase”,
sostenia Mill, “es la indefinida multiplicidad de individuos denotada por un nombre general”.
Boole después ofrecio clases como interpretacion para su algebra de la 1ogica: “si el nombre
es ‘hombre’, por ejemplo, considérese que x representa [...] la clase ‘hombre’. Por “clase”
usualmente se quiere significar una coleccién de individuos, para cada cual un nombre
particular o una descripcion puede aplicarse”. Los atributos de Mill, o los conceptos en
términos fregeanos, asi como las extensiones (o clases) eran parte del instrumental habitual
de los 16gicos en el siglo XIX. Frege intenté combinar ambas lineas tedricas identificando
los conjuntos de Cantor con las extensiones de conceptos o clases. Con esta identificacion
Frege esperaba aprovechar los recursos de la teoria de conjuntos para la fundamentacién de
la aritmética y, a la vez, hacer plausible la tesis de la logicidad de la teoria de conjuntos pues
las extensiones (clases) podian ser entendidas como entidades l6gicas. De hecho, Frege
pensaba que esa era la Unica manera de adquirir conocimiento sobre entidades ldgicas:
“;,Coémo captamos los objetos 16gicos?”, se preguntaba Frege en una carta a Russell, “Los

captamos como extensiones de conceptos”-escribid. (Castro, 2015)

A fines del siglo pasado, Dedekind demostré que todas las nociones bésicas de la
aritmética se podian reducir a la teoria de los nimeros naturales. Después, Cantor demostrd
que el concepto de correspondencia de uno-a-uno podia ser usado para definir
“equinumerabilidad”; y, finalmente, Peano redujo la aritmética a un conjunto de axiomas.
Solo quedaba definir los conceptos fundamentales sobre los cuales se basan estos axiomas

para completar la reduccidén de la aritmética. Los cinco axiomas de Peano son los siguientes:
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1. El 0 es un ndmero

2. Cada ntimero tiene por lo menos uno y a lo més un sucesor que también es un nimero.

3. E1 0 no es el sucesor de ningiin niimero.

4. No hay dos nimeros que tengan el mismo sucesor.

5. Lo que sea verdad del 0, también es verdad para el sucesor de cualquier otro niimero, y si

es verdad para ese nimero, es verdad de todos los ndmeros. '3

De estos cinco axiomas se puede derivar toda la aritmética. Por ende, el logicismo
buscara definir los términos “niimero”, “sucesor’ y “0”, y ademas buscara demostrar que las

proposiciones propuestas por Peano pueden derivarse de las definiciones a través de la 16gica.

(Scruton, 2003: 389-391)

De la misma manera en la que los tedlogos demandaban un concepto de Dios que no
tenga mds que un solo ejemplar, Frege exigia una definicién de nimero que certifique la
unicidad del uno, el dos, el tres, etc. La genialidad de Frege en cuanto a la fundamentacién
de la aritmética se refiere no radica en la derivacion de los teoremas sino en la seleccion de
los conceptos apropiados para formularlos. Sus conceptos bdsicos son el de serie
determinada por un procedimiento y propiedad hereditaria en una tal serie. Para Frege, la
inferencia de n a n+1, es decir, la induccién matemaética finita, se puede reducir a las leyes

l6gicas Unicamente a través de sus conceptos.

13 Este quinto axioma expresa el axioma de la induccién matemética.
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Frege procede a averiguar qué son los nimeros examinando el modo como
corrientemente se habla de ellos. Para eso, disponemos de palabras y signos, los numerales.
Ahora bien, cotidianamente, los ndmeros funcionan como atributos o predicados. Por eso,
los manuales de gramatica clasifican a los nimeros como adjetivos. Sin embargo, en la
fraseologia matematica los nimeros se comportan como sustantivos. Por ello, Frege buscé

concebir la nocién de nimero en tanto sustantivo.

Para Frege, cuando empleamos un numeral como adjetivo le atribuimos la propiedad
de ser tal nimero a un concepto que hace referencia a un objeto. Si nadie ha tenido célera en
Finlandia en 1991, entonces no podriamos atribuir la propiedad de ser cero al objeto descrito
por la frase “enfermo de célera diagnosticado en Finlandia en 1991”. Esto sucede porque tal
objeto no existe y no puede, por lo tanto, tener propiedad alguna. Pero, si se podria atribuir
dicha propiedad al concepto de enfermo de célera diagnosticado en Finlandia en 1991 y de

hecho se la atribuye.

Es decir, para Frege, los nimeros no son cosas materiales, ni conjuntos, montones o
configuraciones de cosas materiales, ni propiedades de cosas materiales. Los nimeros no se
dicen de las cosas, sino de los conceptos. Si decimos que la Tierra tiene un satélite natural, o
que nuestro sistema solar tiene nueve planetas, o que en la biblioteca municipal hay veinte
mil libros, estamos diciendo algo conceptos: que bajo el concepto de “satélite natural de la
Tierra” cae un objeto, bajo el concepto “planeta de nuestro sistema solar” caen nueve objetos,
bajo el concepto “libro de la biblioteca municipal” caen veinte mil objetos. (Mosterin, 2000:

48)
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Frege argumenta que cuando digo que un hombre existe, no predico la existencia de
un hombre, sino que, mds bien, predico el concepto hombre: lo que estoy diciendo es que el
concepto de hombre tiene por lo menos una instancia. Asi, se entiende que la existencia es
un predicado de predicados. En forma similar, los nimeros se predican de conceptos: decir
que hay cinco hombres sabios, es decir que el concepto hombre sabio se instancia cinco

veces. (Scruton, 2003: 389)

Para poder dar una explicacion del significado de los sustantivos numerales que
nombran a los objetos de la aritmética Frege elabora una serie de definiciones:
[N.] La expresion ‘el concepto F es equinumeroso con el concepto G’ significa lo mismo
que la expresion ‘hay una relacion ¢ que coordina biunivocamente los objetos que caen bajo
el concepto F con los que caen bajo el concepto G”.!#
[Ng] El nimero correspondiente al concepto F es la extension del concepto expresado
mediante la formula ‘X = F’.
[N,,] La expresion ‘n es un numero’ significa lo mismo que la expresion ‘existe un concepto

F tal que n es el nimero correspondiente a F’.

14 En otras palabras, F es biyectable con G si y solo si hay una relacién que relaciona cada objeto que
cae bajo P con un (y solo un) objeto que cae bajo Q, y a la inversa. Estd claro que la relacion de
biyectabilidad es una relacién de equivalencia. Por tanto, da lugar a una particién de la clase de los
conceptos en clases de equivalencia, a las que Frege llama “numeros cardinales”. El nimero cardinal
de un concepto P no es sino la clase de equivalencia de P respecto a la relacién de biyectabilidad, es
decir, la clase de todos los conceptos biyectables con P. Esto es lo que Frege expresa en su peculiar
terminologia diciendo que el nimero que corresponde a un concepto P es la extensién del concepto
“equinumeroso con P”. De hecho, Frege no dispone explicitamente de la nocidon de clase de
equivalencia. Su exposicién sigue el siguiente orden: primero define la relacion de equinumerosidad
(o biyectabilidad); en funcién de ella define la nocidn de niimero del concepto ..., en funcion de la
cual define a su vez niimero, en general: una cosa es un nimero si y solo si hay algin concepto P, tal
que esa cosa es el nimero de P. Esta definicién no es circular, pues la nociéon de nimero del
concepto... se define con independencia de la de niimero. (Mosterin, 2000: 49-50)
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Con estas definiciones se habria vindicado finalmente el uso de los numerales como
sustantivos. Un numeral nombra un nimero que, seglin [Ng], es un objeto: la extension de
un concepto. Pero, también se ha justificado su uso como adjetivos: el concepto cuya
extension nombra un cierto numeral se determina fijando uno de los correlatos de una
relacion binaria entre conceptos: la relacion de equinumerosidad. Dicho numeral puede
emplearse por eso sin mayor riesgo de confusion para expresar la propiedad que pertenece a

un concepto cualquiera si y solo si es equinumeroso con el correlato fijado.

Asi pues, para definir nimeros, primero se debe pasar desde un concepto a su
“extension” (a la clase de cosas que dependen de é€l). Frege postuldé que cada concepto
determina una clase: para cada concepto F, existe una clase de cosas que son F. El nimero
de un concepto F es el numero de miembros de la clase de cosas que son F. Se puede saber
que este numero es el mismo que el nimero de otro concepto, sin que para ello se tenga que
saber qué nimero es. Esto se logra con la definicion de “equinumerabilidad”. (Scruton, 2003:

390)

De este modo, es posible definir ‘nimero’ como la clase de las clases equinumerables.
Recordemos que el objetivo logicista de Frege es completar la definiciéon usando solo
conceptos logicos, es decir, conceptos cuyo significado y extension se determinan por las
leyes elementales del razonamiento. Finalizando, Frege asigna ahora denotaciones precisas
a los numerales 0 y 1:

[Np] O es el nimero correspondiente al concepto expresado mediante la formula ‘x # x’.
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En este caso, el cero se define como el numero correspondiente al concepto “distinto
de si mismo”. En otras palabras, el 0 es la clase de todos los conceptos vacios, es decir, de
todos los conceptos bajo los que no cae objeto alguno. El nimero cero es el nimero de
entidades x, en las que x no es idéntica a si misma (alternativamente, la clase de todas las

clases de entidades que no son idénticas a si mismas). (Scruton, 2003: 391)

[N;] 1 es el nimero correspondiente al concepto expresado mediante la formula ‘x = 0’

En este caso, el uno se define como el numero que corresponde al concepto “igual a
cero”. En otras palabras, el 1 es la clase de todos los conceptos unitarios, es decir, de todos
los conceptos bajo los que cae un solo objeto. El nimero 1 es la clase de todas las clases que

son iguales en nimero a la clase nula, ya que solo hay una clase nula. (Scruton, 2003: 391)

Consecuentemente, el nimero 2 es la clase de todas las clases igual en numero a la

clase cuyos tnicos miembros son la clase nula y la misma clase nula (o vacia).

La identificacion fregeana de los objetos denotados por los demdas numerales depende

esencialmente de la relacion binaria que Frege llama seguir inmediatamente en la serie

natural de los niimeros. Esta relacion se define asf:

[N,] La oracion “n sigue inmediatamente a m en la serie natural de los nimeros” significa lo

mismo que la oracion “hay un concepto F y un objeto a que cae bajo F, y n es el nimero
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correspondiente a F y m es el nimero correspondiente al concepto expresado mediante la

formula ‘Fx perox = a’”

En otras palabras, que n es el siguiente de m significa, segin Frege, que hay un
concepto F'y un objeto a que cae bajo él, tales que n es el nimero de F'y m es el nimero del
concepto “cae bajo F y es distinto de a”. Podemos definir la relacién de sucesor usando el
cuantificador existencial, porque el nimero de los Fs es mayor en “uno” que el que sucede
al nimero total de los Gs y donde hay un F constituido por el resto de los Fs formado por el

mismo ndmero que todos los Gs.

Una vez definidos el 0 y el siguiente, Frege estd en posicion de darnos su definicion
de namero natural: n es un niimero natural (o cardinal finito) significa que n pertenece a la
serie numérica que empieza por el cero, es decir, que n es el 0 o n cae bajo cada concepto

bajo el que cae el 1 y bajo el que cae el siguiente de cada objeto que cae bajo él.

Es decir, n es un numero natural si estd incluido en todos los conceptos que incluyen
al cero y que es tal que cualquier sucesor de lo que lo incluye, también estd incluido en él.

(Scruton, 2003: 391)

La conclusion de Die Grundalgen der Arithmetik se inicia con la solemne formulacion
de la tesis logicista: los teoremas aritméticos son enunciados analiticos. Cada concepto
aritmético es definible en funcién de conceptos puramente 16gicos. Cada teorema aritmético
es deducible a partir de leyes puramente 16gicas. Calcular es deducir. La aritmética se reduce

ala logica.
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Pero, Frege en la mentada obra no definidé especificamente la extension de los
conceptos (es decir, de las clases). Se conform6 con despachar la nocidén de extension de un
concepto en una nota a pie de pagina, en la que se limitaba a suponer que “ya se sabe lo que
es la extension de un concepto”. En Grundgesetze der Arithmetik desempeia un papel central
la nocién de recorrido de una funcién, del cual un caso particular es la extension de un
concepto, pues la extension es un tipo especial de recorrido y el concepto es un tipo especial
de funcion. Frege pensaba que a cada enunciado abierto (como “x ha muerto”) corresponde
un concepto, y a cada concepto corresponde una clase, su extension (la clase de todos los
objetos que caen bajo ese concepto). Las clases mismas son también objetos. Asi, Frege
introdujo un operador de abstraccion de clases a partir de conceptos, que automaticamente
asignaba a cada concepto su extension. El axioma V de Grundgesetze da por supuesta dicha
existencia de clases y corresponde en su sistema al axioma conjuntista de extensionalidad'>:
determina la transformacion de la validez universal de una equivalencia entre conceptos en

una ecuacion entre sus respectivas extensiones. (Mosterin, 2000: 60)

Ahora bien, seria posible deducir los cinco Axiomas de Peano de leyes ldégicas

suplementadas con las definiciones fregeanas.!® Desgraciadamente, en el sistema de Frege,

15 Este axioma lo veremos cuando investiguemos el axiomatismo de Zermelo.
' En 1889 Peano publicé en latin un breve pero importante opudsculo titulado Principios de aritmética
expuestos segiin un nuevo método, en el que aparece la presentacion original de los cinco axiomas
para la aritmética de los nimeros naturales. Allf utiliz6 como primitivos los siguientes términos: la
constante individual 1 (uno), el predicado monadico N (nimero natural), y el functor unario +1
(sucesor de). A continuacion, Cassini transcribe los axiomas modernizando la notacién simbdlica de
Peano. (2006: 187-188)
1. 1 es un ndmero natural.

1eN
2. Si x es un numero natural, el sucesor de x es un ndmero natural.

(Vx) [(x eN) = (x+1 € N)]
3. Si x e y son niimeros naturales, x es igual a 'y si y solo si el sucesor de x es igual al sucesor de y.
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estas definiciones solo pueden enunciarse como tales bajo un supuesto que, como sabemos,
implica la paradoja de Russell: si F es un concepto bien definido, existe la extension de F.
Este supuesto entra en la definicidn [N.], y sobre todo en la definicién [Ng], de la que penden

la objetividad y unicidad de los nimeros fregeanos.

Como sabemos, segin Frege, cada nimero natural es la extensién de un concepto, a
saber, el concepto mediante el cual se piensa la propiedad de ser equinumeroso con cierto
concepto. Asi pues, para Frege, las extensiones de los conceptos son objetos, que pueden
naturalmente caer bajo otros conceptos. Consideramos que la extension de un concepto es la

suma o agregado de todas las cosas que caen bajo ese concepto.

La notacién ex(F(x)) designa la extension del concepto expresado por la letra F.
Frege entiende que los conceptos constituyen una especie del género funcion. Un concepto
es una funcién que asigna a cada objeto del universo uno de los dos valores V (“lo
verdadero”) o F (“lo falso”). Frege supone que cada funcidn esta asociada a un objeto
caracteristico, que Torreti llama su recorrido. También, Frege se limita a decir que emplea
universalmente las palabras ‘la funcion @ (¢) tiene el mismo recorrido que la funcién W(§)’

como sinoénimas de las palabras ‘las funciones @ (&) y W(&) tienen siempre valores iguales

(Vx) (Vy) {[(x € N) A (y € N)] = [(x=y)o(x+1=y+1)]}
4. Si x es un nimero natural, el sucesor de x no es igual a 1.

~(@Ax)[(x €N) — (x+1 # 1)]
5. Six es una clase y 1 pertenece a k, y para todo objeto y, si y es un numero natural e y pertenece a
k, también el sucesor de y pertenece a k, entonces la clase de los niimeros naturales estd incluida en
k. (Donde K es una constante que, de acuerdo a Peano, significa clase o agregado de entidades)

Vx) (x€eK)A( €k AVy {[(YyEN) A (YyEK)] = (y+]l EK)}) > N Ex
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para argumentos iguales’. La notacion ex(®(x)) se introduce precisamente para designar el

recorrido de la funcion .

Frege adopta la siguiente convencion léxica: “Podemos designar como extension de
un concepto al recorrido de una funcién cuyo valor para cada argumento es un valor
veritativo”. En virtud de ello, si la funcion @ es un concepto, la expresion ex(P(x)) denota
su extension mas no parece que esta pueda identificarse con la coleccién de todas las cosas

que caen bajo ese concepto.

Frege utiliza eficazmente la notacion ex(F(x)) para expresar las definiciones de
conceptos aritméticos fundamentales. La nueva notacion figura solo en dos de las “leyes
l16gicas fundamentales™ en las que descansa el sistema deductivo de Frege. Aqui solo nos
interesa una traduccién de la Ley V:

(V) VGVF (ex(F(x)) = ex(G(x)) © Vx[F(x) & G(x)]

Lamentablemente, con esta ley puede derivarse la paradoja de Russell, la misma que
originalmente fue planteada usando el término ‘clase’ aunque también puede formularse y
reformularse mediante el término ‘conjunto’. La diferencia estriba en el énfasis. Cuando se
relaciona la paradoja con las clases se busca enfatizar en aspectos fregeanos de la teoria
logicista; en cambio, cuando se la relaciona con los conjuntos se busca enfatizar su caracter
meramente matemdtico muy vinculado a la teoria de conjuntos. Pero, nosotros debemos ser
claros en este punto: la paradoja que envuelve toda una serie de discusiones y polémicas es

la paradoja de las clases, la misma que surgié dentro de la teoria de Frege. El hecho de que
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después Russell haya difundido su paradoja utilizando el concepto de conjunto no elimina,

por cierto, su origen fregeano.!”

1. 3. Desarrollo histérico de la paradoja de EI Mentiroso

La primera gran paradoja real que conocié la humanidad fue la de EI Mentiroso
(Yevdouevog, en griego). Esta reporta un gran interés puesto que ha sido y es objeto de
detenidos estudios por parte de 16gicos de la Antigiiedad, la Edad Media y atn en el s. XXI.
Algunos afirman que una formulacion expresa de la misma la encontramos en la Carta a Tito
de San Pablo. Seglin esta carta, Epiménides de Creta dijo: “Los cretenses son siempre
embusteros, malas bestias, vientres corrompidos”. Epiménides fue un cretense que vivid a
comienzos del s. VI a. C. y debido a que fue ¢l quien sostuvo la afirmacion: “Todos los
cretenses son mentirosos” se ha solido llamar a esta paradoja como la de Epiménides

haciendo creer que las dos son la misma paradoja. Pero esto es erroneo, por lo cual, quienes

17 Resulta interesante constatar que han existido propuestas para resolver el tema de la paradoja
mediante una distincidn entre clase y conjunto. Escribe Mosterin:

“Von Neumann no ve el peligro en admitir multiplicidades demasiado grandes, sino solo en permitir
que sean a su vez elementos de otras. Por ello, distingue entre clases y conjuntos y permite que para
cada condicién exista la clase de todas las cosas que satisfacen esta condicion. Pero no todas las clases
pueden ser elementos de otras. Las que no pueden serlo se llaman clases dltimas. Las que si pueden
serlo, conjuntos. En 1899, en una carta a Dedekind, Cantor habia tratado de solucionar las primeras
paradojas (las de Cantor y de Burali-Forti) distinguiendo entre multiplicidades consistentes, que
pueden pensarse como unidades sin contradiccién, y multiplicidades inconsistentes (la de todos los
ordinales, la clase universal), que dan lugar a contradicciones si se las piensa como unidades y se
opera con ellas como tales. Aunque histéricamente independientes, las ideas expuestas por Von
Neumann en 1925 representan una continuacion logica y un refinamiento de las de Cantor de 1899.
De todos modos Von Neumann formulé su sistema axioméatico de un modo muy extrafio, utilizando
como concepto fundamental el de funcién y no el de conjunto. Las clases corresponden a las funciones
y los conjuntos a sus valores. Este sistema fue “traducido” a una terminologia mas habitual por
Bernays, cuyo sistema, publicado a partir de 1937, es una adaptacién y simplificacién del de Von
Neumann. Bernays distingue entre clases y conjuntos. Una clase nunca es un conjunto, pero a cada
clase “normal” corresponde un conjunto. A las clase ultimas no corresponde ningun conjunto.”
(Mosterin, 1980: 27)
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afirman que la paradoja de El Mentiroso y la de Epiménides son la misma caen en un error

8

muy comin'®, Sin embargo, quien realmente se merece el titulo de autor de la paradoja de

El Mentiroso es Eubiilides (s. IV a. C.), segtn el testimonio de Diégenes Laercio.

En sentido técnico, Garcia Zarate define a la paradoja como tipos especiales de
contradiccion, aquella dada por una oracién cuya verdad implica su falsedad, del mismo
modo que su falsedad implica su verdad, es decir, una paradoja es una oracién que es
verdadera si y solo si es falsa (2007: 233). Por este singular rasgo es que es plausible sefialar
que la paradoja asombra, toda vez que nos enfrenta a la formulacién de un enunciado absurdo,
en relacion con el cual extrafiamente parece no ser posible sefialar la causa que explique por

qué adopta dicha forma.”

18 En mi tesis de licenciatura (Mora, 2014a: 95-102) comprobé que la paradoja de Epiménides no es
una afirmacién paraddjica como en cambio si lo es la de El Mentiroso. Es muy observable que algunos
fil6sofos sostengan que la versién de Epiménides es una expresiéon paraddjica como la de El
Mentiroso cuando, en realidad, solo representa algo asi como media paradoja. A continuacion, cito a
Piscoya:

“Se cuenta que Epiménides, ciudadano cretense, decia “todos los cretenses son mentirosos”,
afirmacién que abreviadamente podemos representar mediante la letra A. Los datos anteriores
permiten preguntar: ;Es la afirmacién A verdadera o falsa? Si se acepta que es verdadera, entonces
como Epiménides era cretense y mentiroso, y él era el que afirmaba A, entonces debe aceptarse que
A es falsa. Reciprocamente, si se acepta que A es falsa, entonces no todos los cretenses son mentirosos
y Epiménides puede decir la verdad, por tanto, debe aceptarse que A es verdadera. Epiménides
formul6 una proposicién que satisface estrictamente la definicién de paradoja, en la medida que la
aceptacion de su verdad implica su falsedad y la aceptacion de su falsedad implica su verdad.”
(Piscoya, 1999: 118)

Ahora bien, hay que decir que es posible que en el idioma griego antiguo El Epiménides si sea,
después de todo, una auténtica paradoja, haciendo la salvedad que para que ocurra tal cosa el
contradictorio de “Todos los cretenses son mentirosos” deberia ser “Ningun cretense es mentiroso”.
Con la ayuda de la 16gica actual se puede desestimar el caracter paraddjico de tal expresion, pero los
antiguos, por cierto, desconocian el sutil orden de tecnicismos que hoy ha logrado la 16gica.

' Hay que sefalar que esta definicion técnica de ‘paradoja’ ya se encuentra en Piscoya (1995: 205).
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Desde este punto de vista, la versién de Epiménides de EI Mentiroso no es paraddjica

del todo. Analicemos. Cuando Epiménides, un individuo oriundo de Creta, afirma

a. “Todos los cretenses mienten siempre”,

(estd mintiendo también este cretense al sostener esto?

Nosotros creemos que no. Esta version se ha considerado como una paradoja contante
y sonante pero realmente es falsaria (o falsidica), pues aparenta una contradiccion que a
primera vista, si se sigue el razonamiento del sentido comun, puede demostrarse que no esta

bien deducida.

Por un lado, si suponemos que a es verdad, entonces el cretense estd afirmando de si
mismo que, como cualquier cretense, estdi mintiendo y, por lo tanto, a seria falsa,
consiguiendo asi una contradiccion. Pero, por otro lado, si suponemos que a es falsa, no
obtenemos una contradiccion en sentido estricto, pues si la afirmacion “Todos los cretenses
mienten siempre” es falsa, significa que podriamos encontrar, al menos, un cretense, y no
necesariamente el que estd enunciando esta oracion, que diga la verdad. Es decir, en términos

formales:

{[V(a) = F(a)] A ~[F(a) = V(a)]} # [V(a) < F(a)]
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Si bien, segin Bochenski (1985: 141-144), no conocemos la formulacién original
propuesta por Eubilides de Mileto sino una coleccién de varias formulaciones de la misma,
aqui asumiremos que la paradoja de El Mentiroso se presenta cuando alguien afirma lo
siguiente:

» 20

A. “Lo que digo es una mentira

La pregunta problematica es: “;Es falsa o verdadera la oracion (A)?”.

Resulta sumamente sencillo demostrar que lo dicho por ese alguien es tanto falso
como verdadero. Supongamos que A es la proposicion “Yo miento”. Ahora bien, si A es
verdad, entonces estoy mintiendo y, por ende, haciendo afirmaciones falsas. Asi, como yo
digo A, entonces A es falsa. Pero, si A es falsa, entonces como he dicho que miento, estoy
diciendo la verdad. Por ello, como yo digo A, entonces A es verdadera. Notamos que A es
una oracién cuya verdad implica su falsedad y cuya falsedad implica su verdad, lo cual

equivale a afirmar que A es verdadera si y solo si A es falsa. Formalmente:

{[V(A) = F(A)] A [F(A) = V(A)]} = V(A) « F(A)

Se ha sostenido que la intencion original del fildsofo megarico al formular su paradoja

era desacreditar al racionalismo mostrando que sus mismos canones basicos de

razonamiento, sus propias reglas, conducian a lo que éstos rechazaban: la inconsistencia

20 Susan Haack (1982: 173-174) reformula EI Mentiroso en los siguientes términos:
1. La oracion numerada con 1 es la oracion “Toda oracién numerada con 1 esta negada”.
El anterior enunciado en términos formales seria como sigue:
Lr=(Vy) [(r=y) - ~y]
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generada por una contradiccion. La contradiccion que de aqui se derivaba era contraria a la

razon, pero también era derivada de acuerdo con la razén.

Aristételes en las Refutaciones sofisticas examina la anterior paradoja y llega a la
conclusion de que hay que distinguir en que algo sea verdadero o falso sin més o que lo sea
desde un determinado punto de vista o respecto de algo. Aristételes no resuelve la paradoja
pero marca la ruta que algunos medievales seguirdn més tarde. Incluso, por sus escritos se

nota el firme convencimiento que tiene el estagirita de que la paradoja tiene solucion.

Crisipo de Soli (281/78-208/05 a. C.) escribié seis libros sobre la paradoja de El
Mentiroso, y también muchas criticas a quienes consideraban que podian resolverla.
Asimismo, manifesté una solucién en un papiro muy fragmentario. Este filésofo estoico
afirmé que el enunciado de El Mentiroso no es una proposicién, sino un sonido sin sentido.
De ser cierta esta interpretacion de dicho texto antiguo, resultaria ser un punto de vista de
suma importancia histérica. Un detalle anecdético de esta paradoja la menciona Benson
Mates refiriéndose a Filites de Cos (hacia 340-285 a. C.):

“(...) Esta importante antinomia fue tomada muy en serio en la antigiiedad, como también en
tiempos medievales y modernos; Crisipo escribi6 libros enteros sobre ella, y existe incluso el
epitafio del 16gico Filites de Cos (...)

Soy Filites de Cos,

El Mentiroso fue quien me hizo morir

Y las insomnes noches por él causadas.” (Mates, 1979: 263)

Otra paradoja vinculada a la de El Mentiroso es la de El Abogado. De acuerdo a
Michael Clark (2009:14), el primero que expuso esta paradoja (también conocida con el
nombre de “paradoja de los abogados”) fue Aulo Gelio (circa 150). Diégenes Laercio (1985:

204) la repitié mas tarde. En lo que sigue, nosotros brindaremos la version de este tltimo.
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Se sostiene que Protdgoras era un profesor que transmitia sus conocimientos a los
hijos de las familias ricas de Grecia a cambio de grandes sumas de dinero. Los cursos eran
rapidos y eficaces, y entre las ensefianzas gran parte la ocupaba la abogacia o retorica, “saber”
cuyo nombre en ese tiempo era el de ‘arte de argiiir ante los tribunales’ (Copi y Cohen, 2001:
314). Asf pues, un dia se le acercé Euatlo 2!, un joven que queria pedirle que le ensefie su

arte. El sofista acepto y ...

“Pacté Protagoras con su discipulo Euatlo de ensefiarle la oratoria forense por cierta paga,
con la condicién de que el discipulo daria de entrada la mitad de aquel tanto, y la otra mitad
luego que defendiese algin pleito y lo ganase. Como se pasase mucho tiempo sin verificarse
la condicion pactada, pidi6 Protagoras el resto de la deuda, a lo que Euatlo satisfizo diciendo
que todavia no habia ganado ni orado causa alguna. Pero no se aquieté Protdgoras, antes le
puso pleito sobre ello; y halldndose ambos ante los jueces, dijo Protdgoras: -Sdbete, oh necio
joven, que de cualquier modo que este pleito salga, debes pagarme; pues si te condenan a
ello, me habras de pagar por sentencia; y si te libran, me pagards por nuestro pacto.- A esto
respondié Euatlo: - Sabed también vos, oh sabio maestro, que por todo lo mismo no debo yo
pagaros; pues si los jueces me absuelven, quedo libre por sentencia; y si pierdo el pleito, lo
quedo por nuestro pacto.” (Laercio, 1985: 204)

En otras palabras, Protdgoras habia pactado con Euatlo que le ensefiard Derecho a
cambio de una cantidad que le habria de pagar cuando haya ya ganado su primer caso. Esto
es del todo coherente puesto que cuando el discipulo aplica los conocimientos del maestro
logrando el resultado esperado, aquel saber se revela como ttil y en retribucion habria que
reconocer el talento del maestro mediante el pago correspondiente; en cambio, si ocurriese
lo contrario, la misma falla a la hora de aplicar los conocimientos adquiridos revelaria que
aquel saber no tuvo el valor suficiente. Después de la instruccion, Euatlo no participa en

ningun pleito y Protdgoras, impaciente, lo demanda. El razonamiento de Protdgoras consiste

2! Este personaje parecer haber sido inventado por la tradicion filoséfica. De hecho, su nombre, en
realidad, mas que un nombre propio parece una descripcién muy especifica. De acuerdo al
diccionario VOX: “Eu”, significa ‘“bueno”; mientras que “atlo” podria provenir de “af8Aéw” que
significa “luchar, combatir, arrostrar”. Por ende, “Eu-atlo” significa “el buen contrincante”. Esta
persona tendria el nombre ideal como para hacerle frente al sabio sofista. (Pavén, 1973: 12)
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en que, si €l gana, el tribunal obligard a Euatlo a pagarle sus honorarios; y si €l pierde, Euatlo
habrd ganado un caso y también estard obligado por el pacto a pagarle. Euatlo, en cambio,
argumenta que, si Protdgoras gana, €l no estard obligado a pagar, dado que atin no habra
ganado ningln caso; si Protdgoras pierde, el tribunal decidird que no tiene obligacién de
pagar (Clark, 2009: 13). Puestas asi las cosas ;Quién tiene la raz6n? ;A favor de quién debe

fallar el tribunal? ;Cudl debe ser la decisién final del juez? >

Resulta curioso observar que esta paradoja estd comicamente relacionada con el
relativismo de Protdgoras. Siendo Protdgoras un relativista, al parecer su discipulo Euatlo
logra aprender tan bien su doctrina que incluso consigue poner en aprietos a su maestro, el
mismo que resulta relativizado. La expresion “Euatlo debe pagar los honorarios a Protagoras”

resulta en si misma relativa. Para Protdgoras serd cierto; pero no necesariamente es cierta

22 En MORA, R. (2014b: 53-74) que es un articulo publicado en la revista Tesis el autor analiza esto
con mayor detalle. Incluso formaliza esta paradoja de la siguiente manera, primero indicando las
premisas y luego su simbolizacién:

1. Si el tribunal favorece a Euatlo, entonces Euatlo gana el juicio y es obligatorio que Euatlo le pague
los honorarios a Protdgoras.

2. Si el tribunal favorece a Protdgoras, entonces es obligatorio que Euatlo pague los honorarios a
Protédgoras.

3. Si el tribunal favorece a Protagoras, entonces Euatlo no gana el juicio y no es obligatorio que Euatlo
pague los honorarios a Protdgoras.

4. Si el tribunal favorece a Euatlo, no es obligatorio que Euatlo le pague los honorarios a Protagoras.
5. El tribunal favorece a Euatlo o a Protdgoras pero no a ambos.

Por lo tanto, el tribunal favorece y no favorece a Euatlo y a Protdgoras

Ahora bien, los simbolos de lo que nos valdremos serdn los siguientes. La propiedad F indica la
relacién de favorecer que un tribunal ¢ mantiene con otro, sea e (Euatlo) o sea p (Protagoras). G es la
propiedad de alguien de ganar un juicio j. O es la propiedad de ser obligatorio. P es la propiedad que
tiene alguien de pagar los honorarios a otro.

1. Fte — (Gej A OPep)

2. Ftp = OPep

3. Ftp —» (~GejA ~ OPep)

4. Fte - ~ OPep

5. (Fte v Ftp) A ~ (Fte A Ftp) /e (Fte A ~Fte) A (Ftp A ~Ftp)
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para Euatlo. Lo mds desconcertante es que incluso ambas posturas pueden probarse mediante

argumentacion logica.

Se ha dicho que esta paradoja tiene la misma estructura que El Puente, aunque esta
es m4s simple y no puede tratarse de la misma manera®. Leibniz soluciond esta paradoja en
una variante muy parecida en su tesis doctoral. Sostuvo que el tribunal no deberia fallar a
favor de Protdgoras. Si lo hiciera, cometeria una injusticia, dado que Euatlo atin no ha ganado
ningun caso (ni lo habria ganado después del fallo). Por supuesto, si, como debe ser, falla a
favor de Euatlo, el pacto obligaria a Euatlo a pagar, dado que acaba de ganar un caso y, si no
paga, Protdgoras podrd demandarle otra vez, proceso que, casi con seguridad, ganaria. Asi,
Leibniz concluy6 que este caso no merecia considerarse una paradoja, probablemente porque
su solucién es demasiado facil. Es posible que Russell, gran investigador de la obra de
Leibniz, conociera esta paradoja y su solucidn, razén por la cual no la considerd realmente
una paradoja sino un sofisma o falacia. Sin embargo, debemos considerarla en tanto se trata

de una variante de la de El Puente que, a su vez, es una variante de la de El Mentiroso.

En la época medieval, el problema de las paradojas cobrard dimensiones
inimaginables. Esto lleva a Bochenski (1985: 249-264) a afirmar que en la Ldgica formal
escoléstica tenemos una forma de la Loégica extraordinariamente original y cualificada.
Empecemos mencionando a Alberto Magno (el recordado maestro de Tomds de Aquino).
Este medieval resalta porque llama a la paradoja de EI Mentiroso con el nombre de

“insoluble” término con el que se le conocera en el resto de la tradicion medieval. Otro

3 La paradoja de El Puente la veremos lineas mds abajo.
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importante autor es el Pseudo-Escoto. Afirma que una parte de la sentencia no puede suponer
toda la sentencia. Asimismo, sostiene una incipiente distincién moderna entre uso y mencion.
A decir de Ferrater Mora, la solucién mas comin a la paradoja del mentiroso fue la de indicar
que se trata de un circulo vicioso?*. Ockham sefialaba ya que ninguna proposicién puede
afirmar nada de si misma, pues de lo contrario el circulo vicioso seria automéaticamente
engendrado. Bochenski, menciona a Pablo de Venecia quien dio una lista de 14 soluciones,
a las cuales sobrepuso una decimoquinta solucién propia. Entre las muchas soluciones que
expone como parte de su investigacion, sostiene que la expresion de El Mentiroso podria
tratarse de una expresion que carece sencillamente de sentido. Asimismo, menciona que la
sentencia en si no puede ser ni algo verdadero ni algo falso sino algo intermedio, con lo cual
muestra un intento de resolverlo aplicando una suerte de ldgica trivalente. Otra solucién
consiste en sostener que la sentencia podria ser o verdadera o falsa, pero no definitivamente
verdadera ni definitivamente falsa. También hace referencia Pablo de Venecia a la solucién
que detecta un circulo vicioso en la formulacién de El Mentiroso. La solucién 15 original
del filésofo medieval mencionado se basa en la diferencia entre dos géneros de
significaciones: las significaciones sin cualificativo o expresiones que significan lo que
significan y nada mas, y las significaciones precisas y adecuadas o expresiones que significan
asimismo que son ellas mismas verdaderas (Ferrater Mora, 1964: 366). Para Pablo de
Venecia la causa del problema estriba en la autorreferencia, las proposiciones que componen
la paradoja se refieren a ellas mismas y no a otras cosas. Sucede, pues, que el lenguaje
ordinario o natural sirve para todo tipo de expresion y se distingue por su enorme posibilidad

y riqueza comunicativa. Es inherentemente flexible, eldstico, pero frente a estas ventajas, se

24 Russell coincide con esto al notar cierto circulo vicioso presente en las paradojas.
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alzan algunos inconvenientes como su evidente ambigiiedad. La paradoja de EI Mentiroso es

un caso extremo de esta ambigiiedad.

Otro fil6sofo medieval también fue Juan Buridan. En su obra Sophismata se consigna
al menos dos versiones de la paradoja de El Mentiroso. El primero que mencionaremos es
conocido como un ciclo de mentirosos.

Sécrates: (S) “Lo que dice Platon es falso”

Platon: (P) “Lo que dice Socrates es verdad” 2

Si Sécrates se refiere a la proposicion P de Platén y Platén a la proposicion S de Sdcrates,
entonces S es verdad si y solo si S es falsa. Y lo mismo pasa con P. Visto asi, aunque ninguna
de las proposiciones se refiere directamente a si misma, juntas son autorreferenciales
indirectamente: cada una se refiere a si misma implicitamente por medio de la otra. Este es

el noveno sofisma de Buridan. (Clark, 2009: 139)

La siguiente version mentirosa es conocida como E! Puente.

“Socrates llega a un puente guardado por un poderoso sefior, Platon, y le ruega que le permita
cruzar. Este le contesta:

Juro que si la préxima cosa que digas es verdadera, te dejaré pasar, pero si es falsa, te arrojaré
al agua.

Sécrates responde:

Me vas a arrojar al agua.

Si Platén no lo tira al agua, Sdcrates habra dicho algo falso y merecerd que lo arrojen; pero,
si Platon lo arroja, Sécrates habra dicho una verdad y no merece ser arrojado al agua.”

25 En la época contempordnea esta paradoja serd reformulada de otra manera, y serd mas conocida
como la paradoja de la Tarjeta de Jourdain. En la paradoja de la Tarjeta de Philip Edward Bertrand
Jourdain se presenta una tarjeta en uno de cuyos lados estd escrita la oracion:

(1) Al dorso de esta tarjeta hay una oracion verdadera

Se da la vuelta a la tarjeta y se lee lo siguiente:

(2) Al dorso de esta tarjeta hay una oracion falsa

La tnica forma genérica de esta paradoja es

(X) La oracion (X + (-1) (X-1)) tiene la propiedad de ser Y, donde si X=1, Y es “verdadera”, y si
X=2,Y es “falsa”.
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(Clark, 2009: 214) %

Este es el sofisma XVII de la obra “Sophismata” escrita por Juan Buridan en el siglo
X1V pero se remonta a Crisipo (circa 280-circa 207 a. C.). Esta misma paradoja fue luego
recuperada para la literatura y, por ello, también se le conoce como la paradoja de Miguel de
Cervantes Saavedra o la paradoja de El Quijote (1995: 409-411) la cual se narra, en la
segunda parte de El Ingenioso Hidalgo Don Quijote de la Mancha. Vamos a exponerla solo

para mostrar que esta es un ejemplar de El Puente.

Se dice que apenas Sancho Panza logr6 ser alcalde de Barataria, tuvo que resolver
una consulta juridica inmediata que un forastero planteé detalladamente de la siguiente
manera:

“Sefior, un caudaloso rio dividia dos términos de un mismo sefiorio [...] Sobre este rio estaba
una puente, y al cabo de ella, una horca y una como casa de audiencia, en la cual habian de
ordinario cuatro jueces, que juzgaban la ley que puso el duefio del rio, de la puente, y del
seflorio, que era en esta forma: “Si alguno pasare por esta puente de una parte a otra, ha de
jurar primero adénde y a qué va; y si jurare verdad, déjenle pasar; y si dijere mentira, muera
por ello ahorcado en la horca que alli se muestra, sin remision alguna”. Sabida esta ley y la
rigurosa condicién de ella, pasaban muchos, y luego, en lo que juraban se echaba de ver que
decian verdad, y los jueces los dejaban pasar libremente. Sucedid, pues, que tomando
juramento a un hombre, juré y dijo que para el juramento que hacia, que iba a morir en aquella
horca que allf estaba, y no otra cosa. Repararon los jueces en el juramento y dijeron: “Si a

%6 Ahora, formalmente, precisemos este argumento paraddjico mediante un lenguaje mds claro.

1. Lo que dice el pasante es la oracion “Voy a morir en la horca”.

2. Si la oracién antedicha es verdadera, el pasante no morird en la horca, y si no muere en la

horca, entonces pasard por el puente.

3. Si la oracién antedicha es falsa, el pasante morird en la horca.

Por lo tanto, lo que dice el pasante es verdadero si y solo si es falso.
Formalicemos esta paradoja mediante el lenguaje de la 16gica de segundo grado con identidad. Esta
es la notacién utilizada: t es la abreviatura de lo dicho por el pasante, m es el significado de lo dicho
por el pasante o sea la oracidon “Voy a morir en la horca”, p es el significado de la oracion “Voy a
pasar por el puente”. “F” indicara la propiedad de ser una falsedad o mentira, y “V” la propiedad de
ser verdadera.

1. t=m
2.[VO) > ~m]A(~m—>p)
3.F(t) > m /e V(t) & F(t)
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este hombre le dejamos pasar libremente, mintié en su juramento y, conforme a la ley debe

morir, y si le ahorcamos, él juré que iba a morir en aquella horca y, habiendo jurado verdad,

por la misma ley debe ser libre. Pidese a vuestra merced, sefior gobernador, qué haran los

jueces (...).” (1995: 409-411)

Desde un punto de vista légico, no se puede tomar una decision, ya que si la oracién
“Voy a morir en la horca que alli estd” es falsa, entonces debe ser colgado, lo cual implica
que la oracion es verdadera. Por otra parte, si la oracion es verdadera, entonces lo deben dejar
pasar por el puente, pero cuando esto suceda la oracion serd falsa. Y asi, sucesivamente, hasta
el infinito. En términos 16gicos:

669

1) Si “p” es falsa, entonces debe ser colgado; pero si es colgado, entonces “p” es verdadera.
e

2) Si “p” es verdadera, entonces debe pasar por el puente; pero si pasa, entonces “p” es falsa.

3) Si “p”es falsa ....

Con respecto a la paradoja de los abogados ocurre algo similar. El tribunal podria
razonar que, si decidiese fallar a favor de Euatlo, este ganaria un caso y estaria obligado por
el pacto a pagar los honorarios a su maestro, pero si esto ocurriera, entonces deberia fallar a
favor de Protdgoras. Sin embargo, si fallara a favor de Protdgoras, entonces, Euatlo no estaria
obligado por el pacto a pagar, pero si esto ocurriera, entonces deberia fallar a favor de Euatlo,
y asi, sucesivamente, hasta el infinito.

1) Si el tribunal falla a favor de Euatlo, entonces este ganaria su primer juicio y le deberia
pagar los honorarios a su maestro; pero si el tribunal falla a favor de Protdgoras, entonces le
deberia pagar sus honorarios.

2) Si el tribunal falla a favor de Protagoras, entonces Euatlo no habria ganado su primer juicio
y no deberia pagarle sus honorarios; pero si el tribunal falla a favor de Euatlo, entonces no

deberia pagarle sus honorarios.
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3) Si el tribunal falla a favor de Euatlo...

Para mostrar este mismo problema desde otra perspectiva igualmente paraddjica
podemos construir tanto el dilema (o argumento) de Protigoras como el contradilema (o

contra-argumento) de Euatlo.

Protagoras, quien sostiene que Euatlo tiene que pagarle, dice: “Si gano este juicio,
entonces (en virtud de mi demanda vélida) tendrds que pagarme, pero si no gano, entonces
(a causa de nuestro pacto), tendrds que pagarme. Ademads, gano o no gano este juicio. Por lo

tanto, td, Euatlo, tendras que pagarme”. Formalizando tenemos:

[(p—q) A (~p=q) A (pV ~p)] = q

Euatlo, quien sostiene que ¢l no estd obligado a pagarle, dice: “Si gano este juicio,
entonces (a causa de que tu demanda no fue validada) no estoy en la obligacién de pagarte,
pero si no gano este juicio, entonces (en virtud de nuestro pacto) tampoco debo pagarte.
Ademas, gano o no gano este juicio. Por lo tanto, no estoy en la obligacion de pagarte”.
Formalizando tenemos:

[(a> ~q) A (~a—>~q) A (aV ~a)] —>~q

Tomemos en cuenta que Euatlo dijo lo mismo que dijo Protdgoras para defenderse
siendo al mismo tiempo sus discursos contradictorios entre si. Esta simetria argumentativa
hace mds interesante y compleja la paradoja de los abogados en comparacién con la de El

Puente y la de El Quijote.
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Sin embargo, asi como hay evidentes semejanzas entre la paradoja de Protdgoras y la
de El Puente también existen ciertas diferencias que debemos notar. La diferencia primordial
estd en que en El Puente solo hay un argumentador que mediante su asercién introduce la
paradoja, en cambio, en la paradoja de Protdgoras existen dos posiciones contrapuestas que
son ambas vdlidas desde sendos puntos de vista. Otra diferencia reside en que la mentada
paradoja difiere de la paradoja de EIl Puente porque esta ultima solo usa nociones
proposicionales vinculadas a la verdad o la falsedad mientras que la de Protdgoras hace uso

de operadores dednticos.

Los intentos antiguos por resolver el problema de las paradojas parecen haber caido
en completo olvido en la época moderna. Los 16gicos mateméticos no tuvieron tampoco
conocimiento de ellas. A finales del s. XIX volvié a emerger de nuevo el antiguo problema,
y esta vez bajo una forma nueva: junto a El Mentiroso aparecen toda una serie de paradojas
que no son semdnticas. Los l6gicos comenzaron, como es natural, a buscar soluciones al igual
que en la Antigiiedad y en 1a Edad Media. Russell serd uno de los que consignen a la paradoja

de El Mentiroso en su Principia:

“(...) comenzaremos por la enumeracion de algunas de las importantes e ilustradoras de estas
contradicciones, y mostraremos luego cémo todas ellas se fundan sobre falacias que encierran
un circulo vicioso, y cémo, por consiguiente, quedan todas salvadas por la teoria de los tipos.
(...) La solucion se ha de buscar en un examen de los conceptos logicos fundamentales como
el que se ha acometido en las paginas que preceden:
(D La contradicciéon mds antigua del tipo en cuestion es el Epiménides.
Epiménides el cretense dijo que todos los cretenses eran mentirosos, y que todos los
otros enunciados hechos por los cretenses eran ciertamente mentiras. ;Fue esta una
mentira? La forma mds simple de esta contradiccién nos la ofrece el hombre que dice
“miento”; si miente, dice la verdad y viceversa.” (1910: 63)

Esto constata claramente que Russell ya conocia la paradoja de EI Mentiroso. Pero, nosotros

también consideramos €l conocia sus otras versiones que ciertamente guardan conexion. En
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este sentido, tenemos las declaraciones del propio Russell acerca de El Mentiroso: “(...) Es
este un viejo rompecabezas y nadie lo consider6 nunca sino a titulo de pasatiempo, hasta que
se encontré que tenia que ver con problemas concretos e importantes como el de si hay un
numero cardinal u ordinal mayor que todos. Entonces, por fin, fueron tomadas en serio estas

contradicciones. (...)” (Russell, 1986: 231)

Las otras paradojas que Russell menciona son las siguientes:

“De Russell: Sea w la clase de todas las clases que no son miembros de si mismas. ;Es w
miembro de si misma? Como en la paradoja anterior cualquier posible respuesta conduce a
una contradiccion.

Sea T la relacion entre dos relaciones R y S que se da cuando R no tiene la relacién R con S.
(Tiene T la relacién T con T? Cualquier posible respuesta conduce a una contradiccion.

De Burali-Forti: Se sabe que toda serie bien ordenada (como es el caso de la serie de todos
los ordinales) tiene su nimero ordinal y que el ordinal de una serie de nimeros ordinales es
una unidad mayor que el mayor ordinal de la serie. ;Cual es el ordinal de la serie de todos los
ordinales? Si lo llamamos (1, la serie de todos los ordinales, que incluird (), tendrd, como
minimo, el nimero ordinal  + 1, luego {1 no es el ordinal de la serie de todos los ordinales.

De Berry: “The least integer not nameable in fewer than nineteen syllables”, es decir, el
menor nimero entero que no se puede nombrar, en inglés, con menos de diecinueve silabas.
(Existe? Por un lado, parece obvio que de todos los nimeros que no se pueden nombrar en
inglés, con menos de diecinueve silabas habra uno que sera el menor. Por otro lado, la frase
entrecomillada muestra que dicho nimero se puede nombrar en inglés con dieciocho silabas,
lo cual es una contradiccion.

Del menor ordinal indefinible: ;Existe? Se sabe que el nimero de posibles definiciones es
menor que el nimero de ordinales transfinitos por lo que hay ordinales indefinibles. Puesto
que los ordinales forman una serie bien ordenada, debe haber un ordinal indefinible que sea
el menor. Sin embargo, es definible mediante la expresion “el menor ordinal indefinible”.

Paradoja de Richard: Sea E la clase de todos los niimeros decimales que pueden ser definidos
mediante un ndmero finito de palabras. E es numerable porque el conjunto de series finitas
de palabras lo es. Sea N el niimero cuya enésima cifra es (p+1)mod10, siendo p la enésima
cifra del enésimo niimero de E. ;Pertenece N a E? No, porque al menos se diferencia en una
cifra de cualquier nimero de E. Si, porque N ha sido definido mediante un niimero finito de
palabras.” (Benito Santos, 2007: 13-14)
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Para Russell, todas las paradojas por él estudiadas proceden de la violacién que
denomind el principio del circulo vicioso: lo que presupone la totalidad de una coleccion no
debe ser un miembro de la coleccion o ninguna totalidad puede contener miembros
solamente definibles en términos de la misma totalidad * *%. Por lo tanto, el argumento de
una funcién no puede involucrar la propia funcién. Esto conduce a una jerarquia de funciones
y proposiciones desarrollada en la teorfa ramificada de los tipos 16gicos. Esto lo veremos en

el capitulo III de esta tesis.

Segtn Russell, la paradoja se produce por la ambigiiedad del lenguaje, es decir, por
la falta de especificacion de la jerarquia de las proposiciones. “Estoy diciendo una mentira”
puede interpretarse como: “Hay una proposicion que yo estoy afirmando y que es falsa”, esto
es: “Yo afirmo p, y p es falsa”. Para deshacerse de la ambigiiedad, es necesario especificar

el orden® de la falsedad, o lo que es lo mismo, el orden de la proposicién a la que se adscribe

2 En Copi (1995: 360), se presenta el principio del circulo vicioso de la siguiente manera: “Cualquier
cosa que involucre toda una coleccion no debe ser de la coleccion”. Ahora bien, Ramsey pone en
duda la validez del mismo sosteniendo que podemos referirnos a un hombre como el mds alto de un
grupo identificandolo asi por medio de una totalidad de la que él mismo es un miembro sin que haya
ningun circulo vicioso. (Ramsey, 1968: 39)

28 Es importante advertir que este principio del circulo vicioso no es lo mismo que la falacia del
circulo vicioso. Segin Garcia Zarate (2012: 38), el circulo vicioso alude a un defecto que tiene un
argumento y se produce cuando tratamos de probar una primera cosa en funcidn de otra segunda cosa
que, a su vez, presupone que ya estd probada la primera, por lo que volvemos al punto de partida,
como si estuviéramos describiendo un circulo. En pocas palabras, consiste demostrar la verdad de
una proposicion por medio de otra, y luego demostrar la verdad de la segunda por medio de la verdad
de la primera. El circulo es vicioso en el sentido de que conduce al fracaso de nuestro intento.
Ejemplo: “Un buen médico cura la mayoria de sus pacientes porque ha tenido una buena educacién
médica; pues un hombre con una buena educaciéon médica es un buen médico que cura la mayoria de
sus pacientes”. El principio del circulo vicioso alude a la erronea manera de definir ciertos elementos
en relacién a una agrupacién; en cambio, la falacia del circulo vicioso refiere a una falla
argumentativa que impide afirmar la validez de una inferencia.

2 El orden de una funcién proposicional indica el universo sobre el cual el cuantificador estd siendo
aplicado. Si la funcién proposicional contiene cuantificadores solo sobre variables individuales, se
dice que es una funcién de primer orden. Si contiene cuantificadores sobre funciones de primer orden,
se dice que es de segundo orden y asi sucesivamente. (Copi, 1995: 357)
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la falsedad. Asi, Bertrand Russell en sus Principia Mathematica dird que, segin la
jerarquizacién de las proposiciones: “Si p es una proposicioén de orden n, la proposicién g
que incluya a p como variable no es de orden 7, sino de un orden mas alto”. Por lo tanto, se
hace evidente que la verdad o falsedad que pueda pertenecer al enunciado “Hay una
proposicién p que yo estoy afirmando y esta tiene una falsedad de orden enésimo” tiene una
verdad o falsedad de un orden superior al enésimo. De este modo, el enunciado no cae dentro

de su propio alcance y, por consiguiente, no surge la contradiccion.

El problema de esta solucién de la jerarquia de las proposiciones y los distintos
niveles ldgicos es que, por un lado, parece que estamos construyendo ad hoc un universo mas
all4 de lo postulado para salvar la coherencia 16gica de nuestro universo primitivo. Por otro
lado, aun cuando esta hipétesis fuera correcta, podria servir para disolver la paradoja de
afirmaciones como “Estoy diciendo una mentira” pero no para otras formas de esta paradoja
como las formulaciones no autorreferenciales, es decir, las afirmaciones que no se refieran
directamente a su propio valor de verdad. Un ejemplo es la siguiente versién asociada a
Jourdain: “La oracion posterior es cierta” y “La oracion anterior es falsa”. Cada uno de estos
enunciados no nos lleva a una paradoja por separado, pero juntos si constituyen una auténtica

paradoja.

Independientemente de las criticas que se pueden hacer a la solucién de Russell para
enfrentar a las paradojas, hay que reconocer que, segin Haack, no solo ofrece una solucién
formal sino también un fundamento filoséfico: el principio del circulo vicioso (1982: 164).
Ademads, es el primer intento serio de solucionar un grupo importante de paradojas (Benito

Santos, 2007: 14). Asimismo, la sugerencia ruselliana parece haber influido en otras
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propuestas posteriores que ofrecen soluciones andlogas a las de Russell. Por ejemplo, para
solucionar este problema, Tarski (1997: 63-108), antes de anular la validez de las leyes
l6gicas en el lenguaje natural, prefiere dividir dicho lenguaje en dos niveles: lenguaje objeto
y metalenguaje. Es importante mencionar que el metalenguaje posee una riqueza esencial
con respecto al lenguaje objeto. Esto evita que las oraciones que se refieran a si mismas
(como El Mentiroso) o a otras se confundan con las oraciones que no hablan sobre si
mismas®°. Entonces, para evitar El Mentiroso se exige que las oraciones que prediquen
verdad de otras oraciones (0 de si mismas) estén en un nivel superior llamado
“metalenguaje”. Con ello, el razonamiento anterior, que justifica la contradiccion presente
en El Mentiroso, ya no funciona. Veamos. Supongamos que A es la proposicion “Yo
miento”. La recomendacion de Tarski implica que modifiquemos dicha expresion del
siguiente modo: A es la proposicion “Yo miento-en-L-1”, sin embargo, la afirmacién de la
verdad o falsedad de A estd en L-2. Ahora bien, si es verdad que yo miento-en-L-1, entonces
el hecho de que yo hago afirmaciones falsas-en-L-1 seria expresado por A en L-2. Es decir,
si A es verdad-en-L-2 entonces A es falso-en-L-1. Pero, si es falso que miento-en-L-1,
entonces el hecho de que yo hago afirmaciones verdaderas-en-L-1 seria expresado por A en
L-2. Es decir, si A es falso-en-L-2 entonces A es verdad-en-L-1. Inmediatamente, es facil ver
que la verdad-en-L-2 de A no implica la falsedad-en-L-2 de A, y que la falsedad-en-L-2 de
A no implica la verdad-en-L-2 de A. Asi, haciendo uso de los niveles del lenguaje la paradoja

desaparece.

39 Esto estd vinculado con el teorema tarskiano acerca de la indefinibilidad de la verdad en un mismo
lenguaje. De acuerdo a este teorema, la central nocién semantica de verdad puede ser definida para
un lenguaje de primer orden tan solo a través de un metalenguaje mas rico. Es decir, la nocién de
verdad en una teorfa no puede definirse dentro de la misma teoria, con sus propios recursos; para
definirla, hay que salir fuera de ella, a una metateoria con mas recursos expresivos. (Mosterin y
Torreti, 2002: 573)
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CAriTuLO 11

DESCUBRIMIENTO Y CLASIFICACION DE PARADOJAS

Cantor destruye el fundamento de la tesis de Nietzsche
[sobre el Eterno Retorno]. Afirma la perfecta infinitud
del niimero de puntos del universo, y hasta de un metro
de universo, o de una fraccion de ese metro. La
operacion de contar no es otra cosa para él que la de
equiparar series. (...). El conjunto de los numeros
naturales es infinito, pero es posible demostrar que son
tantos los impares como los pares.

BORGES

En esta segunda parte nos ocuparemos de determinar el modo cdmo se gesté la paradoja de
las clases®' propuesta por Bertrand Russell dentro del seno de su investigacién sobre las
relaciones entre la 16gica y la matematica. A esto es lo que llamamos, tomando como base
una dicotomia planteada por Hans Reichenbach, “contexto de descubrimiento”. Sin embargo,
nosotros no queremos investigar el estado psicolégico de 1a mente de Russell y saber lo que
estaba pensando a la hora de construir su paradoja. Mds bien, nosotros buscamos establecer
la manera en la que derivo su paradoja considerando la informacién previa que ya manejaba.
Por este motivo, una vez que exponemos las tesis de Kleene y Kilmister, pasamos a detallar
nuestra propia perspectiva al respecto. Después de determinar esto, buscaremos establecer
una clasificacién de todas las paradojas que estaban involucradas con el trabajo de Bertrand
Russell. Intentaremos, en la medida de nuestras posibilidades, formalizar en lenguaje 16gico

todas estas paradojas.

31 Para Russell, una clase es una conjuncién numérica de términos. Asi, la clase de los hombres es el
objeto (o grupo de objetos) denotado por el concepto hombres. (Russell, 1983: 98)
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2. 1. Contexto de justificacion y contexto de descubrimiento

Lo que buscamos en este trabajo es exponer el contexto de descubrimiento de la paradoja de
Russell. Es decir, lo que queremos es conocer el proceso 16gico e intelectual que desarrolld
Russell en relacion a la investigacion en la que €l estaba involucrado. Para aclarar lo que

estamos interesados en conseguir definiremos dos conceptos relacionados:

a) Contexto de descubrimiento. Este concepto, propuesto por Reichenbach, comprende la
produccién de hipdtesis y teorias, el hallazgo y la formulacién de ideas, la invencidén de
conceptos; todo ello relacionado con las circunstancias personales, psicoldgicas,
socioldgicas, politicas, econdmicas y tecnoldgicas que pudiesen haber influido en la
gestacion y aparicion de dichas producciones (Speltini et. al., 2006: 3). Es decir, este
concepto alude a la manera de hallar un conocimiento y a todos los pormenores psicoldgicos,
sociolégicos y demds que pudieran haber tomado parte en el proceso de hallazgo del nuevo

saber.

b) Contexto de justificacion. Este concepto, también propuesto por Reichenbach, aborda
cuestiones de validacion, es decir, como saber si el resultado final de una investigacion es
auténtico o no, si la creencia en tales o cuales conclusiones es verdadera o falsa, si una teoria
es logicamente aceptable, si las evidencias la apoyan, si realmente ha incrementado el
conocimiento disponible, etc. (Speltini et. al., 2006: 3). Es decir, este concepto alude a lo que
ya Carnap denominé ‘reconstruccion logica de teorias’, esto es, la evaluacion de los
resultados finales de la investigacion cientifica, la misma que consta de hechos descubiertos,

teorias elaboradas y métodos 16gicos utilizados. (Echeverria, 1998: 52-53)
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Consideramos que el contexto de justificacién no presenta mayor problema puesto
que la paradoja de las clases formulada por Russell ha sido expuesta en numerosos tratados,
libros, revistas y articulos. Sin embargo, el contexto de descubrimiento asociado al proceso
racional que posibilité que Russell formulara su paradoja no parece haber sido totalmente
esclarecido®. Este es un tema algo espinoso pues, sencillamente, algunos pensadores
sostienen que la creatividad cientifica es algo inescrutable a la investigacion. Sucede, pues,
que algunos hallazgos cientificos han sido resueltos en suefos de cansancio, o algunos otros
procesos irracionales dificiles de especificar. Ahora bien, debemos aclarar que nuestra
intencioén no es dar explicaciones del modo en que se le ocurrié a Russell su paradoja. Tal
actividad parece condenada a un escrutinio oscuro, confuso y que facilmente se presta a la
especulacion. Lo que buscamos es emprender la tarea de dar cuenta de aquellas actividades

que Russell realizé y que lo llevaron a formular su propia paradoja.

2. 2. Descubrimiento de la paradoja de Russell

Desdoblaremos esta parte en dos. La primera seccion, que viene enseguida, tratard acerca de
la actividad intelectual que Russell realizaba al abocarse a sus investigaciones sobre las bases
fundamentales de la matematica, en particular, tendremos noticia de como fue concibiendo
su propia version del ‘logicismo’. En la segunda seccidn, intentaremos desarrollar, de modo
racional, una manera en la que posiblemente Russell dio con su paradoja mediante la previa

presentacion de dos perspectivas involucradas.

32 Pero, hay algunas fuentes relevantes. Por ejemplo, A. Coffa: “The humble origins of Russell's
paradox” (1979) y L. Grattan-Guinness: “How Bertrand Russell discovered his paradox” (1978).
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2. 2. 1. Aspectos epistémicos: las investigaciones inspiradoras’?

En 1901, Russell discutié como la nueva filosofia cantoriana del “infinito” y la “continuidad”
resolvia las cuestiones fundamentales de la filosofia de las matemadticas, incluyendo los
cuatro argumentos de Zendn que involucraban los conceptos de “continuidad”, “infinitud” y
« e . L . . .
movimiento”. Pero, Russell también menciond la existencia de un error en el razonamiento

de Cantor, aunque Russell para sefialarlo uso6 el término ‘falacia’:

“(...) Hay un maximo de todos los nimeros infinitos, que es el nimero de todas las cosas
juntas, de toda clase y tipo. Es evidente que no puede haber un nimero mayor que este, pues
si se ha tomado todo, no queda nada por afiadir. Cantor tiene una prueba de que no hay un
nimero maximo, y si esta prueba fuese vélida, las contradicciones del infinito reaparecerian
en forma sublimada. Mas, en este punto, el maestro se hace culpable de una falacia muy sutil
que espero explicar en alguin trabajo futuro.” (Russell, 1949: 93) 3

33 Esta parte se basa en Garciadiego (1992: 136-153).

34 Bl argumento de la diagonal puede emplearse para demostrar que el superconjunto de los niimeros
naturales (el conjunto de todos sus subconjuntos) es mas grande que el conjunto de los nimeros
naturales. Todo conjunto de nimeros naturales puede describirse simplemente escribiendo verdadero
o falso segtin el enésimo nimero natural sea o no miembro del conjunto. Por ejemplo, el conjunto de
los numeros pares es <falso, verdadero, falso, verdadero, ...>. Una correspondencia de uno-a-uno
entre el conjunto de nimeros naturales y su superconjunto tendria el aspecto siguiente.

Pares: falso verdadero falso verdadero
Impares: verdadero falso verdadero falso
Primos: falso verdadero verdadero falso
Cuadrados: verdadero falso falso verdadero

La secuencia diagonal es < falso, falso, verdadero, verdadero, ...>. Considérese ahora la secuencia
resultante de invertir todos los valores de verdad: < verdadero, verdadero, falso, falso, ...>. La
secuencia definida por esta antidiagonal no puede estar en la lista. Diverge por lo menos una vez de
cada secuencia de la lista.

A partir de lo anterior, Cantor demuestra que el superconjunto de todo conjunto (el conjunto de todos
los subconjuntos de ese conjunto) siempre posee una cardinalidad mayor que el conjunto. Se sigue
de ahi que existe una jerarquia infinita de niimeros transfinitos.

Cuando Russell calculé cudntas cosas habia en el universo, llegd a un conjunto que las incluia a todas.
El nimero de cosas dentro de este conjunto debe ser el nimero mayor puesto que no existe nada mas
que afadir. En consecuencia, Russell sospechd que el argumento de la diagonal cometia algin tipo
de falacia sutil.

Russell cay6 en la cuenta de que la antidiagonal se parecia a la paradoja de El Mentiroso. Al
interpretar “Este juicio es falso” uno se ve obligado a cambiar continuamente falso por verdadero y
verdadero por falso. La construccién de la antidiagonal sigue el mismo sendero zigzageante.

Sin embargo, esta objecion al argumento de la diagonal resulté contraproducente. En mayor de 1901,
mientras terminaba Los principios de la matemdtica, Russell se dio cuenta de que la paradoja de El
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Russell no utilizo la palabra “contradiccion” para describir el ‘error’ (o ‘falacia’) de
Cantor. Por esta época, nuestro filésofo todavia creia que las matemdticas eran una ciencia
consistente (que no albergaba enunciados de la forma “P A ~P”); pero, si la ‘falacia’ de
Cantor permanecia, entonces las “contradicciones” de Zenon aun serian validas. Esto
sucederia puesto que el teorema de Cantor aplicado a conjuntos de infinitos elementos
permitiria la construccién de conjuntos cuya medida seria de dificil determinacién, lo cual

harfa discutible cualquier comparacién del tamafio de unos conjuntos con otros.*

Mentiroso posee un parecido més daflino con una variante leve de este conjunto universal: el conjunto
de Russell, es decir, el conjunto de los conjuntos que no se contienen a si mismos. (Sorensen, 2007:
258)

35 Russell se interesé por las paradojas de Zenén. Por ejemplo, se ocupa de esta:

Si las cosas son miiltiples, es necesario que sean tantas como son, y no mds ni menos. Ahora bien, si
son tantas como son, serdn finitas en niimero.

Si las cosas son miiltiples, entonces serdn infinitas en niimero, porque siempre habrd otras cosas
entre ellas y de nuevo otras entre estas. De ahi que las cosas sean infinitas en niimero.

Con esta paradoja, Zendn pretende demostrar que todo es uno y no miltiple porque si lo fuera, esto
conduciria a contradiccién. Y la observacion de Russell es que los nimeros infinitos son tan definidos
como los finitos, por ende, el nimero de cosas en el mundo bien puede ser miiltiple.

Otra paradoja que le interesa a Russell es la de Aquiles. Segtin Clark (2009: 22):

“Aquiles corre mas rapido que la tortuga, por lo que le concede una ventaja: ¢l empieza en d; y la
tortuga en d,. Cuando Aquiles recupera la ventaja y llega a d,, la tortuga estd en ds. Cuando €l llega a
ds, ella estd en ds4. Cada vez que Aquiles salva la distancia que los separa, la tortuga se ha alejado un
poco. ;Lograra Aquiles alcanzar a la tortuga, teniendo en cuenta que deberd recorrer un niimero
infinitos de tramos?”’

Aunque también existen estas otras versiones:

“[Forma progresiva] Aquiles no puede llegar hasta el final de la pista, dado que tendria que recorrer
un nimero infinito de intervalos. Primero tendria que llegar al punto medio y, luego al punto medio
de cada distancia que quedase y asi sucesivamente, de tal forma que atravesaria una sucesién infinita
de intervalos”

“[Forma regresiva] Antes de llegar al final de la pista, Aquiles tiene que recorrer la primera mitad,
y, antes de recorrerla, debe recorrer la primera mitad de ella, a saber, el primer cuarto y, antes, el
primer octavo, etcétera. No puede llegar a ningtin lugar distinto de la salida sin recorrer primero un
numero infinito de intervalos™. (Clark, 2009: 187)

Para demostrar que el movimiento es imposible Zen6n sostiene que Aquiles no puede alcanzar a la
tortuga, ya que si el movimiento fuera posible, Aquiles tendria que recorrer un nimero infinito de
tramos en un tiempo finito, lo cual es contradictorio. Frente a esto, Russell sostiene que podemos
pasar del 0 al 1 habiendo recorrido una infinidad de nimeros reales, ya que no se requiere para ellos
haberlos enumerados uno por uno. Russell infiere, como era de esperarse, que Zendn estd en un error
al afirmar que no se puede recorrer un nimero infinito de puntos que formen una distancia en un
tiempo finito. (Tomasini, 2016)
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Analizando estos conceptos, Bertrand Russell en Los principios de la matemdtica
construye una nueva paradoja®® para relacionarla con la de Aquiles y la de Cantor. Esta es la
denominada “paradoja de Tristam Shandy”. Aqui la reproducimos:

“Tristam Shandy, como sabemos, tard6 dos afios en escribir la historia de sus dos primeros
dias de vida, y se lamentaba que a ese paso se le acumularia el material con mayor rapidez
que la que podria emplear para trabajar con €1, de modo que nunca terminarfa. Sin embargo,
sostengo que si hubiese vivido eternamente y no hubiese desfallecido en su propdsito, aun
cuando su vida hubiese seguido estando tan llena de acontecimientos como en sus comienzos,
sin embargo, ninguna parte de su biografia habria permanecido sin escribir. Esta paradoja,
que demostraré, es estrictamente semejante a la de Aquiles y puede llamarse de Tristam
Shandy.” (Russell, 1983: 407)

Enseguida, el filésofo britdnico expondré esta paradoja en forma estrictamente logica:

“1) Tristam Shandy escribe en un afio los acontecimientos de un dia.

2) La serie de dias y afios no tiene dltimo término.

3) Los acontecimientos del n-simo dia se escribe en el n-simo afio.

4) Cualquier dia dado es el n-simo, para un valor adecuado de n.

5) En consecuencia, se escribird sobre cualquier dia asignado.

6) Por lo tanto, no quedar4 sin escribir parte alguna de la biografia.

7) Como existe una correlacidon biunivoca entre los tiempos de los sucesos y los tiempos en
que se escriben, y los primeros son parte de los dltimos, el todo y la parte tienen el mismo
numero de términos.” (Russell, 1983: 408)

De acuerdo a Clark, incluso a un ritmo constante de dos afios por cada dos dias de
biografia, el protagonista de la novela de Laurence Sterne podria poner por escrito toda su
vida, si viviese eternamente, es decir, si viviera un ndmero infinito de dias. Esto es asi porque
cada par de dias de vida pueden hacerse corresponder con un par sucesivo de afios que tarda
en redactar esos dias, si bien su memoria necesitara retrotraerse cada vez mas, sin limite. Por
ejemplo, tendrd que redactar los dias 101 y 102 alrededor de un siglo después, en los afios

101 y 102, y los dias 1001 y 1002 los redactard casi un milenio después. (Clark, 2009: 239)

3% En este punto es importante indicar lo que, al parecer, Russell entendia por paradoja. Todo indica
que €l asumia que una paradoja es una idea extrafia y opuesta al sentido comiin o a lo establecido.
Ademads, la paradoja se expresa mediante una proposicidon que, en apariencia, es verdadera pero que
también contiene una contradiccién légica o un elemento contraituitivo.
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Esta paradoja es una prueba de que Russell investigaba otras paradojas, como las de Cantor
0o Zen6n, reformuldndolas y tratando de transformar las situaciones problemdticas

incomprensibles en esquemas tedricos mas familiares y, por ende, en problemas solubles.

Es posible que Russell pensara originalmente, segtin dijo, en las clases, pero no en la
“contradiccion”, de la clase de todas las clases que no son miembros de si mismas, como
consecuencia de su examen detallado de la demostracién de Cantor. Desafortunadamente,
segun sefiala Grattan-Guinness (1978), no sobreviven fuentes que explicitamente apoyen esta
conjetura. Las fuentes disponibles no parecen indicar, al menos directamente a partir del
texto, alguna relacion entre la demostracion de Cantor y la formulacién original de Russell
de su “contradiccion”, contenida en el primer borrador de la parte I de Los principios de la
matemdtica escrita en mayo de 1901. Sin embargo, Garciadiego argumenta que Russell llegd
a interesarse en tales clases (las que no son miembros de si mismas) a partir de su
descubrimiento de posibles “falacias” o “errores” en Cantor. A este respecto, hay otra cita
relevante de Russell, contenida en alguno de sus escritos autobiograficos posteriores:

“Fui conducido a esta contradiccion [de la clase de todas las clases que no son miembros de
si mismas] al considerar la demostracion de Cantor de que no existe el nimero cardinal
maximo. Pensé, en mi inocencia, que el nimero de todas las cosas que hay en el mundo
deberia ser el nimero maximo posible, y apliqué la demostracién [de Cantor]| a este nimero
para ver lo que ocurriria. El proceso me condujo a la consideracién de una clase muy peculiar.
Pensando a lo largo de las lineas que hasta ahora parecian adecuadas, me parecié que una
clase a veces es un miembro de si misma y a veces no [...]. La aplicacion del argumento de
Cantor me condujo a considerar las clases que no son miembros de si mismas; y estas, parecia,
debian formar una clase. Me pregunté si esta clase es un miembro de si misma o no [...].
Cada alternativa conduce a su opuesta y hay una contradiccion.” (Russell, 1976: 58)

Russell fue sencillamente conducido por la demostracion de Cantor a considerar la
clase de todas las clases que no son miembros de si mismas. La “contradiccion” se origind

Unicamente a partir de esta clase misma al cuestionar si tal clase era un miembro de si misma
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o no. En cada caso, la respuesta implicaba su opuesta, resultando una “contradiccion”. Como
seflalamos, Russell concluyd, primero, que esta clase negaba el principio de Peano que
establece “que toda proposicion que contenga solamente una variable es reducible a la forma
‘x es un a’ ”. Sobre un analisis mas profundo, tal vez inconscientemente, Russell se percatd
que podia derivar una “contradiccion” sin necesidad de apoyarse en el trabajo de Peano. La

formulacién de la clase en si misma era contradictoria. 3’

Especificamente, Russell en correspondencia con Couturat™® insistia en la validez del
concepto de “clase de clases” aparecido en el “razonamiento” de Cantor, pero €l le
reprochaba haciéndole notar qué tan ttil puede ser este concepto si puede asociarse con una
especie de “contradicciones”. Asi, Russell comprendié que el teorema de Cantor no era

producto de un error sino la base de una “contradiccion” real. (Garciadiego, 1992: 136-138)

37 Frapolli y Romero coinciden con el origen cantoriano de la paradoja de Russell:

“La historia de una de las paradojas, (...) la paradoja de Russell, es, en lineas generales, la siguiente:
Russell entr6 en contacto con la obra de Cantor (nacido en San Petesburgo en 1845) a través de un
encargo de la revista Mind para recensionar una obra de Hannequin en la que se incluia un resumen
de la teoria de conjuntos cantoriana. Russell pensaba que el teorema cantoriano que implica la
existencia de un conjunto mayor que cualquier conjunto dado (...) no podia ser verdadero, puesto
que, razonaba Russell, no puede haber un conjunto mayor que el de todas las cosas. En el transcurso
de sus intentos por resolver lo que creia que era una falacia sutil, Russell (...) encontrd no solo que
el matematico centroeuropeo habia procedido de acuerdo con un procedimiento irreprochable, sino
que descubrié primero, la Paradoja del cardinal maximo, que demuestra la inconsistencia de los
presupuestos cantorianos y, posteriormente, la paradoja que lleva su nombre, que demuestra la
inconsistencia de los planteamientos fregeanos. (...) ” (Frapolli y Romero, 1998: 81)

38 De acuerdo al Diccionario Filoséfico:

“COUTURAT, Louis (1868-1914). Filésofo y légico francés, partidario y popularizador de la
fundamentacion légica, debida a Russell y Whitehead, de los principios de la matematica;
investigador de las premisas del cdlculo logico contenidas en la légica de Leibniz; editor de
fragmentos y pequefias obras de Leibniz no publicados hasta fines del siglo XIX, consagrados a
cuestiones de 16gica. Fue uno de los primeros autores no rusos en valorar como se merecian los
resultados obtenidos en dlgebra de la 16gica por el cientifico ruso Porietski, cosa que hizo en su obra
“El algebra de la logica”. En un apéndice a sus “Principios de matematica” (1905), Couturat critic6 —
desde las posiciones del formalismo 16gico y matemadtico de Russell— la teoria matematica de Kant,
sus fundamentos légico-gnoseolégicos. En varios articulos se manifestdé contra la teoria
“semikantiana” de la matematica, formulada por Poincaré.” (Rosental, M. y P. Judin, 1965: 90-91)
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Ahora bien, en la primera version de la parte I de Los principios de la matemdtica,
Russell menciona una contradiccion dentro de la 16gica de las clases. De acuerdo con Russell:

“(...) Vimos que algunos predicados pueden ser predicables de si mismos. Considérense
ahora a aquellos de los cuales este no es el caso. Estos son los referentes (y también lo
referido) en lo que parece una relaciéon compleja, es decir, la combinacién de la no
predicabilidad con la identidad. Pero no hay predicado que se adhiera a todos ellos y a ningtin
otro término. Para este predicado, serd ya sea predicable o no predicable de si mismo. Si es
predicable de si mismo, es uno de esos referentes por relacién con los cuales fue definido, y,
por lo tanto, en virtud de su definicién, es predicable de si mismo. Reciprocamente, si no es
predicable de si mismo, entonces otra vez uno de los referentes dichos, de todos los cuales
(por hipdtesis) es predicable y, por lo tanto, otra vez es predicable de si mismo. Esta es una
contradiccion, la cual muestra que todos los referentes considerados no tienen predicado
exclusivo comiin y, por lo tanto, si los predicados que definen son esenciales para las clases,
no forman una clase (...).

Se sigue de lo anterior, que no toda coleccidn definible de términos forma una clase definida
por un predicado comun (...).” (Russell, 1983: 131-132)*

Russell interpreté esta contradiccion como que habia necesidad de cierto tipo de
limitacién cuando se definen las clases. Ademads, el anterior pasaje nos muestra una version
previa a la “contradiccion” de Russell de la clase de todas las clases que no son miembros de
si mismas, a saber, la paradoja de las propiedades. Asimismo, podemos asumir que Russell
habia empezado a pensar formalmente en estas contradicciones como resultado del teorema
demostrado por Cantor. Asi, Russell, en base a esta contradiccion, afirma que, si bien Peano
sostiene que toda proposicion que solamente contiene una variable es reducible a la forma ‘x
es un a’, podemos mostrar que al menos existe una proposicion que no es reducible a esta

forma.

Como resultado del razonamiento de Russell, estaban surgiendo dos contradicciones
casi simultineamente. Primero, Russell habia examinado el teorema de Cantor para evitar la

“contradiccion” conocida hoy como la ‘paradoja de Cantor’ o la ‘paradoja del nimero

3 Hemos preferido la traduccién de Garciadiego.

68



cardinal méximo’. Por otro lado, también estaba considerando otro argumento problematico
que surgié como consecuencia de sus consideraciones del teorema de Cantor. Ya se sefial6
que Russell escribid en su borrador de la parte I, escrita en 1901, un enunciado que contradice
el principio de Peano de que toda proposicién que contenga solamente una variable es

reducible a la forma “x es un a”; es decir, que toda proposicion de este tipo define una clase.

Efectivamente, Russell habia mostrado que este no era el caso cuando se consideraban
los “predicados que no son predicados de si mismos”. Su argumento es como sigue: hay una
clase definida por todas las clases que no son miembros de si mismas. La cuestién radicaba
en si esta clase era un miembro de si misma o no. Si lo era, entonces implicaria que no era
un miembro de si misma. Si no lo era, entonces significaria que era una de esas clases que
no son miembros de si mismas y, por lo tanto, era un miembro de si misma. Asi que, de cada
enunciado se seguia su propia negacion. Russell concluyd que esta “contradiccion”
significaba que habia una limitacion al principio de Peano. Al respecto, Alejandro
Garciadiego sugiere que tal vez Russell estaba pensando en esta clase al examinar el teorema
de Cantor. No era necesario aplicar el concepto a cualquier otro argumento porque era una
“contradiccion” en si misma, contradiciendo el principio de Peano. (Garciadiego, 1992: 139-

145) 40

40 Para reforzar esto, podemos asegurar que, de acuerdo al Principio de Peano: “Toda proposicion con
una variable debe poder ser reducida a la expresion x es un a”. Es decir, la proposicién con una sola
variable define una clase de este modo: {x/ x es un a}. De esta manera, si afirmo que “Vx Ax” (todos
son abogados), esto puede representarse como “x es abogado”; igualmente, si afirmo que “3Ix (Ax A
Px)” (algunos abogados son profesionales), esto puede reducirse a “x es abogado y x es profesional”.
Sin embargo, Russell encuentra una dificultad en un cierto tipo de expresion: “Los predicados que no
son predicados de si mismos”. Esto serian de la forma:

Xnoes X

En términos formales:

~XX)
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Al respecto, se debe tener cuidadosamente en cuenta los siguientes argumentos. Antes
que nada, Grattan-Guinness en How Bertrand Russell discovered his paradox (1978) ha
afirmado correctamente que las pdginas donde Russell deline6 originalmente el
descubrimiento de la “paradoja” no parecen haber sobrevivido, haciendo imposible
determinar exactamente cudndo y cémo hizo su descubrimiento. Asimismo, Coffa en The
humble origins of Russell’s paradox (1979) argumentd que este no fue un descubrimiento
subito, sino que “surgio lentamente durante un periodo de tiempo” y no tuvo un impacto
inmediato. Si estas observaciones son correctas, entonces es posible que Russell se hubiera
dado cuenta de la validez del descubrimiento mientras escribia su articulo “On well-ordered
series” (“Sobre series bien-ordenadas™) para la Rivista di Matematica en junio de 1901.
Ahora, distinguia su “contradiccion” de los argumentos asociados con el teorema de Cantor,
aunque tal vez no tan claramente como se podria desear. Es importante tener en mente que
Russell llegd gradualmente a estar consciente de la inconsistencia; no llegé a ella
subitamente. Durante toda su vida, Russell confundi6 los origenes de su inconsistencia con
la de Cantor y nunca reclamé haber descubierto tal inconsistencia, aunque lo hizo
inadvertidamente. Como se menciond antes, Russell describié su contradiccidn, por primera
vez, en un manuscrito compuesto en mayo de 1901 (recordemos el mentado primer borrador

de la parte I de Los principios de las matemdticas). También, reveld publicamente la

Ejemplos de estos casos son:

-“Esta escrito en francés” no esta escrito en francés;

-“Estd impreso en r0jo” no esta impreso en rojo;

-“Consta de dos palabras” no consta de dos palabras.

Llamemos a estos predicados como A. A partir de esto, podemos tener dos situaciones:

-Si A es un predicado de s{ mismo entonces A no es un predicado de si mismo.

-Si A no es un predicado de si mismo entonces A es un predicado de s{ mismo.

Sucede que no se puede afirmar que A sea predicado de si mismo ni que no lo sea. Esto, por supuesto,
rompe con el Principio de Peano.
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“contradiccion” de Cantor, por primera vez, en mayo de 1903, en Los principios de las

matemdticas.

Habia aun otro elemento nuevo en este relato, e indicaba que Russell tenia un
problema con la teoria de los numeros ordinales. El 1 de febrero de 1901 habia escrito a
Couturat para agradecerle el envio de un articulo en el que Burali-Forti habia demostrado
que la ley de la tricotomia no se cumplia entre los tipos ordinales transfinitos. Por otro lado,
Cantor habia mostrado recientemente que esta ley se cumplia entre los nimeros cardinales
transfinitos. Russell se confrontaba ahora con la evidencia de otra “contradiccion” potencial
mads. En una nota a pie de pagina afiadida al final del articulo escrito en junio de 1901, Russell
menciond brevemente que Burali-Forti habia negado lo que Cantor habia demostrado
positivamente. Russell pensé que habia una posible falla en la demostracién de Burali-Forti,
en particular, la afirmacién de que el conjunto de todos los tipos ordenados era él mismo un

tipo ordenado. *!

4 Como cabe esperar, a pesar de sus esfuerzos, Russell no habia conseguido detectar la supuesta
‘falacia’ presente en Cantor. Sin embargo, resulta importante sefialar que hay semejanzas importantes
entre la negacion inicial de Russell de la existencia de “w”, y su rechazo actual del teorema de Cantor
sobre la cardinalidad del conjunto potencia. En 1896, Russell habia negado la existencia de “w”,
argumentando que era imposible determinar “w” cuando no habia un ultimo elemento en la sucesion
infinita de los nameros finitos. Habiendo aceptado a “w”, Russell argument6 que habia un limite para
la sucesion de los numeros cardinales transfinitos. Es decir, existia una clase maxima de todas las
clases: la clase de clases.

Sin embargo, su realismo metafisico no le permitié aceptar la existencia ilimitada de los nimeros
cardinales porque, segtn dijo, una vez que se habia considerado la clase de todas las clases no quedaba
nada por afiadirse. Por este motivo, el rechazo del teorema de Cantor parece ser una reiteracién, con
diferentes justificaciones filoséficas, de la razén que Russell habia dado para justificar su negacién
de la existencia de “w”.
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Asi, para junio de 1901, Russell estaba involucrado intelectualmente con tres
“contradicciones” potenciales. Antes de nada, el teorema de 1892 de Cantor contradecia el
concepto de Russell de una clase de todas las clases o conjunto universal. En segundo lugar,
la propia “contradiccion” de Russell, que estaba basada en la clase de todas las clases que no
son miembros de si mismas. Esta “contradiccion” lo forzd a negar el principio basico de
Peano sobre la formacion de las clases, descritas por Russell en su borrador de la parte I de
mayo de 1901. En tercer lugar, habia también dos teoremas sobre la ley de la tricotomia, uno
propuesto por Burali-Forti y el otro por Cantor, conduciendo, aparentemente, a conclusiones
opuestas. Antes de junio de 1901, no parece haber evidencia alguna de que Russell tomara
simultdneamente todas estas “contradicciones” en consideracion mientras pensaba en los
fundamentos de las matemadticas. Parece haber fallado en entender la importancia de ellas en
esa época. El mismo afirma que: “primero, pensé que debia haber cierto error trivial en mi
razonamiento [concerniente a la contradiccion de la clase de todas las clases que no son
miembros de si mismas]. Examiné cada paso bajo un microscopio légico, pero no pude
descubrir algo equivocado.” (Russell, 1976: 77) Atn mds, no parece haber comunicado sus

resultados a persona alguna.

Sin embargo, hay que acotar que Russell, a diferencia de otros tedricos de conjuntos,
se resiste a dejar de lado estos conjuntos anémalos. Al principio dedicé tiempo a estas
cuestiones simplemente porque parecian sofisterias resolubles. El tiempo perdido en “la
contradiccion” lo oblig6 a apresurarse en la fase final de la redaccion de Los principios de la
matemadtica. La naturaleza sistematica de ese libro hacia dificil obviar la cuestién de si esa
clase se contenia a si misma o no. Es innecesario mencionar que, probablemente, se sintio

muy incomodo con estas “contradicciones”, pues si bien estaba muy proximo a terminar su
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libro, habia encontrado nuevos problemas y ninguna respuesta. En su autobiografia, sostiene
que la contrariedad que sufrié cuando descubrid la “contradicciéon”, en mayo y/o junio de
1901, fue tan severa como la sufrida al ser testigo ocular del ataque de corazén de la sefiora
Whitehead a principios de 1901, pero en esta ocasién fue de cardcter intelectual y no
emocional. Russell describi6 el descubrimiento de su propia “contradiccion” en los siguientes

términos:

“Cantor tenia una demostracion de que no existe un nimero maximo, y a mi me parecia que
el nimero de todas las cosas en el mundo tenia que ser el méximo posible. De acuerdo a ello,
examiné su demostracién con cierta minuciosidad, e hice un esfuerzo por aplicarla a la clase
de todas las cosas que existen. Esto me condujo a considerar a las clases que no son miembros
de si mismas, y a preguntar si la clase de tales clases es 0 no es un miembro de si misma.
Encontré que cualquier respuesta implica su contraria.” (Russell, 1968: 232)

Esta cita debe ser analizada con cierto detalle. Es claro que las primeras cuatro lineas tienen
que ver con la inconsistencia del nimero cardinal méaximo. El resto del parrafo esta
relacionado con una segunda inconsistencia: la que Russell reclamé como suya. El contenido
de los manuscritos y correspondencia de Russell que ha sobrevivido parece apoyar los
recuerdos de Russell si se toman literalmente. Los folios restantes de Los principios de la
matemadtica de noviembre de 1900 indican que el andlisis russelliano de la demostracién de
Cantor (hecho originalmente para evitar la inconsistencia del nimero cardinal maximo) le
condujo a desarrollar la formulacion del concepto y después a formular la “contradiccion”
de la clase de todas las clases que no son miembros de si mismas. Garciadiego concuerda con
Coffa en que el proceso de descubrimiento no fue de inmediato sino lento y paulatino. Las
fuentes muestran a Russell hablando de la existencia de errores en Cantor, desde diciembre

de 1900. Por otro lado, es posible que Russell haya llegado a convencerse de que no habia
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nada equivocado en la demostracion de Cantor cuando escribi6 su articulo “Sobre series bien-

ordenadas”, lo cual cree Garcia Diego que ocurrid, como ya dijimos, en junio de 1901.

Debatiéndose aun entre considerar “la contradicciéon” como un descubrimiento
importante o como un fracaso del ingenio, Russell escribié a Peano. Peano no le respondio.
Por este motivo, el 16 de junio de 1902, Russell decidi6 acudir a un légico sobre el que habia
leido en una resefia de Peano: Gottlob Frege. Le escribié para consultarle sobre su
investigacion un afio después de haber hallado su descubrimiento. Russell acababa de
descubrir que Frege también estaba trabajando en el programa logicista y que habia hecho
progresos. Quizd pudiera resolver la paradoja. La carta de Russell llegd cuando el segundo
volumen de Leyes bdsicas de la aritmética de Frege estaba en prensa. Mientras que Russell
se habia tomado un buen tiempo para detectarla, Frege recibi6 el resultado directamente.
Répidamente cayé en la cuenta de que su quinta ley*? daba lugar a una contradiccién.*® Este
axioma permite la construccion de la clase de Russell al sostener que dos clases son iguales
y solo si sus funciones correspondientes coinciden en valores para todos los argumentos
posibles. En un apéndice redactado apresuradamente, Frege empieza a plantear las preguntas
pertinentes: “;Es siempre licito hablar de la extension de un concepto, de una clase? Y en
caso contrario, ;Cémo reconocemos las excepciones? ;Podemos inferir siempre, a partir de
la coincidencia entre la extension de un concepto y la de otro, que todo objeto que entra

dentro del primer concepto también entra dentro del segundo?” (Sorensen, 2007: 260). Frege

2 Laley V (formalizada de este modo: (V) VGVF (ex(F(x)) = ex(G(x)) © Vx(Fx < Gx)) sostiene
que dos conceptos tienen las mismas extensiones si y solo si se aplican a lo mismo. Por ejemplo,
‘perro’ y ‘can’ refieren a la misma clase de cosas siempre y cuando las cosas que sean perros también
sean canes.

3 La expresion paraddjica a la que Russell llega es: w=cls N x 3 (X~€Ex) :D: WEW .=. w~Ew. Esta
misma expresion en notacién moderna es w = {X: ~( XEX)} = (WEW ©&~(WEW)).
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habia creido que tenemos un acceso infalible a las verdades légicas a través de la intuicion.
El axioma de abstraccion (o comprehension) afirma que cualquier condicion coherente puede
ser usada para determinar un conjunto. ;Podria haber algo mds claro? Sin embargo, la

paradoja de Russell demuestra que esa intuicion permite arribar a contradicciones.

Los andlogos del axioma de abstraccién (o comprehensién) son comunes en
semdantica. Parece que definimos algunas cosas y luego las hacemos existir. Durante el
apogeo del sindicalismo estadounidense, L. S. Johnston (1940) tenia una secretaria
disgustada con las organizaciones que excluian a sus secretarias. La secretaria deseaba un
sindicato para aquellas secretarias que no podian ser miembro de la organizacién para la que
trabajaban. Puesto que Johnston era un matemdtico familiarizado con la paradoja del
conjunto de Russell, estaba en disposicion de percibir que la secretaria pedia un imposible.
Supdngase que hay un sindicato destinado tnicamente a las secretarias que no pueden
ingresar en la asociacién que les da trabajo. El sindicato crece tanto que contrata a una
secretaria. Supongamos que ninguna organizacion la excluye. ;Puede afiliarse al sindicato
de secretarias excluidas? Si redne los requisitos para afiliarse, entonces no hay ninguna razén
para que esta organizacion la excluya. Esto le hace perder los requisitos para la afiliacion.
Pero, si no cumple esos requisitos, entonces serd excluida del sindicato y, por consiguiente,

retne los requisitos.

Hemos incurrido en contradicciéon porque damos por hecho que es posible la
existencia de tal secretaria. El resultado es paraddjico porque pensamos que la definicion
hace existir a los grupos. Si queremos crear un club de ajedrez, podemos hacerlo

declarandonos miembros del club. Gottlob Frege tenia la misma intuicién acerca de las
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clases: cualquier condicién que pueda ser descrita es suficiente para definir una clase.

(Sorensen, 2007: 256-258)

Finalmente, hay que decir que Russell considerd que su propia “contradiccion” era,
en comparacion con las paradojas de Cantor y Burali-Forti, la més sencilla y 1a mds primitiva,
ademads de que su formulacion involucraba elementos técnicos muy simples. Para generar
esta “contradiccion” solamente se necesitaba el concepto de clase y la relacién de membresia
(€). En contraste, la contradiccion del nimero cardinal maximo involucraba, al menos, el
concepto de conjunto y de conjunto potencia, mientras la “paradoja” de Burali-Forti

implicaba parte de la teoria de los numeros ordinales. (Garciadiego, 1992: 148-152)

2. 2. 2. Aspectos logicos: las posibles vias deductivas

El hallazgo de la paradoja russelliana ha sido tematizado por Kleene y Kilmister. Enseguida,
nosotros exponemos sendas tesis y, ademads, presentamos nuestra posicion acerca del

descubrimiento de la paradoja mencionada.

2.2.2. 1. La tesis de Kleene

La paradoja de Russell sugiere rechazar al elemento que causa contradiccion. Este es el
conjunto U, el cual serd considerado como una totalidad inconsistente. Para empezar a
analizarla, podemos criticar las premisas de este razonamiento paraddjico, por ejemplo,
podriamos ser mds exigentes con la demostraciéon del Teorema de Cantor. Quizd no

detectemos ningun error, pero de lo que se trata es de ver el mecanismo o ‘fisiologia’ de este
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sistema légico, llamado paradoja. Esta actitud nos podra llevar, como llevé a Russell, a
simplificar la paradoja cantoriana para determinar la existencia del conjunto de todos los

conjuntos que no se pertenecen a si mismos.

El teorema de Cantor establece que la cardinalidad del conjunto potencia de un
conjunto A es mayor (estrictamente) que la cardinalidad del conjunto A. Una simple
aplicacion de identidades y ciertos criterios sintdcticos nos permiten constatar que
efectivamente se da tal relacion entre los conjuntos. Podriamos asumir que si n es la
cardinalidad del conjunto A, entonces 2n serd la cardinalidad del conjunto potencia de A.
Entonces, ya que para todo n que pertenezca a los reales se cumple que 2n>n, el Teorema de
Cantor se verifica o comprueba. Incluso podriamos asegurar que asi serd para conjunto con
infinitos elementos. Supongamos que n es el nimero de elementos del conjunto de los
numeros naturales. Cantor propuso que X, fuera el simbolo del primer nimero cardinal
transfinito. Pero, ya que 2% > X, es intuitivamente verdadera, entonces el Teorema de
Cantor sigue siendo verdadero**. Con este proceder este teorema queda mostrado pero no
demostrado. Por ello, esta comprobacién no es mas que una prueba en circulos que supone
algo verdadero, y luego declara corroborada su verdad. Lo que buscamos es una

demostracién sin presuposiciones ajenas a la matematica.

4 Esta relacion estd profundamente vinculada a la hipé6tesis del continuo. En teoria de conjuntos,
esta hip6tesis es un enunciado relativo a la cardinalidad del conjunto de los niimeros reales, formulado
por Georg Cantor en 1878. Su enunciado afirma que no existen conjuntos infinitos cuyo tamafo esté
estrictamente comprendido entre el del conjunto de los nimeros naturales y el del conjunto de los
reales. El nombre continuo hace referencia al conjunto de los reales.
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El teorema de Cantor tiene dos partes en virtud de la ley de la tricotomia segin la cual
dados dos nimeros se dan tres posibles relaciones a<b, a=b, a>b. Si a es mayor que b,
entonces a no es menor que b y a no es igual a b. Pero ;qué significa que algo sea mayor que
otra cosa? Segin Hunter:

“Un conjunto A tiene un numero cardinal mayor que un conjunto B sii existe una
correspondencia uno a uno entre B y un subconjunto propio de A, pero no existe una
correspondencia uno a uno entre B y la totalidad de A. Un conjunto C es un subconjunto
propio de un conjunto D [se escribe: CcD] sii no existe ningtin elemento de C que no sea
elemento de D, pero existe un elemento de D que no es un elemento de C.” (Hunter, 1981:
31)

Dos condiciones se necesitan para que un conjunto A sea mayor que otro B:

a) debe haber una correspondencia 1-1 entre B y un subconjunto propio de A, y

b) no debe existir una correspondencia 1-1 entre B y A.

Recordemos que el teorema de Cantor dice que el conjunto potencia de un conjunto tiene un

numero cardinal mayor (estricto) que el de este conjunto. Sigamos a Hunter en la

demostracion de este teorema tomando en cuenta las condiciones de verdad de lo mayor

estricto:

1. Sea A un conjunto cualquiera. Consideremos cualquier emparejamiento de los
elementos de A con elementos del conjunto potencia de A, que asigna a cada elemento
distinto de A un subconjunto diferente de A. Sea S el conjunto de todos los elementos de A
que no son elementos del subconjunto asignado a ellos. S es un subconjunto de A. Pero S no
estd asignado a ningun elemento de A, ya que si suponemos que estd asignado a un elemento,
por ejemplo, x de A, entonces x seria un elemento de S si y solo si no fuera un elemento de
S. Esto es una contradiccion. De esta forma cualquier emparejamiento de diferentes

elementos de A con diferentes elementos del conjunto potencia de A deja sin emparejar algin
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elemento del conjunto potencia de A. Por lo tanto, no existe ningin correspondencia uno a

uno entre A y su conjunto potencia.

2. Queda por mostrar que existe una correspondencia uno a uno entre A y un
subconjunto propio del conjunto potencia de A. Esto resulta ficil. Tomemos como
subconjunto propio el conjunto de todos los subconjuntos que tienen como tnico elemento

un elemento de A.

Ejemplo: Sea A el conjunto {1,2,3}. Entonces, el conjunto potencia de A es el conjunto.
{1.2,31{1.2},{1,3},{2,3}.{1}.{2},{3}.0}

A tiene tres elementos. El conjunto potencia de A tiene ocho elementos. No existe ninguna
correspondencia uno a uno entre A y su conjunto potencia; pero existe una correspondencia
uno a uno entre A y un subconjunto propio de su conjunto potencia: considérese, por ejemplo,

el subconjunto {{1},{2},{3}}.

Debido a que el conjunto anémalo podria o no pertenecerse a si mismo, la paradoja
de Russell puede dar inicio. Pero, esto hace muy dificultosa la vision del conjunto de Russell.
Por ello, Stephen Cole Kleene en Introduccion a la metamatemdtica nos indica como derivar
la paradoja de las clases a partir de la paradoja de Cantor, de modo mas directo. Para ello, se

vale de otras herramientas como la semejanza:

“[La] paradoja [de Russell] puede ser extraida de la de Cantor del siguiente modo. Si
prescribimos que sean (a2) [el conjunto vacio] y (b) [conjuntos arbitrarios cuyos miembros
sean elementos admisibles] los elementos admisibles, de suerte que los conjuntos tengan
como miembros solamente conjuntos, entonces cuando M es el conjunto de todos los
conjuntos, Pot (M) = M, y el conjunto T [el conjunto de todos los conjuntos que no son
miembros de si mismos] de la paradoja se obtiene aplicando la demostracién del Lema A a
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la idéntica correspondencia de 1-1 M ~ Pot (M), en la cual cada elemento de M corresponde
a si mismo en Pot(U).” (Kleene, 1974: 44)

La demostracién del Lema A se lleva a cabo mediante la aplicacién de un cierto criterio

bésico para derivar la paradoja de Russell desde la de Cantor:

“LEMA A. Si S es un conjunto de subconjuntos de M, y M~S, entonces hay un subconjunto
T de M que no pertenece a S

DEMOSTRACION, por el método de la diagonal de Cantor. Un subconjunto [T] de M estd
definido cuando se ha determinado qué elementos de M pertenecen a ese subconjunto. Ello
puede disponerse estableciendo un criterio general que, para cualquier elemento m de M,
determine si ese elemento pertenece o no pertenece al subconjunto. Damos ahora un criterio
de esta suerte para definir T.

CRITERIO. En la correspondencia de 1-1 dada por la hipdtesis M~S, cualquier elemento m
de M corresponde a un elemento s de S. Pero s es uno de los subconjuntos de M. Por tanto, o
m pertenece a S, 0 m no pertenece a s. Si m pertenece a s, entonces m no pertenecerd a T. Si
m no pertenece a s, entonces m pertenecerd a T.

Supoéngase ahora, contrariamente a lo que hay que mostrar, que T [de M] pertenece a S.
Selecciénese aquel elemento de M, llamémosle m;, que corresponda a T en la
correspondencia de 1-1 M~S.

(Pertenece m; a T? Aplicamos el criterio con m; en el lugar de m. Puesto que m; corresponde
aT, el s del criterio es ahora T. El criterio da lugar a una contradiccidn, tanto si m; pertenece
a T como si m; no pertenece a T.

La suposicién de que T pertenece a S conduce asi al absurdo. De ahi (...) concluimos que T
no pertenece a S.” (Kleene, 1974: 25)

M es semejante a S. Esto quiere decir que si hubiera una funcion de M a S, dicha funcion
seria inyectiva, es decir, dado un elemento m de M podemos encontrar su Unica imagen
correspondiente s en S. Si laimagen de m, v. g., el elemento s de S es uno de los subconjuntos
de M, entonces el elemento m de M pertenecerd o no pertenecerd a s. El conjunto m que
pertenezca a s, no pertenecerd a T, pero el conjunto m que no pertenezca a s, pertenecera a
T. Los elementos que pertenezcan a T no perteneciendo a s, determinaran el conjunto T que
es un subconjunto de M. Supongamos que T pertenezca a S. Escojamos el elemento de M,
mj, cuya imagen sea T. De acuerdo al criterio antedicho, ya que T es un subconjunto de M,

m; pertenecerd o no pertenecerd a T. Pero si pertenece a T, no pertenece a T, y viceversa.
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Esta es una flagrante contradiccion, que nos obliga a rechazar que T pertenezca a S. Entonces,
queda probado que si S es un conjunto de subconjuntos de M, y M~S, entonces hay un
subconjunto T de M que no pertenece a S. Y ya que S es el conjunto potencia del conjunto
universal, estariamos probando que existe un subconjunto T del conjunto universal que no
pertenece a su conjunto potencia. Sin embargo, esto no puede ser posible pues Pot(U)=U. T
es un conjunto de distintas caracteristicas que todo conjunto que pertenece al conjunto
universal. T es un conjunto de conjuntos que no se pertenecen a si mismos, es el conjunto R

de la paradoja de Russell. Este conjunto tiene elementos y, a la vez, no los tiene.

2.2. 2.2, La tesis de Kilmister

Kilmister (1992: 75-84) plantea una manera de estudiar varios aspectos 16gicos de la paradoja
que estamos analizando. Sea S la clase de todas las clases, T la clase de todas las clases de
clases y U la clases de clases de clases de clases. Es decir,

- La clase S es la clase de clases.

- La clase de clases T es la clase de clases de clases.

- La clase de clases de clases U es la clase de clases de clases de clases.

Evidentemente, puesto que cualquier clase de clases de clases es automéaticamente
una clase de clases, pero no a la inversa, sucede que: U € T < S. Ademads, como S es una
clase, pertenece a S, y puesto que T es una clase de clases, pertenece a T. Por lo cual, tanto
S como T y U tienen la propiedad, bastante peculiar, de la autopertenencia.

SeS, TeET,UEU
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Esto no es todo: como T es una clase de clases de clases, tenemos que T € U; y como
U es una clase de clases (de clases de clases), U € T. Que dos clases como estas sean
elementos una de otra resulta, de nuevo, sumamente peculiar. Mds aun, el mismo analisis
sirve para demostrar que S € T, y uniéndolo a T C S tenemos otra situacion extrafia: T es

parte de uno de sus propios elementos.

A partir del método de formacién queda claro también que toda subclase de S (o T)
es una clase de clases (de clases) y que todas las subclases de S (o T) juntas deben constituir
T (o U). Es decir,

Pot(S) =T,

Pot(T) = U.

Por lo cual, T c S se convierte en Pot(S) C S, resultado que decididamente es extrafio
sin tomar en cuenta el teorema de Cantor, segun el cual el cardinal de Pot(S) es mayor que el
de S. En efecto, una vez que llegamos a los cardinales hay algo mas que una mera apariencia
de extrafieza, resulta una paradoja légica. Pues, Pot(S) C S muestra que existe una relacioén
uno-a-uno entre Pot(S) y una subclase de S, mientras que el teorema de Cantor dice
expresamente que, aun cuando exista una relaciéon uno-a-uno entre S y una subclase de
Pot(S), no puede existir una entre Pot(S) y una subclase de S, lo cual es una contradiccion.
Esta es, pues, en esencia la paradoja de Cantor del mayor cardinal; y la del ordinal mayor
surge de manera parecida. Cantor habia establecido ambas ya desde 1896, pero no las

considerd lo bastante importantes como para divulgarlas.
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A fines de 1900, Russell comprob6 que T € S; y asi concluyd, puesto que lo anterior
era Pot(S) C S, que tenia un ejemplo contrario al teorema de Cantor. Busc un error en la

prueba de Cantor y creyd (incorrectamente) que lo habia encontrado.

Pensé que Cantor habia supuesto la existencia de clases incluidas en u# que no eran
elementos de u. Tal supuesto, de haberlo aceptado Cantor, seria obviamente verdadero para
la mayoria de las clases u; pero, puesto que T es una clase de clases de clases, también lo es
cualquier clase incluida en T. Debe por tanto ser un elemento de T. Es decir, el supuesto seria

falso si u = T. Cantor no supuso esto.

En este punto el relato parece dividirse. Una corriente considera que Russell investigd
cuidadosamente la manera en que Cantor habia probado su teorema. Esta consistia en
establecer una relacién uno-a-uno entre la clase a y Pot(a) y mostrar que el agregado
particular 8 de elementos de a que no pertenecen a sus imdgenes bajo la supuesta relacién
completa uno-a-uno, es un elemento de Pot(a) que no corresponde a ningun elemento de «.
Esto muestra que la relacion no es completa. Es decir, Cantor considero una supuesta relacion
R entre los elementos x de a y los elementos X de Pot(a) y supuso que tal relacién uno-a-
uno completa es posible. Entonces, aquellas x para las cuales xRX pero distinta de x€X
constituyen una clase de las x, es decir, una subclase de a y, por ende, un elemento de Pot(a).
Pero, si este elemento de Pot(a), llamémoslo V, es tal que vRV, surge entonces la pregunta
de si VEV o no. Si sucediera que v no pertenece a V, entonces tenemos que “vRV pero no

veV?”, de tal suerte que v satisface la condicion definidora de V, es decir, vEV, lo cual es una
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contradiccion. Pero, si, por otra parte, sucediera que VEV, entonces esto significaria que vVRV

pero no VEV, y de nuevo tenemos una contradiccion.

Este argumento tiene un parecido sospechoso con el dltimo que produjo la paradoja
de Russell. En ese momento (1900), empero, Russell imité la prueba de Cantor en el caso
particular de a=S, de tal modo que Pot(a)=T, mediante la definicion de la relaciéon de R de

uno-a-uno con la regla:

xRx para xenT,

xR {x} para xen S peronoen T.

Luego, consideré la V particular que es el agregado de aquellas x para las cuales se
cumple x€S y xRX, pero no x€X. Este agregado pertenece, desde luego, a T, de tal suerte
que se cumple VRV, lo cual es una contradiccién de la prueba de Cantor segin la cual no
existe ninguna v para la que VRV. Asi, de hecho, si el teorema de Cantor es cierto, tenemos
que sucede y no sucede que VEV. Parece aqui como si ya hubiéramos deducido la paradoja
de Cantor en una forma derivada del teorema de Cantor en 1900 y no en 1901, como declara

el mismo Russell.

Pero esto no es cierto, ya que V no es la clase de todas las clases que no se
autopertenecen, sino la clase de todas las clases de clases con esta propiedad. Al parecer fue
entre la primavera y junio de 1901 cuando Russell observé que podria llegar a una paradoja

partiendo de conceptos distintos, aunque se separara al mismo tiempo del teorema de Cantor.
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Tampoco fue su pérdida de interés en criticar a Cantor el Gnico cambio importante en sus
ideas nacidas en este punto. Una de las razones supuestas para las paradojas fue la de una
limitacién ontoldgica insospechada —es decir, que ciertos agregados, de hechos los “muy
grandes”, no eran objetos matematicos en el sentido en que lo eran los “mas pequefios”. Por
“muy grandes” se quiere indicar que la clase, como la de todas las clases, no se puede
agrandar mas. Russell perdi6 todo el interés que hubiera podido tener en tales teorias de la
“limitacion de tamafio”, porque la definicion correspondiente del agregado de la paradoja de
Russell como la clase de todas las x tales que XES, pero no que XEX no es “muy grande” en

el sentido en que lo es la clase de todas las clases. (Grattan-Guinness, 1977: 35)

2. 2. 2. 3. Nuestra posicion

Ya hemos presentado las tesis de Kleene y de Kilmister. Pero, nosotros tenemos nuestra
propia explicacion acerca de como se pudo haber descubierto la paradoja de Russell. Para
ello, partiremos de la teoria fregeana:

“(...) El axioma fundamental de la teoria de Frege, el célebre axioma (V), es una tesis sobre
las extensiones que no parece a primera vista demasiado problematico: las extensiones de dos
conceptos F'y G son idénticas si y solo si los dos conceptos se aplican exactamente a los
mismos individuos:

(V) &x(F(x) = ex(G(x)) & Vx [F(x) ©G(x)]

A partir de la operacion €, en el sistema de orden superior de Frege se puede introducir por
definicion la relacidn de pertenencia. Sean t y u dos términos singulares:

(€)  teu=ur IF [u=ex(F(x)) AF(t) ]

Segtin esta definicidn, t es un elemento de u si y solo si existe una propiedad F tal que F se
aplica a t y u es la extensién de F. Podemos probar ahora una version del principio de
comprehensién que resulta mds apropiada en el contexto de las ideas de Frege:

PCy) x € ex(F(x)) & F(x)

Una vez que se ha probado (PC>) no es dificil probar que el sistema es inconsistente, pues
X € ex(x¢&x) © x&x es una instancia de (PC,). Esto fue lo que Frege advirti6 al leer la carta de
Russell. La diferencia crucial entre esta presentaciéon de la paradoja de Russell y la
presentacion habitual es que la que ahora estamos considerando ubica en el centro de la
escena a la identificacion entre conjuntos y extensiones. Y es en esa identificacion donde
tenemos que buscar la explicacion del caricter paraddjico del resultado de Russell. Como
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Frege observé correctamente, para que las extensiones pudieran cumplir el rol que €l esperaba
que cumplieran en la fundamentacién de la aritmética, debian ser considerados objetos de la
teorfa, como los conjuntos en la teoria de Cantor. Pero, no advirti6 el riesgo que implica tratar
a las extensiones de los conceptos (propiedades, atributos) expresables en el lenguaje de una
teoria, entidades que hoy considerariamos propias de la teoria semdntica del lenguaje, como
objetos de ese mismo lenguaje. Para nosotros, la idea de modelar las extensiones de las
expresiones de un lenguaje L por medio de conjuntos no es en absoluto una idea descabellada;
de hecho, es lo mds frecuente en la semdntica formal contemporédnea. Pero, precisamente para
evitar las paradojas, la prictica comun es tratar esos conjuntos/extensiones como entidades
cuya existencia se afirma en el metalenguaje de L, no en L mismo. La paradoja de Russell,
como la paradoja de EIl Mentiroso y las otras paradojas semdanticas, pueden explicarse,
entonces, como consecuencia del intento por expresar en el lenguaje objeto ciertos
enunciados semdnticos que (en el contexto de la légica cldsica) parece mds prudente
considerar propios del metalenguaje. Que no podamos hablar en nuestro lenguaje sobre las
extensiones de nuestros propios predicados es un resultado extrafio, la clase de resultado que
provoca ese tipo de inquietud intelectual que no es facil despejar. (...)” (Castro Albano, 2015)

Esta es, segin Castro Albano, la paradoja de Russell. Y asi, esta paradoja aparece como una
paradoja semantica®. En lo que sigue, nosotros (inspirados en esta idea) formularemos una

explicacion de como podria haber surgido esta paradoja.

La clase universal (U) contiene todo. Por ende, debe tener el mayor nimero de

elementos. Si esto es asi, su potencia no puede tener mds elementos. Pero, sucede que tiene

45 Esto, por supuesto, rompe con la clasificacion de las paradojas propuesta por Ramsey. Frank
Plumpton Ramsey (1931: 1-59) en su ensayo titulado Los Fundamentos de la Matemdtica dividi6 a
las paradojas en dos, a saber, ‘paradojas ldégicas’ o de teoria de conjuntos y ‘paradojas
epistemologicas’ o semanticas. Segin Kleene (1974: 51) : “Ramsey (...) observo que las antinomias
l6gicas son (aparentemente) detenidas por la jerarquia simple de tipos, y en cuanto a las [paradojas]
semanticas, se previene que surjan dentro del lenguaje simbdlico por la ausencia en éste de medios
requeridos para referirse a expresiones del mismo lenguaje. (...)”. A la cabeza de cada tipo de
paradojas se encontraban la paradoja de Russell y la paradoja de EI Mentiroso (las cuales actuaban
como condiciones sin las cuales no se garantizaba la consistencia de teorias formales o semanticas,
respectivamente). El primer grupo de paradojas involucran esencialmente conceptos de la teoria de
conjuntos (y también conceptos l6gicos) tales como: ‘clase’, ‘pertenencia’, ‘nimero ordinal’,
‘procedimiento diagonal’, ‘conjunto potencia’, etc., y como ejemplos de ellos tenemos a la paradoja
de Russell, la de Cantor y la de Burali-Forti. El segundo grupo de paradojas involucran conceptos
“semanticos”, conceptos “epistemologicos” (como el mismo Ramsey propuso) y también conceptos
“lingiiisticos” (como aseguro originalmente Peano refiriéndose a la paradoja de Richard) tales como:
‘falso’, ‘falso de’, ‘definible’, ‘afirmacién’, ‘pensamiento’, ‘lenguaje’, y en fin, términos empiricos
no légicos. Como ejemplos de este segundo grupo tenemos la paradoja de El Mentiroso y sus
variantes, la paradoja de Grelling o de Weyl (Ramsey, 1931: 20-21), la de Richard y la de Berry.
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mads elementos. Esto ocurre al menos, segun el teorema de Cantor. Esto es extrafio. Ahora
bien, U no es una clase comun. Sucede que como es la clase de “todo”, también se debe

almacenar a si mismo. Es decir, U es miembro de U.

Por otro lado, tenemos ¢, la clase vacia. Esta clase también es rara porque no tiene
elementos. Y si no tiene elementos no se comprende cémo asi es una clase puesto que una
clase es siempre una colecciéon de elementos. Sin embargo, a diferencia de U, ¢ no se
contiene a si mismo. De hecho, este rasgo es propio de la mayoria de las clases que los

hombres suelen construir.

Tal vez, seria saludable pensar en las clases desde el vacio. Imaginemos que solo
existe el vacio, ¢.
¢=1{)
Enseguida, supongamos que buscamos clases que no se contienen a si mismas y que
denominamos “R” a esta agrupacion. Pues bien, asi puestas las cosas tenemos que
R= (¢}
Pero, al darnos cuenta que R contiene a una clase que no se contiene a si misma nosotros
queremos saber como es R. Por el momento, al inspeccionar R constatamos que no se
contiene a si misma. Sin embargo, si R es asi, entonces como R agrupa a las clases que no se
contienen a si mismas, R deberia ser miembro de si misma. Por este motivo, corregimos el

esquema anterior y tenemos:

R={¢.R}
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El problema con esto es que R ahora se ha convertido en una clase que se contiene a si misma.
Pero, como R solo retne a las clases que no se contienen a si mismas entonces R no deberia
estar dentro de R. Por ende,

R={¢}

Sin embargo, esto hace que R no se contenga a si mismo, lo cual constituye una prueba de

que R debe estar en R.

R={¢,R}

El proceso de indecision de si R estd o no dentro de R es lo que constituye la paradoja
de Russell. Y, de esta manera, la clase de las clases que no se contienen a si mismas se vuelve
un objeto causante de paradojas; mientras que la clase de las clases que se contienen a si
mismas (a saber, R”) constituye un ente particularmente interesante, no por ser paraddjico

sino mds bien por no serlo.

Asi, planteamos:

R’ = {U}

Pero, (R’ se contiene a si mismo o0 no?

Si R’ se contiene, dado que R’ contiene a las clases que se contienen, entonces

R’ ={U,R’}

Y, si R’ no se contiene, entonces como R’ contiene solo a las clases que se contienen

R’ = {U}

Esto nos permite arribar a la extrafia situacion en la cual una clase se contiene porque se
contiene y no se contiene porque no se contiene. Nuevamente, esto, aunque no es

contradictorio, es raro.
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Ahora bien, hemos considerado que para lograr entender cémo es que a Russell se le
ocurrid su paradoja, es necesario reformularla cuantas veces sea necesario para entenderla.
El mismo Russell reformulé su paradoja en términos mds amigables*. Asi, en base a la
paradoja del barbero, elaboramos esta version:

Existe un consejero que aconseja a todos los consejeros que no se aconsejan a si

mismos. Obviamente, este consejero no aconseja a los que se aconsejan a si mismos.

Si Hesiodo es el consejero de todos los consejeros que no se aconsejan a si mismos,

¢Hesiodo se aconseja a si mismo o no? #’

1) Si se aconseja a s mismo, entonces no se aconseja a si mismo ya que él aconseja a los que
no se aconsejan a si mismos.

2) Si no se aconseja a si mismo, entonces se aconseja a s mismo ya que €l no aconseja a los

que ya se aconsejan a si mismos.

(Qué ha sucedido? ;Coémo hemos podido reformular esta paradoja? Lo que sucede es
que hemos notado que algo raro ocurre cuando consideramos que un sujeto se vuelve un
predicado aplicado sobre si mismo y esto empeora cuando dicho predicado es negado. Asi,
lo mismo ocurriria si, por ejemplo, consideramos a los vigilantes. Sabemos que estos pueden
vigilar a otros o a si mismos. Pero, fijémonos en los vigilantes que no se vigilan a si mismos.
Si estos son vigilados por otro, a saber, el vigilante de todos los vigilantes que no se vigilan
a s mismos (es decir, es vigilante V), ;podemos decir que este dltimo se vigila a si mismo o

no?

46 Esto se comprueba revisando la familia argumental de las paradojas de Russell.

47 Esta formulacién la elaboré el autor de esta investigacién en una clase del curso de Filosofia
Antigua I en pregrado. Al parecer, el profesor responsable, sencillamente, no se esperaba algo asi, lo
cual desat6 cierta rencilla contra la l6gica.
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Es inevitable pensar en la paradoja de las propiedades, referida a la propiedad
‘impredicable’, cuando elaboramos estos ejercicios conceptuales. Esto nos hace pensar que
al ser ‘vulgarizada’ la paradoja de Russell sobre las clases ha recuperado su forma primera

solo que ahora de un modo mds concreto, es decir, con términos mas mundanos.

Sin embargo, la capacidad de decidir la verdad de la oracién “El vigilante V no se
vigila a si mismo” no solo se ve frenada por esta contradiccion sino también por el problema
surgido al estudiar el problema desde otro angulo. Consideremos a V’ el cual es el vigilante
de todos los vigilantes que se vigilan a si mismos. ;Este se vigila a si mismo o no? El

raciocinio involucrado con este tltimo andlisis nos recuerda al conjunto R’.

En este punto, podemos plantear la conexion entre R (la clase de todas las clases que
no se contienen a si mismas) y V (el vigilante de todos los vigilantes que no se vigilan a si
mismos). Lo que propiamente hace una clase es contener; lo que propiamente hace un
vigilante es vigilar. Entonces, la paradoja surge cuando al pensar si RER o0 si V vigilaa V,
cuestionamos la caracteristica propia de una clase o de un vigilante. Planteemos una pregunta
paralela: ;El rey del pais de los tontos (el tonto superior) es el mds tonto o el menos tonto?
Normalmente, pensariamos que el rey de los tontos deberia ser el tonto superior, esto es, el
mads tonto. Asi, de esta manera, solemos pensar que una cosa relacionada con un grupo de
cosas deberia tener la propiedad que define ese grupo de cosas. De la misma manera,
pensamos que R (que retne a las clases que no se autocontienen) no deberia contenerse a si
mismo. Pero, también podemos pensar que el tonto superior debe ser lo mejor, es decir, el
rey de los tontos tendria que ser el menos tonto de todos. Ahora, pensando con mds cautela,

asumimos que una cosa relacionada con un grupo de cosas podria no tener la propiedad que
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define ese grupo de cosas Andlogamente, solemos pensar que R (que retine a las clases que

no se autocontienen) deberia contenerse a si mismo.

Considerando esto, nosotros afirmamos que la paradoja de Russell tiene un origen
conjuntista, porque surgié a partir de reflexiones sobre la teoria de Cantor; pero, dado que
dicha paradoja fue presentada en oposicion a la teoria de Frege, quien se dedico a establecer
las bases 16gicas del lenguaje, su naturaleza obedece a consideraciones semanticas referidas
al lenguaje y a la posibilidad de un elemento de mantener una relacién (no necesariamente

de pertenencia) con un cierto grupo.

2. 3. Clasificacion de las paradojas

Después de que se apreciara la gravedad de la paradoja de Russell se produjo una avalancha
de paradojas: las de Jules Richard, Kurt Grelling, Julios Konig y Ernst Zermelo. Enseguida,

veremos una clasificacion més ordenada de algunas de estas paradojas.

2. 3. 1. Paradojas matematicas

A continuacién, expondremos tres paradojas matemadticas: la paradoja de Cantor, la de
Burali-Forti y la de Richard. (La dltima que mencionaremos es, en realidad, una
reformulacién mds popular de la richardiana: la de Berry.) Tradicionalmente, estas han sido
consideradas las aporias que abren las puertas hacia una investigacion sobre los fundamentos
de la matematica. Estas paradojas y las familias de Russell que siguen estardn construidas

como reducciones al absurdo. Pero, es necesario advertir antes que la prueba por reduccién
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al absurdo solo tiene ‘sentido’, si la nueva premisa que se hace ingresar al cuerpo del
argumento tiene alguna participacion en el argumento a desarrollar. Notaremos que en la
paradoja de Cantor, la de Burali-Forti, la de Richard, la de las clases y la de las propiedades,
la cuarta (para la de Cantor, Burali-Forti y la de las propiedades), la décimo sexta (para la de
Richard) y la quinta premisa (para la paradoja de las clases) que resultan de negar la
conclusion a la que se quiere llegar no juegan ningtin papel interesante en la deduccion. Estos
razonamientos serdn llamados reducciones al absurdo ‘triviales’ en oposiciéon a las
reducciones ‘no triviales’ en las que la prueba se consolida gracias a la nueva premisa en

forma de negacion que participa activamente en la prueba.

2.3. 1. 1. Paradoja de Cantor

La paradoja del mdximo niimero cardinal de la teoria intuitiva de conjuntos fue descubierta
por Georg Cantor y luego comunicada por este a Dedekind en una carta escrita en 1899. Con
ella se demuestra la inexistencia del conjunto universal U aplicando la prueba por reduccién
al absurdo. Recordemos que por paradoja entendemos el argumento que desemboca en
contradicciones. Pero, ya que para entender la paradoja es necesario estar imbuido de
conceptos matematicos, trataremos breve y claramente algunas nociones previas para la
buena comprension de esta paradoja. En primer lugar, distingamos entre conjuntos de
elementos y conjuntos de conjuntos. En los conjuntos de elementos la relacion que se da entre
cada elemento y un conjunto es la relacién de pertenencia o no pertenencia. En cambio, en
los conjuntos de conjuntos la posible relaciéon que se da entre conjunto y conjunto de
conjuntos es la relacion de inclusién. En este tltimo caso, es comun distinguir a los conjuntos

incluidos en otros con la denominacién de subconjuntos. En este sentido, entendamos que el
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conjunto potencia de cualquier conjunto es un conjunto de todos los posibles subconjuntos
obtenidos a partir de reagrupar de modo diferente los elementos de ese conjunto. Ahora bien,
formalmente la nocién de subconjunto de un conjunto se introduce por la siguiente
definicién: un conjunto A es un subconjunto de un conjunto B, si cada elemento de A es un
elemento de B.

Vn[(nEA)—(n€B)] - (AcB)

Técnicamente, los conjuntistas llaman ‘cardinal’ al nimero de elementos de un
conjunto dado. En simbolos, dado el conjunto X es posible determinar Card(X), es decir, el
cardinal de X. Ademas, el nimero de subconjuntos de un conjunto C, se obtiene a partir de
elevar la base 2 al numero correspondiente al cardinal de C, es decir, simbdlicamente,

Card ( Pot (C) ) =2 Cad©),

Ejemplo: El conjunto A = {a, b, c} de tres elementos (o sea, con Card(A)=3) tiene

ocho (2*) subconjuntos reunidos en su respectivo conjunto potencia:
Pot(A) = { @, {a}, {b}, {c}, {a, b}, {a,c}, {b,c}, {a,b,c} }
El nimero de subconjuntos de A se determina asi:
Card( Pot(A)) = 26adA) =23 = g,
(Obsérvese que el conjunto potencia de A incluye al conjunto vacio (@ y al mismo conjunto
A). La relacién entre inclusion y cardinalidad es casi evidente: si un conjunto A es
subconjunto de otro B, el primero tendrd menor o igual cardinalidad que el segundo,
simbdlicamente,

(ASB) — [Card(A) < Card(B)].
También, es notoria la relacién entre conjunto potencia y cardinalidad: dado un conjunto X,

Pot(X) tendrd mayor cardinalidad que X. En simbolos:
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Card(Pot(X)) > Card(X).

Este altimo resultado es conocido como el ‘Teorema de Cantor’.

Este es el argumento paraddjico de Cantor. Supuesta la existencia del conjunto
universal U, por un lado, se plantea que como U incluye a todos los conjuntos, U también
incluird a su propio conjunto potencia Pot (U), es decir, ( Pot (U) € U ). Pero, la cardinalidad
de un subconjunto X de Y es siempre menor o igual que la cardinalidad de Y. Esta es la
relacion entre inclusion y cardinalidad de dos conjuntos cualesquiera:

VXVY {(XCEY)—-[Card(X) < Card(Y) ] }.

Por lo tanto, mediante la ejemplificacion universal de la anterior férmula obtendremos
la condicional [ Pot(U) € U ] — [ Card(Pot(U)) < Card(U) ] y por Modus Ponens entre esta
férmula y la primera de todo el razonamiento, obtenemos la siguiente férmula:

Card(Pot(U)) < Card(U).
Por otro lado, por el Teorema de Cantor que indica que

vX [ Card(Pot(X)) > Card(X) ]

tendremos que

Card(Pot(U)) > Card(U).
Estos dos resultados se contradicen. Este es el razonamiento en lenguaje natural el cual
aunque es paradéjico ha sido formulado de manera que parezca una reduccién al absurdo
trivial, puesto que, como veremos, la nueva premisa negada no interviene en los pasos
deductivos de la prueba.
1. Dados dos conjuntos X e Y, si X es un subconjunto de Y, la cardinalidad de X serd menor

oigual quelade Y.
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2. Dado un conjunto X, el cardinal de su conjunto potencia serd mayor que su cardinal.
(Teorema de Cantor)
3. Todos los conjuntos estdn incluidos en el conjunto universal.

POR LO TANTO, no es cierto que exista el conjunto universal.

Enseguida, el mismo argumento en lenguaje 16gico.

LVXVY[(XEY)- (Card(X) < Card(Y) ) |

2. VX [ Card(Pot(X)) > Card(X) ]

3.vX(XcU) /I ~ 3AX(X=U)
4.3X (X=U) /e L
5.Pot(U)c U 3 Ejemplificacion universal

6. [Pot(U) € U] - [Card(Pot(U)) < Card(U)] 1 Ejemplificacién universal
7. Card(Pot(U)) < Card(U) 5, 6 Modus Ponens
8. Card(Pot(U)) > Card(U) 2 Ejemplificacion universal
9. [Card(Pot(U)) < Card(U)] A [Card(Pot(U)) > Card(U)]
7, 8 Conjuncion
10. 3X ( X=U ) — [Card(Pot(U)) < Card(U)] A [Card(Pot(U)) > Card(U)]
4-9 Prueba condicional

11. ~3IX (X=U) 10 Reduccioén al absurdo
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2. 3. 1. 2. Paradoja de Burali-Forti

La paradoja de Burali-Forti fue publicada por su autor en 1897 en Una questione sui numeri
transfiniti, sin embargo, Georg Cantor en 1895 en The Founding of the Theory of Transfinite
Numbers, ya la habia advertido. Es la llamada “paradoja del mayor ordinal”, y al igual que
su hermana cantoriana, dicha prueba se construird por el método de la reduccién al absurdo

trivial, que demuestra la inexistencia de los conjuntos universales de ordinales.

La paradoja, que expondremos a continuacidn, se conoce con el nombre de paradoja
“Burali-Fortiana” (Grelling, 1943: 116-117). Por una parte, todo conjunto de nimeros de
orden es bien ordenado. Veamos el conjunto de todos los nimeros de orden, que llamaremos
); él mismo también deberd ser bien ordenado y, por lo tanto, deberd tener un menor
elemento y ya que {1 +1 es un nimero ordinal, este (que estd incluido en (1 por definicién)
podra ser menor, es decir, (1 +1 < (). Por otra parte, habiamos demostrado la proposicion de
que para todo conjunto de nimeros de orden se da uno que no esta contenido en €l y que es
mayor. Refiramos esta proposicion al conjunto (); se sigue de aqui que existe un nimero
ordinal, el cual es mayor que cualquiera contenido en (); este nimero no es otro naturalmente
que el tipo de orden de  +1. Por lo tanto, 1 +1 > . He aqui una abierta contradiccion,
pues hay un nimero ordinal que es menor y mayor o igual y mayor que su precedente.
(Ferrater Mora, 1994: 2693). Reduciremos esta paradoja al siguiente argumento en lenguaje

natural y luego al lenguaje formal:
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1. Dados un nimero ordinal X y un conjunto Y de ndmeros ordinales, si X es el nimero
ordinal de Y, siempre un nimero ordinal Z pertenecerd a Y y serd menor o igual que X.

2. Dados un nimero ordinal X y un conjunto Y de nimeros ordinales, si X es el nimero
ordinal de Y, siempre un ndmero ordinal W no pertenecerd a Y y serd mayor que X.

3. Para cualquier nimero ordinal Y, {1 (el nimero ordinal de todos los ordinales) es el ordinal
de Y.

POR LO TANTO, no es cierto que exista {1 , el ordinal de todos los ordinales.
ILVXVY{Ord(X,Y)=>VZ[(ZEY)ANZ<X)] }

2VXVY{Ord(X,Y) > VW[ (WgY)AW>X)]}

3.VY [ Ord (1Y) ] /e ~3IX(X=0Q)
4.3X (X=Q) /e L

5.0rd (QA) > VZ[(ZEA)N(ZL Q)] 1 Ejemplificacién universal
6. Ord (0,A) 3 Ejemplificacion universal
TVZ[(ZEAAN(ZL D) ] 5, 6 Modus Ponens

8.0rd (QA) > VW[ (WEA)A(W>Q)] 2 Ejemplificacién universal

9. VW [(WEA) A (W > Q)] 6, 8 Modus Ponens

10. Q+1€e A)A(Q+1< Q) 7 Ejemplificacion universal
1. QA+1¢ AN Q+1>Q) 9 Ejemplificacion universal
12.(A+1< Q) 10 Simplificacién
13.(Q+1>0Q) 11 Simplificacion

4. (Q+I<QHOAQ+1>Q) 12, 13 Conjuncién

15. X (X=Q) = [(Q+1< Q) A (2 +1 > Q)] 4-14 Prueba condicional

16. ~3IX (X=Q) 15 Reduccioén al absurdo
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2. 3. 1. 3. Paradoja de Richard *8

Esta paradoja planteada por el matematico francés Jules Richard fue publicada en 1905 en su
libro Les Principes des Mathématiques et le Probleme des Ensembles. (Russell por
sugerencia de Berry en 1908 elabor6 una version simplificada de la misma, que expondremos
lineas mds abajo). Si bien los estudiosos opinan que esta paradoja versa principalmente sobre
la definibilidad finita, la mayor parte de su argumento se basa en ciertos instrumentos
matematicos tales como el Teorema de la Diagonal de Cantor, la correspondencia biunivoca,
el Teorema Fundamental de la Aritmética, la equivalencia, las funciones inyectivas y la
nocién de enumerabilidad y no-enumerabilidad. Tengamos en cuenta que Richard expuso
esta paradoja en forma relativa a la definicion de un ndimero real, paralelamente a la
demostracion de la no numerabilidad de los Numeros Reales, en la que Cantor utiliza el
Método de la Diagonal. En este sentido, la paradoja de Richard es matemadtica, a pesar de que
la consideracion del significado en un cierto lenguaje natural o artificial hace de esta paradoja
una paradoja afin a las paradojas semdnticas. Como siempre, nuestros principios
metodoldgicos exigen que expliquemos en la medida de lo posible lo mis breve y

concisamente algunos de los conceptos involucrados en la formulacién de esta paradoja.

Como ya dijimos, la paradoja de Richard trata sobre la nocién de definibilidad finita
en un lenguaje previamente dado. A efectos de precision, convengamos en referirnos a un

lenguaje dado, por ejemplo, el espafiol, con un alfabeto, un diccionario y una gramética

8 Esta paradoja hunde sus raices en la paradoja de Zermelo-K6nig. Seglin Beth: “Este argumento fue
expuesto por Konig para refutar la hipdtesis del continuo de Cantor. Sin embargo, pronto perdié su
valor a este respecto con motivo del descubrimiento de la paradoja de Richard, que es enteramente
independiente de la hipdtesis del continuo y del teorema de buena ordenacion”. (Beth, 1975: 19)
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previamente asignados. Podemos considerar que el alfabeto consta de las 27 letras del idioma
espaiol, la coma y el espacio en blanco. Luego, establecemos una correspondencia biunivoca
entre las letras (incluyendo la coma y el espacio en blanco) y los nimeros naturales para
traducir sucesiones continuas de letras a sucesiones continuas de nimeros tomando en cuenta

esta codificacion basica. (Castro y Pérez, 2003: 22-35)

LETRA | NUMERO | LETRA | NUMERO | LETRA | NUMERO | LETRA | NUMERO
A, a 1 1] 10 R, r 19 , 28
B,b 2 K, k 11 S, s 20 29
C,c 3 L,1 12 T, t 21
D,d 4 M, m 13 U,u 22
E e 5 N, n 14 V,v 23
F, f 6 N, il 15 W, w 24
G, g 7 0,0 16 X, x 25
H, h 8 P,p 17 Y,y 26

Li 9 Q.q 18 7,z 27

Por una expresion en el espaiiol podemos entender, simplemente, cualquier secuencia
finita de esos 29 signos que no comience con un espacio en blanco.

A ={a € R/ a es un numero que se puede definir con una frase en castellano} donde

R= NUMEROS REALES.

Una expresion descriptora de un nimero real « de A, puede definir un ndmero real.

Por ejemplo, “m” puede ser definido con la siguiente expresion: “La longitud de una
. . ., , 2TR N .. ..
circunferencia sobre su didmetro” (En simbolos: E)' “e” puede ser definido con la siguiente

expresion: “El limite cuando » tiende a infinito de uno mds uno sobre n, elevado a la n” (En

n
simbolos: lim (1 + %) = ¢). Y, también “v/2” puede ser definido con la expresion: “Raiz

n—-oo

cuadrada de dos”. Estas expresiones en espafiol pueden entonces ser numeradas por la

codificacidn, es decir, el procedimiento en el que vinculamos un niimero con una expresion
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de otra indole. Este es el procedimiento de la godelizaciéon*®. Veamos cémo funciona este
proceso. Vamos a hacer corresponder a cada nimero a un unico nimero natural de la
siguiente forma. En general, si un nimero a € A estd representado por una frase cuyos
caracteres corresponden en su orden a los nimeros: mi, mp, ms, ... mx, ... My, a & le hacemos
corresponder el tinico ndimero natural: n, = 2™ , 3™z 5M3  p ™k P™ endonde P es
el k-ésimo ndmero primo. Si A es el conjunto de todos los nimeros reales, en B tenemos que
a cada expresion matemadtica, definible con una frase en castellano, le corresponde un tnico
nimero natural como resultado de elevar cada nimero de la productoria de los primeros
nimeros primos al ndmero asignado a cada letra de la expresion analizada, segin la
codificacién que se ve en la tabla. Ademads, como la descomposicién de un nlimero natural
como producto de primos es tnica (por el Teorema Fundamental de la Aritmética), entonces,
si un nimero natural es la imagen de una palabra, por esta asignacién no puede existir otra
palabra que tenga como imagen dicho nimero. Sea por ejemplo a = V2. Las palabras en
castellano que le corresponde es: “Raiz cuadrada de dos”. De acuerdo al codigo anterior,

tenemos que los nimeros de los caracteres que corresponden a esta sentencia son en su

orden:19-1-9-27-29-3-22-1-4-19-11-4-1-29-4-5-29-4-16-20.

Luego, el nimero natural que le hacemos corresponder a la descripcion lingiiistica de

V2 (que pertenece a B) es el siguiente Nimero Godel («):

2193159777 11%°.13%.1772.19'.234.29"° 311374 .41'.43%° 47.53°.59%.61%.67'°.71%°

4 Este procedimiento fue utilizado por primera vez por Kurt Godel en su famoso articulo titulado:
“Sobre sentencias formalmente indecidibles de Principia Mathematica y sistemas afines” (1981a).
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Ahora, estudiemos, por ejemplo, a = Y57, ﬁ)—"n =0, b; by b3z bs ... en donde los b, son

numeros aleatorios. Esta férmula deberia ser definible mediante una expresion en castellano

ya que se refiere a un nimero real. En este caso, el conjunto A serd A = {ay, a,, ..., Apy...}.

Luego, cada «,, puede expresarse en forma decimal como a,,,= 0, bm1bm2bm3...bmm donde
m m

Vk €N, bmk € {0, 1, 2, ..., 9}. Por ejemplo:

a1=0,bn =0,1
a2=0, batbx =0, 20

a 3= 0, b3ibabs3 =0, 333
a 4= 0, bg1bsrbazbas =0, 4440

.C;m = 0, bmlmebm3- . -bmm

Con estos nimeros se ha pretendido explicitar que cada uno de los nimeros reales

entre cero y uno, desde el 0, 000...000..., hasta el 0, 999...999..., son expresables mediante

. . . Cc
una frase en castellano. Ahora, construyamos el siguiente nimero: & = ) ;- ﬁ= 0, cicacs ...

; donde: ck=1, si bik=0 y ck=0, si bxk # 0. Por un lado, de acuerdo con la construccién de &,
podemos decir que este nimero se puede definir con la siguiente expresion en castellano: “El
numero real entre cero y uno, cuyo término en cada lugar dado es uno o cero, dependiendo
de si el nimero que ocupa ese mismo lugar en la numeracion de los niumeros reales que tienen
expresion en castellano, tiene uno o cero en el lugar en cuestion del desarrollo decimal”. Por
lo tanto, § € A, es decir, es un elemento de {4, @y, ..., @p,...}. Pero, por otro lado, si
construimos el ndmero 0,cicac3... , obtendriamos 6 = 0, b’11b’22b’33... , es decir un nimero
cuya cifra en el lugar de los decenas es diferente a la cifra en el lugar de las decenas del
primer nimero real del intervalo <0,1>, cuya cifra en el lugar de las centenas es diferente a
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la cifra en el lugar de las centenas del segundo nidmero real del intervalo <0,1>, y asi
sucesivamente. Formalmente, ya que VmEN, § # a m, concluimos que § & A, es decir, no es
un elemento de {aq, ay, ..., @p,...}. Y, mediante una conjuncién tenemos la contradiccién
buscada: (6 €A) A (8§ €A). Como podemos apreciar, esta paradoja es especialmente
interesante por sus implicaciones concernientes a lenguajes naturales, y por su estrecho
parentesco con la demostracion cantoriana de la no-enumerabilidad de los nimeros reales.

(Kleene, 1974: 44-45). En resumen:

“La paradoja de Richard consiste en lo que equivale al siguiente problema ;cémo ha de bastar
un sistema de légica simbdlica en el que el conjunto de todas las férmulas tiene el nimero
transfinito X, para la discusién y desarrollo de una rama de las matematicas que maneje
conjuntos cuyo ndmero transfinito sea mayor que 8,? Y en particular ;cémo podemos ni
siquiera hablar del conjunto de los nimeros reales cuyo nimero transfinito X; se ha
demostrado que es mayor que X,?.” (Northrop, 1949: 280) *°

Este es el argumento en lenguaje natural un poco mas largo que todos los otros.

1. El conjunto A es el conjunto de todos los niimeros reales.

2. El conjunto B es el conjunto de todas las descripciones que pertenezcan al lenguaje
espaiol o conjunto E.

3. El conjunto C es el conjunto de todas las sustituciones a numerales que pertenezcan
al conjunto F.

4. El conjunto D es el conjunto de todos los Nimeros Godel que pertenezcan al conjunto
de todos los nimeros naturales.

5. Res el conjunto de todos los nimeros reales.

0 X, es el nimero de ndmeros naturales y racionales. Presumiblemente, X, es el nimero de nimeros
reales.
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6. E es el conjunto de todas las descripciones de nimeros reales.

7. Fes el conjunto de todas las sustituciones a numerales.

8. N es el conjunto de todos los nimeros naturales.

9. Ay B son equivalentes.

10. By Cson equivalentes.

11. C y D son equivalentes.

12. D y N son equivalentes.

13. Para cualquier par de conjuntos X e Y, si X es equivalente a Y, tienen el mismo
cardinal.

14. Para cualquier par de conjuntos X e Y, si X es menor o mayor que Y, entonces no es
cierto que X seaigual a Y.

15. El cardinal del conjunto N es menor que el cardinal del conjunto R.
POR LO TANTO, no es cierto que exista un conjunto X que sea equivalente al

conjunto R.

Tenemos un argumento de 15 premisas para desarrollar hasta llegar a la codiciada
contradiccion. A continuacidn, expondremos esas lineas en lenguaje 16gico. Aclaremos antes
que la relaciéon de equivalencia no es otra que la relacion de similaridad aparecida en la
paradoja de Burali-Forti que alude a la correspondencia biunivoca entre los elementos de dos

conjuntos equivalentes.

1. A=R
2. B ={ x/descripcion en espaiiol (x)e E }

3. C={ x/sustitucién a numerales (x)e F }
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10.

1.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21

22

D = { x/ Nimero Godel (x) € N }

R=1{...,-9000910, ....,-569/7987987, ..., 0, ..., 1, ..., 2.3, ... 99999999, ...}
E={ ..., tres, ..., raiz cuadrada de dos, ..., tres quintos, ..., raiz cubica de, siete
menos raiz cuarta de cinco, ..., la longitud de una circunferencia sobre su didmetro,

..., €l limite cuando n tiende al infinito de uno mas uno sobre n, elevado alan, .

F={...,345,...,456(29)567, ..., 2345(29)6785(29)567456(29), ...}
N={0,1,2,3,4,,5,6,... }
A~B
B~C
C~D
D~N
VXVY[ X~Y<Card(X)=Card(Y) ]
VXVY { [ X<Y)VX>Y) ] > ~X=Y)}
Card(N) < Card(R) /l o ~3AX(X~R)
3X (X~R) /e L
R~NeCard(R)=Card(N) 13 Ejemplificacién universal
{R~N—-[Card(R) = Card(N)]} A { [Card(R) = Card(N)] - R~N}

17 Definicion del bicondicional
R~N-[Card(R) = Card(N)] 18 Simplificacién

~ [ Card(R) = Card(N) ] = ~ (R~N) 19 Transposicién

. {[(Card(R) < Card(N) ] vV [ Card(R) > Card(N) | } =» ~ [ Card(R) = Card(N) ]

14 Ejemplificacion universal

.{ [ (Card(R) < Card(N) ] v [ Card(R) > Card(N) ] } =»~ (R~N)

.
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20 y 21 Silogismo
23. [ Card(N) < Card(R) ] V [ ( Card(N) > Card(R) |

15 Adicién

24. ~ (R~N) 22, 23 Modus Ponens

25. A~N 9,10, 11, 12 Propiedad Transitiva’'
26. R~N 1,25 (I)°?

27. ~ (R~N) A (R~N) 24, 26 Conjuncién

28. AX(X~R) = [~ (R~N) A (R~N) ] 16-27 Prueba condicional

29. ~ 3IX(X~R) 28 Reduccioén al absurdo

2. 3. 1. 4. Paradoja de Berry

La paradoja de Berry nace de la consideracion de la posibilidad de dar a la “antinomia
Ricardeana”, una nueva forma, que la hace alin mas embarazosa. También, se la denomina
“paradoja de las palabras™?. Tradicionalmente, se la suele formular de la manera siguiente.
Si suponemos que una palabra no debe contener mas de 20 letras, estaremos seguros de que
se obtendrd un numero finito perfectamente determinado de tales palabras. Oraciones a lo

mas con 12 de estas palabras son también en nimero finito. En espafiol solo una pequeiia

5! También, hacemos uso de la intuitiva propiedad transitiva de la identidad seglin la cual: “Si una
cosa a es igual a otra cosa b, y si esta otra cosa b es igual a una tercera cosa c, entonces la cosa a es
igual a la tercera cosa ¢”, en simbolos: (a =b A b = c) = (a = c). En este caso, lo aplicamos para
la relacion de equivalencia, a saber, (a~b A b~c) = (a~c).

52 A nivel de reglas de deduccién, hemos considerado conveniente hacer uso de la regla que rige las
identidades (I) (Suppes, 1979: 144), segtin la cual si S es una férmula abierta,de Sy t 1= t, es posible
deducir T, siempre que T resulte de S por reemplazo de una o mds incidencias de t;, en S, por t,.

53 Aclaremos que la paradoja de Berry resulta ser una versién condensada de la complicada paradoja
matematica de Richard si bien no utiliza los conceptos matematicos de ‘infinito’, ‘enumerabilidad’,
‘equivalencia’, ‘diagonal de Cantor’, ‘cardinalidad’, etc.
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parte de dichas oraciones tienen sentido; de las cuales otra pequefia parte nuevamente define
nimeros naturales. Pues bien, estamos en condiciones de demostrar que no hay nimero
natural que no se pueda definir con 12 palabras. Si se dan tales nimeros se tendrd entre ellos
uno minimo. Pero la definicion: el menor niimero natural, que no se puede definir con doce
palabras, consta exactamente de doce palabras. Tal nimero minimo no existe. Por lo tanto,
todo nimero natural se puede definir con doce palabras (Grelling, 1943: 117-118).
Advirtamos que esta paradoja tiene una conclusioén desajustada con la realidad, pues no es

ilicito definir nimeros naturales con 13, 48 o hasta mds palabras.

En el razonamiento anterior los rasgos semanticos de la paradoja de Berry se dejan
relucir en virtud del uso de la autorreferencia indirecta o del término ‘definicién’. En este
caso, la paradoja de Berry sirve para demostrar que todo nimero natural puede ser definido
por 12 palabras. Tambien, Hartry Field en Solving the Paradoxes, Escaping Revenge elabora
otra versiéon de la paradoja de Berry- Richard. En ella se utilizan los conceptos de
definibilidad, numerabilidad, satisfaccién y ndmeros ordinales (Field, s.a.: 12-13). En este
segundo caso, la aparente paradoja de Berry (o de Berry-Richard) sirve para restringir los
alcances semdnticos de lo que es susceptible de definicién y de lo indefinible. En ambos
casos, la paradoja juega un papel demostrativo en una prueba por reduccién al absurdo no
trivial. Ademas, hemos revisado la version de Hilbert-Ackermann (1962: 179-181) escrita en
Elementos de Logica Tedrica, que hace uso del predicado ‘el més pequeno de los nimeros
no designados en el siglo XX’ y que confirma su cardcter contradictorio mediante la
consideracion de significados formalizados de designacion, definicién, ademds, de reglas

16gicas.
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Consideremos un lenguaje (por ejemplo, el espaiiol) en el que se puedan formular y
definir las propiedades puramente aritméticas de los nimeros cardinales. Examinemos las
expresiones que pueden ser expresadas en dicho lenguaje. Asumamos que resulta indiferente
saber cudles sean los términos no definidos o “primitivos”. Basta con que podamos
comprender lo que se quiere decir mediante los términos: “nimero”, “entero”, “divisible”,
“cuadrado”, etc. La propiedad de ser un numero primo puede ser definida como “no divisible
por ningun otro nimero entero mas que por si mismo y la unidad”; la propiedad de ser un

cuadrado perfecto puede ser definida como “ser el producto de algin nimero entero por si

mismo”, etc.

Podemos ver que cada una de tales definiciones contendra solamente un niimero finito
de palabras y, por consiguiente, solo un nimero finito de letras del alfabeto. Siendo esto asf,
las definiciones pueden ser ordenadas en una lista: una definicién precederd a otra, si el
nimero de letras de la primera es menor que el nimero de letras de la segunda; y si dos
definiciones tienen el mismo ndmero de letras una de ellas precederd a la otra atendiendo al
orden alfabético de las letras obtenidas en cada una. Sobre la base de este orden, a cada
definicidn corresponderd un tnico ndmero entero, que representard el lugar que ocupa la

definicion en la lista.

Dado que cada definicion estd asociada a un unico nimero entero, puede ocurrir en
algunos casos que un nimero entero posea la misma propiedad expresada por la definicion
con la cual estd asociado. Supongamos, por ejemplo, que la expresion definidora “no
divisible por ninglin nimero entero mas que por si mismo y por la unidad” se halla en

correlacion con el nimero de orden 17; evidentemente, el 17 tiene la propiedad designada
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por esa expresion. Por otra parte, supongamos que la expresion definidora “ser el producto
de algin ndmero entero por si mismo” se halla en correlacion con el nimero de orden 15;
estd claro que 15 no posee la propiedad designada por la expresion. Si permitimos que los
nimeros tengan propiedades extra-numéricas en virtud de la relacién existente entre los
nimeros y las definiciones de esta lista, describiremos la situacion existente en el segundo
ejemplo diciendo que el nimero 15 tiene la propiedad de ser richardiano, y la del primer
ejemplo diciendo que el ntimero 17 no tiene la propiedad de ser richardiano. Hablando en
términos generales, definimos “x es richardiano” como una forma abreviada de declarar “x
no tiene la propiedad designada por la expresion definidora con la que se halla relacionado

en la serie ordenada de definiciones”.

Ahora, reconstruiremos este argumento mediante el lenguaje natural. Debido a la infinita

cantidad de premisas en esta demostracion haremos uso de nimeros ordinales transfinitos.

1. Para todo x, x tiene la primera propiedad si y solo si se le aplica la primera funcién
2. Paratodo x, x tiene la segunda propiedad si y solo si se le aplica la segunda funcién

3.

15. Para todo x, x tiene la propiedad de ser un nimero cuadrado, si y solo si, X
resulta del producto de x consigo mismo

16. ...

17. Para todo X, x tiene la propiedad de ser un nimero primo, si y solo si no es

divisible mas que por si mismo y la unidad.
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n. Para todo x, x tiene la propiedad n-ésima si y solo si se le aplica la n-ésima

funcion.

w. Para todo w, w es richardiano, si y solo si no se le aplica la w-ésima

propiedad.

x. 15 es richardiano si y solo si 15 no resulta del producto de algo consigo

mismo.

z. 17 no es richardiano si y solo si no es divisible més que por si mismo y la

unidad.

POR LO TANTO, no es cierto que la propiedad n-ésima sea igual a la propiedad de

ser richardiana o no es cierto que n no sea richardiano.

Enseguida, la prueba formal de tan dificil argumento. Observemos que en esta version de la
paradoja Berry-Richard la prueba por reduccién al absurdo es no-trivial porque se logra

gracias a la necesaria participacion de la nueva premisa en forma de negacion.

I. Vx( Pix) © Fi (x))

2. Vx(P(x) o F2(x))

15. Vx (P15 (x) © Fis5 (x))
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16. ...

17. VX (P17 (x) © Fi7 (X))

n. Vx (Pa(x) © Fa (x))

w. YW (R (W) & ~Fy (w))

X. R (15) &~F15(15)

Z. ~R (17) & F17(17)

w. ... /[ .~ (Phy=R) V ~R(n)
w+1l.~[ ~Pa=R)V~R ()] /] 1

w+ 2. (Po=R)A R (n) w + 1 De Morgan

w+ 3. R(n) w + 2 Simplificacion
w+4 R(@m e ~F,(n) w Ejemplificacion universal

w+5 [ R(n)=> ~F,(n)]A[~F,(n)—R(n)]

w + 4 Definicion del bicondicional

w+6.R(n)—>~F,(n) w + 5 Simplificacion

w+ 7. ~Fy(n) w + 3, w + 6 Modus Ponens
w+8.Ph=R w + 2 Simplificacién
w+9.Py(n) ©F,(n) n Ejemplificacién universal
w +10. Pu(n) w+3,w+8(0)

w~+11.] Ph(n)= Fo(n)]A[Fa(m) = Pa(n) ]
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w + 9 Definicion del bicondicional

w +12. Py (n) = F, (n) w +11 Simplificacién
w +13. Fy(n) w +10, w +12 Modus Ponens
w + 14. Fy(n) A ~Fa(n) w + 7, w +13 Conjuncién

w+15.~ [ ~ (Pn = R) v~ R (n) ] = [Fa(n) A ~Fy(n)]
w + 1- w + 14 Prueba condicional

w+16.~(Ph,=R) V~R(n) w + 15 Reduccion al absurdo

2. 3. 2. Familia oracional de paradojas de Russell

Es necesario afirmar que la paradoja de Russell, es decir, la paradoja de las clases, también
es una paradoja matemadtica que se basa en las paradojas de Cantor y Burali-Forti, pues es
formulable mediante el lenguaje matemadtico de la teoria de conjuntos. En este sentido, la
paradoja de Russell culmina las paradojas matemaéticas del maximo ordinal y cardinal. En mi
opinidn, dicha paradoja se constituye como el eslabon perdido entre las paradojas en lenguaje
natural y las paradojas en lenguaje formal. Segin Kurt Godel (1981b: 295-327) en La Logica

Matemdtica de Russell:
“(...) [Russell] [a]nalizando las paradojas a que habia conducido la teoria de conjuntos de
Cantor [acerca del maximo numero ordinal o cardinal], las liberé de todos sus tecnicismos
matematicos, proporcionando asi luz al asombroso hecho de que nuestras intuiciones 1égicas

(es decir, intuiciones relativas a nociones tales como verdad, concepto, ser, clase, etc.) son
autocontradictorias. ”

La paradoja de Russell puede ser derivada a partir de la paradoja de Cantor gracias a
la aplicacion de un lema que relaciona los conceptos de ‘conjunto potencia’, ‘equivalencia’

y ‘pertenencia’. Asimismo, la paradoja de Burali-Forti también estd relacionada con la de
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Russell mediante la problematica existencia del conjunto de todos los ordinales. Ya que si
ese conjunto es bien ordenado, debe tener un ordinal asociado y, por lo tanto, debe contenerse

a s{ mismo.

Ahora bien, sucede que la paradoja de Russell mantiene un estrecho vinculo con la
paradoja de EI Mentiroso, vinculo que explica la oracionalidad de esta familia de Russell 3.
Este vinculo se funda en el hecho de que las soluciones de una y otra paradoja limitan la
universalidad expresiva de los lenguajes que las albergan. Ademds, existen tantos tipos de
versiones de la paradoja de Russell como tipo de versiones de la paradoja del Mentiroso >°.
La paradoja de Russell resulta tener dos familias, una oracional y una argumental. También
se da el caso de que la familia oracional contiene a la versiéon mds difundida de la paradoja

de Russell, la version cldsica de la clase de todas las clases que no se contienen a si mismas.

2. 3. 2. 1. Paradoja de las clases

La paradoja de Bertrand Russell de la teoria 16gica de las clases fue descubierta por Zermelo
en 1900 y un afio més tarde, redescubierta independientemente, por Russell, quien la publicé.
Se ha solido considerarla como una paradoja de la teoria de conjuntos debido a la confusion
del concepto de conjunto con el concepto fregeano de clase (o extension de un concepto). La

fundamentacién 16gica de la aritmética por Frege se basaba en el supuesto de que para cada

54 Esta relacion ha quedado establecida en la primera parte de este trabajo cuando se indica que la
paradoja de El Mentiroso influye en la gestacion de la paradoja de Russell.

55 Como ya establecimos en nuestra tesis de licenciatura, existe una familia oracional y otra
argumental de paradojas de El Mentiroso (Mora, 2014a, 69-94). Andlogamente, estamos notando que
existe una familia oracional y otra argumental de paradojas de Russell.
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propiedad o condicién ¢ (x), expresable en el lenguaje, existe la clase de todas las cosas que
tienen esa propiedad o cumplen esa condicion. Sucumbiendo a la confusién sefialada, dicha
clase se representa con el mismo simbolo que el conjunto de todas las x que cumplen la

condicién ¢ (x), a saber, {x/ ¢ (x)}. Naturalmente, los objetos de esta clase satisfacen la

condicién que la define, es decir, Vz (z € {x/ @ (x)} & @ (z)); donde alentamos la confusién
utilizando el simbolo € para significar la pertenencia a una clase fregeana. Ciertamente, hay
clases que no se pertenecen a si mismas, esto es clases x tales que x & x; por ejemplo, la clase
de todas las moscas no es una mosca. Russell se pregunt6 por la clase de todas las clases que
cumplen esa condicion, laclase r = {x/ x & x} de todas las clases que no se pertenecen a
si mismas. La suposicion de que esta clase existe produce inmediatamente una contradiccion.
En efecto, Vz (z € {x/ x & x} & z & z). Tomando en consideracioén que {x/x & x} =r,
tenemos que Vz (z €Er < z € z). Lo que vale para todo z vale en especial para r, por lo tanto,
(r €r) © (r €r), lo cual es una contradiccion manifiesta formalmente idéntica a V(o) =F(a),
donde oo =1 € 1. (Mosterin y Torreti, 2002: 434). Enseguida, para reproducir la paradoja en

lenguaje natural y formal presupondremos entes que se pertenecen a si mismos.

1. Para todo elemento z, z pertenece al conjunto determinado por aquellos elementos
que tienen la propiedad ¢ siy solo si z tiene la propiedad ¢

2. Paratodoy, y tiene la propiedad ¢ es igual a que y no pertenezca a y.

3. res el conjunto determinado por aquéllos elementos que tienen la propiedad de no
pertenecerse a si mismos.

4. Dados ay b, a pertenece a b es igual a que no sea cierto que a no pertenece a b.

POR LO TANTO, no es cierto que para todo W, W se pertenece a si mismo.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16

17.

2.3.2

Vz(ze{x/ ¢(x) } & ¢(2))
Vy(p(y) =y €y)

r={x/x & x}

Va Vb (a€b = ~ (a¢b) )

YW (WEW)

®(X) =x & X

@0z =2 ¢z

Vz(zE{x/x g x}oz¢ z)
Vz(zErezez)

rér ©r¢r

rér =~ (rér)

(r&r) A(r€r)

.VYWWEW) - [(rg& r)A(r€r)]

~ YW(WEW)

. 2. Paradoja de las propiedades

r€r >r€&€r) A(rér or€r)

[~~CEnV(ré r)]A[(reén V(IeTr)]

/5. ~YW(WEW)

/L

2 Ejemplificacion universal
2 Ejemplificacion universal
1,6y7(D)

3,8(0)

9 Ejemplificacion universal

10 Definicién del bicondicional

[~CEr)V@E&rN] A[~adé&r)V (@€ r)] 11 Definicién del condicional

4 Ejemplificacion universal

12y 13 (D)

14 Doble negacion e Idempotencia
5-15 Prueba condicional

16 Reduccidn al absurdo

La paradoja de las propiedades impredicables mantiene una relacion directa con una paradoja

de la familia argumental de Russell, la paradoja de Grelling de los términos heterolégicos.

Por ello, s6lo la exponemos, mas no la desarrollaremos:
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“Russell mostrd también como reconstruir su paradoja en términos que fuesen 16gicos y no
propiamente de teoria de conjuntos. Una propiedad es llamada ‘predicable’ si se aplica a si
misma, ‘impredicable’ si no se aplica a si misma. Por ejemplo, la propiedad ‘abstracto’ es
abstracta, y por tanto predicable; pero ‘concreto’ es también abstracta y no concreta, y por

9 9

tanto es impredicable. ;Qué sucede, a este respecto con la propiedad ‘impredicable’.
(Kleene, 1974: 44)

El mismo Bertrand Russell razona por reduccion al absurdo de la siguiente manera: “(...)
Admitamos que “no predicable de si mismo” es un predicado. Entonces, suponer que €l es o
no predicable a si mismo es contradictorio. La conclusion en este caso parece evidente: “no
predicable a si mismo” no es predicado” (Russell, 1983: 136). En este caso el conjunto
problematico es el generado por la propiedad impredicable. Ademads, tenemos que

Imp(Imp) < Pred(Imp), lo cual es una contradiccion manifiesta formalmente idéntica a

V(a)eF(a), donde = Imp(Imp). Ahora, formularemos esta paradoja en lenguaje natural.

1. Para toda propiedad X, si X es un X, entonces X es predicable.
2. Para toda propiedad X, si X no es un X, entonces X es impredicable.
3. Para toda propiedad Y, Y es predicable es igual a Y no es impredicable.

POR LO TANTO, existe la propiedad impredicable.

Formalicemos esta paradoja:
1. VX[ X(X) - Pred(X) |
2. VX [~X(X) = Imp(X) ]

3. VY [Pred(Y)=~Imp(Y)] /]« ¥ Z (Z=Imp)
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El desarrollo de este argumento puede verse en la seccion correspondiente a la paradoja de

Grelling.

2. 3. 2. 3. Paradoja de las relaciones

La paradoja de las relaciones resulta de una generalizacion de la paradoja de las clases, puesto
que la pertenencia es un tipo de relaciéon. Esta paradoja también mantiene un estrecho
parecido estructural con la paradoja del barbero y del catdlogo. Nuevamente, sélo
plantearemos la paradoja de las relaciones. Su desarrollo lo dejaremos pendiente hasta que

lleguemos a la paradoja de los catdlogos que estd después de la del barbero.

“(...) Sea R una relacién y consideramos la clase w de términos que no guardan la relacién R
respecto a si mismos. Entonces, es imposible que exista un término a respecto al cual todos
ellos y ninglin otro guarden la relaciéon R. Porque si existiera un tal término, la funcién
proposicional “x no guarda la relacion R con x” seria equivalente a “x guarda la relacion R
con a”. Sustituyendo x por a, lo que es legitimo, pues la equivalencia es formal, encontramos
una contradiccion. Si en lugar de colocar R ponemos € (...) llegamos a la contradiccion
anterior. (...) ” (Russell, 1983: 137)

La relacion reflexiva R que vincula un término consigo mismo es el conjunto infundado que

genera la circularidad y la contradiccidn. Asimismo, llegamos a concluir que

R(aa)e ~R(aa), lo cual es una contradiccién manifiesta formalmente idéntica a V(a)<F(«),

donde a = R(aa). En lenguaje natural, este es el argumento de la paradoja de las relaciones:

1. Para todo x, si a tiene la relacién R con x, entonces x no tiene la relacion R consigo
mismo.
2. Para todo x, si a no tiene la relacion R con x, entonces x tiene la relacién R consigo

mismo.
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POR LO TANTO, no es cierto que exista a.

Este el mismo argumento pero desarrollado en lenguaje formal:
1. vx[R(ax) = ~R(xx)]

2. Vx [~R(ax) - R(xx)] /[ +~3x(x=a)

2. 3. 3. Familia argumental de paradojas de Russell

Ahora, expondremos la variada familia argumental de Russell: la paradoja del barbero, la de
los alcaldes, la del catdlogo y la de Grelling. Esta familia de paradojas de Russell se
caracteriza principalmente por estar formulada en lenguaje natural y por utilizar conceptos
lingiiisticos o verbos reflexivos o estructuras logicas tipicas de la familia oracional de

Russell.

2. 3. 3. 1. Paradoja del barbero

La paradoja del barbero es una popularizacion de la paradoja de Russell que hace alusion a
un barbero que, por norma, afeita a todas aquellas personas de la aldea que no se afeitan a
si mismas 'y solo a aquéllas. La pregunta desconcertante es: ; se afeita el barbero a si mismo?
Se plantea entonces una dificil situacidn circular y contradictoria.

1) Si suponemos que el barbero se afeita a si mismo, como es un habitante del lugar que se
afeita a si mismo, no deberia ser afeitado por el barbero y, por consiguiente, no deberia ser
afeitado por si mismo. Asi pues, si suponemos que es afeitado por él mismo, entonces

afirmamos que no deberia ser afeitado por si mismo. V(a) — F(a).
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2) Si suponemos que el barbero no se afeita a si mismo, segun la norma aceptada, deberia ser
afeitado por el barbero; es decir, deberia ser afeitado por si mismo. De nuevo se presenta el
conflicto, ya que si el barbero no se afeita a si mismo, deberia ser afeitado por si mismo.

F(a) = V(a).

Conjuntando ambas posibilidades tenemos que el barbero se afeita a si mismo, si y s6lo

si, no se afeita a si mismo. Es decir, V(a)<F(a) donde a=A(b,b)*°. Este mismo argumento lo

representaremos en lenguaje natural y también en lenguaje formal (Llanos, 2003: 386):

1. Para todo X, si X no se afeita a si mismo, entonces el barbero afeita a x.
2. Para todo x, si x se afeita a si mismo, entonces el barbero no afeita a x.

POR LO TANTO, no es cierto que exista el barbero.

1. Vx[~A(xx) = A(bx)]

2. Vx [A(xx) = ~A(bx)] /lo. ~3x(x=Db)

2. 3. 3. 2. Paradoja de los catalogos

Segin la paradoja de los catdlogos, partiendo de la base de que toda biblioteca tiene un

catdlogo (o bibliografia), se comprueba que en algunos casos estos catdlogos se incluyen a st

mismos como libros de la biblioteca y, en otros casos, no.

% La expresion ‘A(b,b)’ se puede interpretar como afirmando que el barbero afeita al barbero, es
decir, a si mismo.
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Supongamos ahora que quisiéramos construir una suerte de supercatilogo (o
superbibliografia). Especificamente, queremos hacer un catdlogo de todos aquellos catdlogos
que no se incluyen a si mismos como libros de sus respectivas bibliotecas. Reflexionando un
poco nos daremos cuenta que se nos plantea un problema en el momento de incluir o no al
supercatidlogo mismo en nuestro supercatidlogo. Razonemos por una doble reduccién al
absurdo. En tanto estamos catalogando a los catdlogos que no se incluyen a si mismos,
deberiamos incluirlo. No obstante, el catdlogo seria erréneo por incluir un catdlogo que si se
incluye a si mismo. Pero, si a consecuencia de este razonamiento, decidimos no incluirlo,
incurririamos en el error de construir un catdlogo incompleto, en el que faltaria precisamente
el catdlogo que estamos haciendo que, por no incluirse a si mismo, deberia ser incluido.
Enseguida, presentaremos esta paradoja representada en lenguaje natural y, luego, en

lenguaje formal.

1. Para todo X, si x no se incluye a si mismo, entonces el catdlogo incluye a x.
2. Paratodo x, si x se incluye a si mismo, entonces el catdlogo no incluye a x.

POR LO TANTO, no es cierto que existe el catdlogo.

1. Vx [~I(xx)— I(cx)]

2. Vx [I(xx) = ~I(cx)] /leo ~3Ax (X =¢)

3. Ix(x=¢) /e L

4. I(cc) = ~I(cc) 2 Ejemplificacion universal
5. ~I(cc) = I(cc) 1 Ejemplificacién universal
6. ~I(cc) vV ~I(cc) 4 Definicién del condicional
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7. ~~I(cc) V I(cc) 5 Definicién del condicional

8. I(cc) vV I(co) 7 Doble negacién

9. ~I(cc) 6 Idempotencia

10. I(cc) 8 Idempotencia

11. ~I(cc) A I(cc) 9, 10 Conjuncién

12. Ix(x=c¢) = [~I(cc) A I(co)] 3-11 Prueba condicional
13.~3x(x=¢) 12 Reduccioén al absurdo

2. 3. 3. 3. Paradoja de los alcaldes

De acuerdo a la paradoja de los alcaldes, todo distrito ha de tener un alcalde, y no puede

haber dos distritos que tengan el mismo alcalde.

Sucede, a veces, que el alcalde no reside en su propio distrito. Supongamos que se
promulga una ley en la cual se delimita un area especial S, exclusivamente para aquéllos
alcaldes que no residen en su propio distrito, y se obliga a todos esos alcaldes a residir alli.
Supdngase, por afiadidura, que hay tantos alcaldes no-residentes, que S ha de ser constituido
en distrito. La pregunta conflictiva es: ;donde residird el alcalde de S? Existen dos
posibilidades: que el alcalde resida en su propio distrito y que el alcalde no resida en su

propio distrito.
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1) Si el alcalde reside en su propio distrito, que es el distrito de los alcaldes, ya que alli solo
residen los que no residen en su propio distrito, no deberia residir en el distrito de los alcaldes.

V(a) — F(a).

2) Si el alcalde no reside en su propio distrito, que es el de los alcaldes, ya que alli solo
residen los que no residen en su propio distrito, deberia residir en el distrito de los alcaldes.

F(a) = V(a).

Conjuntando ambos resultados tenemos: V(a) < F(a) donde a=V(b,s)*’, lo que indica que
estamos ante una paradoja. Como podemos darnos cuenta ambas soluciones nos conducen a

contradicciones. En breve, la formulacion en lenguaje natural y luego en lenguaje formal.

[E—

. Para todo x, para todo y, si x es alcalde de y, y x no vive en y, entonces X vive en s.
2. Paratodo x, para todo y, si x es alcalde de y, y X vive en y, entonces X no vive en s.
3. Paratodo z, si z es un municipio, entonces para todo x, x es alcalde de z.

4. ses un municipio.

POR LO TANTO, no es cierto que exista la ciudad s.

1. VxVyl[(AXYy) A~V(x)y)) = V(x,9) ]
2. VxVy[(AKXYy) A V(xy)) = ~V(x,9) ]
3. Vz[M(z) > Vx A(X,2) ]

4. M(s) /e ~3 2 (z=5)

37 La expresion ‘V(b,s)’ puede ser leida como el alcalde b vive en s.
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5. 3z (z=s) /- L

6. (A(b,s) A ~V(b,s)) = V(b,s) 1 Ejemplificacién universal
7. (A(b,s) A V(b,s)) = ~V(b,s) 2 Ejemplificacion universal
8. ~(A(b,s) A ~V(b,s)) V V(b,s) 6 Definicion del condicional
9. ~(A(b,s) AV(b,s)) V~ V(b,s) 7 Definicién del condicional
10. ~A(b,s) V V(b,s) V V(b,s) 8 De Morgan

11. ~A(b,s) V ~V(b,s) V ~V(b,s) 9 De Morgan

12. ~A(b,s) V V(b,s) 10 Idempotencia

13. ~A(b,s) V ~V(b,s) 11 Idempotencia

14. M(s) = Vx A(X, s) 3 Ejemplificacion universal
15. Vx A(X, s) 4, 14 Modus Ponens

16. A (b,s) 15 Ejemplificacion universal
17. V(b,s) 12, 16 Silogismo disyuntivo
18. ~ V(b,s) 13, 16 Silogismo disyuntivo
19. V(b,s) A ~ V(b,s) 17, 18 Conjuncion

20. 3z (z=s) = [ V(b,s) A ~ V(b,s) ] 5-19 Prueba condicional

21. ~3 z (z=s) 20 Reduccioén al absurdo

2. 3. 3. 4. Paradoja de Grelling

La paradoja de Grelling registrada en el trabajo de Leonard Nelson y Kurt Grelling,
Bemerkungen zu den Paradoxien von Russell und Burali-Forti, y también en Teoria de

Conjuntos del mismo Grelling (1943: 115-116) es también conocida como la ‘paradoja de
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los términos heteroldgicos’. Segun ella, muchas expresiones del lenguaje corriente pueden
dividirse en autoldgicas y heteroldgicas. Expresiones autoldgicas son las que se refieren a si
mismas, esto es, expresiones de la forma: ‘¢ * es ¢. Ejemplos de ellas en espafiol son: breve
(que es breve); escrito en espafiol (que estd escrito en espaiol); impreso en negro (que estd
impreso en negro); consta de cuatro palabras (que consta de cuatro palabras). Expresiones
heterolégicas son las que no se refieren a si mismas, esto es expresiones de la forma: ‘¢’ no
es t. Ejemplos de ellas son: escrito en francés (que no estd escrito en francés); impreso en
rojo (que no estd impreso en rojo); consta de dos palabras (que no consta de dos palabras).
En medio de estas autoreferencias (o no-autorreferencias) el problema que se plantea es el

siguiente: ;/El término ‘heterologico’ es heterologico o autoldgico? Tenemos entonces que:

1) Si ‘heterologico’ es heteroldgico, se refiere a si mismo. Pero, si por definicion todo término
que se refiere a si mismo es autoldgico, entonces ‘heterologico’ es autolégico. Por tanto, si
‘heterolégico’ es heteroldgico, entonces ‘heteroldgico’ es autoldgico. Formalmente:

Het(Het) — Aut(Het).

2) Si ‘heterologico’ es autolégico, no se refiere a si mismo. Pero, si por definicién todo
término que no se refiere a si mismo es heteroldgico, entonces ‘heterologico’ es heteroldgico.
En consecuencia, si ‘heterologico’ es autologico, entonces ‘heterologico’ es heteroldgico.

Formalmente: Aut(Het) — Het(Het).

Luego, la forma légica de este argumento es: Het(Het)«<>Aut(Het); lo cual indica la
presencia de una paradoja. Hemos usado la expresion ‘se refiere a’. Podiamos haber usado

‘denota’ o ‘designa’ o ‘es verdadera de’. En esos casos, la paradoja de Grelling serfa una de
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las paradojas de la denotacién o de la designacion o de la verdad. Hay similaridades entre
ella y la de El Mentiroso. (Ferrater Mora, 1994: 1632-1633). Por ejemplo, modifiquemos la
conclusion: si tenemos que a=Het(Het), entonces podremos concluir como en El Mentiroso
que V(a)<F(a). También, mantiene ciertas semejanzas con la paradoja de las propiedades de
Russell en cuanto a la estructura légica del argumento paradédjico. Frank P. Ramsey en
Fundamentos de Matemdticas también la llama paradoja de Weyl. Arthur Pap en Semdntica
y Verdad Necesaria la llama paradoja de Grelling Weyl. A continuacion, la paradoja de

Grelling en lenguaje natural y, luego, en lenguaje formal.

1. Paratodo X, si X es X, entonces X es autoldgico.
2. Paratodo X, si X no es X, entonces X es heterolégico.
3. Paratodo Y, Y es autoldgico es igual que Y no es heteroldgico.

POR LO TANTO, no existe el predicado heteroldgico.

1. VX[ X(X) - Auto(X) ]

2. VX[~X(X) = Het(X) ]

3. VY [Auto(Y) = ~Het(Y)] /I « ~37Z (Z=Het)

4. 37 (Z=Het) /e L

5. Het(Het) —»Auto(Het) 1 Ejemplificacién universal
6. ~Het(Het) — Het(Het) 2 Ejemplificacién universal
7. ~Het(Het) V Auto(Het) 5 Definicion del condicional
8. ~~Het(Het) V Het(Het) 6 Definicién del condicional
9. Het(Het) v Het(Het) 8 Doble negacion
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10. Het(Het) 9 Idempotencia

11. Auto(Het) = ~Het(Het) 3 Ejemplificacién universal
12. ~Het(Het) V ~Het(Het) 7,11 (D

13. ~Het(Het) 12 Idempotencia

14. Het(Het) A ~Het(Het) 10, 13 Conjuncién

15. 3 Z (Z=Het) — [ Het(Het) A ~Het(Het) | 4-14 Prueba condicional

16. ~3 Z (Z=Het) 15 Reduccioén al absurdo
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CApPITULO III

EVALUACION E IMPACTO DE LA PARADOJA DE RUSSELL

Aun los expertos mds sutiles pueden ser incapaces de
evitar proferencias que conducen a paradojas. Se cuenta
que Russell pregunto en una ocasion a Moore si siempre
decia la verdad y que considero la respuesta negativa de
Moore como la tinica falsedad emitida por Moore. No
hay duda de que nadie ha tenido un olfato mds fino para
las paradojas que Russell. Sin embargo, es obvio que no
se percato de que si, como él pensaba, todas las otras
proferencias de Moore eran verdaderas, la respuesta
negativa de Moore no sélo era falsa, sino paraddjica.

KRIPKE

Habiendo dado algunos lineamientos sobre como Russell descubrié su paradoja, nos toca
ahora dar cuenta de todo el remezén que provocd en cuanto a los fundamentos de la
matematica concierne. Esta paradoja no es, como algunos pueden suponer, un simple juego
de palabras sino que tiene un importante valor. Su sola formulaciébn amenazaba la
consistencia de la teoria de conjuntos, la cual se configuraba como la base de toda la
matemadtica. Varios intentos de solucionar o interpretar esta paradoja se han dado. A
continuacion, expondremos las propuestas cldsicas afadiendo, ademds de las ya conocidas,
las de Godel y Priest. Finalmente, sefialaremos los sentidos o las interpretaciones que estas

escuelas les han dado a la paradoja de Russell.

3. 1. El problema de los fundamentos de la matematica

La investigacion en el campo de los fundamentos de la matemadtica inicia a causa del

tremendo impacto que produce el descubrimiento de las paradojas, o antinomias, de la teoria
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de conjuntos. En 1897, época en que Burali-Forti publica la primera paradoja (acerca de los
ordinales) y en que el propio Cantor habia descubierto ya varias paradojas pero no las habia
publicado, la teoria de conjuntos era considerada como el fundamento de toda la matematica
clasica. Las paradojas mostraban que algo extrafio acontecia en el nivel mds alto del
pensamiento racional y que, mientras no se supiera qué era lo que pasaba, la ciencia l6gico-
matematica y toda la ciencia en general, no podria establecerse sobre bases seguras. Asi, el
surgimiento de las paradojas se constituye como el gran incentivo que generd la moderna
investigacion en la que se ha ido desarrollando los grandes movimientos filoséfico-

matematicos. (Mir6é Quesada, 1980: XIX-XX)

Las investigaciones que se realizan en torno a los fundamentos de la matematica se
encuentran dentro de la filosofia de la matematica. Esta es una disciplina que trata de
comprender y explicar los requisitos, el objeto, el método y la naturaleza de las matematicas.
En esta se intentan responder, entre otras, las siguientes preguntas:

-; Como sabemos que nuestras teorfas matematicas son verdaderas?
-;Sobre qué son las matemadticas? En otras palabras, si un enunciado matematico es
verdadero, ;qué lo hace verdadero? ;En virtud de qué es verdadero?
-¢ Las verdades matemadticas son verdaderas por necesidad? Y, si lo son, ;cudl es la fuente de

esta necesidad?

Ahora bien, es un hecho que la filosofia de la matematica logré ocupar el centro de
los debates epistemoldgicos a inicios del siglo XX cuando surgid la mencionada “crisis de la
teoria de conjuntos” provocada por la aparicion de las paradojas en dicho campo. Sin

embargo, es solo a partir del pronunciamiento de Russell que dichas paradojas comienzan a
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cobrar valor. Las paradojas ya existian desde antes que se comenzara a discutir sobre los
fundamentos de la matematica. Pero, es Russell quien le otorga el valor adecuado a estas
paradojas, llamando la atencidn asi de propios y extranos. Existen muchas propuestas para
anular, arreglar, amortiguar o reducir el impacto desestabilizador provocado: logicismo,

axiomatismo, formalismo, etc. En lo que sigue, revisaremos todas y cada una de estas. >

3. 1. 1. Logicismo

Esta es la primera postura filosé6fica sobre los fundamentos de la matemadtica. Si bien Frege
inici6 el programa logicista, este fue continuado por Bertrand Russell en la obra Principia
Mathematica que escribi6é asociado con Alfred North Withehead. De acuerdo a Mosterin
(2000: 151-152), la tesis logicista considera que la matematica es totalmente reducible a la

16gica en el siguiente sentido:

% Es importante distinguir entre filosofia matemdtica y filosofia de la matemadtica. La expresion
“filosofia matematica” fue muy habitual en la primera mitad del siglo XX; Russell la utilizé ya en
1919 con su obra Introduccion a la filosofia matemdtica. Su objetivo era analizar las teorias
matemadticas con medios 16gico-matematicos estableciendo resultados apodicticos. Esta es también la
linea que sigui6 el célebre programa de Hilbert, que intentd resolver el problema de los fundamentos
de la matemadtica como un problema matemaético, y se orientd a las demostraciones de consistencia.
En dicha linea podemos situar enfoques como el logicismo, constructivismo, formalismo,
predicativismo, e incluso el estructuralismo reciente. (Ferreirds, 2012: 46)

Actualmente, se ha revitalizado este término, pues de lo que trata ahora es del estudio de todo
problema filosé6fico con herramientas formales como la légica y las matematicas. En Alemania
(Minich) dos importantes filésofos de la ciencia dirigen el Centro para la Filosofia Matematica de
Miunich (heredero de la obra de Wolfgang Stegmiiller, el estructuralista cientifico), ellos son Hannes
Leitgeb 'y  Stephan  Hartmann. Ver el link:  http://www.mcmp.philosophie.uni-
muenchen.de/index.html.

El objeto de la “filosofia de la matematica”, en cambio, es mas tradicional: analizar los métodos, la
base epistemoldgica y la evolucién de la practica matematica con las herramientas propias de la
filosofia, o aun de la teorizacién en general. Habria que encuadrar aqui tendencias tan dispares como
el platonismo, el intuicionismo, el empirismo, o los enfoques histéricos y naturalistas. El siglo XX
empez6 con una clara preponderancia de la “filosofia matematica”, que constituia la gran novedad al
abrigo de la nueva logica, pero concluyé con una balanza mucho mads equilibrada. (Ferreirds, 2012:
46)
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1) Todos los conceptos de la matematica pueden definirse a partir de conceptos puramente
16gicos.

2) Todos los teoremas matematicos pueden deducirse a partir de principios 16gicos.

3. 1. 1. 1. Teoria de los tipos logicos

Esta teoria, propuesta por Russell para evitar la aparicién de paradojas, fue elaborada en 1908
e incorporada a los Principia Mathematica (1910-13). En el trabajo de Ferrater Mora y
Leblanc (1992: 168-175) se presentan dos versiones: la intensional -fundada en el dualismo
entre propiedades monddicas y clases- y la version extensional -donde se abandonara tal
dualismo y se acogerdn solamente clases. Pero, hay que apuntar que ambas son distintas
formulaciones de la teoria simple de los tipos. Enseguida, en base a Copi (1995: 180-181 y

355-365) presentaremos esta y luego la teoria ramificada de los tipos.

3.1. 1. 1. 1. Teoria simple de los tipos

Segin Russell, las entidades se dividen en una jerarquia de tipos 16gicos diferentes, el més
bajo de los cuales consiste en todos los individuos, el siguiente en todos los atributos de
individuos, el siguiente en todos los atributos de atributos de individuos, el siguiente en todos
los atributos de atributos de atributos de individuos, y asi sucesivamente. Se debe, ademads,
considerar aparte de esta division de todas las entidades en tipos légicos diferentes, la
restriccion de que cualquier atributo que pueda significativamente predicarse de una entidad
de un tipo légico no puede significativamente predicarse de cualquier entidad de cualquier

otro tipo légico. Por ejemplo, una cosa individual puede ser de color naranja, pero claramente
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no tiene sentido decir de algin atributo que es de color naranja. Y un atributo puede tener
muchas ejemplificaciones, es decir, objetos a los cuales se les puede aplicar, pero no tiene

sentido ni afirmar ni negar que una cosa individual tenga muchas ejemplificaciones.

Expresaremos en términos formales la teoria simple de los tipos. Usando letras
mindsculas para designar individuos y mayudsculas para denotar atributos, podemos
representar esta jerarquia como sigue, donde el subindice que se pone a una funcién indica

su nivel correcto en la jerarquia:

tipo 3: F3 Gs Hj
tipo 2: F» G2 H>
tipo 1: Fi Gi Hi
tipo O: a b c

Solo una funcién de tipo 1 puede predicarse significativamente de un individuo, y en general,
una funcién de tipo i puede significativamente predicarse de un funcién de tipo j si y solo si

i=j+1.

Lo atractivo de la teoria simple de los tipos es el hecho de que permite evitar
contradicciones como la del pretendido atributo “impredicable”. De acuerdo con esta teoria,
el tipo de un atributo debe ser més alto que el tipo de cualquier entidad de la cual se pueda

significativamente predicar. Asi pues, no tiene sentido ni afirmar ni negar de ningtn atributo
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que pertenezca a si mismo; expresiones como “Imp (Imp)” y “~Imp(Imp)” deben rechazarse
por carentes de significado. En consecuencia, no es posible definir el atributo “impredicable”

y la contradiccion desaparece.

Desde otro enfoque, también es posible resolver la paradoja de las clases. Como
hemos podido notar, todas las entidades se disponen de acuerdo a tipos jerdrquicos, lo que
determina que, mientras las entidades del mismo tipo pueden juntarse en una clase, las
entidades de tipos diferentes no lo pueden hacer. Por ejemplo, hay una clase de objetos rojos.
Pero, no hay una clase que junta a los objetos rojos con la clase de los objetos rojos. La clase
de los objetos rojos pertenece a un tipo superior que el tipo de los objetos rojos en forma
aislada. En la medida que ascendemos en las jerarquias, esto se repite. Hay una clase cuyos
miembros son la clase de los objetos rojos, otra que es la clase de los objetos verdes, otra es
la clase de los objetos azules y otra la clase de los objetos amarillos. Pero, no hay ninguna
clase que consista en el conjunto de todas ellas juntas con la clase de las clases de objetos
coloreados. Y asi sucesivamente. De este modo, se elimina cualquier intento de construir una
clase cuyos miembros sean de diferente tipo. No se deben introducir clases con miembros de
distinto nivel l6gico, ya que el resultado no va a ser una expresion bien fundada en nuestra
logica. Por ende, la expresion “clase de las clases que no son miembros de ellas mismas” no

es una expresién permitida. (Scruton, 2003: 392)>

9 Como el propio Russell dice: “(...) toda esa cuestion de si una clase es 0 no miembro de si misma
carece de sentido; esto es, que ninguna clase es, ni deja de ser, miembro de si misma, y que ni siquiera
esto dltimo tiene visos de ser cierto, ya que, cuando decimos tal cosa, se trata simplemente de palabras
desprovistas de todo significado. (...)” (Russell, 1986: 230)
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3. 1. 1. 1. 2. Teoria ramificada de los tipos

Esta teorfa divide cada tipo por arriba del nivel cero en una nueva jerarquia. De este modo,
todas las funciones de tipo 1, que pueden predicarse significativamente de los individuos, se
dividen en diferentes 6rdenes de la manera siguiente. Todas las funciones proposiciones de
tipo 1 que o no contienen cuantificadores o contienen cuantificadores solo sobre variables
individuales se dice que son funciones de primer orden. Por ejemplo, Fi(x) y (Vy)
[Fi(y)=G1(x)] son funciones de primer orden de tipo 1. Las funciones de primer orden
tendrdn un supraindice izquierdo 1 para indicar su posicion en la jerarquia de los Ordenes.
Asi, todas las funciones de primer orden y tipo 1 se pueden enlistar como 'Fy, 'Gy, 'Hy, ... A
continuacion, todas las funciones proposicionales de tipo 1 que contienen cuantificadores
sobre funciones de primer orden, pero no contienen cuantificadores sobre cualesquiera otras
funciones son funciones de segundo orden. Ejemplos de funciones de segundo orden de tipo
1 son (V'Fy) ['F1 (x)e 'Fi (a)] y (3'G1) (3y) ['G1 (y)— 'Hi (x)]. Las funciones de segundo
orden tendrdn adjunto un supraindice izquierdo 2, y todas las funciones de segundo orden de
tipo 1 puede enlistarse como ’Fy, 2Gy, ’Hy, ... En general, una funcién de orden n y tipo 1
contendrd cuantificadores sobre las funciones de orden n-1, pero no contendrd

cuantificadores sobre funciones de orden m con m=n.

La teoria ramificada de los tipos puede estructurase de la siguiente manera.
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Orden 1 Orden 2 Orden 3

Tipo 3: 'F 1G; H; ... ’F; ’G; H; ... 3F; 3Gs *Hs ...
Tipo 2: 'F, 'G, Hy ... ’F °G2 Hy ... ’F 3Gz °Ha ...
Tipo 1: 'F 1Gy H . ’F °Gi *H; ... 3F; 3Gy °Hi ...

Esta jerarquia de los 6rdenes no nos permite hablar de todas las funciones o atributos
de un tipo dado, etc. De este modo, no podemos decir, segin esta teoria, que Pepe tiene todas
las buenas cualidades de Memo, lo que se simbolizaria como
(VF){[G2 (F1) A F1 (a)] »Fi(b)}

En vez de ello, podemos decir que Pepe tiene todas las cualidades de primer orden de Memo,
lo que simboliza

(V'ED{['G2 ('F1) A 'Fi (2)] »'Fu(b)}

o que Pepe tiene todas la cualidades de segundo orden de Memo, que se escribe asi:
(V’ED{['G2 CF1) A °Fi1 (2)] »’Fi(b)}

o que Pepe tiene todas las cualidades de orden n de Memo para algtin n especificado. Habra
que notar que el atributo de tener todos los atributos de primer orden de Memo que se escribe
simbdlicamente como

V'F1) ['Fi ()= "Fi (0)].

es un atributo de segundo orden.
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También, hay que decir que la teoria ramificada de los tipos proporciona la ventaja
de evitar o disolver la paradoja de El Mentiroso. Asumiendo que una proposicion es de orden
n+1 si contiene un cuantificador sobre una variable proposicional de orden n, pero no
contiene cuantificador sobre cualquier variable proposicional de orden m donde m>n. En este
caso, la limitacion alude a que nunca podremos referirnos a todas las proposiciones sino solo
a las proposiciones de este o aquel orden especificado. De este modo, no podemos decir que
“Ninguna de las proposiciones pronunciadas por Carlos tiende a incriminarlo” que podemos
simbolizar como:

(Vp) [(Carlos pronuncia p) — ~ (p tiende a incriminar a Carlos)]

Pero, en vez de esto, se puede decir que “Ninguna de las proposiciones de primer orden
pronunciadas por Carlos tiende a incriminarlo”, o que “Ninguna de las proposiciones de
segundo orden pronunciadas por Carlos tiende a incriminarlo”. Este segundo caso lo
podemos simbolizar asi:

(V?p) [(Carlos pronuncia *p) = ~ (®p tiende a incriminar a Carlos)]

Esa proposicion contiene un cuantificador sobre una variable proposicional de orden 2 y por

tanto es una proposicion de orden 3.

Con esta argucia, la teoria ramificada de los tipos evita de manera efectiva que se
produzca la paradoja de EI Mentiroso. Cualquier version de esa paradoja involucra la
afirmacion de que la proposicion que satisface una cierta condicion es falsa, siendo la
afirmacion misma una proposicion que satisface la condicion. Por ejemplo: “Esta oracién es
falsa”. Se constata que si dicho ejemplo es verdadero entonces es falso, y si es falso entonces
es verdadero. Esta contradiccion se evita mediante la teoria ramificada de los tipos del

siguiente modo. La afirmacion solo puede referirse a proposiciones de cierto orden, de modo
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que solo para un n especifico se puede afirmar que la proposicion de orden n que satisface
cierta condicion es falsa. Pero la paradoja no puede empezar porque la oracién en negritas
expresa una proposicion de orden n+/ y aunque satisfaga la condicién exigida no es una

proposicién de orden n y, por tanto, no puede afirmar su propia falsedad.

3. 1. 2. Axiomatismo %

Esta escuela (también conocida como “conjuntismo”) no intenta desentrafiar la esencia del
conocimiento matemdtico. Mds bien, propone limitar los conjuntos mediante axiomas que
imposibiliten la aparicion de paradojas. Por ejemplo, reemplaza el axioma de
comprehensién® por el axioma de la separacién® que sostiene que para que una propiedad
pueda determinar un conjunto es necesario que se aplique a elementos de otro conjunto
preexistente cuya existencia esté asegurada de antemano. Asi, se logra frenar a la aparicién
de paradojas y, a su vez, admitiendo simultdneamente todos los axiomas, se pueden derivar

los teoremas caracteristicos de la teoria clasica de conjuntos.

% Si bien el axiomatismo no constituye una escuela de pensamiento filos6fico sobre los fundamentos
de la matemdtica sino que mds bien se perfila como una estrategia para resolver el tema de las
paradojas, consideramos que es justo colocarla al lado de las demds posturas siguiendo ciertos
canones establecidos. Asi, también Miré Quesada lo hace en Apuntes para una teoria de la razon
(1963: 52-53) y también Morris Kline en Matemdticas: la pérdida de la certidumbre. (2000: 295-
31D

®1 El axioma de comprehension sostiene que para cada condicion, existe el conjunto de las cosas que
satisfacen esa condicion. Formalmente, (3B) (Vx) (x€B < ¢(x)). Ejemplo: si algin objeto x
pertenece al conjunto de los gatos, se puede decir que “ser gato” se aplica al objeto x.

62 Bl axioma de separacin sostiene que para cualquier conjunto ya dado A y cualquier condicién
@(x), existe el conjunto de los elementos de A que satisfacen esa condicién. Formalmente, (VA) (3B)
(Vx) [xEB « (xEA A @(x))]. Ejemplo: si algin objeto x pertenece al conjunto de los gatos, se puede
decir que “ser gato” se aplica al objeto X y que el objeto x pertenece a un conjunto ya existente, el
cual podria ser el conjunto de los mamiferos.
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Zermelo creia que las paradojas de la teoria de conjuntos surgian debido a que Cantor
no habia restringido el concepto de conjunto. Zermelo esperaba, por consiguiente, que unos
axiomas claros y explicitos clarificarian lo que se entendia por conjunto y las propiedades

que los conjuntos debian tener. El buscaba en particular limitar el tamafio de los conjuntos.

Zermelo sostuvo que la paradoja solo se produce con algunos predicados, como los
que escogi6 Russell. Por ende, hay que concluir que no hay un conjunto que corresponda al
conjunto de los conjuntos que no son miembros de ellos mismos. Algunos predicados
determinan conjuntos, otros no. Es decir, hay un conjunto para cada predicado legitimo, pero
no para cada predicado. A partir de la teoria de conjuntos, definida en esta forma, se

construyen nuestras matematicas. %

El sistema de axiomas de Zermelo fue perfeccionado por Abraham A. Fraenkel.
Zermelo no habia distinguido entre la propiedad de un conjunto y el propio conjunto. La
distincién fue hecha por Fraenkel en 1922. Pero, en este caso solo presentaremos la propuesta

de Zermelo.

63 Asi, podemos afirmar que si se aceptan los axiomas de la teoria de conjuntos, se pueden construir
todas las matematicas sobre ellos. Por lo cual, la I6gica al estar subordinada a los axiomas de las
matematicas, no controlarfa lo que son o lo que hacen las matematicas. La l6gica es la gramatica del
lenguaje que usamos, un lenguaje que tuvo que existir antes de que se pudiera construir la gramadtica.
Este lenguaje viene dado por los axiomas de Zermelo.
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3. 1. 2. 1. Sistema de Zermelo

Segtn Cassini (2006: 192), en 1908 Ernst Zermelo publicé el articulo Investigaciones sobre
los fundamentos de la teoria de conjuntos en el cual presenta la primera axiomatizacion de
la teoria de conjuntos. Cierto es que después Fraenkel le agrega otros elementos de
consideracion pero para los fines de esta tesis solo interesa saber como estos axiomas le hacen
frente a la paradoja de Russell. De acuerdo a Beth (1975: 30) y Cassini (2006: 117-121), los

axiomas de la teoria de conjuntos de Zermelo son los siete siguientes.

1. Axioma de extensionalidad (o determinacion)

Expresion:

Si dos conjuntos tienen los mismos elementos entonces son iguales.

Formalizacion:

(VA) (VB) [(VX) (XEA < XEB) » A=B]

Interpretacion:

Si cada elemento de un conjunto A es a la vez elemento de un conjunto B y a la inversa, es
decir, si ACB y BCA, entonces siempre A=B. O mds brevemente: cada conjunto esta

determinado por sus elementos.

2. Axioma de los conjuntos elementales

Expresion:

(a) Existe el conjunto vacio @

(b) Si x es un elemento, existe entonces el conjunto {Xx} que contiene a x como Unico

elemento.
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(c) Para dos elementos cualesquiera x e y existe un conjunto A que contiene solo a x e y.
Formalizacion:

(@) (Vx) Fy) x &)

(b) (Vx) @y) [x € y A (V2) (zEy - 2= X)]

(c) (Vx) (Vy) (FA) (Vu) [u€EA © (u=x V u=y)]

Interpretacion:

(a) Hay un conjunto (impropio), el conjunto vacio @, que no contiene ningtn elemento.

(b) Si x es una cosa del dominio, existe un conjunto {x} que contiene a X y solo a x como
elemento.

(c) Si x e y son dos cosas del dominio, existe siempre un conjunto {x,y}, que contiene como

elementos ax ey.

3. Axioma de separacion (o especificacion)

Expresion:

Para todo conjunto A y para toda condicién ¢(x) existe un conjunto B cuyos elementos son
aquellos elementos x de A para los que se cumple @(x).

Formalizacion:

(VA) (3B) (¥x) [xEB & (XEA A @(x))]

Interpretacion:

Si el enunciado universal ¢(x) estd bien definido para todos los elementos de un conjunto A,
entonces A posee siempre un subconjunto B que contiene como elementos a todos los

elementos x de A para los cuales ¢(x) es verdadero, y solo a ellos.
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4. Axioma de conjunto potencia

Expresion:

Para todo conjunto A existe un conjunto B que tiene como elementos todos los subconjuntos
de A.

Formalizacion:

(VA) (3B) (VC) (CeB & CcA)

Interpretacion:

A cada conjunto A le corresponde un segundo conjunto B (el conjunto potencia de A) que

contiene como elementos a todos los subconjuntos de A, y solo a ellos.

5. Axioma de unién (o del conjunto suma)

Expresion:

Para todo conjunto A existe un conjunto B cuyos miembros son todos los miembros de los
miembros de A.

Formalizacion:

(VA) (3B) (V¥x) [x€B < (3C) (xeC A CEA)]

Interpretacion:

A cada conjunto A le corresponde un conjunto B (el conjunto unién de A) que contiene como

elementos a todos los elementos de los elementos de A, y solo a ellos.
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6. Axioma de eleccion

Expresion:

Para todo conjunto A cuyos miembros son disjuntos dos a dos y por igual distintos del
conjunto vacio, existe al menos un subconjunto de su conjunto unién que contiene un
miembro, y s6lo uno, de cada uno de los miembros de A.

Formalizacion:

(VA) [(VB) [BEA - (3x) (x€B A (VC) (CEA A C#£B) - ~3z (z€B A ze(C))] - (3ID) (VB)
(BEA = (3w) (Vv) [v=w & (veD A veB)])]

Interpretacion:

Si A es un conjunto, cuyos elementos son todos los conjuntos no vacios que no tienen
elementos en comun, la union contiene al menos un subconjunto, el cual tiene un y solo un

elemento en comun con cada elemento de A.

7. Axioma del infinito

Expresion:

Existe al menos un conjunto A que cumple las condiciones siguientes:

@ €A, x €A- [{x}EA.

Formalizacion:

(3A) [(® € A) A (VX) (x E A— {x}E A)]

Interpretacion:

El dominio contiene al menos un conjunto A, que contiene como elemento al conjunto vacio

y estd constituido de manera que, a cada elemento x le corresponde otro elemento de la forma
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{x}, o que junto con cada elemento suyo x también contiene como elemento al conjunto

correspondiente {x}.

Con esta axiomadtica se logra hacer frente a la paradoja de Russell. La paradoja de
Russell surgia, afirma Mosterin (1980: 25-26), de la aceptacion de los principios intuitivos
de que (a) para cada condicién existe el conjunto de las cosas que satisfacen esa condicién y
de que (b) todo conjunto es una cosa que puede ser elemento de otros conjuntos. Podemos
formular (a) como afirmando que para cualquier condicion @(X):

1. (3B) (Vx) (xEB & ¢(x)) Axioma de comprehension

Eligiendo como condicién ¢(x) la de no ser elemento de si mismo, X&x, obtenemos
2. (3B) (Vx) (XEB < x€&x) Ly* () 64

Llamando ‘Z’ a tal B resulta que

3. (VX) (XEZ & X€X) 2 Ejemplificacion existencial

Y sustituyendo x por Z se obtiene que

4. (ZEZ & 1L&7) 3 Ejemplificacion universal

Lo que constituye la contradiccion hallada por Russell.

La estrategia de Zermelo consiste en evitar que puedan aparecer en la teoria conjuntos
“demasiado grandes” que son los pueden dar lugar a contradicciones. Por eso, limita el
esquema de formacion de conjuntos a los elementos de algin conjunto ya dado B, por tanto,

inofensivo. Asi, pues, el esquema axiomatico de formacion de conjuntos (es decir, el axioma

64 * Corresponde a la expresién: ¢(x) =X € X.
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de separacidn) dice ahora que para cualquier conjunto ya dado Ay cualquier condicién @(x),
existe el conjunto de los elementos de A que satisfacen esa condicion.

1. (VA) (3B) (¥Vx) [xEB < (XEA A @(x))] Axioma de separacion

2. (3B) (Vx) [XEB & (XEA A @(x))] 1 Ejemplificacién universal

A partir de esto, la paradoja de Russell ya no se puede obtener, pues por la misma inferencia

de antes lo que ahora resulta es

3.(3B) (Vx) [XEB & (XEA A X € X)] 2y * (D
4.(VX) [XEZ & (XEA A X € X)] 3 Ejemplificacion existencial
5.Z€Z o (LEA NZEZ) 4 Ejemplificacién universal

Lo cual ya no es ninguna contradiccion, pues lo que ahora se sigue es
6. ZEA NZE7Z 5 Definicién del bicondicional, Absorcion
es decir, que el conjunto de los elementos de A que no son elementos de si mismos (a saber,

Z) no es elemento de A ni de si mismo.

Ahora, debemos considerar la cuestion de si esta axiomatizacion se deshace de todas
las paradojas de la teoria de conjuntos. Pero, parar lograr dar respuesta definitiva a esta
cuestion tendriamos que tener una prueba de consistencia lo que, por el segundo teorema de
Godel®, no puede hacerse. Por lo tanto, siguiendo a Beth, tendremos que conformarnos con
poner de manifiesto que son eliminados los argumentos que en la version original de Cantor
de la teoria de conjuntos daban lugar a paradojas, gracias a las restricciones implicitas en
axiomatizaciones como la de Zermelo. Es decir, este sistema no logra ofrecer una garantia

indubitable contra el hallazgo de ‘nuevas’ paradojas. Los conjuntistas piensan que no se

65 Presentaremos los teoremas gddelianos en la seccion dedicada al ‘Platonismo’ de Godel.
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pueden obtener paradojas porque se ha construido una jerarquia de conjuntos que evitaba la
ambigiiedad. Pero, como hemos dicho, la consistencia de la teoria de conjuntos no ha sido
demostrada ni podra serlo. Segun Poincaré: “Hemos puesto una cerca alrededor del rebafio
para protegerlo de los lobos, pero no sabemos si dentro de la cerca han quedado encerrados

algunos lobos”. (Beth, 1975: 30-31)

3. 1. 3. Intuicionismo

Esta escuela expone una versién del constructivismo®® y tiene como representantes a L. E. J.
Brouwer y A. Heyting. Este grupo de pensadores imputa la existencia de contradicciones al
manejo ciego del método 16gico; este solo nos ofrece garantia donde lo hemos probado
largamente, pero cuando nos salimos de esos dominios y entramos al dominio de lo
transfinito la aplicacién de este instrumento nos hace caer en error. Por ello, la intuicién es
la que debe juzgar, en dltima instancia, la validez misma de las reglas 16gicas; de manera que
si siempre le da uno la prioridad debida, ya no nos expondremos a antinomias (Blanché,
1965: 74). Es decir, para deshacerse de las paradojas, el intuicionismo sostiene que basta una
vuelta al punto natural de partida del pensamiento matematico y una adecuada adaptacion

del lenguaje matemético respecto del pensamiento matemdtico (Beth, 1975: 28).%7 Para un

% El constructivismo en la fundamentacién de las matematicas surge a principios del siglo XX a raiz
de la llamada crisis de la teoria de conjuntos. Sus variantes concuerdan en cuanto a la exigencia de
que las demostraciones matematicas sean constructivas, pero disienten en cuanto a la amplitud que
conceden a este concepto. Asi, el intuicionismo de Brouwer adopta una idea de construccién muy
peculiar que excluye ciertos teoremas centrales del analisis clasico (por ejemplo, “Toda funcidn real
acotada por arriba tiene una cota superior minima”), pero permite demostrar otros que para este son
falsos (por ejemplo, “Toda funcion real definida en el intervalo cerrado [0,1] es uniformemente
continua”).

67 Curiosamente, hay algo intuitivamente atractivo en la teoria de los tipos ya expuesta, pues se hace
eco de la idea constructivista de que las entidades abstractas existen porque nosotros las construimos;

143



intuicionista una construccion es una entidad mental y en ningin caso se pueden identificar
con entidades lingiiisticas como lo sugiere la 16gica clésica. El conocimiento matemético se
basa en la aprehension -que antecede cualquier lenguaje o logica- de algunos conceptos

matematicos basicos dados por intuicion.

Siguiendo a Scruton (1999: 387), podemos afirmar que el intuicionismo considera
que la unica concepcion de la verdad matematica es la idea de prueba o demostracion. Las
teorias matemadticas son nuestros constructos intelectuales y, por lo tanto, nunca nos va a
conducir a objetos que existan en forma independiente de nuestra actividad. Todo lo que hay
es la prueba. Asimismo, los nimeros no existen hasta que se los “construye”, a través de
operaciones que los generan en un nimero finito de pasos. Todo objeto matematico es
considerado producto de la mente humana, y, por ende, la existencia de un objeto es
equivalente a la posibilidad de su construccién. No hay nimeros alld afuera, a la espera de
ser descubiertos (como Platén afirmaba); todos los nimeros que existen estdn contenidos en
los libros y articulos de los matemadticos que ofrecen una prueba constructiva. Decir que los
nimeros existen es decir que hay pruebas vdlidas implicando numerales. Esto,
evidentemente, contrasta con el enfoque cldsico, que formula que la existencia de un objeto
puede ser demostrada refutando su falsedad. Para los intuicionistas esto no es valido, pues la
refutacion de la falsedad de un objeto matematico no significa que es posible hallar una
prueba constructiva de su existencia. En otras palabras, tal y como afirma Mir6 Quesada:

“(...) La concepcion intuicionista [de la verdad] es un tipo de concepcion epistémica. La
concepcion epistémica de la verdad consiste en afirmar que la verdad no puede separarse de

por lo tanto, para no hacer algo sin sentido, se debe tener cuidado de cémo las construimos. Las clases
con miembros de distinto nivel logico sufren del mismo defecto que las oraciones “La existencia
existe” o “El concepto de caballo es un caballo”: estos aplican subrepticiamente conceptos a si
mismos, mds que a las cosas que dependen de ellos. (Scruton, 2003: 393)
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su conocimiento (...). Para un intuicionista una proposicién matematica, digamos, aritmética,

F(m) solo es verdadera si se ha construido. Construir una proposicion es, precisamente,

disponer de un método que permita, en un numero finito de pasos, fundados en evidencias,

saber que m tiene la propiedad F. Si se construye F(m), se sabe que F(m) es verdadera (...).

Para la concepcién epistémica de la verdad, la construccién de F(m) es condicién suficiente

y necesaria de la verdad de F(m). (...)” (Mir6 Quesada, 1982: 122-123)

Asi, esta posicion filoséfica se basa en la intuicion primordial de los nimeros
naturales, donde cada uno de esos nimeros puede, a partir del 1, ser “construido” agregando
1 al anterior. Asi, el resto de la matematica puede (y debe) ser construida de forma explicita
y rigurosa, lo que requiere un método claro y preciso. Solo entidades cuya existencia (positiva
o negativa) haya sido demostrada de tal manera, o por medio de tal método, tienen validez

matematica. Se podria decir que, desde el punto de vista intuicionista, las verdades

matematicas no se descubren, se crean, se construyen.

Ahora bien, una proposicion matematica es verdadera solo si hay una prueba de ella;
en forma similar, es falsa solo si hay prueba de su negacién. Pero, ;qué ocurre si no hay
pruebas para ninguna de las dos alternativas? Esta seria indecidible y tendriamos que romper
con el principio del tercero excluido (PTE). Como ejemplo, tenemos la conjetura fuerte de
Goldbach:

-Todo niimero par mayor que 2 puede expresarse como la suma de dos niimeros primos.®®

68 Algunos, mds informados, pensardn que esta conjetura ya ha sido resuelta, pero hay que recordar
que la que ha encontrado solucién es la conjetura débil de Goldbach, la misma que afirma lo siguiente:
“Todo numero impar mayor que 5 puede expresarse como suma de tres nimeros primos”.
Precisamente, el matemadtico peruano Harald Helfgott ha publicado dos trabajos en los afios 2012 y
2013 mediante los cuales se ha podido demostrar incondicionalmente la conjetura débil de Goldbach.
De este modo, la conjetura queda demostrada después de 271 aios. Asi, dicha conjetura pasa a ser un
teorema, es decir, un enunciado que es deducible a partir de los axiomas correspondientes, empleando
reglas de inferencia.
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Al respecto de este, no se puede probar ni su afirmacién ni su negacion, es decir, no tenemos
una prueba de su verdad o falsedad. Otro ejemplo, seria el siguiente propuesto por Palau:

“Supongase que se quiere probar la siguiente afirmacion: Sea p cualquier niimero primo y N
cualquier niimero natural; entonces p divide a N°, si y solo si p divide a N. Si se acepta el
Principio del Tercero Excluido, deberia poder probarse que para cualquier valorde py N, la
afirmacidn en cuestion puede decidirse bajo cualquier de las dos siguientes suposiciones: (i)
p divide a N y (ii) p no divide a N. Pero resulta que en este caso no se puede probar el
problema bajo ninguna de las dos suposiciones. Luego, pensar el problema tomando el PTE
como valido induce a pensar que el problema tiene solucién, cuando en realidad no la tiene
y, por ello, el PTE no est4 justificadamente aplicado.” (Palau, 2002: 82-83)%

Lo reafirmamos: para los intuicionistas un ente cualquiera es valido si y solo si puede
ser construido por medio de un procedimiento especificado y con un ndmero finito de pasos
o operaciones. Pero, ;cudl procedimiento especifico y finito puede generar el infinito?
Cualquier procedimiento que escojamos solo nos dard algin ndmero concreto.
Consecuentemente, el infinito intuicionista es solo potencial, a diferencia del infinito actual

(de cufio cantoriano) que lo concibe como una totalidad completa y acabada.

De esta manera, el intuicionismo elimina la vertiginosa metafisica a la que pareciera
someternos el platonismo. A la vez, también proporciona una explicacion inteligible sobre la

naturaleza a priori de las matematicas tal y como la dio Kant. Es decir, las proposiciones

% Del texto de Pifiero (2012: 39) podemos poner otro ejemplo. Sea 7 = 3,14159265.... De este
ndmero sabemos que es un nimero irracional de infinitas cifras decimales no periddicas. Ahora,
definamos el niimero p de la siguiente forma:

a) Si aparece entre los digitos de m alguna vez una secuencia de exactamente quince ceros seguidos,
entonces p es el digito (distinto de cero) que se sigue inmediatamente después de la primera aparicién
de esos quince ceros.

b) Si nunca aparecen exactamente quince ceros seguidos, entonces p vale 0 (cero)

Es preciso decir que hasta la fecha no se ha detectado una seguidilla de quince ceros entre los digitos
calculados de m.

Con respecto a esto, existe p?

Para los intuicionistas, no existe p, pues la definicién indicada no es constructiva. Ademas, dado que
p no existe ni es un nimero, entonces no tiene sentido la afirmacion “p+1=9”, por poner un caso.
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matematicas se conocen a priori porque nosotros mismos somos sus autores. Sabemos tanto
de nimeros, y en forma tan infalible, porque las verdades respecto a ellos se crean por las

pruebas que llevan a ellas.

En resumen, para Mario Bunge (1996: 66-101), las tesis principales del intuicionismo
son las siguientes:

“1) Las leyes de la 16gica no son a priori ni eternas (...). Son hipdtesis que el hombre formulé
al estudiar el lenguaje por medio del cual expresaba su conocimiento de conjuntos finitos de
fenémenos. Por consiguiente, las leyes de la l6gica no deben considerarse como principios
reguladores inmutables, sino como hipétesis corregibles que pueden fallar en relacién con
nuevos tipos de objetos, por ejemplo, los conjuntos infinitos.

(...)

2) La matemaética es un producto del espiritu humano. Como tal, es una disciplina pura, es
decir, independiente de la experiencia, aunque puede ser aplicada a la experiencia; ademas,
la matemadtica es auténoma, es decir, independiente de las otras ciencias y, en particular, de
la l6gica.

(...)

3) Los signos matematicos no son vacios sino que designan objetos matematicos, y estos son,
a su vez, objetos mentales (conceptos y juicios) que de alguna manera reflejan los fenémenos.
En otras palabras, los objetos matematicos, lejos de existir por si mismos (...), constituyen
“campos de posibilidades constructivas”, y las leyes matematicas son leyes a priori de la
naturaleza.

..

4) Puesto que la matemadtica no deriva de la logica ni de la experiencia, debe tener su fuente
en una intuicién especial que nos presente los conceptos e inferencias basicos de la
matemdtica como inmediatamente claros y seguros. “Una construcciéon matematica debe ser
tan inmediata a la mente, y sus resultados deben ser tan claros, que no requiera fundamento
alguno” [Heyting]. En consecuencia, debemos elegir como nociones basicas a las mas
inmediatas, tales como la de nimero natural.

(...)

5) La unica técnica admisible de demostracion de teoremas de existencia es la construccién
efectiva, porque nos permite “ver” de qué se trata. En cambio, la demostracion de que la
afirmacién que contradice la que se quiere probar lleva a contradiccién, es decir, la técnica
de la demostracién indirecta, no hace otra cosa que sefialar una posibilidad de existencia o de
verdad, sin garantizarla. Ahora bien, la construccién explicita o efectiva es posible, por
definicién, solo con procedimientos finitistas, esto es, por medio de un ndmero finito de
signos y operaciones, como el célculo del cuadrado de un nimero, o la aplicacién del
principio de induccién matematica o completa. Por consiguiente, todas las proposiciones que
involucren clases infinitas consideradas como totalidades (...) deben eliminarse o
reconstruirse [al igual que] las expresiones “para toda clase”, “la clase de todos los primos”,
“la clase de todas las clases” y también los teoremas que se demuestren de una manera
esencialmente indirecta (como ocurre con la mayor parte de los teoremas en la teoria de
conjuntos de Cantor).

(..)
147



6) Solo existe el infinito constructivo o potencial. El infinito actual o completo, la coleccion
infinita considerada como dada o establecida que se estudia en la teoria de los conjuntos de
Cantor, es una ilusién: no existe, puesto que no es construible.

(...)

7) La ley del tercero excluido debe ser suspendida (no eliminada). No es una proposicién
evidente ni demostrada, y como auxiliar metodolégico es incompatible con el principio de
constructividad o positividad (...), puesto que una proposicién es verdadera solo si ha sido
demostrada constructivamente; de otro modo, puede no solo ser falsa, sino también no
decidida (por el momento) o aun esencialmente indecidible.” (Bunge, 1996: 66-101)

3. 1. 3. 1. Légica intuicionista

Segun Garrido (2005: 527-528), en 1908 Brouwer publicé un ensayo titulado: La no
fiabilidad de los principios de la logica. Al respecto, Weyl afirm6 lo siguiente: “la logica
clasica ha sido abstraida de la matematica de conjuntos finitos. Alguien que olvid6 este
limitado origen ha cometido después el error de otorgarle prioridad y superioridad sobre toda
la matemadtica, y finalmente la aplicé, sin justificacion, a la matematica de los conjuntos

infinitos”.

Asi, Brouwer puso en tela de juicio principios de la ldgica y la matematica clasica
cuya verdad se consideraba evidente. Uno de ellos es el principio del tercio excluido:
AV ~A. Supongamos que nos piden decidir la verdad de la siguiente proposicion: “Algunos

niimeros impares son perfectos’?”. Dado que hasta el presente no se conoce ningtin niimero

0 Un niimero perfecto es un nimero natural que es igual a la suma de sus divisores propios positivos.
Asi, 6 es un nimero perfecto porque sus divisores propios son 1,2y 3;y 6 =1 + 2 + 3. Los siguientes
nimeros perfectos son 28, 496 y 8128.

28=1+2+4+7+14

496=1+2+4+8+16+31+62+ 124 +248

8128=1+2+4+8+16+32+ 64 + 127 + 254 + 508 + 1016 + 2032 + 4064

Hasta ahora los nimeros perfectos encontrados son pares, sin embargo, permanece como una cuestion
abierta la de saber si existen nimeros perfectos impares. Otra cuestion semejante es la de saber si
existen infinitos nimeros perfectos, pues hasta el presente afio 2016 solo se han hallado 49 ntimeros
perfectos.
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impar que tenga esa propiedad ni ningtin procedimiento para averiguarlo, y dado que no nos
es posible recorrer, examinando uno por uno, la serie de los nimeros naturales, el
intuicionista juzga aventurado decir de la citada proposicion que es verdadera o falsa. Del

mismo modo, los intuicionistas rechazan la ley 16gica de la doble negacién (~~A—A).

También, los intuicionistas desconfian del uso generalizado de las pruebas de
existencia por reduccién al absurdo. A decir de Cassini (2006: 50), en el intuicionismo la
regla del absurdo solo puede usarse para probar conclusiones negativas, es decir, para refutar
proposiciones (la regla adopta la siguiente forma [A— (BA ~B)]— ~A). En cambio, no
resulta aceptable para establecer conclusiones positivas, puesto que en este caso hace uso de
leyes clésicas rechazadas por los intuicionistas (en efecto, la regla [~A— (BA ~B)]—A
asume la ley de la doble negacién). Una prueba realmente véalida de existencia en matematica
debe ser constructiva. Esto implica aducir un caso existente o, en su defecto, un método o
procedimiento que permita construirlo, de la misma manera que la demostracion real de que
en una isla hay un tesoro no se efectiia deduciendo un absurdo de su negacion sino mostrando

ese tesoro o aduciendo un mapa o un conjunto de instrucciones que conducen a encontrarlo.

Entonces, al rechazar estas leyes se cambia y altera drasticamente la 16gica clasica.
De acuerdo a Gamut:

“(...) La intencién de Brouwer era eliminar de la matematica lo que consideraba presupuestos
metafisicos concernientes a la naturaleza de los objetos matematicos y fundar la disciplina en
nuestras intuiciones acerca de los niimeros naturales. Si, junto con Brouwer, se tiene la
opinién de que todos los objetos mateméticos son creacién de la mente humana, entonces no
se aceptard una prueba de que es imposible que no haya un objeto que tenga la propiedad A
como prueba de que hay algin objeto con la propiedad A. (...) De acuerdo con una
terminologia mds moderna, es el razonamiento constructivo (en matemdtica) el que queda
formalizado por la logica intuicionista” (Gamut, 2006: 147)
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Enseguida, en base a Mosterin y Torreti (2010: 357-358), presentaremos la 16gica
intuicionista propuesta por Heyting. Sin embargo, lo que expondremos serd solo el calculo
axiomdtico para la légica proposicional que consta de la regla de inferencia del Modus
Ponens y de los siguientes esquemas axiomaticos:

Lo—-(pne)

2.(pAY) > (WA Q)

3. (=) = ((eAp) > (WAP))

4 (=)= W—=p) = (@—p)
5.9 - (9~ )

6. (@A (p—-U) >

7.9y ->WVe)

8. (V) > (WVe)

9.((¢=>p AW —=p)) = ((eV) = p)
10. ~¢ = (¢ = ¥)

1. (¢ =P A (@ > ~P)) -~

3. 1. 4. Formalismo

El formalismo fue planteado por David Hilbert. Esta escuela naci a raiz de los éxitos
obtenidos por su axiomatizacion de la geometria en 1899 en su obra Fundamentos de la
Geometria. Ahora bien, es importante sefialar que la corriente formalista se ha constituido
por oposicién al intuicionismo, para poner de relieve el aspecto hipotético, formal y

convencional de la matematica. Una consecuencia de esto ha sido el surgimiento de un
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enfoque que practicamente desvanece la distincidn entre axioma y postulado, lo que conduce,
entre otras cosas, a prescindir del enunciado “es verdadero” como predicado de un axioma,
y a restituir un cierto grado de libertad al momento de considerar de qué axiomas se parte, en
la medida en que estos tan pronto como pueden ser admitidos, pueden ser, del mismo modo,
rechazados o substituidos por otros. Asimismo, vuelve a reclamar la validez del principio del
tercio excluso. A su juicio, quitarles a los matematicos el principio del tercio excluso es como
prohibir el telescopio a los astronomos y el uso de sus pufios a los boxeadores. Por ende,
negar los teoremas de existencia que utilizan el principio del tercio excluso es tanto como

renunciar de golpe a la ciencia de las matematicas.

El formalismo de Hilbert consideraba que toda la matemética podia ser axiomatizada.
Precisamente, el programa de Hilbert era el proyecto de axiomatizar todas las teorias de la
matemadtica en un lenguaje completamente formalizado, y demostrar que los sistemas
resultantes eran consistentes. Las pruebas de consistencia debian ser absolutas y susceptibles
de ser verificadas concluyentemente en un nimero finito de pasos (es decir, ser finitistas). El
ideal de Hilbert consistia en obtener para cada rama de la matematica un sistema axiomatico
formalizado que fuera a la vez consistente, completo e independiente (esto es, que sus

axiomas no se deduzcan de otros). (Cassini, 2006: 52)

El denominado ‘programa hilbertiano’ consistia en unir la formalizacién axiomatica
con el rigor constructivo de la siguiente manera: en un primer momento, la matemética
clasica es formalizada y axiomatizada; en un segundo momento, se procura obtener sistemas

consistentes recurriendo solo a métodos finitos o constructivos, siendo una prueba de que el
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sistema formal axiomdtico resultante (que queda desprovisto de significado) esta libre de

contradiccion.

Al estudio de los sistemas formales con vistas a obtener la demostracion de su
consistencia lo llamé Hilbert metamatemdtica o teoria de la prueba. Esto implica la
distincién entre teorfa intuitiva, teorfa formal y metateoria. La teorfa intuitiva’! es la que va
a ser formalizada. La teoria formal expresa en un lenguaje formal puro los contenidos de la
teoria intuitiva. Finalmente, la metateoria investiga desde un metalenguaje y con métodos

constructivos esa teoria formalizada.

Asi, surge la teoria de la demostracién (o metamatemadtica) la cual es una rama de la
l6gica matematica que trata a las demostraciones como objetos mateméticos, facilitando su
andlisis mediante técnicas matemadticas. Las demostraciones suelen presentarse como
estructuras de datos que se construyen de acuerdo con los axiomas y reglas de inferencia de
los sistemas 16gicos. En este sentido, la teoria de la demostracion se ocupa de la sintaxis del

sistema en cuestion. De acuerdo a Manzano y Huertas:

“La teoria de la prueba (...) naci6 con el denominado programa de Hilbert. La idea de Hilbert
era la de explotar al mdximo la naturaleza finita de las pruebas para proporcionar una
fundamentacién de la matematica. Podria resumirse su concepcion diciendo que preconizaba
una axiomatizacion de las teorias matematicas de la que pudiera probarse su:

1. Consistencia. Es decir, que nunca se podrd demostrar como teoremas de la teorfa una
sentencia y su negacion.

2. Completud. Es decir, que cada sentencia —del lenguaje en el que se axiomatizoé la teorfa-
sea ella misma o su negacién un teorema de la teorfa axiomadtica.

! Una teorfa intuitiva puede entenderse como una teorfa en la que no hay axiomas y tampoco existe
una manera rigurosamente formal de extraer teoremas a partir de ellos. Digamos que una teoria
intuitiva es aquella en la cual a partir de proposiciones aceptables se busca deducir otras proposiciones
también aceptables a través de procedimientos aparentemente sanos.
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3. Decidibilidad. Es decir, que exista un procedimiento efectivo mediante el cual, en un
ndmero finito de pasos, se determine si una sentencia del lenguaje es o no un teorema de la
teoria.” (Manzano y Huertas, 2004: 389)

Para Hilbert, la teoria de la demostracion aborda la cuestion de la consistencia
mediante dos niveles a tomar en cuenta. Por un lado, el nivel matematico, tal y como queda
representado dentro del sistema formal. Por otro lado, el nivel metamatemaético, un nivel de
discurso en el que se habla de las matemaéticas axiomatizadas. En este nivel se procederia a
probar la consistencia mediante una serie de técnicas que estudiarian el sistema formal desde
fuera, desconectandolo de cualquier significado numérico o relacionado con el infinito,
simplemente como cadenas finitas de signos primitivos a partir de los cuales se pueden
generar férmulas y demostraciones de acuerdo a ciertas reglas predefinidas. Las
proposiciones que se refieren a este esqueleto formal, a esta aritmética vaciada de significado,
son las proposiciones metamatematicas, que no se formulan en el lenguaje objeto sino en el
metalenguaje. Es algo asi como el espaifiol cuando se usa en una clase de inglés para ensefiar
los matices de uso de alguna palabra extranjera. La pregunta por la consistencia en
matematicas o, equivalentemente, la pregunta de si la formula 0#0 es demostrable era, en
suma, como preguntar si una determinada posicion de ajedrez es legal, es decir, si es posible
llegar a ella partiendo de la situacion inicial de la partida y de las reglas del movimiento de
piezas. Para responder, uno no juega al ajedrez sino que reflexiona sobre el propio juego de
ajedrez (Madrid, 2013: 151-152). Asi, mediante la metamatematica, Hilbert pretendia lograr
demostraciones definitivas construyendo un sistema de signos formales, vacios de
significados, con reglas manifiestas de como manipular estos signos. Asi, se derivan teoremas
a partir de axiomas mediante combinaciones y transformaciones signicas de acuerdo a reglas

de operacion que funcionan bajo el principio de un razonamiento explicito.
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Mientras que el platonismo’> mantenia que la exactitud de la matemética descansaba
en un reino celestial, y el intuicionismo en la mente humana, el formalismo hilbertiano la
anclaba al papel escrito. Asi, la matemadtica podria ser vista como un juego de notaciones
carentes de significado, como una hilera de signos sobre el papel, vacios de sentido, pero
consistentes con ciertas reglas, como las del ajedrez, para manipularlos (Madrid, 2013: 141).
Escribe Hilbert:

“(...) Entendemos aqui por signo algo cuya forma es independiente del espacio y del tiempo,
asi como de las condiciones especiales en las que se produce, de las variaciones
insignificantes en su trazado y que, en general y de la manera segura, puede ser identificado.
El enfoque que consideramos adecuado y necesario para la fundamentacién no solo de las
matemadticas puras, sino en general de todo pensamiento, la comprensién y la comunicacién
cientificas, puede entonces expresarse en una frase diciendo: en un principio era el signo”
(Hilbert, 1993: 45)

Asi, el programa de Hilbert consiste en construir la ciencia objetiva de la matematica como

un sistema légico-formal puro, cuya condicién fundamental es la ausencia de contradiccion,

prescindiendo de todo tipo de contenido cual si fuera un sistema formal vacio. Asi pues,

considera que el lenguaje matemaético, puede reducirse a operar con signos.

Se puede comprender mejor el razonamiento de Hilbert considerando una analogia.
Los ndmeros irracionales no tienen significado intuitivo como tales nimeros. Aunque
podamos introducir longitudes cuyas medidas sean irracionales, las propias longitudes no
proporcionan ningtn significado intuitivo a los nimeros irracionales, pero ellos son
necesarios incluso para las matemadticas elementales. Hilbert hizo la misma observacién al

respecto de los nimeros complejos. Estos no tienen contrapartidas reales inmediatas, pero

2 El platonismo es la postura tradicional de la filosoffa de las matematicas que las consideraba como
originadas en un mundo aparte poblado de objetos ideales, perfectos y eternos. Veremos en la
siguiente seccién como esta antigua postura resucita con Godel.
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hacen que sean posibles teoremas generales como el de que toda ecuacién polinémica de
grado n tiene exactamente n raices. Independiente de que los simbolos representen o no
objetos con un significado intuitivo, todos los signos y simbolos de conceptos y operaciones
estdn libres de significado. Para el propdsito de los fundamentos, los elementos del
pensamiento matemdtico son los simbolos y las proposiciones, que son combinaciones o
cadenas de simbolos. Asi, se lograba la certeza al precio de tratar a la matemética como

simbolos vacios de significado.

3. 1. 5. Platonismo

El, llamado también objetivismo, es el nicleo de la filosofia gddeliana de la matematica.
Consiste en la creencia de que los objetos y conceptos matemaéticos (las entidades referidas
por los simbolos matemadticos), asi como los hechos matematicos (los expresados por las
proposiciones matematicas), no son de nuestra creacion, sino que existen objetivamente con
total independencia de la existencia y el funcionamiento de nuestra mente. Escribe Pifieiro:

“El platonismo sostiene que los objetos matematicos tienen una existencia objetiva, y que el
trabajo de los matematicos consiste en descubrir las caracteristicas de esos objetos. El
nombre, desde luego, proviene de Platén, quien afirmaba que nuestras percepciones son
solamente el reflejo deformado de una realidad superior que existe en el “mundo de las ideas”.
En ese mismo mundo de las ideas habitarian los objetos que los matematicos investigan;
aunque dentro del platonismo matematico hay diferentes matices, esa es la idea esencial”
(Pifieiro, 2012: 150)

Es decir, los objetos y conceptos tratados por las matematicas no son simples invenciones
existentes Unicamente en la mente de los matematicos, sino que son realidades ingénitas,
universales, inmateriales, imperecederas, inmutables y atemporales. Por ende, tanto los

“objetos matematicos” (numeros, figuras geométricas, etc.) como las leyes matematicas no
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se inventan, sino que se descubren. Por ejemplo, los axiomas de la teoria de conjuntos lejos
de crear el concepto de conjunto lo desarrollan y este seria anteriormente dado a nuestra
percepcidn de lo abstracto o intuicién matemadtica. Segtin Godel:

“Me parece que la asuncion de tales objetos es tan totalmente legitima como la asuncion de
cuerpos fisicos, y existen las mismas razones para creer en su existencia. Son necesarios para
obtener un sistema satisfactorio de matemaética en el mismo sentido en que los cuerpos fisicos
son necesarios para una teoria satisfactoria de nuestras percepciones sensibles, y en ambos
casos es imposible interpretar las proposiciones que uno desea afirmar acerca de tales
entidades como proposiciones acerca de “datos”, esto es, las percepciones sensibles que
realmente tienen lugar”. (Godel, 1990: 128)7

Aunque es cierto que las proposiciones matemdticas no dicen nada sobre la realidad espacio-

temporal tienen, sin embargo, un contenido objetivo que radica en que dicen algo sobre

relaciones objetivas entre conceptos objetivos. (Rodriguez, 2007: 178)

Se puede comprender mejor al platonismo, repasando la postura opuesta, es decir, la
del formalismo. Esta sostiene que la matemadtica es simplemente una creacién humana,
similar en ciertos aspectos a la musica. La matematica es, esencialmente, un juego lingiiistico
(un juego sintictico) en el que hay ciertos puntos de partida, que son los axiomas, y ciertas
reglas 16gicas que permiten operar a partir de ellos. El trabajo del matematico consistiria
entonces en descubrir hacia dénde nos llevan las reglas del juego (algo no muy diferente en
el fondo al trabajo de un ajedrecista que busca la jugada 6ptima en una cierta posicién).”*

Finalmente, se puede decir que mientras que el formalismo afirma que los objetos

matematicos no existen por si mismos, y tienen propiedades que los matemadticos les

3 Hemos recogido la traduccién de Rodriguez.
4 Hay que agregar que el formalismo reduce a las mateméticas a férmulas sin significado con el
claro objetivo de probar su consistencia, completud entre otras propiedades.
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atribuyen; el platonismo mantiene que los objetos matemaéticos existen por si mismos, y los

matematicos descubren sus propiedades.

En la conferencia “Gibbs”, Godel afirma que la matemadtica es inagotable, de modo
que no podemos hacer matematica sin recurrir a la intuicién, que no puede reemplazarse por
métodos puramente algoritmicos. Los conceptos y hechos matematicos son objetivos, y la
mente humana puede percibirlos de una forma que ninguna maquina finita podria (Rodriguez,
2007: 179). Asi pues, puesto que conocemos muchas proposiciones sobre nimeros naturales
que son verdaderas, y como estamos convencidos de que muchas conjeturas relacionadas con
ellos tienen sentido, entonces deben existir hechos objetivos sobre los nimeros naturales y
tales hechos deben referirse a objetos que son inmutables en el tiempo. La logica y la
matematica deben tener un contenido real, que puede verse estudiando teoria de ndmeros,

donde hallamos hechos que son independientes de las convenciones arbitrarias.

Godel en The modern development of the foundation of mathematics in the light of
philosophy empieza por dividir las tendencias filoséficas en derecha (espiritualismo,
teologia, metafisica) e izquierda (escepticismo, materialismo, positivismo) y sefiala que la
evolucidn de la filosofia desde el Renacimiento ha ido en la direccién de derecha a izquierda.
La matematica ha sido una excepcion, pero las dificultades causadas por las paradojas de la
teoria de conjuntos han sido usadas como pretexto para moverse también aqui hacia la
izquierda. Sin embargo, esas dificultades han sido exageradas. Las antinomias de la teoria de
conjuntos ya han sido resueltas de un modo completamente satisfactorio y casi obvio para

cualquiera que entienda la teorfa. La certeza de la matematica debe conseguirse no mediante
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la manipulaciéon de simbolos sino mediante el cultivo del conocimiento de los conceptos

mismos. (Mosterin, 2000: 274)

Para Godel, el intento russelliano de restringir las clases mediante las teoria de los
tipos solo lleva al fracaso. Las entidades abstractas son imprescindibles. Las clases y
conceptos son objetos reales, que nosotros no construimos sino que nos limitamos a describir.
Por este motivo, Godel no rechaza las definiciones impredicativas y critica el principio del
circulo vicioso de Russell pues no posibilita la reduccion de la matematica a la 16gica y frena
el desarrollo de gran parte de la matemética moderna (Mosterin, 2000: 266). Es més, en 1946,
Godel sostuvo que las paradojas conjuntistas no deben hacernos dudar de la realidad de los
conjuntos matematicos mds de lo que las ilusiones Opticas nos hacen dudar de la realidad de

los objetos fisicos. (Mosterin, 2000: 271)

Godel, con su famosa prueba metamatematica sostiene que no puede haber una
prueba de lo completo de la aritmética que permita también probar su consistencia y
viceversa’. En un sistema de axiomas que sea suficiente para generar la aritmética, no se
puede saber al mismo tiempo si es consistente y completo. Luego, puede haber férmulas de
la aritmética que son verdad, pero que no pueden ser probadas. Pareciera deducirse a partir

de esto que no hay un sistema 16gico, por refinado que sea, que resulte suficiente para generar

5 El primer teorema de incompletud de Godel (1931) demuestra que la aritmética elemental no puede
ser completamente axiomatizada en el sentido de completud deductiva, es decir, no puede
axiomatizarse de modo consistente y completo. El segundo teorema dice que si una teoria aritmética
T es consistente, entonces la consistencia de T no puede probarse en T, es decir, es imposible
demostrar la consistencia de una teoria o sistema formal que incluya la aritmética elemental con los
propios recursos de la teoria. Es decir, la consistencia de una teorfa aritmética no puede probarse con
sus propios medios.
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todo el rango de las verdades matematicas. También, se deduce que no podemos tratar a las
matematicas como lo hubiera deseado Hilbert, a saber, como simples hileras de férmulas que
se pueden probar. Pero, no solo esto podemos colegir. Escribe Pifieiro:

“(...) en la conferencia Gibbs de 1951, Gddel sostuvo que sus teoremas de incompletud
demostraban la validez del punto de vista platonista. Veamos, en un apretado resumen, cudl
era el argumento de Godel. Todos tenemos en nuestra mente una intuicién de qué son los
nimeros naturales, entendemos cémo se definen sus operaciones fundamentales y cudles son
sus propiedades basicas. Percibimos, por ejemplo, que multiplicar 8 por 5 se equipara a la
operacion “fisica” de formar ocho columnas con cinco objetos cada una (...).

Tenemos, en consecuencia, un “modelo mental” de los nimeros naturales, de esos entes, 0
esa estructura que los matematicos estudian. Por otra parte, el primer teorema de incompletud
demuestra que ese modelo no puede ser completamente caracterizado por métodos
sintacticos, es decir, si nos limitamos a los métodos sintdcticos de razonamiento, siempre
habra verdades inalcanzables. Los métodos sintdcticos de demostracidn son insuficientes para
abarcar todas las propiedades de ese modelo que, semdnticamente, somos capaces de
comprender. Esto implica, segin Godel, que ese modelo mental, esos entes que llamamos
“numeros naturales”, con todas sus propiedades o relaciones mutuas, existe en una realidad
platénica que se encuentra mas alla de la mera lingiiistica”. (Pifieiro, 2012: 152-153)"

Si las matemdticas fueran enteramente hipdtesis existentes tan solo en nuestras mentes,
cualquier verdad matematica podria ser formulada y demostrada, cosa imposible por los
teoremas godelianos. Por el contrario, si los conceptos matematicos son preexistentes la tinica
tarea que realiza el matemaético es percibir dicha verdad objetiva y describirla. Tampoco la
matematica puede reducirse a un sistema formal de sintaxis ldgica de lenguaje pues, por los

resultados de Godel, ningun sistema similar podria realizar una tarea semejante a menos que

6 Ahora bien hay que decir, en honor a la verdad, que estas conclusiones de Godel han sido
cuestionadas por légicos contempordneos, como por ejemplo, Solomon Feferman o Panu Raatiken,
quienes han sostenido que los argumentos de Godel se basan en supuestos cuya validez es
cuestionable (como el hecho de que en todas las mentes humanas existe un mismo modelo de los
nimeros naturales). El hecho es que, al momento actual, no existe todavia un consenso unanime
acerca de qué relacion existe entre los teoremas de Godel y la naturaleza de los objetos matematicos.
Después de todo, solamente han pasado poco mds de 80 afios desde la publicacién de los teoremas de
Godel, un tiempo demasiado breve como para pretender que hay alguna conclusién filoséfica
definitiva. (Pifieiro, 2012: 153-155)
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contase con conceptos igualmente potentes que los que pretenden reducirse, de modo que

cualquier intento por esa linea seria inttil por principio.

Los matemdticos con toda su maquinaria operativa y simbdlica tan s6lo pueden hacer
teorias matemadticas subjetivas con una alta aproximacién a las verdades matemaéticas
objetivas, pero sin llegar a conocer éstas en su totalidad. Segin esto, las matematicas
objetivas son imperecederas, no varian ni desaparecen independientemente de que alguien
las conciba o no. Logramos reconocer los objetos y las verdades matemadticas que se
encuentran en las “esferas celestiales de las ideas” mediante la intuicién matemaética que, de
manera similar a un 6rgano sensorial, hace que los seres humanos percibamos partes de ese
otro mundo. La matematica es inagotable, de modo que no podemos hacer matemética sin

recurrir a la intuicidn, que no puede reemplazarse por métodos puramente algoritmicos.

Notamos pues que, con Godel, todavia hay cierta vida en el “platonismo”. Si en las
matematicas pueden existir verdades que no se pueden probar, las matemadticas no pueden
reducirse a las pruebas con las que las construimos. Hay un dmbito de verdad matematica, al
que podemos o no tener acceso a través de nuestros procedimientos intelectuales. Y lo
extraordinario es que esto es algo que también podemos probar. Es un hecho notable que el
ser humano pueda alzarse sobre sus propias limitaciones y proyecte su pensamiento hacia las
regiones mismas donde las reglas, normas y mandatos formales no permiten vagar

libremente.
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3. 1. 6. Dialeteismo 7’

Los légicos clasicos defienden el principio de no contradiccion porque a partir de una
contradiccién es posible deducir cualquier otra proposicién como vélida (lo cual ocasiona
que todos sus enunciados se conviertan en teoremas). De acuerdo a Palau:

“(...) es sabido que desde Aristoteles las contradicciones no tienen lugar en la logica clasica,
ya que si se las admite, la 16gica se torna trivialmente inconsistente, i. e., en ella es posible
deducir cualquier afirmacién. Duns Escoto fue el primero en expresar esta idea mediante el

principio conocido como EXx contradictione quodlibet (ECQ) o, Ex falsum sequitur quodlibet
(EFSQ) (...)” (2002: 159) 7®

La no-trivialidad se relaciona con el concepto de consistencia. En palabras de Piscoya:

“(...) El concepto principal que decide la aceptabilidad logica de los calculos C, es el de no-
trivialidad. Un célculo C, es no-trivial si es absolutamente consistente, en otro caso es trivial.
Como es conocido, un sistema S cualquiera es absolutamente consistente si existe al menos
una férmula F en S la cual no es deducible en S. En otras palabras, un sistema S es
absolutamente consistente cuando el conjunto de sus férmulas no coincide con el conjunto de
sus teoremas. En cambio, un sistema S es simplemente inconsistente cuando desde S puede
deducirse tanto una férmula A como su correspondiente negacién ~A, en caso contrario S es
simplemente o clasicamente consistente.” (2000: 245)

Veamos la sencilla demostracion de que a partir de una contradiccién se puede deducir

cualquier férmula. Tenemos el siguiente caso:

* Peru es un pais y Pert no es un pais. Por lo tanto, la papa es un tubérculo

En términos formales:

"7 Esta parte de la investigacion se ha basado en Sierra Casiano (2012: 30-33). Pero, también en las
propias investigaciones del tesista publicadas en REFP. (Mora, 2013)

8 El principio de Ex contradictione quodlibet es: (A A~ A) + B (ECQ), y el de Ex falso sequitur
quodlibet es ~ A + (A - B) (EFSQ). Pero, ambos son equivalentes en la 16gica proposicional
porque el segundo resulta de aplicar la equivalencia de exportacion al primero previa aplicacion de la
conmutacion al antecedente del mismo.

161



IL.pA~p /lq

2.p 1 Simplificacién

3.~p 1 Simplificacién

4.pVq 2 Adicién

5.q 4, 3 Silogismo disyuntivo

Como ya lo dijo Piscoya, el hecho de que un sistema contenga una contradiccion lo vuelve
inconsistente porque mediante la simplificacidn, la adicién y el silogismo disyuntivo se
puede hacer que toda férmula construible sea teorema por el solo hecho de ser construible y
no por su propia validez 16gica. En términos técnicos, esto significa que el sistema se vuelve
trivial, inutil, inservible: puras manchas de tinta. Ahora bien, desde el punto de vista de un
sistema paraconsistente tanto una proposicion como su negacién pueden ser ambas
verdaderas sin ocasionar la trivializacion del sistema légico, es decir, sin posibilitar la opcién
de que cualquier férmula bien formada sea, a su vez, un teorema. En otras palabras:

“Las logicas paraconsistentes son sistemas logicos que soportan las contradicciones sin que
para ello haya que destruir toda la estructura del aparato deductivo; parten del supuesto de
que las contradicciones no siempre conducen al absurdo. De acuerdo con Da Costa, la ventaja
de las logicas paraconsistentes es que permiten las contradicciones y los vacios de
conocimiento; por tanto, pueden servir de base para una teoria que contenga contradicciones
y que estas contradicciones no se deban eliminar” (Morales: 1048-1049).

Es decir, antes se solia pensar que al aceptar una contradiccion nuestro sistema légico se
volveria trivial. Pero, dltimamente, como estamos apreciando, hemos podido ser testigos de
la aparicidon de las l6gicas paraconsistentes para las cuales es posible que un sistema albergue
contradicciones sin que por ello dicho sistema légico se trivialice. Tomando como apoyo el
desarrollo de éstas l6gicas en los dltimos afios, existe una corriente filoséfica que ha puesto

en duda lo que parecia ser un principio inamovible e inatacable; a saber, el principio de no
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contradiccion ~ (A A ~A) (PNC). Este punto de vista que critica el PNC y que acepta que

existen algunas contradicciones verdaderas es el llamado ‘dialeteismo’.

El término ‘dialeteismo’ fue acuflado por Graham Priest y Richard Routley en 1981.
Aunque la postura dialeteista no es nueva, el nombre que se ha dado a esta corriente filosofica
si lo es. La idea del nombre surgié de un pasaje de Remarks on the Foundations of
Mathematics (1956), en donde Ludwig Wittgenstein describe a la paradoja de El Mentiroso
como una figura con la cabeza del dios romano Jano, es decir, como una figura con dos caras;
en este caso se trata de la verdad y la falsedad’”®. De esta manera, la aletheia se vuelve
dialetheia; de tal modo que una dialetheia es una oracion de la forma A A ~A, donde tanto
A como su negacion ~A son al mismo tiempo verdaderas. De ahi que en 1981 Priest y Routley
dieran el nombre de ‘dialeteismo’ a la postura que afirma que hay contradicciones

verdaderas.

Graham Priest ha presentado una variedad de ejemplos y situaciones que nos
muestran que el mundo mismo es inconsistente. Por ejemplo, la paradoja de EI Mentiroso es
una dialetheia porque constituye una verdad de dos sentidos. Priest valora la consistencia
pero solo de manera comparativa, tal como valora la simplicidad, la generalidad y la utilidad
empirica. La consistencia no es mds que un rasgo deseable entre muchos otros. En el caso de

la paradoja mencionada y afines, Priest considera que deberiamos ceder un poco en

7 Asimismo, de acuerdo a Sorensen, Wittgenstein se burlaba de los 16gicos que pregonaban las
contradicciones como desastres intelectuales. Sucede que, en la vida cotidiana, cuando las personas
constatan que han caido en contradiccidn, simplemente ponen un parche sin mds al problema.
Wittgenstein esperaba el dia en el que los 16gicos se adaptaran a esta realidad antropoldgica logrando
asf emanciparse de la consistencia logica. (Sorensen, 2007: 98)
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consistencia para ganar mucho en simplicidad. En particular, deberiamos conceder que el
enunciado paraddjico es, a la vez, verdadero y falso, y emplear luego las ldgicas
paraconsistentes para evitar que la contradiccion se extienda. Estas l6gicas estdn disefiadas

para limitar la exploracion con mecanismos seguros. (Sorensen, 2007: 98-99)

Aunque ahora encontramos diferentes tipos de dialeteismo, el més radical de todos
ellos es el dialeteismo metafisico (o realista), que el mismo Graham Priest ha defendido, pues
afirma que en el mundo empirico podemos encontrar dialetheias. Pese a las diferentes criticas
que hay hacia el dialeteismo, este ha logrado, de alguna u otra manera, responder a ellas y

dar batalla en el debate.

Un hecho importante que se tiene que tomar en cuenta al hablar del dialeteismo, es
que este tiene que ser distinguido del trivialismo. Mientras que el dialeteismo defiende que
solo algunas contradicciones muy especificas son verdaderas, el trivialismo afirma que todas
las contradicciones son verdaderas, lo cual los lleva aceptar que cualquier cosa podria ser
verdad. Un trivialista tiene que ser dialeteista, pero lo contrario no es el caso. Si un dialeteista
no quiere aceptar cualquier cosa, y pecar de trivialismo, entonces tiene que aceptar algin tipo
de l6gica paraconsistente. Esto se debe a que es viable aceptar contradicciones al amparo de

ciertas ldgicas paraconsistentes, sin que por ello se trivialice una teoria o un sistema l6gico.

Apoyar una postura dialeteista con una légica paraconsistente es algo que los
dialeteistas hacen para dar mayor peso a su argumentacion. Tal es el caso de Graham Priest
quien defiende la postura metafisica del dialeteismo expresada esencialmente en su propio

sistema légico y cuyo supuesto filoséfico principal consiste en sostener que el mundo real es
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inconsistente ya que en €l existen dialetheias, i.e., proposiciones que son verdaderas y falsas
al mismo tiempo las cuales constituyen contradicciones genuinas. Ahora bien, ya que cuando
decimos que el mundo es inconsistente, lo que queremos decir es que hay oraciones
verdaderas sobre el mundo que son inconsistentes, la argumentacion de Priest consistird en

mostrar que hay dialetheias que tienen que ver con objetos concretos del mundo.

3. 1. 6. 1. Légica paraconsistente

El dialeteismo sostiene que existen contradicciones verdaderas, es decir, dialetheias. Segtin
esta postura filoséfica, oraciones como la de la paradoja de El Mentiroso, conjuntos como el
de la paradoja de Russell, ciertos tipos de dilemas legales y casos limite de predicados vagos,
son ejemplos de contradicciones verdaderas. Un dialeteista tiene que adscribirse a una logica
paraconsistente para no ser trivial. Asi, el dialeteismo al considerar que algunas
contradicciones necesitan ser aceptadas, sin que por ello tengamos que aceptar que podemos

derivar cualquier cosa de ellas, constituye una motivacion para crear l6gicas paraconsistentes.

Como es de esperar, la invalidacién de ECQ nos llevard a deshacernos de algunas de
nuestras inferencias favoritas. Cudles sean las inferencias que se tengan que invalidar
dependerd del método que se utilice para obtener la ldgica paraconsistente. Asi,
encontraremos sistemas como el de Priest, en donde el principio de no contradiccién sera

vélido, pero el Modus Ponens no lo sera®; o algunos sistemas como los de da Costa, en donde

80 Asimismo, en el sistema de Priest resulta valido el principio del tercero excluido e invélido EFSQ.
(Palau, 2002:153)
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sucede lo contrario: el Modus Ponens resulta vélido, y el principio de no contradiccion resulta
invélido. La validez o invalidez de las inferencias dependerd también de los fines para los

que ha sido creado cada sistema de légica paraconsistente.

Segtn el Diccionario de Logica y Filosofia de la Ciencia de Mosterin y Torreti (2010:
364-365), la 16gica paraconsistente estudia sistemas légicos apropiados para la construccién
de teorias formales inconsistentes pero no triviales. Tales sistemas permiten razonar desde
conjuntos de premisas contradictorias sin que se pueda, en general, deducir todo de ellas,
como en la légica cldsica. Da Costa ide6 una jerarquia infinita de sistemas formales de 16gica
proposicional en los cuales la siguiente regla (A A~ A) + B no se postula ni se puede derivar.
Esta jerarquia se conoce con el nombre de Cy, 1 < n < w. El primero de ellos, llamado
calculo proposicional Ci, incluye ocho axiomas esquemadticos tradicionales, y la regla de
inferencia Modus Ponens. A estos se agregan otros siete axiomas esquematicos —donde X°

abrevia la férmula del principio de no contradiccién, ~ (A A~ A) -, a saber,

FB% - ((A- B) > ((A > ~B) » ~A)) ler. AXIOMA
FAV~A 2do. AXIOMA
F~~A—> A 3er. AXIOMA
F A0 > (~A4)° 4to. AXIOMA
FA°AB% > (AAB)° 5to. AXIOMA
FA°AB% > (AVB)° 6to. AXIOMA
A" AB® - (A - B)° 7mo. AXIOMA
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El primer axioma dice que si B es una formula “bien portada” (esto es, cuya
incompatibilidad con su propia negacién ~B sea demostrable)®!, entonces una férmula A que
demostrablemente implique a B y ~B es demostrablemente falsa (segtin da Costa y Lewin
(2005: 195), este axioma dice que el principio de reduccion al absurdo se puede aplicar
siempre que la oracién B no sea contradictoria). Los axiomas 2 (tercio excluso) y 3 (doble
negacién) que son rechazados por la ldgica intuicionista, son admitidos por la ldgica
paraconsistente. Los dltimos cuatro axiomas aseguran que las férmulas compuestas mediante
los conectores verifuncionales sean tan “bien portadas” como sus respectivos componentes
(Estos axiomas, en palabras de da Costa y Lewin, dicen que el buen comportamiento se

extiende a las oraciones complejas).

Asimismo, para 1 < n < w definimos

AN = A000...0 (n veces) y

A™ = A°AA®AAPA AP

81 Pensemos en, por ejemplo, la paradoja de Russell, Precisamente, las I6gicas paraconsistentes sirven
también para dar cuentas de problemas que surgen en la aritmética, la teoria de conjuntos y la
semantica formal. Entre la lista de problemas encontramos la mencionada paradoja acerca del
conjunto de los conjuntos que no son miembros de si mismos. Considérese el conjunto de todos los
conjuntos que no son miembros de si mismos; llamemos a este conjunto R.

1. Si R es miembro de si mismo, entonces es uno de los conjuntos que no es miembro de si mismo;
por lo tanto no es miembro de si mismo.

2. Si R no es miembro de si mismo, entonces es uno de los conjuntos de R; por lo tanto es un
miembro de s{ mismo.

Conclusion: R es miembro y no es miembro de si mismo.

Ya sea que R sea o no sea miembro de si mismo (podemos elegir una de las dos opciones por medio
de la ley del tercero excluso), en ambos casos la proposicion es verdadera y falsa a la vez. No importa
si elegimos 1. R es miembro de si mismo o 2. R no es miembro de si mismo, la oracién elegida tendra
que ser verdadera y falsa al mismo tiempo para cumplir con lo que dice.
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Ademads, los célculos C,, 1 < n < w, se obtienen reemplazando los axiomas 1, 5, 6 y 7 por

los siguientes que los incluyen de forma generalizada:

FB™ = ((A— B) = ((A = ~B) - ~A)) Reemplaza al ler axioma

FAMWABM™ - (A— BYMAAAB)™ A(AVB)™  Reemplaza alos axiomas 5,6y 7

También, C,, estd definido por los siguientes 10 axiomas (donde todos son parte de C;) y la

regla Modus Ponens:

FA- (B - A)
F(A->B)> (A~ B~->0)~>@A~-0)
HFA—- (B- (AAB))

F(AAB) > A

F(AAB) > B
F(A-C) - ((B-0)~((AVB)~0)
FA- (AVB)

B - (AVB)

F~~d > A

FAV~A

A(A-B)FB

Finalmente, en los célculos Cp, n < w, se define la negacion fuerte

~*, A= ~ANAM™ (@)
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Con respecto a esto, de acuerdo a Piscoya (2009: 217-218) para el caso C; la férmula
“~ (A N~ A)” es abreviada por A°y la negacién fuerte es introducida a través de la definicién
~xA=~ANA° Asimismo, una formula de tipo “A A ~ x A” trivializa al sistema C;.
Ademds, usando la equivalencia («) y generalizando podemos decir que cada férmula del
tipo “A A ~ *(_q) A” trivializa Cy. Y, se dice que un sistema S es finitamente trivializable
cuando existe una férmula F que afnadiéndola como axioma trivializa S. En este sentido puede
demostrarse que los célculos C, son finitamente trivializables. Asimismo, una consecuencia
inmediata de lo anterior es que los calculos C, mds débiles son menos trivializables que los
mas fuertes. Esto es visible a partir del hecho de que “A A ~ *,_1y A” trivializa Cy pero no

Cu+1. Resumiendo podemos expresar esto ultimo en dos teoremas que figuran en da Costa y

Lewin (2005: 196):

- Los sistemas Cn,, 1 <n < w, son no triviales. Los Cn, 1 <n < w son finitamente

trivializables, pero C,, no lo es.

- Los axiomas de C,, 1 < n < w, son independientes. Cada sistema es estrictamente mas

fuerte que los que lo siguen.

Segun Miré Quesada, C, tiene diversas aplicaciones. Por ejemplo, si tenemos C;~
(que contiene a C; y el simbolo de la igualdad, entre otros elementos) podemos con este
sistema desarrollar la matemadtica cldsica sin mucha complicacién y ademds ofrece una
solucion definitiva a las paradojas. Asi pues, si era posible desarrollar la matemdtica sin

preocuparse por las paradojas, entonces las paradojas podian multiplicarse sin limite. De esta
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manera N. C. A. da Costa y su grupo comenzaron a explorar el reino de los objetos

matemaéticos contradictorios.®?

Como resultado de esta exploracién, tenemos una manera de tratar a la paradoja de
Russell. Por ejemplo, el conjunto russelliano: Ro = {x/ x¢x} tiene, entre otras, las siguientes
propiedades:

(1) x € Ro = {x} € Ro; RoERo A Ro&Ro; LURo =T ... %
El conjunto Ry trivializa NF®* (el sistema de Quine) pero no trivializa NF;. El concepto de
conjunto russelliano ha sido generalizado utilizando el concepto de negacion fuerte, definido
de la siguiente manera
(2)~*A =4 ~ANA", enque A’ es la abreviacion de ~(4 A ~A)

— A0000....0

Utilizando los simbolismos A" en que “0” aparece n veces y AW = A AAZA .

A A", se define un conjunto russelliano para cada jerarquia de C, (1 < n < w):

82 Se cuenta una curiosa anécdota al respecto. Bertrand Russell le habria increpado a Meinong que su
teoria admite enunciados contradictorios tales como “El cuadrado que no es cuadrado es cuadrado” y
“El cuadrado que no es cuadrado no es cuadrado”. Ante esto el propio Meinong le respondié
sosteniendo que ciertos principios 16gicos no son vélidos en ciertas ontologias, en particular, que el
Principio de no Contradicciéon no es vélido en el dominio de los objetos imposibles, o sea, de los
objetos contradictorios. (Palau, 2002: 160)

De este modo, podemos entender que la l6gica paraconsistente también se aplica a la ontologia, la
disciplina de las caracteristicas mds generales de lo que existe. Si se usa la 16gica tradicional como
l6gica de la ontologia, entre los objetos existentes no se encuentran, automaticamente, ciertos objetos
“inconsistentes” como, por ejemplo, el conjunto de Russell. Sin embargo, cuando recurrimos a una
légica paraconsistente todo cambia. Como se sabe, hay teorias de conjuntos donde el conjunto de
Russell “existe”. Luego, una ontologia fundada en una légica paraconsistente, puede, en principio,
contener objetos contradictorios. Aceptar o no esa tesis implica, obviamente, que se argumente en
profundidad y se analice los cimientos tantos de la l6gica como de la ontologia. En cierto sentido, se
puede sustentar que mientras mas débil sea nuestra 16gica, més rica serd nuestra ontologia. (Da Costa
y Lewin, 1995: 198-199)

8 En este caso, L y T se refieren a cualquier férmula reducible a una contradiccion y una tautologia
respectivamente.

8 NF es un sistema 16gico que Quine construye en su articulo “Nueva fundamentacion de la logica
matematica”. (Quine, 2002: 131-155)
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(3) Ro = {x/ x&x A (x€x)"}
Empleando las jerarquias de C, (para n>1), y realizando las correspondientes adaptaciones
de detalle, se obtienen los sistemas NFi, NF,, .... , NF . Cada uno de estos sistemas es una
teorfa inconsistente de los conjuntos, pero no trivial. En NF; se puede derivar Ry, es decir, se
obtiene la paradoja de Russell, que no trivializa el sistema. En NF; se puede derivar Ry, que

trivizaliza NF; pero no NF», y asf sucesivamente. (Mir6 Quesada, 1988: 608-610)

3. 2. Balance final: distintas interpretaciones de la paradoja de Russell

La paradoja de Russell ha recibido diversas lecturas de parte de las escuelas que buscan
fundamentar la matematica. Dentro del logicismo, el propio Russell consider6 que se trata de
una expresion carente de significado. Por ello, sugirié adoptar una teoria l6gica que permita
estipular cudndo una férmula tiene o no significado. Esta es la teoria de los tipos. El
axiomatismo de Zermelo consider6 que hacia falta un sistema de axiomas que fuera
susceptible de no dar lugar a contradiccién. Entonces, esta expresion para Zermelo tendria
su origen en una improvisada teoria elaborada intuitivamente y sin rigor alguno. El
intuicionismo asumio que las paradojas aparecen por la asuncién sin mds de determinados
principios y reglas que no son validos del todo. Por este motivo, la 16gica intuicionista buscé
modelar el correcto razonamiento matemdtico mediante un sistema axiomdtico que
prohibiera el tercio excluso, la reduccién al absurdo y la doble negacion. El formalismo de
Hilbert buscé estudiar la matemética como teoria para determinarla dentro de los cdnones de
la consistencia. Asi, consideré que la paradoja de Russell podria ser desecha mediante una
revision minuciosa de la teoria y sus fundamentos. El platonismo de Godel minimizé la

aparicion de paradojas en la teorfa de conjuntos. Segun él, estas solo eran ilusiones sobre los
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objetos matematicos que podian ser claramente explicadas de la misma manera en la lo son
las ilusiones Opticas sobre los objetos fisicos. Finalmente, desde el dialeteismo de Priest
puede asumirse que la paradoja es algo que no debe excluido del 4ambito de lo real. Asi, se
afirma que existen contradicciones verdaderas que pueden ser analizadas desde una l6gica

paraconsistente.
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CONCLUSIONES

1. La paradoja de Russell acerca de las clases nace de una serie de consideraciones con

respecto a las investigaciones de Frege y Cantor.

2. Russell conoci6 la paradoja de EI Mentiroso y la relaciond con su propia paradoja.

3. El principio del circulo vicioso establecido por Russell intenta funcionar como una

solucion filosoéfica general aplicable a todo tipo de paradoja.

4. La paradoja de Russell puede ser derivada a partir de la paradoja de Cantor.

5. La paradoja de Russell acerca de las clases resulta ser una paradoja mas facil de

comprender a nivel intuitivo en comparacion con las de Cantor y Burali-Forti.

6. La paradoja de Russell es una paradoja semantica.

7. Podemos clasificar a las paradojas relacionadas con la paradoja de Russell en tres grupos:

la familia de paradojas matemadticas, la familia oracional y la familia argumental de Russell.

8. La tarea de explicar el sentido de la paradoja de Russell se constituye como un reto al cual

se enfrentan todos los que hacen filosofia de la matematica.
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9. Varias escuelas de pensadores intentan solucionar la paradoja de Russell mediante

diferentes propuestas.

10. La paradoja de Russell motiva la creacion de 16gicas distintas a la cldsica como la 16gica

intuicionista de Heyting y la paraconsistente de Da Costa.
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