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Resumen

FUNCIONES DE LYAPUNOV Y SEMIGRUPOS TIPO-GRADIENTE
Maruja Yolanda Gavilan Gonzales
2019

Asesor: Victor Rafael Cabanillas Zannini

Grado obtenido: Magister en Matematica Pura

Estudiamos los semigrupos definidos en un espacio métrico. Sin
asumir la compacidad del espacio, presentamos la equivalencia entre:
ser dinamicamente gradiente (tipo-gradiente), respecto a una familia
invariante aislada y la existencia de una funcion de Lyapunov,
generalizada. También estudiamos la regularidad de la funciéon de

Lyapunov. Vea [1].

Palabras Claves:
Funciones de Lyapunov y estabilidad; atractores, repulsores.
Atractores globales.

Teoria general, semigrupos no lineales, ecuaciones de evolucion.



Abstract

We study the semigroups defined on a metric space. Without assuming
the compactness on the space, we present the equivalence between:
being dynamically gradient (gradient-type), with respect to an isolated
invariant family and the existence of a generalized Lyapunov function.

The regularity of Lyapunov function is also studied. See [1].

Key words and phrases. Lyapunov functions and stability;
attractors, repellers. Global attractors. General theory, nonlinear
semigroups, evolution equations

2010 Mathematics Subject Classification. Primary 37B25;
Secondary 35B41, 37L05.



Introduccion

% la teoria de los sistemas dinamicos continuos (flujos, semiflujos,
semigrupos, procesos de evolucion, etc.) o discretos (difeomorfismos,
endomorfismos, ecuaciones en diferencias, etc.), es tutil estudiar la
estructura geomeétrica de sus invariantes asociados, tales como: sus
conjuntos limite, conjuntos recurrentes, las recurrencias por cadenas,
atractores globales, entre otros. Al respecto, la lectura de [33] es una
grata y amena introduccion al tema, sin embargo en el presente trabajo
se considera la investigacion de los sistemas generados por ecuaciones
diferenciales, cuyo analisis necesita de un espacio de dimension
infinita, como en los libros [17, 20, 38, 10]. El estudio se restringe a
los sistemas que en algun sentido son disipativos; como, por ejemplo,
aquellos que admiten un atractor global: “un compacto invariante, que
atrae a todos los acotados” [32, 18]; pues en €ste contexto, es viable dar
una rigurosa descripcion de los procesos de evolucion en cuestiones
relacionadas al comportamiento asintoético [1, 23], la estabilidad [7],
las aplicaciones [3, 12] y mas [5, 39, 19].

Una estrategia para describir estos sistemas, consiste en asociarles
una funcién auxiliar con alguna propiedad geométrica que permita
describir no solo el comportamiento dinamico del sistema, sino
también la estructura del atractor global. Por ejemplo, una funcién
de Lyapunov permite estudiar los sistemas gradientes y la estructura
interna de su atractor global por su relacion con el concepto de
conjunto inestable. Asi, uno de los objetivos de la tesis es construir una

funcion de Lyapunov con un comportamiento util en las soluciones.



Especificamente, los autores de [1] recuerdan que “en [8] aparecen
los semigrupos tipo—gradiente (no requieren la existencia de una _funcion
de Lyapunov, solo algunas propiedades en la descomposicion de Morse
del atractor) como un concepto intermedio entre semigrupo gradiente
(aquellos que admiten una funcion de Lyapunov) y los semigrupos
que admiten un atractor tipo gradiente (un atractor que se caracteriza
como la union de los conjuntos inestables de sus conjuntos invariantes
asociados)’. En este contexto, la presente tesis concluye con una
descripcion completa y precisa de las relaciones que existen entre estas
tres clases de semigrupos, con la cual se establece la equivalencia de
los semigrupos gradiente y tipo-gradiente, cumpliendo asi con el otro
objetivo de la tesis. Cabe mencionar que la demostracion, sugerida
por los autores de [1], utiliza las técnicas de [36] y se describen en
el Capitulo 1. De este modo, no solo se completan los detalles (Cap 2
y Cap. 3), sino también se divulga y difunde este importante resultado
sobre la equivalencia de los sistemas, pues hasta donde se sabe, este
enfoque no esta escrito [16, 30, 24].

Este trabajo posee tres capitulos, cada uno de los cuales se
describen a continuacion. En el Capitulo 1 se introducen los conjuntos
limite para un semigrupo y se presentan los conceptos de atraccion
y absorcion. Inicialmente, se presentan dos teoremas que garantizan
la existencia de un atractor global, el cual se caracteriza también
como el conjunto de los elementos del espacio métrico para los cuales
cada solucion global es acotada. A continuacion, se define no solo el
concepto de atractor local débil, sino también su respectivo repulsor
asociado, lo cual permite analizar el comportamiento de las soluciones
globales que aparecen en un compacto invariante. Se introduce el
concepto de descomposicion de Morse de un conjunto invariante S, en
el sentido de [14], y se presenta una adecuada caracterizacion, con la
cual se demostrara (proposicion 2.2.14) que la definicién1.4.7, tomada

de [14, 36], es equivalente a la definicion 2.10 de [1], cuando S, = A.



La caracterizacion del teoremal.4.14 se enriquece en el segundo
capitulo, donde sélo se trabaja en el atractor global, al comparar la
dinamica del semigrupo con la dinamica restringida al atractor global,
tal como se hace en [1] (teorema 2.2.11). Para hacer la diferencia y
evitar cualquier equivocacion, se habla de una pareja atractor-repulsor
dentro de un compacto invariante como un concepto complementario
al llamado par atractor-repulsor de un atractor global.

En el Capitulo 2 se demuestra la equivalencia entre los conceptos:
atractor local débil y atractor local (proposicion 2.2.9), la cual sera de
gran utilidad para analizar la existencia de los semigrupos gradientes,
de los cuales existe una vasta literatura que describe sus propiedades
geométrica, dinamica y topologica. Los semigrupos gradientes son
aquellos que admiten una funcién de Lyapunov, la cual, entre otras
propiedades, es util para describir la dinamica. Por ejemplo, la funciéon
de Lyapunov de un semigrupo es constante en las orbitas de los
elementos de cada conjunto limite. Con esto, en el teorema 2.1.14
se determina al atractor global cuando el semigrupo gradiente tiene
un numero finito de equilibrios, tal como se hace en [17]. Esta
estrategia de estudio se extiende, en el importante teorema 2.3.8, al
caso de los sistemas tipo—gradiente [1]: “su atractor global tiene una
descomposicion de Morse, sin conexiones homoclinicas”.

En el Capitulo 3 aparece el teorema 3.2.2 que demuestra la
equivalencia entre dos familias de semigrupos. Este teorema se puede
interpretar afirmando: un semigrupo es gradiente si y sdélo si
es dindmicamente gradiente. Para probar la suficiencia se utiliza
la teoria expuesta en los primeros capitulos y para demostrar la
necesidad se usan los resultados expuestos en la parte inicial del
Capitulo 3. Asi, como se afirma en [1]: “la familia de semigrupos que
son gradientes en el sentido de [17] se incrementa considerablemente,
tal como muestra la ecuacion de reaccion—-difusiéon con condiciones de

Jfrontera tipo Neumann” que aparece en el ejemplo 2.1.3.



Finalmente, se construye una funcion de Lyapunov generalizada
que a lo largo de las soluciones del semigrupo no solo es estrictamente

decreciente, sino también es diferenciable.

Maruja Yolanda Gavildn Gonzales
Lima, Pertl.
2019



Capitulo 1

Resultados Preliminares

“No dejes nunca de empezar
y no empieces nunca a dejar”.
Hipdcrates

Se introducen los conceptos basicos que seran utilizados a lo
largo del trabajo; inicialmente se establecen las notaciones,
y luego se presentan algunos resultados técnicos necesarios.
Se concluye caracterizando la descomposicion de Morse de
un atractor global. Esto sera util para probar la equivalencia
de las definiciones dadas por distintos autores como [36] y

[10]. Otras referencias usadas son [32, 29, 39, 17].

1.1 El concepto de semigrupo

Para contextualizar este concepto, que aparece en la definiciéon 1.1.4,
se recuerdan algunas propiedades topologicas de los espacios métricos,
como la definicion de clausura y su natural caracterizacion con la
distancia que, entre otras cualidades, define una funciéon continua. Por
otro lado, para estudiar la propiedades dinamicas de los semigrupos
ademas de analizar la evolucion de los conjuntos por la accion del
mismo, es necesario comparar los conjuntos que la evolucion induce;
por tal motivo en ésta seccion se introduce la semidistancia de

Hausdorff y algunas de sus propiedades.



1.1. EL CONCEPTO DE SEMIGRUPO 6

1.1.1. En la presente tesis, el par (X,d) (o simplemente X) denota un

espacio métrico cuya distancia
d: X xX —[0,+00)

esta definida por medio de las propiedades usuales, tal como se

describe en [25] 0 en [15]. En otras palabras, se admite:

d(z,y) = 0,
r=y<dzy) =0,

d(z,y) < d(z,z)+d(z,v).

Ademas, la semi-distancia entre subconjuntos de X, escrita como

d(B, A), se define de manera natural con la siguiente formula.
d(B, A) = inf {d(b, A) : b € B}; VA,B C X,

donde
d(z, A) = inf {d(z,a):a € A}; Vre X,VAC X.

A partir de esto, cada constante positiva ¢ > 0 genera O.(A) que es
la e—vecindad abierta de A C X. Este conjunto O.(A) se define de la

siguiente manera:
O.(4) ={z € X :d(z,A) <}

Es mas, O.(A) también es igual a la unién de conjuntos centrados
en elementos de A; especificamente se cumple que tal conjunto O.(A)
es igual a {z € X : d(z,a) < ¢, para algin a € A}. Analogamente, la
respectiva e—vecindad cerrada O.(4) no solo esta dada por el conjunto
{z € X : d(z,A) < ¢} sino también es igual a la clausura de O.(A)
(los puntos adherentes de O.(A), en X). Para mayor informacion sobre
la topologia de los espacios métricos referimos al lector a [25], donde
también se presentan propiedades suficientes para que la topologia de

un espacio topologico esté generada por una distancia.
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1.1.2. La clausura de A en X, denotada por A = A", también es
el menor conjunto cerrado de X que contiene al propio conjunto
A C X. Por tal motivo, la continuidad de la métrica garantiza que A
esté incluido en el conjunto cerrado dado por {z € X : d(z, A) = 0}.
Reciprocamente, cuando se fija un elemento =z € X en el cual se verifica
la igualdad d(z, A) = gggd(x,y) = 0, la definicion de infimo permite

mostrar la siguiente implicacion.
e>0 = (0<d(z,y) <e, paraalguny=y.c A).

En este contexto, para tal z € X, la afirmaciéon d(z,y) > 0, para
todo y € A genera la existencia de v > 0 con d(z,y) > 27y, Vy € A4;
consecuentemente, la afirmacion anterior con ¢ = ~ implica 2¢ <
d(x,y.) < e. Esta contradiccion demuestra que d(z, A) = 0 es suficiente
para decir que d(x,y) = 0 para algun y € A, es decir + € A. En otras
palabras, cada subconjunto A C X satisface A = {z € X : d(z, A) = 0}.
En particular,

(A=A y d=z,A)=0) = 2z A

Por otro lado, la propiedad triangular de la métrica permite ver que si

A # (), para cada x,y € X, se cumple
d(z,A) < d(z,a) <d(z,y)+d(y,a), Va e A

en otras palabras d(z, A) — d(x,y) es una cota inferior para el conjunto
{d(y,a): a € A} y consecuentemente d(z, A) — d(z,y) < d(y,A). Lo cual
es equivalente a decir que d(z,A) — d(y,A) < d(z,y). Por lo tanto, la
simetria de la métrica no s6lo muestra d(y, A) —d(x, A) < d(y,z) = d(z,y),

sino también permite concluir que!
|d(z, A) — d(y, A)| < d(z,y), Vz,y € X siempre que A # (). (1.1)
Analogamente, es viable obtener que

d(A,B) <d(z,A) +d(z,B), Vz¢€ X cuando A # (), B # 0. (1.2)

INote que por cada subconjunto no vacio A C X, la funcion X > z ~ d(z,4) €

[0, +00) resulta ser uniformemente continua.
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1.1.3. Lo que hoy se conoce como la semidistancia de Hausdorff
entre dos subconjuntos del espacio métrico, se define por medio de

la siguiente igualdad.
dy(A, B) =sup {d(a, B) : a € A}; ACX, BcCX.

Cuando la semidistancia dy(A, B) = 0, cada elemento a € A satisface
d(a, B) = 0, por consiguiente las propiedades de la métrica, descritas en

los paragrafos 1.1.1y 1.1.2 , permiten afirmar que
dy(A,B)=0 = ACB.

En particular, A sera un subconjunto de B cuando la igualdad
dy(A,B) = 0 sea verdadera y el conjunto B sea cerrado. Ademas,
las definiciones y las propiedades ya descritas permiten enunciar las

siguientes sentencias.
o Si A ={a}, entonces dy(A, B) = d(a, B);
o By C By = dg(A, By) > du(A, Bs);
o A; C Ay = di(Ay, B) < dy(As, B);
o dy(A, B) =dy(A, B).

Cabe mencionar, sin embargo, la importancia del orden en dy. Por

ejemplo, el conjunto compacto D; = {(z,y) € R? : 22 + ¢* < 1} cumple

dy({(0,0)}, D1) = 0# 1 =dy(D1,{(0,0)}).

Finalmente, es preciso senalar que la distancia simétrica de

Hausdorff entre A C X y B C X esta definida por

Esta funcion Dy, entre otras propiedades, transforma a la familia
de todos los conjuntos compactos de (X,d) en un espacio métrico

completo.
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Definicion 1.1.4. Una familia T(-) = {T(t) : t > 0} de funciones
continuas de X en X es un semigrupo en X si satisface las tres

condiciones siguientes:
o T(0) = Iy, donde Ix es la aplicacion identidad en X.
o T(s+1t)=T(t)T(s) (composicién), para todo t, s € [0, +00).
o [0,4+00) x X 3 (t,x) — T(t)z € X es continua.

En particular,

lim T'(t)r =z, porcada =z € X. (1.3)
t—0+

Ademas, se cumple la propiedad conmutativa para la composicion:
THT(s)=T(t+s)=T(s+t)=T(s)T(t), Vs,te]|0,+00).

1.1.5. Un semigrupo, con propiedades ttiles e ilustrativas, se obtiene
a partir de un sistema lineal de ecuaciones diferenciales en un
espacio euclidiano de dimension finita. Los libros [31, 22] hacen
una presentacion amena de esta teoria. Especificamente, cuando se
considera que L = (ai,j)zjzl es una matriz de orden n x n con cada

elemento a; ; € R, se obtiene que las soluciones del siguiente sistema

du

— =wu;=Lu, con wu€R"
a

son inducidas naturalmente por la matriz exponencial, que viene

dada por

(L),

tL)3  (tL)
2l <3!) +"'::Z( =

tL
e =1+tL+ A

k=0
La demostracion detallada de esta afirmacion sobre las soluciones,

se desarrolla por medio de las propiedades usuales de convergencia
de series de matrices, en la norma de la matriz. El tramo con mayor
importancia de esta prueba — que bien explicada, aparece en el segundo
capitulo de [31] — consiste en verificar que se lleva a cabo la siguiente

igualdad.




1.1. EL CONCEPTO DE SEMIGRUPO 10

Ademas, la dependencia continua de las soluciones del sistema junto
a las propiedades usuales del algebra de matrices implican que la
igualdad T'(t) = e'* define un semigrupo en el espacio euclidiano R" (en
realidad, T'(t) = ¢! sera un flujo?). De modo similar, las propiedades
vectoriales y topologicas de un espacio de Banach Y generalizan el
ejemplo anterior al caso de un operador lineal limitado L € £(Y). En
este nuevo contexto, T(t) = ¢l € L(Y) definira un semigrupo lineal® en
Y, en concordancia con la definiciéon 1.1.4. En algunas publicaciones,
este operador L € L(Y) es llamado el generador infinitesimal del

semigrupo T'(t) = 'L,

Observacion 1.1.6. Por la ecuacion (1.3), cada semigrupo lineal T'(-) C
L(X) (formado por operadores lineales en un espacio de Banach, X)

induce naturalmente un generador infinitesimal A que actiia en

D(A) = {x € X : existeel lim M},
t—0+ t
por medio de la regla

Tt)r —x

Az = lim {
t

} , Vz e D(A).
Este generador A es cerrado y D(A) es denso. Por el [29, Teorema 1.2],

A es limitado < lim ||T(t) — I||zx) =0
t—0+

(tA)"
R

y en caso afirmativo T(t) = e = Z
k=0

2Un flujo C" en X es una funcion ¢ : Rx X — X, de clase C" que satisface ¢(0,7) = z
o(t, ¢(s,z)) = ¢(t +s,2) Vt,s e R, v € X.
3El semigrupo se dice lineal pues ¢!’ € L£(X) para todo t. Esto se obtiene de la

desigualdad

el o x)y < elltElleco,
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El siguiente teorema — que presenta una caracterizacion de los
operadores que generan semigrupos de contraccion*, que ademas
satisfacen la condicion de convergencia (1.3) — es uno de los mas
importantes dentro la teoria de semigrupos de operadores, claramente
presentada en [29]. Para una prueba completa no solo es necesaria
una nueva teoria complementaria de los operadores, sino también se

aleja de los objetivos centrales del presente trabajo.

Teorema 1.1.7 (Hille-Yosida). Si A : D(A) € X — X es un operador
lineal, con X un espacio de Banach entonces las siguientes afirmaciones

son equivalentes:

(a) A es el generador infinitesimal de un semigrupo T(-) C L(X) que

satisface (1.3) tal que para alguna constante w € R,

T (t)]]z(x) < e para todot > 0.

(b) A es cerrado, D(A) es denso en X, para alguna constante w € R el

intervalo (w,4+o00) C p(A) = {\ € C: A — ) es biyectivo} y

1
(A =AD" Y]z < . Para todo \ > w.

Demostracion. Referimos al lector al Teorema 3.1 de [29]. O

1.2 Conjuntos limite para un semigrupo

La definicion que se presenta en esta seccion ha sido seleccionada de
los libros [17] y [39]. Hasta donde se sabe, ésta es la mas aceptada en
la literatura actual sobre los sistemas dinamicos de dimension infinita
[10, 34]. Sus principales propiedades aparecen en la proposicion 1.2.9,
y todas ellas permiten dar una descripcion inicial de las orbitas

asociadas a un semigrupo.

4El semigrupo T'(-) C £(X) es de contraccién si el respectivo espacio de Banach

(X,]-|) admite una norma equivalente con la cual los operadores cumplen

IT(t)|c < 1,9t >0.
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1.2.1. Sea 7(-) un semigrupo en X. Para cada elemento z € X se
presenta al conjunto 7" (z) que se conoce como la érbita positiva de

x € X. Esta orbita se define como el siguiente subconjunto de X
v (x) = {T(t)x : t € [0,+00)}.

En general, cuando E forma parte del espacio X, la respectiva orbita
positiva® del conjunto E viene dada por la siguiente union
vH(E)=JTW)E.
>0
Ademas, lo que se conoce como el conjunto w—limite, asociado a F
(conjunto limite positivo) se define como la siguiente interseccion
w(BE) = T6)E) = (UT®E).
s>0 s>0 t>s

Naturalmente, w(F£) es un cerrado y siempre verifica la igualdad
w(E) =w(T(t)E),

para cualquier eleccion del parametro ¢ > 0. Cabe mencionar, que
cuando el espacio métrico es compacto cada conjunto w—limite siempre
tiene elementos, pero en general existen semigrupos para los cuales

algun F verifica que su conjunto w(FE) es vacio.

1.2.2. De acuerdo a la definicion presentada, cuando F es un conjunto
no vacio del espacio X, puede ocurrir que
w(E) # | Jw(2).
2€E
Es decir, w(E) describe el comportamiento dinamico de FE, cuyas
caracteristicas pueden ser diferentes a las propiedades dinamicas

de las orbitas inducidas individualmente por los elementos de F.

S5La orbita de E, después de un tiempo 7 € [0, +oc) esta definida por

2 (E) = v (T(7)E).
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Se considera, por ejemplo, la siguiente ecuacion diferencial ordinaria

y=y(l-y)2+y) eR

Sus soluciones siempre existen y hay unicidad con respecto a
la condicion inicial; ademas, las unicas soluciones constantes
(equilibrios) son tres: 0 ;1 y —2. Las propiedades basicas de la
derivada de una funcion de variable real, permiten afirmar que
cualquier solucion no constante y(t) = 7'(t)y,, donde ¢ > 0, siempre
es creciente (respectivamente, decreciente) cuando la condicion inicial
esta en (—oo, —2) U (0, 1) (respectivamente en (—2,0) U (1, +00)). En estas
circunstancias, si se considera el intervalo cerrado F = [-2,1], las

condiciones iniciales poseen la siguiente propiedad.

17 0< Yo < 17
Yo € [—2, 1] — tl}/inooT<t>y0 = 0, Yo = 0;
-2, —2<y,<0.
De este modo, el conjunto £ = [-2, 1] no se modifica cuando se aplica
el semigrupo, es decir 7'(t)[—2, 1] = [-2, 1], ¥t > 0. Por lo tanto:

AV VNN L S /)
JAv a4
111/

ST

-151

Figura 1.1: Retrato de fase del sistema (1.4)
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Ejemplo 1.2.3. Para ilustrar mejor la propiedad anterior de los
conjuntos limite, se considera el siguiente sistema no lineal, formado

por dos ecuaciones diferenciales ordinarias.

i = —y+(®+y° -,
y+(2*+y*—1) (1.4)

g o= 4@ty -1y
Las soluciones estaran en el plano R?, el cual admite una representacion
natural en las coordenadas polares (r,0) que se obtiene de las

igualdades ©r = rcos y y = rsinf. En estas nuevas coordenadas, el

sisterma (1.4) toma la siguiente forma

ro= r(r*-1);

f = 1.
Este sistema esta estrechamente relacionado con la siguiente ecuacion
diferencial

= =),
util para describir el sistema. Todas esta propiedades permiten verificar

que el origen de coordenadas (0,0) es un punto de equilibrio para (1.4).

Ademadas, cada solucion de (1.4) toma la forma

—
8
—~
~
N—
<
—
~
S~—
N~——
Il
N
—~
~
S~—
—
&
S
]
S~—
<
—~
]
N—
N—
Il

T'(t)(wo, yo)

y genera la circunferencia z* + y*> = 1 (periédica) si y sélo si la condicion
inicial (z¢, yo) satisface la ecuacion (zy)*+(y)* = 1. De este modo, cuando
se considera el conjunto compacto D, = {(x,y) € R? : 22 4+ 42 < 1}, se

observa que:

e Si(xg,y0) € OD1, entonces lim T(t)(xg,yo) € OD;.

t—+o0

e Si(xo,y0) € Dy, entonces lim T(t)(zo,y0) = (0,0).

t—-+o0
De aqui se desprende directamente que T(t)D, = D, para todot > 0, En

consecuencia,
Dy =w(Dy) #{0}udD; = | J w(z).
2651

Ademads, w(z) = ) para todo » € R?\ Dj.
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A continuacion se presenta una util caracterizacion natural de cada
conjunto limite, por medio de sucesiones. Se considera una sucesion
en el dominio del semigrupo y otra en el conjunto del cual se quiere

estudiar su conjunto limite.

Lema 1.2.4. Sea E un subconjunto de X. En estas condiciones, un

elemento y € X pertenece a w(F) siy solo si existen las sucesiones

zp€E Yy >0, talque lim tp=+o00 y lm T(ty)xx =vy. (1.5)

k—+o00 k—+o00

En otras palabras, el conjunto limite verifica la siguiente igualdad
w(k) = {y € X:3 x, € B, 3t, >0, demodo que T(t;)xy Irroo, y}

Demostracion. Se considera un elemento cualquiera y € w(E). Para la

sucesion creciente s; > k, cada una de las siguientes uniones U T(t)E
tZSk
contiene todo el conjunto limite. Asi, la interseccion de todos estos

conjuntos ﬂ ( U T(t)E) D w(E), por este motivo cuando k£ > 1 siempre
E>1 t>sp
existe algun elemento y, € X para el cual se verifica

Luego, existe ¢, tal que
Y = T(tk)l‘k con tp>s, y € E.

Esto demuestra (1.5), pues s, — +o0.
Reciprocamente, cuando se admite las suposiciones de (1.5), por
cada constante positiva s > 0, existe una subsucesion ilimitada ¢, > s

con la cual se verifican las siguientes condiciones

y= lim T(tg, )z, € UT

n—-+o0o
t>s

En consecuencia, el elemento y € X de (1.5) pertenece al conjunto
limite, y € w(FE). Por lo tanto, se concluye la demostracion y el presente

lema es verdadero. O
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1.2.5. La caracterizacion anterior garantiza que la condicion de ser
un conjunto limite, preserva la relacion de inclusion de la siguiente
manera.

AC B=w(A) Cw(B).

Ademas, en cada conjunto w—limite (asociado a £ C X) sus elementos
y € w(E) y las sucesiones dadas en (1.5) permiten obtener que para

cada parametro positivo ¢t > 0,

En consecuencia, el conjunto w(FE) satisface la propiedad importante

de ser positivamente invariante en el siguiente sentido
T(t)w(E) Cw(E), Vt > 0. (1.6)

Por tal motivo, para cualquier elemento y € w(FE), su respectiva orbita

positiva 7" (y) es parte de w(F), pues 7" (y) C w(E).

Los siguientes corolarios (del lema 1.2.4) describen algunas
propiedades basicas de los conjuntos limites que permitiran estudiar
y analizar algunas propiedades dinamicas, como por ejemplo la
existencia del atractor global de un semigrupo.

Corolario 1.2.6. Si el conjunto U T(t)E C X es compacto entonces
>0

T({t)w(E) D w(E),Vt>0.

Demostracion. Se elige un elemento y € w(£) como en el lema 1.2.4.
Para cada constante positiva ¢ > 0, se usa una subsucesion ilimitada

tr, >ty por la compacidad se obtiene la existencia de

r= lim T(t, —t)xy,.

n—-+o0o

Como t;, —t — 0 y zx, € E se cumple que x € w(FE), y asi

T(t)xr = lim T()T(tg, —t)rg, = Um T(t,)zx, =Y.

n—-+4o00 n—-+o0o

Es decir, el corolario es verdadero. O
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Corolario 1.2.7. Si existe algtin conjunto F' C X, no vacio que verifica
la siguiente igualdad tligl dy(T(t)B,F) =0, para algun B C X entonces
—+00

su clausura F incluye el conjunto w—limite de B, es decir F D w(B).

Demostracion. Sea y € w(B). Por el lema 1.2.4, existe un sucesion de
numeros t; — +oco y otra sucesion de elementos b, € B para las cuales
se satisface la siguiente igualdad y = tkliIEmT(tk)bk. Con todos estos
datos, inducidos por y € w(B), la definicion de la semidistancia dy
implica que, para cualquier parametro ¢, > 0 se verifica la siguiente
cadena de desigualdades

0 < d(T(ty)by, F) < supd(T(tx)b, F) = dp(T(tx) B, F).

beB

En este contexto, al hacer que la sucesion ¢, — +oo, se obtiene
directamente que la distancia d(y, F') es cero. Con esto, los resultados
del paragrafo 1.1.2 muestran que el limite y € F. Por lo tanto, se
verifica w(B) C F y se concluye con la demostracion del presente

corolario. O

El siguiente corolario se ha tomado del trabajo [32] y describe una
de las propiedades ilustrativas de los conjuntos limite. Un elemento
importante en la demostracion es la relacion de la conexidad con la

continuidad.

Corolario 1.2.8. Si el conjunto w(F) # () es compacto y
tLiinoo dy (T(t)B,w(E)) = 0 para algtin conexo B > E,
entonces w(FE) es conexo.
Demostracion. Se procede por contradiccion.
(a) Existen dos conjuntos compactos w; # () y wy # () de modo que

WwE)=wUwy, 'y wNwy=70.

En particular, su distancia d(w;, ws) > 2§ > 0.
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A partir de la suposicion en (a), se usa la hipotesis en la
d—vecindad Os(w(F)). De este modo la definicion de dy en la condicién
tLiElOO dy(T(t)B,w(E)) = 0 garantiza la existencia de algun parametro
positivo t; > 0 para el cual la desigualdad ¢t > t; genera que la constante

§ > supyep d(T(t)b,w(E)). Es decir,
t>ts =T (t)b € Os5(w(E)), Vb e B.

Asi, la continuidad de 7'(¢), junto a la conexidad de [t5, +00) X By la

suposicion en (a) muestran la siguiente implicacion.
t > ts = T(t)B es un subconjunto conexo de Os(w;) U Os(ws),
donde Os(w;) N Os(wy) = 0. Con esto se obtiene que:

(b) Existe ts > 0 de modo que
o |JTWBCOsw) o |JT(t)BC Os(ws),
t>ts t>ts

donde ¢ > 0, w; y wy satisfacen (a).

Para concluir, se observa que (b), w(B) = w(T'(t;)B) y 1.2.5 implican

que se debe cumplir:

0 w(F)Cw(B)COsw) o w(l)Cw(B)C Osws).
Esta contradiccion con (a) demuestra la conexidad de w(F) O

Con todos los resultados presentados hasta ahora, ya es posible
introducir la siguiente proposicion que describe las propiedades
basicas de los conjuntos limite y seran tutiles para el desarrollo del
presente trabajo. Por ejemplo, las caracterizaciones que se presentan
se usaran no solo en la descripcion de las condiciones que garanticen
la existencia del atractor global de un semigrupo, sino también al dar
las propiedades que distinguen y determinan a la descomposicion de
Morse, una herramienta importante para entender la dinamica de un

atractor global.
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Proposicion 1.2.9. Sea E' un subconjunto de X, en el cual esta definido
un semigrupo 7T'(-).

(a) Si el conjunto U T(t)E es compacto entonces w(F) es compacto y
>0

Ttw(E) =w(E), Vt>D0. (invariante).

(b) Sea w(F) un compacto no vacio que satisface

lim dy(T(t)B,w(E)) =0  (w(E) atrae a B).

t—+o0
Si B D FE es un conjunto conexo entonces w(FE) es un conjunto

conexo que ademadas es igual a w(B).

(c) Suponga que w(FE) es un compacto no vacio que atrae a E. Si E' es

conexo entonces w(E) es conexamente invariante®.

Demostracion. En el item (a) se observa que el conjunto compacto
UrwE
>0
contiene al conjunto cerrado w(F) (vea 1.2.1); de aqui sigue la
compacidad del conjunto limite presentado en (a). Por otro lado, del
corolario 1.2.6 y (1.6) se obtiene la invarianza: 7'(t)w(E) = w(E),Vt > 0.
Por lo tanto, la afirmacion (a) es verdadera.
En el item (b), la conexidad e igualdad de los conjuntos limites, se

obtiene de las siguientes afirmaciones (1.7) y (1.8). La primera:
w(F)atraea BD F = w(F) =w(B) (1.7)

sigue de 1.2.5 y del Corolario 1.2.7 con F' = w(E).
La segunda:

El compacto w(E) # () es conexo (1.8)

viene dada por el Corolario 1.2.8. Por lo tanto, w(E) = w(B) es conexoy

se obtiene que (b) se cumple.

6Un subconjunto A C X cerrado e invariante es conexamente invariante si no se
puede representar como la unién de dos subconjuntos F; y F> no vacios, disjuntos y

cerrados tal que T'(¢)F; C F;,Vt > 0 para ¢ = 1,2. [32].
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Para demostrar (c) se procede por el absurdo.

(c.1) El compacto invariante w(£) no es conexamente invariante. Es

decir, existen dos compactos F; # 0y F, # () que no solo satisfacen
W<E):F1UF2 con FlﬂFQI(Z), (19)
sino también, son positivamente invariantes:

Por las condiciones dadas en (1.9), la distancia entre los conjuntos
compactos es positiva, d(F, ) > 0. De este modo, para la igualdad 0 <
6e = d(F, F,), la interseccion entre las siguientes vecindades O,.(F;) N
O,.(Fy) = . De lo contrario, si existe algun elemento z € Oy (F1) N0y (F3)
se obtiene la siguiente desigualdad d(F, F») < d(z, F1)+d(z, F3) < 4¢. Esta
contradiccion con la eleccion de la constante € > 0 muestra la siguiente

afirmacioén,
(c.2) Existe ¢ > 0 de modo que Oy (F}) N Os (F) = 0.

Por otro lado, cuando se considera una constante ¢ > (0 siempre
existe una bola abierta B(a,7,) con ¢ > 5, > 0 para la cual, su
imagen 7T'(t)(B(a,7,)) esta incluida en B(T'(t)a,¢). Como la compacidad
de cada F; garantiza la existencia de la siguiente constante positiva

0 < v =min{y, : F; C union finita de B(a,~,)}, se obtiene que;

(1) | |J Bla,)

finita

c |J 7)B(a,v) c | B(T(t)a,e).

finita finita

La eleccion de esta constante positiva v > 0 junto a (1.10) muestran la

siguientes inclusiones
T(1)(0(F)) C OT(t)F) C OF).
Por lo tanto, se cumple:

(c.3) Para e > 0, existe v > 0 tal que T'(¢)(O.(F;)) C O.(F;) paratodo t > 0.
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Para continuar, se elige la constante positiva ¢ > 0 dada en el
item (c.2). En estas circunstancias, la ultima afirmaciéon (c.3) induce
y garantiza la existencia de una constante 0 < § < ¢ para la cual se

verifican las siguientes inclusiones.
T(t)(O25(Fi)) C O-(F;) para i=1;2 y t>0 (1.11)

Para concluir, basta utilizar la prueba del Corolario 1.2.8. Es decir,
la condicion (1.11), la eleccion que se hizo de la constante positiva
0 < § < ey el dato, sin utilizar, que el compacto w(FE) atrae al conexo E
generan el contexto adecuado para poder utilizar la demostracion del

Corolario 1.2.8. Con esto es posible afirmar que

(c.4) Existe un parametro t; > 0 de modo que

o JTWHEcCO.F) o |JTWHECO.(F),

t>ts t>ts
donde F; y F; son los conjuntos compactos que satisfacen (1.9) y

e > (0 es la constante que viene dada por (c.2).

De (c.4) se obtiene que
0 w(F)COx(F) o w(E)C Ox(F).
Por (c.2), se cumple
o wE)NFK=0 o wE)NF, =10

Esta contradiccion con (c.1) demuestra (c) y se concluye, O

1.3 Atractor global: definicion y existencia

Para presentar adecuadamente la definicion 1.3.9, que determina a un
atractor global, se describen las caracteristicas que identifican a los
conjuntos invariantes, pues cada atractor global sera un compacto
invariante que atrae a todos los conjuntos limitados. También se

introducen formalmente los conceptos de atraccion y absorcion.
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1.3.1. Como siempre, se considera que el semigrupo 7(-) esta definido
en el espacio X. Inicialmente se recuerda que cada subconjunto A C X
que cumple

T(t)A= A, paratodot >0 (1.12)

es llamado (estrictamente) invariante. Por ejemplo, se toma en cuenta
al conjunto £ C X que esta definido por todos los equilibrios del

semigrupo, en otras palabras
E={ue X:T({t)u=wu, ¥Vt >0} ={u € X: u es un equilibrio}.

Este conjunto £ no solo es invariante, sino también, de un modo
peculiar, todos sus subconjuntos son invariantes bajo la accion
del semigrupo. Otros ejemplos importantes de conjuntos invariantes
aparecen en la proposicion 1.2.9, de la seccion anterior donde aparecen
los conjuntos limite. Del mismo modo, si se analiza y observa al
semigrupo dado en el apartado 1.1.5, aparecen otros conjuntos
ilustrativos que satisfacen (1.12) como por ejemplo cada una de las
orbitas {e'*u : t € R}, cuando se fija la llamada condicién inicial u € R".
En especial, cada conjunto compacto y conexo del plano cuya frontera
esta formada por un numero finito de orbitas periodicas de un flujo
(orbitas homeomorfas a una circunferencia) también es invariante. Vea
por ejemplo el semigrupo definido por el sistema (1.4) junto al conjunto
compacto

Dy ={(z,y) eR*: 2" +y* < 1},

que esta limitado por la circunferencia
0D, = {(z,y) € R*: 2> +¢y* = 1}.

Como se describe en el ejemplo 1.2.3, la circunferencia 9D, es una
orbita periddica y por lo tanto, no solo ella es invariante por (1.4),
sino también el conjunto D,. Cabe mencionar, que existen conjuntos
invariantes (compactos y conexos) que incluyen a otros conjuntos

invariantes, con las mismas restricciones topologicas.
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A continuacion se describen algunas propiedades de un conjunto

invariante y su conjunto limite asociado.
Proposicion 1.3.2. Sea B C X un conjunto invariante de T'(-).

(a) Si adicionalmente B C X es secuencialmente compacto’ entonces

su clausura B también es invariante.

(b) Si el conjunto invariante B C X es cerrado entonces su conjunto

limite satisface w(B) = B.

Demostracion. En (a), cada elemento z € B admite una sucesion z, € B
que converge z, — z. Como la sucesion 7'(t)z, — T'(t)z (continuidad) y
cada imagen T'(t)z, € B (invarianza), se obtiene que la imagen del limite

T(t)z € B. En otras palabras,
T(t)BC B paratodo t>0.

Por otro lado, cuando z, € By z, — 2z € B, para cada parametro
t > 0 existe un elemento w, € B para el cual se cumple T'(t)w, = z, (B
satisface (1.12)). Eligiendo una subsucesion convergente w,, — w € B

se obtiene que z = T'(t)w € T(t)B. Esto significa que

BCT()B paratodo t>0.

Por lo tanto se cumple (a)
En (b), cuando z € B, cada k € N induce algun z;, € B tal que
T(k)x), = z. Como kh’m T(k)x, = z, el lema 1.2.4 muestra que z € w(B).
——+o00

Es decir

B C w(B).

Por otro lado, si y € w(B) la caracterizacion de (1.5) genera las
sucesiones z;, € By t; > 0 con t;, — 400y T(tx)zr — y. Por la invarianza,
T(t,)x, € By asiy € B. Se concluye que w(B) C B. Por lo tanto, se

cumple (b). O

“Un conjunto B C X se dice secuencialmente compacto en X cuando cada

sucesion z, € B admite una subsucesion que converge a un limite en B.
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Los siguientes conceptos permitiran presentar la importante
definicion de un atractor global y algunas propiedades que garanticen

su existencia.

Definicion 1.3.3. Se dice que A C X absorbe al conjunto B C X, bajo

la acciéon de T'(-), si existe una constante tg > 0 de modo que
T(t)B C Aparatodot > tg.

Andlogamente, el conjunto A C X atrae a B C X, bajo la accién de T(-),

cuando se cumple la siguiente exigencia.
dy (T(t)B, A) =% 0, (1.13)

A continuacion se presenta la natural relacion que existe entre estos

dos conceptos.

Observacion 1.3.4. El requisito en el limite de (1.13) es equivalente a
decir que la vecindad inducida O.(A) por cada constante ¢ > 0 absorbe

al conjunto B.
Aatrae B & {Ve >0, 3t(p.) > 0 tal que T'(t)B C O (A) sit >t }. (1.14)

Esta afirmacion se obtiene de 1.1.3, que permite mostrar la siguiente
equivalencia

T(t)B C O.(A) & dy(T(t)B,A) <e.

Ejemplo 1.3.5. El conjunto A = {0} atrae a cualquier compacto B C R"
cuando en el semigrupo e¢'* de 1.1.5 se considera una matriz L cuyo
espectro

o(L) = {Autovalores de L} C {z € C: R(z) < 0},

donde R(z) denota la parte realde » € C. Esto sucede por ejemplo cuando

n
1,J

la matriz L = (a; ) ., satisface
ai; =0, st j>i,
GJZ‘,Z‘<0, si 1<1<n.

En consecuencia, el sistema lineal % = Lu € R" admite a {0} como un

conjunto invariante que atrae a cada compacto de R".
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Observacion 1.3.6. Si [ es una matriz real de orden n x n, su norma

|| Lul|

2] = sup 124 > max{lul < p € o(L)}.
o [

Ademas, por cada A > 0, el espectro
o(L—=X)=0o(L)—\.
En particular; sio(L) C {z € C: R(z) < 0} (ejemplo 1.3.5) entonces
||IL—M||>X porcada) € (0,+0). (1.15)

Teorema 1.3.7 (Lumer-Phillips). Sea A : D(A) ¢ X — X un operador

lineal, con X un espacio de Banach tal que
(A= ADz|| > A||z|| paratodo =z € D(A)y\e (0,+00). (1.16)

Si existe Ny > 0 tal que (\I — A) es sobreyectivo entonces A es el
generador infinitesimal de un semigrupo de contracciones T(-) C L(X)

que satisface (1.3).

Demostracion. La prueba sigue del teorema 1.1.7. Las hipotesis del
teorema implican que A es cerrado, p(A) D (0,+00) ¥ [|AM(A—AI)7| < 1,

para todo A > 0. Los detalles aparecen en [29, Teorema 4.3]. O

Observacion 1.3.8. Los autores de [13] publicaron el sistema no lineal

T = —z+z2(z+ 2y)?
jo= —y—(z+a)?
z = —z
En este sistema, la solucién (t) = (18¢',—12¢*,e™") va hacia infinito

cuando el parametro crece indefinidamente. Por lo tanto, el origen no

atrae al conjunto {v(0)} aun cuando el campo vectorial asociado
F(z,y,2) = (=2 +2(x + 29)°, =y — (x + 2y)*, —2),
satisface F'(0,0,0) = (0,0,0) y su derivada DF, cumple
{Autovalores de DF,: u € R*} = {—1} C {2 € C*: R(2) < 0}.

(vea el ejemplo 1.3.5). En [35] aparece un estudio de esta estrategia en

espacios de Banach.
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Definicion 1.3.9. Se dice que el conjunto A C X es un atractor global

para el semigrupo T'(-) cuando:
o A es compacto en X.
o A es invariante, respecto al semigrupo 7(-) (vea 1.3.1).

o A atrae a cada conjunto acotado de X, bajo la accion de T'(-).

El atractor global atrae a los conjuntos acotados con la distancia dy,

de alguna manera la atraccion podria pensarse como uniforme.

Observacion 1.3.10. Antes de presentar el ejemplo 1.3.19, cabe citar
a Geneviéve Raugel, quien en [32] observa que la definicion anterior
“considera la topologia, lo cudl es ttil en espacios que admiten topologias
no equivalentes, como un espacio de Hilbert con la topologia débil y la
topologia de la norma. Antes de 1983 (arfio en que los autores [5, 4] la
introdujeran, con el nombre ‘atractor maximal’) en la literatura sobre
los atractores, la atraccion como tal no fue del todo discutida. Después
de 1983, el término atractor global se estandariza, pero en algunos
casos es llamado ‘atractor universal’ [39] o con mayor precision ‘minimo
atractor cerrado B—global’ [23].” Respecto a un tipo especial de flujos,
es necesario indicar que una reciente descripcion interna del atractor

global aparece en [37].

A continuacion se describen algunas propiedades necesarias del

atractor global, como por ejemplo su unicidad.
Proposicion 1.3.11. Sea A C X un atractor global para T(-).

(@) A es minimal entre los compactos, atrayentes: Si B es un compacto

de X que atrae cada conjunto acotado de X entonces B O A.

(b) A es maximal entre los invariantes, cerrados y acotados: Si B es
cerrado y acotado en X y ademds es invariante respecto a T(-)

entonces B C A.

(c) A es tnico.
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Demostracion. Para demostrar (a), considere un conjunto compacto
B C X, que atrae a cada conjunto acotado de X. En particular, B atrae
al propio atractor global A, en otras palabras se cumple:

lim dp (T(t)A, B) = 0.

t——+o0

A partir de la invarianza: A = T'(t).A,Vt > 0, se obtiene directamente que
la semidistancia dy (A, B) es cero, y por tal motivo se dan las siguientes
inclusiones A ¢ A C B = B (vea 1.1.3). Por lo tanto, 4 es un compacto
atrayente minimal. Se cumple (a).

Para probar (b), se elige a B C X como un conjunto invariante,
cerrado y acotado. Por su definicion, el atractor global A atrae a B, que
es acotado. En otras palabras,

lim dy(T(t)B, A) = 0.

t——+o0

En este contexto, se cumple 7'(t)B = B,Vt > 0y laigualdad dy (B, A) = 0:
a partir de esto, se obtiene que B = B C Ay se concluye. Por lo tanto,
se cumple (b).

El item (c) se obtiene directamente de (a) y (b). O

Corolario 1.3.12. Sea 7'(-) un semigrupo que admite un atractor global

A. Si se considera el conjunto
E={ue X: T{t)u=u, ¥Vt >0},
entonces £ C A.

Demostracion. Cuando p € &, el conjunto {p} es invariante, cerrado y

acotado. Por la proposicion 1.3.11, {p} C Ay se concluye £ C A. O

1.3.13. Un conjunto acotado B, C X es absorbente si por cada
acotado B de X existe tp > 0 tal que T(t)B C B, para todo t >
tg. En otras palabras, el conjunto acotado B, absorbe cualquier
acotado. Analogamente, un conjunto es atrayente cuando atrae a cada

subconjunto acotado de X (definicion 1.3.3).
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Lema 1.3.14. SiparaT(-) existen By C X y C C X tales que:

o By es absorbente con B, compacto y UT(t)BO, acotado e
>0
invariante.

o C es compacto y atrayente.

Entonces, para el conjunto limite
w(By) = w(By) = w(C) (1.17)

se cumple que

w(By) es compacto e invariante. (1.18)

Demostracion. El conjunto M = |J.,T(t)B, es acotado e invariante.
Por eso, el compacto atrayente C' lo atrae, y en consecuencia la
semidistancia dy (M, C) = dy(T(t)M,C) =22 0. De este modo, no solo
se cumple la igualdad dy(M,C) = 0, sino también las inclusiones

C =C > M D By D By y por tal motivo
w(C) D w(By) D w(By)

(vea 1.1.3). Por otro lado, B, absorbe al acotado C': existe un tiempo t

a partir del cual T(t)C' C B, para todot > t,. Consecuentemente,
w(C) = w(T(t)C) C w(By).

Por lo tanto, se obtiene (1.17).

Para concluir basta observar que UT(t)BO esta incluido en el
>0
conjunto C. En este contexto, la proposicion 1.2.9 implica (1.18) y

concluye la demostracion. O

Teorema 1.3.15 (Primer teorema de existencia). Si 7'(-) satisface las
condiciones del lema 1.3.14, entonces el semigrupo tiene un atractor
global A C X. El atractor A queda definido por el conjunto w—limite de

By, dado por la_formula

A=(B(s) donde B(s)= <U T(t)BO).

520 t>s
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Demostracion. Para probar que el compacto invariante A = w(By)
es atrayente, se procedera por el absurdo, como en [10]. En otras
palabras,

A no atrae algun acotado K C X.

Luego, existen 6 > 0, una sucesion z,, € K y t, — +oo de modo que

Como B, es absorbente, existe t; < t, a partir del cual T'(t,)z, C By y
por la compacidad de B, existe una subsucesion 7'(t,,)z,, que converge

aﬁe?&ngoégl%lﬂT@Q%ﬁAMEhT{Mﬂuﬁ%M%+M&AH,
J——+o0 J—+0o0

y por eso se cumple

0 < d(B,A). (1.19)
Por otro lado, 3 = lim T(t,,)v,, = lim T(t,, — tx)(T(tx)r,;). Como
J—+o0 J—r+oo .

tn; — tx EimALCNNS y T(tk)x,, € By, (1.17) implica que 8 € w(By) = A.
Esta contradiccion con (1.19) demuestra que el compacto invariante A4
atrae cualquier conjunto acotado de X. Por lo tanto, A es un atractor

global para 7°(-). O
La siguiente es el primer resultado, en dimension finita.

Corolario 1.3.16. Si X = R" y T(-) admite un conjunto compacto B C R",

absorbente y no-vacio. Entonces w(B) # () es un atractor global.

Demostracion. Como B absorbe a cada acotado, existe ¢tz para el cual
la condicion ¢ > tp es suficiente para obtener la inclusion 7(t)B C B.

Es decir,

J7T(t+ts)BCB.

t>0

En estas circunstancias, la compacidad de B y la proposicion 1.2.9
muestran que w(B) es un compacto invariante, no vacio. Para concluir
basta observar que el compacto invariante w(B) es atrayente. Esto se
obtiene a partir de la prueba del teorema 1.3.15. Por lo tanto, w(B) # ()

es un atractor global. O
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Corolario 1.3.17. Si X = R" y T(-) admite un subconjunto acotado
B C R" que atrae a cada conjunto unitario de R". Entonces B atrae a

cada subconjunto compacto K C R". En particular,

lim dy(T(t)C,B) =0, YC CR", acotado.

t——+o0

Demostracion. Por cada conjunto compacto K C R” se cumple:
e > 0 = O.(B) absorbe al conjunto K.

Sie > 0, tE-l-moo dy(T(t)z, B) = 0,Yz € R" implica que alguna vecindad
abierta de xz € K es absorbida por O.(B). Usando una cobertura finita
del compacto K (con estas vecindades) se infiere que O.(B) absorbe K.
Por (1.14), se obtiene que B atrae a cada compacto K C R".

El conjunto B es atrayente, pues la clausura C' de cada acotado

es un compacto que satisface no solo la inclusion T'(t)C c T(t)C sino

también (vea 1.1.3)
dy (T(H)C, B) = dy (T(t)c, B) < dy(T(t)C, B) — 0.
Esto concluye la demostracion. O

En el corolariol.3.17 se observa que si B es un conjunto compacto
e invariante bajo 7'(-), este es el atractor global del sistema. Ademas, se

presentan ejemplos que exhiben un atractor global.

4‘A‘A A\

% N
7711 AN
AN
PV ANNNNN

L L L L L
-2 -1 0 1 2

Figura 1.2: Retrato de fase del ejemplo 1.3.18
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Ejemplo 1.3.18. El siguiente sistema de ecuaciones diferenciales

@ o= —y+(@®+y* - 1)(2-2" -y,

g = o+@+y-1)2-2"-y")y.
esta definido en R%. Las ecuaciones de este sistema estan dadas por
funciones que son continuamente diferenciables (y asi el campo vectorial
es localmente lipschitz), por tal razon el semigrupo T'(-) estd bien definido
a partir del flujo inducido del sistema, que sera completo cuando el

dominio es un compacto, como [—2,2] x [—2,2]. En este caso, el disco
D5 ={(z,y) € R*:|| (x,p) |< V2}

de la figura 1.2, es un conjunto compacto e invariante bajo T'(-) que atrae
a cada conjunto unitario de R?, por lo tanto el disco D /3, sera el atractor

global del sistema.

El siguiente ejemplo permite utilizar la teoria presentada para
analizar un sistema de ecuaciones, ampliamente estudiado. La
presentacion ha sido tomada de [34] y también aparece en [16]. Cabe
mencionar que el libro [2] tiene una presentacion util y amena de un

estudio intimamente ligado al llamado atractor de Lorenz.

Ejemplo 1.3.19 (Atractor de Lorenz). Las ecuaciones de Lorenz son:

T = —ox+ oy,
Yy = rr—y—az, (1.20)
z = zy—bz

donde o, r y b constantes positivas. El sistema (1.20) genera un
semigrupo que posee un atractor global. Para obtener la existencia
del atractor global se sigue la caracterizacion dada en [16, 34]. Basta
mostrar que una esfera suficientemente grande y centrada en el punto
(0,0,r + o) limita un compacto absorbente que satisface las condiciones
del corolario 1.3.16. La derivada de la funcion (distancia) V(z,y,z) =

2> +y* + (z —r — 0)? a lo largo de las soluciones de (1.20) satisface

av

il 2xt +2yy+2(z—1r—0)2

= —202% — 2y® — 2b2% + 2b(r + 0)z.
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Como —2bz(r + o) =b(z — (r + 0))* — bz? — b(r + 0)? se cumple

d
d_‘t/ = —202% — 2y* — 2b2> + 2b(r + o)z < —mV + b(r + 0)?,

donde m = min{20, b, 2}. Por un calculo directo se obtiene

b(r + o)*(e™ — 1)

20(r + 0)?
—

V(t) < (VO + ) e < Ve ™ 4

Del corolario 1.3.16 y del corolario 1.3.17 se infiere la existencia del

atractor global.

1.3.1 Disipatividad y existencia

Para describir mejor la existencia del atractor global, se presenta la
disipatividad por medio de la definicion de atrayente. Los semigrupos
que poseen un conjunto absorbente acotado con frecuencia son
llamados disipativos; pero existen algunas variantes®. Esto se
uniformiza en las siguientes definiciones, necesarias para describir
algunos resultados tutiles que garantizan la existencia del atractor
global de un determinado semigrupo. Las principales referencias que

se han utilizado son [10, 5].

1.3.20. Sea S, una coleccion de subconjuntos del espacio X. El
semigrupo 7'(-) es disipativo por S si existe un conjunto acotado B C X

que atrae a todos los elementos de S. Es decir

lim dH(T(t)A, B) =0, VAebS.
t—+o00
Por ejemplo, de acuerdo a [17, seccion 3.4] se obtiene:
e S={{z}:2€ X} = T() es disipativo por puntos.

e S={K: K es compacto } — T(-) es disipativo por compactos.

e S={K: K es acotado} — T'(-) es disipativo por acotados.

8Por ejemplo, (1.16) es una caracterizacion de los operadores lineales disipativos.
Una adecuada discusion en la terminologia y algunos conceptos generales aparece

en [32].
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En el corolario 1.3.17 se describe una relacion entre estos tipos
de disipatividad para semigrupos en espacios euclidianos, donde
las sucesiones de un compacto siempre son acotadas y admiten
subsucesiones que convergen hacia algun elemento del compacto. En
este contexto, la siguiente condicion técnica es de gran utilidad para

comparar de manera razonable tales tipos de disipatividad.

Definicién 1.3.21. El semigrupo T(-) se dice que es asintoticamente
compacto si cada sucesion acotada x; € X satisface lo siguiente: por
cada sucesion t, > 0 con lim t, = 400, se obtiene que la sucesion

k—+o0
inducida T'(tx, )z, admite una subsucesién convergente.

Con el objeto de aclarar y explicar mejor este concepto, se presenta

el siguiente ejemplo sencillo.

Ejemplo 1.3.22. El semigrupo T(-) en X = R" para el cual la érbita de
cada conjunto acotado es acotada (semigrupo acotado) es un ejemplo

natural de un semigrupo asintéticamente compacto.

Se describen algunas propiedades basicas de los conjuntos limite

de un semigrupo asintoticamente compacto (vea proposicion 1.2.9).

Proposicion 1.3.23. Sea 7'(-) un semigrupo asintéticamente compacto.

Si B C X es no vacio, su conjunto w—limite satisface lo siguiente:

(a) w(B) es no vacio, atrae a B, y es compacto e invariante.

(b) w(B) es el menor compacto de X que atrae a B.

Demostracion. Para las sucesiones acotadas z, € B, se cumple que
T(t,)x, admite una subsucesion convergente cuando 0 < ¢, — +oo. Es
decir

d(T (tn, )Ty, w(B)) = 0, cuando k — +oo. (1.21)

En otras palabras, el limite de 7'(t,, )z,, pertenece a w(B) y asi w(B) # (.
Para ver que w(B) atrae a B, se procede por contradiccion; la existencia

de ¢ > 0 y las sucesiones 0 < t, -+ y z, € B tal que

d(T(t,)xn,w(B)) =dy(T(t,)zn,w(B)) >¢, paratodo neN
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genera una contradiccion con (1.21) y demuestra que w(B) atrae al
conjunto B. Para obtener la compacidad de w(B), se considera y;, € w(B)
y se seleccionan z, € By t, > 0 tal que d(T(ty)zs,yx) < 1. Como
T(-) es asintéticamente compacto, {7'(t;)z,} tiene una subsucesion que

converge a un elemento y € w(B) que satisface

1
d(Yr,,y) < (Tt )2k, Y, ) + (T (b, )2n,,y) < = + e

Es decir, y, € w(B) tiene una subsucesion que converge a y € w(B) y
se obtiene la compacidad de w(B). La invarianza de w(B) se obtiene de
(1.6) y del corolario 1.2.6. Por lo tanto (a) es verdadero.

Para obtener (b), se considera un conjunto compacto F' C X que
atrae a By y € w(B) (.e., y = kliIgoT(tk)xk conz, € By 0 <ty — oo,
Lema 1.2.4). Para f € F con d(y, F') = d(y, f) se cumple

dly, ") < d(y, T(tr)zr) + d(T(tk)zk, f)
< d(y, T(tp)xr) + d(T(tg)xy, F)
< d(y, T(tg)xr) +dg(T(ty)x, F) — 0.
En otras palabras y € F. Por lo tanto, w(B) C F'y se obtiene (b). O

Se tienen las condiciones para enunciar un resultado sencillo pero
ilustrativo sobre los atractores globales. En este teorema se sigue la
presentacion de [10], donde ademas se pueden encontrar condiciones
mas generales y completas sobre la existencia del atractor global de
un semigrupo. Este libro es una de las principales referencias de
la presente tesis y de la moderna teoria de los sistemas dinamicos

inducidos por semigrupos®.

Teorema 1.3.24 (Segundo teorema de existencia). Cada semigrupoT'(-)
disipativo por acotados y asintéticamente compacto admite al conjunto

cerrado

A= U {w(B) :BC X, Bes acotado}
B

como un atractor global.

9En [10] también se consideran los procesos, una generalizacion natural de los

semigrupos.
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Demostracion. El conjunto cerrado A satisface
T(t)A C A, por cada t > 0. (1.22)

En efecto, dado z, € A, existe z,, € w(B,) con B, acotadoy z, = nEIPoo T
Luego T'(t)x, = y, — T(t)zo cuando n — +oo. Como w(B,) C A = A,
la relacion (1.6) muestra que 7'(t)z, € Ay asi (1.22) es verdadero.
Analogamente:

T(t)A D A, para cadat > 0. (1.23)

En efecto, cuando y, € A, existe y,, € w(B) con B acotadoy y, = h’ril Yn-
n—-+00

Por la invarianza de w(B) cada y, = T(t)z, con z, € w(B). Por la

compacidad de w(B), existe una subsucesion z,, que converge a algun

zo € w(B) C A. Luego

T(t)xo = lim T'(t)x,, = lim y,, = yo € T(t).A.
j—o00

Jj—00
A partir de esto se obtiene (1.23). Por lo tanto, A es invariante.
Para obtener que el conjunto A es acotado, se considera un acotado

By que atrae a cada acotado (7'(-) es disipativo por acotados):
dy(T(t)D, By) -0 cuando ¢— oo, para todo acotado D C X.

Es decir, cada D satisface w(D) C B, y por la construcion se concluye
que A C B es acotado.

Para probar la compacidad del conjunto invariante .4 se considera
z, € A; como A es invariante, z, = T(n)y, con y, en el acotado A.
Por la compacidad asintética del semigrupo, 7'(n)y, = z, tiene una
subsucesion que converge a un limite que esta en el cerrado .A. Luego A
es compacto. Finalmente se prueba que A atrae a cada acotado B C X.

Por la proposicion 1.3.23
dy(T(t)B,w(B)) — 0, cuando t — +o0.

Como w(B) C A implica dy(T'(t)B, A) < dg(T(t)B,w(B)) se concluye que
A atrae a cada subconjunto acotado de X. Por lo tanto, el conjunto A

es un atractor global. O
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Hay casos de semigrupos no lineales con un atractor global que
son sencillos de entender. Por ejemplo, a partir de las definiciones
presentadas se puede ver que la existencia del atractor global es
suficiente para que el semigrupo sea disipativo por acotados y
asintoticamente compacto. Una descripcion util de estos conceptos
también aparece dentro del primer capitulo de la tesis [30]. Cabe
mencionar que en esta tesis doctoral no solo se presentan una util
descripcion de la teoria, sino también se introduce una generalizacion
de la descomposicion de Morse del atractor global. En el proximo
capitulo se presenta la clasica descomposicion de Morse y se analiza

su utilidad para describir a los sistemas gradientes.

Proposicion 1.3.25. Si 7(-) es disipativo por compactos y, también, es

asintéticamente compacto, entonces T'(-) es disipativo por acotados.

Demostracion. Se observa inicialmente que existe un conjunto acotado
B para el cual el siguiente limite tHEl dy (T(t)M,B) = 0, para todo
—+00

compacto M C X. Para este B se cumple
w(D) C B, para todo acotado D C X. (1.24)

En efecto, considere un elemento y € w(D) (i.e., y = rlir?o T(t,)z, con
. € Dy0 <t — o). Como el semigrupo 7(-) es asintéticamente
compacto, existe s, > 0 con s, - +0 y t, — s, — +oo de modo que
la sucesion 7'(s, )z, tiene una subsucesion convergente. Es decir, existe

el conjunto compacto

K ={T(s;,)z,, : j e Ny U{ lim T'(s,,)z,, },

Jj—00
y por cada ¢ > 0 existe nx € N tal que dy(T(t)K, B) < e sit > ng. Usando
subsucesiones con t,, — s,, > nx se cumple dy(T'(t,, — s,,) K, B) < ¢ y por

consiguiente
d(T(tn‘ - ST‘i)(T(Sri)xri)7 B) = d(T(tm)l‘m, B) <Eé.

Por lo tanto d(y, B) < ¢,Ve > 0, es decir y € By se cumple (1.24).
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Para concluir basta observar que dy(7(t)D,B) < duy(T(t)D,w(D)) y
tli+m dy (T(t)D,w(D)) = 0 (vea (1.24) y proposicion 1.3.23). Por lo tanto,
—+00
B atrae a cada acotado D y T'() es disipativo por acotados. O

Corolario 1.3.26. Si 7'(-) es disipativo por puntos y asintéticamente

compacto, entonces tiene un atractor global.

Demostracion. Por el estudio de la topologia del espacio métrico es

posible ver que el semigrupo disipativo por puntos satisface lo siguiente
T(-) es disipativo por compactos.

Por la proposicion 1.3.25, el semigrupo es disipativo por acotados. Por

lo tanto, el corolario se obtiene a partir del teorema 1.3.24. O

1.3.2 Orbitas en un compacto invariante

Se describen las orbitas de algun conjunto compacto que es invariante
por la accion del semigrupo. Se presenta la proposicion 1.3.31 y de
ese modo se caracterizan a los atractores globales por medio de las
soluciones globales (vea 1.3.28). Para ser mas precisos, se muestra
que cada atractor global del semigrupo es igual al conjunto de todas
la soluciones globales y acotadas, tal como también se demuestra
en el primer capitulo de [30]. Para lograr este objetivo se introduce
el concepto de solucion global y con eso se presentara el conjunto
a—limite inducido por una solucion global. Antes de formalizar estos
conceptos y dar la descripcion precisa, se introduce la siguiente
construccion que busca motivar la definicion de solucion global y del

conjunto a—limite.

Observacion 1.3.27. Sea r un elemento de X, que es el espacio donde
esta definido T'(-). En este contexto, la funcién ¢ : [0,00) — X definida
por medio de laregla ¢/ (t) = T(t)x es continua. Ademds, las propiedades
bdsicas del semigrupo garantizan que esta funcién £ no solo satisface

&H(0) = x sino también

TS (s) =& (t+s), Vs, te|0,+00).
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Por otro lado, la caracterizacion del lema 1.2.4, para el conjunto unitario
E = {z} asegura que el conjunto limite w(E) = w(x) se puede expresar

usando las sucesiones, de la siguiente manera.
w(w) = {y € X :30 <t =25 400 con lim & (1) = y}.
— 00

Por lo tanto,

t>0=w) =w(T ().

Se definira un nuevo concepto asintético cuando se admite
la existencia de la llamada solucion global que se presenta a

continuacion.

1.3.28. Una solucion global (trayectoria invariante) para un
semigrupo 7'(-) en X es una funciéon continua ¢ : R — X para la cual

se exige la siguiente condicion.
Tt)E(s)=¢&(t+s), VseR y Vtel0,+00).

En este contexto, — de modo coherente con la clasica teoria cualitativa
de las ecuaciones diferenciales, que describe un problema de Cauchy
— se dice que la solucion global pasa por z € X cuando ¢, : R — X
es una solucion global que ademas satisface la igualdad &,(0) = z. En
consecuencia, cuando el elemento x € X admite una solucion &,, que
pasa por z, su correspondiente conjunto a—limite se define como la

coleccion.
a(&) ={ye X :30<t 2 400 con lim & (1) = y}. (1.25)
—00

De modo semejante, la érbita completa de » (o simplemente 6rbita de
x) viene dada por la imagen de la respectiva solucion global

&

teR

(vea 1.2.1, 1.3.28 y la observacion 1.3.27). Después de todas estas
precisiones vale la pena aclarar que a partir de cada definicion, no solo

se obtiene la siguiente propiedad



1.3. ATRACTOR GLOBAL: DEFINICION Y EXISTENCIA 39

sino también se garantiza la unicidad de la orbita positiva. Por otro
lado, la continuidad del semigrupo garantiza que el conjunto «(¢,) sea

positivamente invariante.
T(t)a(é,) C a(é,), paratodo t>0. (1.26)

Es mas, para cada parametro¢ > 0, lareglaR 3> s — &,(t +s) € X genera

una solucién global que pasa por 7'(t)z. Es decir
&o(-+1) =&rwa(), cuando ¢ >0. (1.27)
Proposicion 1.3.29. Sea S, un compacto e invariante bajo T'(+).
(@) Sixz € S, entonces existe una solucion global que pasa por x.

(b) Siy € Sa, el conjunto «(§,) es compacto, invariante y no vacio.

(c) Si&, = ¢ es una solucion global que pasa por x € X entonces £, (R)

es igual a {(R) U a(&,) Uw(z).
Demostracion. En (a), se elige un elemento x € S4.

(a.1) Existe una funcién continua ¢, : R — Sy € X con z = &,(0) de

modo que T'(t)é(s) = £(t + s) para todo s,t € [0, +00).

En efecto, esta funcion ¢, : R — X se construye de la siguiente
manera'®. Si t > 0, se hace &,(t) = T(t)z (por la invarianza de Sy > z,
&:(t) € Sy). Sit < 0, se procede inductivamente, para lo cual se
observa que 7(1)S, = S, garantiza la existencia de £, (—1) € Sy tal
que T(1)¢,(—1) = &(0) y asi se define &, (t) = T(t + 1)¢,(—1) € S, para
—1 <t < 0. Analogamente, existe ,(—2) € Sy, tal que T'(1)&,(—2) = £,.(—1)
con lo cual se define &,(t) = T(t + 2)&.(—2) € Sy para —2 <t < —1. Con

este procedimiento, se obtiene una funcién continua ¢, : R — S, C X

10Esta construccion aparece en la prueba de la proposicion 1.3 de [5, capitulo 3].

Se usa la invarianza del conjunto, sin necesidad de la compacidad.



1.3. ATRACTOR GLOBAL: DEFINICION Y EXISTENCIA 40

que se escribe:

T(t)x, t>0
T(t+1)&(-1), —1<t<0
T(t+2)6,(~2), —2<t<—1

() = _ (1.28)

T(t+n)é(—n), —n<t<-—(n-1)

\

Por tanto, se cumple (a.l) (su ultima afirmacion sigue de la

observacion 1.3.27).
(a.2) La funcién continua de (a.1), satisface
T(t)é(s) =&(t+s), VseR y Vtel0,+00).
Por lo tanto, £, es una solucion global que pasa por =.
Sis > 0entonces &,(s) =T (s)zy T(t)éx(s) =T ()T (s)x = T(t+s)r = & (t+s)
para cada t > 0. Por otro lado, cuando no existe restricciones de signo

en el parametro, es decir cuando s € RN [-n,—(n — 1)) con n € N, se

tiene &,(s) = T(s + n)é(—n). Ademas, si t > 0 se cumple
T(t)&a(s) =TT (s +n)&e(—n) = T(t + 5+ n)&a(—n) = &(l + 5).

Por tanto, ¢, es la solucion global que pasa por =.
El item (b) se obtiene como en la proposicion 1.2.9.

La prueba de (c) se hace por doble inclusion. Para obtener

ER) CER) Ua(é) Uw(x)

basta observar que cada elemento y € ¢(R) induce una sucesion
t, € R con ngxlloog(tn) =y. Usando una subsucesion si es necesario,
se obtienen los tres casos siguientes: (c.1) Si nETOO t, = +o0o entonces
y € w(z). (c.2) Si n1_1>1iloo t, = —oo entonces y € «(&,). (c.3) Si nl_l)r_{loo t,=teR
entonces la continuidad de ¢ implica {(t) = y € {(R). Esto demuestra la

inclusion anterior. La otra inclusion

§(R) D ER) U a(E:) Uw(x),

sigue directamente de las definiciones. El item (c) es verdadero. O
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1.3.30. Para el util y peculiar caso de los semigrupos que son
asintoticamente compactos, las soluciones globales ¢ generan un
conjunto limite «(¢) # (). Ademas, «(¢) no solo es compacto e invariante,
como en la proposicion anterior, sino también sera un conjunto conexo

para el cual se cumple la siguiente convergencia:

lim d(¢(—1),a(§)) = 0.

t—+o0

Esto se relaciona con las propiedades topologicas del lema 2.1.12.

La siguiente proposicion caracteriza cada atractor global por medio

de todas las soluciones globales y acotadas del sistema.

Proposicion 1.3.31. Si7(-) tiene un atractor global A, entonces A esta
Jormado por todos los elementos y € X para los cuales existe una

solucién global £: R — X, acotada con £(0) = y.

Demostracion. Si y € A, la proposicion 1.3.29 induce una solucion
global que pasa por y = £(0), consecuentemente ¢(R) ¢ A = A. Por

lo tanto, el atractor global esta incluido en el siguiente conjunto
{y € X :3¢:R — X,una solucioén global acotada con £(0) =y} = B.

Para probar que el conjunto B C A, basta observar que A atrae a la
orbita acotada Y = U £(t), con y =£(0) € B. Es decir tliglo dy(T(t)Y, A) =
0, donde dy(T(t)Y, At)eﬂis igual a sup d(T'(t)¢(s), A), paratodose Ryt >
0. Para s =t = 0 se tiene T(O)g(Og)(S):@g//, y se cumple d(y, A) < dy(T(t)Y, A)
luego

d(y, A) = th d(y, A) < tli,m dy(T(t)Y,A) = 0.
Es decir d(y, A) =0y asiy € A. Por lo tanto B C Ay se concluye. O
Observacion 1.3.32. Para el ejemplo 1.3.18, el disco
D5 ={(z,y) € R®|| (z,9) [I< V2}

es un atractor global. Por lo tanto, de la proposicion 1.3.31 se infiere que
este disco esta _formado por todas las soluciones globales acotadas del

sistema (vea figura 1.2).
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1.4 El Atractor local débil, su repulsor y la

descomposicion de Morse

Se describe la estructura interna de un conjunto invariante que
admite alguna propiedad adicional, por medio de la cual es posible
dar un detallado analisis de la dinamica interna de este compacto
invariante [23]. Inicialmente se presentan los atractores locales, su
respectivo repulsor y sus propiedades (teorema 1.4.4). Con la ayuda
de las parejas de atractores locales y sus repulsores, se introduce la
llamada descomposicion de Morse de un invariante (definicion 1.4.7),
caracterizado en el teorema 1.4.14. Se concluye con una descripcion
del comportamiento dinamico de un compacto invariante que admite

tal descomposicion (proposicion 1.4.11), como los atractores globales.

1.4.1 Atractor local débil y su repulsor asociado

1.4.1. Los conceptos de atractor débil y repulsor son utiles para
estudiar un atractor global [36]. Inicialmente se define el atractor local
débil. Para tal fin se considera S, C X un subconjunto (no-vacio)
compacto e invariante respecto al semigrupo 7(-) de X. Se dice que
el conjunto A C S, es un atractor local débil (en S,) cuando existe

una constante positiva ¢ > 0 para la cual se verifica
w(Oa(A)ﬂSA) = A. (1.29)

El repulsor (relativo a S,) asociado al atractor local A C S, es el
conjunto dado por los elementos x € S, para los cuales su respectivo

conjunto w— limite es disjunto de A. Es decir,
A ={z e Sy :wl@)nA=0}. (1.30)

En ese contexto, al par ordenado (A, A*) se le denomina: pareja
atractor-repulsor, respecto a S4. Note que el conjunto vacio y el propio

S 4 satisfacen trivialmente (1.29).

La siguiente es la primera observacion basica de Ay A*.
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Observacion 1.4.2. La proposicion 1.2.9 muestra que

w(B) = (UT®E)

s>0  t>s
es compacto cuando E es parte de algtn conjunto compacto invariante.
De este modo, cada atractor local débil A C S, es un compacto invariante
y disjunto!! de su repulsor asociado A* C S, (basta usar A = w(A) en el

apartado 1.2.5 y que w(z) # 0,V € S4).

Proposicion 1.4.3. Sea (A, A*), una pareja atractor-repulsor para T(-),

respecto a S 4.
(@ Siw(O0-(A)NSa) =Ay0 <4 <e, existe ty = ty(d) >0 tal que

(tzto y aze(’)e(A)mSA> = T(t)a € O5(A).

(b) Si B= B y BN A = () entonces por cada ¢ > 0 existe t, = ty(e) tal que
(az €Sa t>ty y T(t)x e B) = d(z,A") <e
Demostracion. Para probar el item (a) se asume, por contradiccion, que

existe una constante positiva 0 < § < ¢ para la cual no se cumple la

primera parte de la proposicion, es decir
\V/to >0= El(fo > to N\ T E OS(A) N SA) tal que T(Eo)fi‘ € O(;(A) (131)

En (1.31), la definicion (1.29) hace posible construir las sucesiones

tn >0y z, € O.,(A) NS4, ambas con los siguientes requerimientos:
tn = +oo, T(ty)x, & Os(A) y d(T(ty)z,, A) =9 > 0.

En este contexto, la invarianza y la compacidad del conjunto S4

garantizan la existencia del siguiente limite.

r= lim T(t,,)xn, € Sa\ Os(A4),

k—+o00

con n; — +oo cuando k£ — +o0.

1En el teorema 1.4.4 se vera que cada pareja atractor-repulsor esta formada por

compactos que son invariantes y disjuntos.
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Por otro lado, como la sucesion t,, e oo y cada z,, € O.(4)N
Su, €l Lema 1.2.4, que caracteriza el conjunto limite por sucesiones,
muestra que

€ w(0:(A)NS4) =A.

Esta es una contradiccion. Por lo tanto, las afirmaciones del item (a)
son verdaderas.

En la prueba de (b) también se procede por contradiccion. Existe un
cerrado B, disjunto de A y algun ¢ > 0 para el cual no se satisface la

segunda parte de la proposicion:
Vto > 0= 3(ty > to AT € Sa) tal que T'())z € B pero d(z, A*) > e.

Estas condiciones inducen dos sucesiones t, — +o0 y z, € Sy que
satisfacen

T(t,)r, € B y d(x,, A") >¢€ Vn. (1.32)

Sin pérdida de generalidad, se asume que z, es convergente, en
consecuencia

dor=1lmz, €Sy y dz A" >e
n—oo

Por la definicion dada en (1.30), la interseccion w(z) N A # (); luego para
la constante € > 0 de (1.29) existe ¢; > 0 para el cual T'(t;)x € O.(A) NS4,
(x € Sx implica {T'(t)x : t > 0} C S4). Ademas, por la continuidad de

T'(t,) genera un numero m € N tal que
T(tl)mern S OE(A> N SAa vn.

Con esto se puede aplicar la primera parte de la proposicion para algun

0 <0 <econOs(A) C X\ By encontrar t, = t(d) tal que
t>tyg+t; = T(t)xmin € Os(A), Vn.
En particular, para algun ng > 0 con t = t,,1,, > to + t1 (pues t, — o0):
T (tmsng)Tman, € X \ B.

Esta contradiccion con (1.32) concluye la demostracion de (b). Por

tanto la proposicion es verdadera. O
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El siguiente resultado aparece en el ultimo capitulo de [36].
Es necesario senalar que la proposicion 1.3.29 garantiza que cada
elemento = € S, admite una solucion global que pasa por z, en la cual

su conjunto a—limite es compacto, invariante y no vacio (vea (1.25)).

Teorema 1.4.4. Sea (A, A*) una pareja atractor-repulsor para T(-),

respecto a S 4, entonces

(a) Los conjuntos A y A* son disjuntos, compactos e invariantes.

(b) Sea ¢, = £ : R — Sy la solucion global que pasa por x € Sy, las

siguientes implicaciones son validas:

(i) Six € A* o la interseccion w(x) N A* # () entonces {(R) C A*.
(i) Si ()N A # () entonces {(R) C A.

(iii) Sixz ¢ AU A* entonces A* D a(§) yw(z) C A.

Demostracion. En (a), la observacion inicial es que el conjunto limite
w(z) = w(T(t)z),Vt > 0y Vo € Su. A partir de aqui, la definicion del
repulsor, muestra que se cumple la siguiente inclusion 7'(¢)A* C A*, sin
restriccion en el parametro ¢t > 0. Reciprocamente, si se admite que el
elemento z € A* y el parametro ¢t > 0, la solucion global ¢, : R — Sy
que pasa por z satisface &,(—t) € S4y w(z) = w(é(—t)), y por eso la
imagen ¢,(—t) € A*. En esta imagen, al aplicar 7'(¢) la exigencia para
ser solucion garantiza que 7T'(t)(¢,(—t)) = &(0) = z, de aqui se obtiene

la otra inclusion A* C T'(t)A*. Se concluye, asi, que
A* es invariante. (1.33)

Para ver la compacidad del repulsor, bastara mostrar que es un
conjunto cerrado, por eso se considera una sucesion convergente,
es decir A* > z, — v € Sy. En estas condiciones, se concluye que
w(z) N A = () pues de lo contrario algun z,, estara en O.(A4) NS4 lo cual
implicara que w(z,,) N A # ), contradiciendo que cada x, € A*. Es decir,

A* es un subconjunto cerrado del compacto invariante S, y asi

A* es compacto. (1.34)
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Por lo tanto, la observacion 1.4.2 junto a las afirmaciones (1.33) y
(1.34) demuestran el item (a).

Para probar (i), se observa inicialmente que en la hipétesis bastara
considerar la interseccion pues de lo contrario se tiene x € A*. En estas
condiciones, la inclusion ¢(R) C A* sigue de la invarianza del conjunto
compacto A*. Se elige un elemento z € w(z) N A*. Por las propiedades
usuales del conjunto limite, existe una sucesion 0 < r, — +oco para
la cual se cumple T(ry)x = T(rs)&(0) = &(ry) — z € A* cuando
k — oo. Consecuentemente, la siguiente afirmacion, necesaria para la

demostracion, es verdadera.

(b.1) Si la constante g > 0, satisface la igualdad d(A,A*) = 28 > 0

entonces existe £, tal que

k> ko - g(Tk)E(95(A*):B.

En estas circunstancias, para cada parametro ¢ € R, no solo la imagen
£(t) pertenece a S4, sino también existe r;, de la sucesién anterior,
que supera al parametro r; > ¢, luego T'(r; — t)¢(t) = £(r;) € B para
j suficientemente grande. De este modo, la proposicion 1.4.3 implica
la siguiente desigualdad d({(t), A*) < B,Y0 < 3 < . En consecuencia,
£(t) € A*,Vt € R. Esto concluye la demostracion del item (7).

Para establecer (iz), en el atractor local se elige un elemento z € «(¢)
que también verifica z € w(Og(A) NS A), donde ¢ > 0 cumple (1.29).
Existe una sucesion divergente 0 < ¢, — oo para la cual ocurre la
convergencia del siguiente limite klggo ¢(—tr) = z € A. De aqui se infiere
que la imagen £(—t;) € O.(A) NS4, para k suficientemente grande. Asi,
cuando el parametro ¢t € R, para k suficientemente grande se tiene
tr +t > 0y asi esta bien definida la funcién continua 7'(t; + t). Esta
funcion, al ser usada con la solucién global resulta T'(¢, +t)&(—tx) = £(t),
y en consecuencia lfm T(tr + t)E(—tr) = £(t) € w(O(A4) N S4) = A. Como
t es arbitrario, se obtiene que toda la orbita ¢{(R) esta incluida en el

atractor local A. Esto demuestra el item (i7).
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Para probar (i) se observa primeramente que la condicion dada
xr ¢ (AU A*) implica que el conjunto cerrado B = {z} satisface AN B = (.
Se elige, asi, un elemento z € «({). Las propiedades del conjunto

a—limite muestra que existe
0<ty —>o00 con &(—tx) €S, talque ka E(—ty) = 2. (1.35)
—00

Como T'(tx)é(—tx) = £(0) = z € B para todo t; > 0, cuando se considera
una constante ¢ > 0 existe ¢, = ty(¢) tal que d({(—tx), A*) < &,Vtx > to
(proposicion 1.4.3). A partir de esto se obtiene {(—t;) € A*, si k es
suficientemente grande. Por (1.35) y la compacidad de A*, se obtiene
z € A*. Por tanto,

rg (AUAY) = o) C A"

Para continuar la prueba de (iii), se considera z € w(z). Existe 0 <
t, — +oo de modo que ¢ (t,) — z. De aqui se desprende la siguiente

afirmacion
36 >0 demodo que ¢&f(t,,) € Os(A) paraalgan t,,.

Si se supone lo contrario, cuando 6 > 0 cada & (t,) € Sa \ Os(A).
Asi, el cerrado B = S, \ Os(A) satisface AN B = (. Para cada
e > 0, se tiene d(r,A*) < e (proposicion 1.4.3) y se concluye que
x € A*. Esta contradiccion con la condicion (izi) prueba la afirmacion.
Consecuentemente, & (t,,) € Os(A) NS4y nh_)ngo T(tn)& (tn,) =2 € A(Aes

un atractor débil). Por lo tanto,
r¢(AUAY) = w(z)CA
Esto demuestra (iii) y concluye la prueba del teorema. O

El siguiente corolario describe una caracterizacion del repulsor
asociado a un atractor local débil. Sera de utilidad para presentar
la equivalencia de las definiciones de par atractor-repulsor y pareja
atractor-repulsor cuando en el segundo capitulo se trabaje con

atractores globales.
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Corolario 1.4.5. Si (A, A*) es una pareja atractor-repulsor para T(-),
respecto a S,. Entonces, el repulsor A* esta formado por todos los
elementos © € S, para los cuales d(T'(t)z, A) no tiende a cero cuando

t — +o0.

Demostracion. Si se elige + € S4 de modo d(T(t)z,A) tiende a cero
cuando t — +o0o, aparecen dos casos complementarios y excluyentes:
(i) z € A; (ii) x ¢ A. En el caso (i), el teorema 1.4.4 muestra directamente
que v ¢ A*. En el caso (ii), 7 € Sy \ Ay tLiElood(T(t)x’A) = 0, en otras
palabras () # w(z) C Ay asi x ¢ A*. Es decir

A*C{z € Sy:d(T(t)z,A) » 0 cuando t — +oo0} = F.

Para obtener F' C A*, se considera un elemento y € S, \ A* y se analizan
los casos (I) y € A; (II) y € A. En (I), el compacto invariante A D w(y) y se
concluye que y ¢ F. En (II), la parte (iii) del teorema 1.4.4 implica que
w(y) C A, en otras palabras y ¢ F'. En conclusion, A* D F'y se obtiene

el corolario. U

1.4.6. Si la interseccién w(z) N A* es un conjunto no vacioy = € Sy,
el teorema 1.4.4 garantiza que la orbita ¢,(R) esta incluida en A*.
Consecuentemente, el conjunto w(z) C A* y su interseccion w(z) N A C
AN A* = (. En otras palabras, w(x) N A # () implica que w(z) N A* = (.

Analogamente, cuando z € Sy, el atractor local (débil) en S 4 satisface
wx)NA#0 = w(x)CA

pues w(z)NA # () garantiza w(x) N A* = ). De este modo, cada z € w(z)\ A
satisface z ¢ (AU A*) y en consecuencia w(z) C A (teorema 1.4.4). Es
decir, w(w(z)\ A) C A. También desde que A es invariante, w(w(x) N A) C
A. Por tanto, w(w(z)) C A. Y de la invarianza de w(z) se tiene w(z) C A
cuando w(z) N A # (. Asi, se concluye que el conjunto limite w(x) es

parte del atractor local débil A cuando lo intersecta.



1.4. DESCOMPOSICION DE MORSE 49

1.4.2 Caracterizacion de la descomposicion de Morse

Se estudia la llamada descomposicion de Morse [14, 36] para usarla
adecuadamente en la construccion de una funciéon de Lyapunov,
cuando el semigrupo induce algunas condiciones técnicas adicionales
en el atractor global [1]. Para tal fin, se recuerda que en un compacto
invariante S, C X, cada conjunto A C S, que satisface w(O.(A)NS4) = A

para algun ¢ > 0 induce al repulsor asociado
A*={x € Sa:d(T(t)x,A) - 0 cuando t — +oo}.

Definicion 1.4.7. Sea S, C X, un conjunto compacto que también es
invariante con respecto a T(-). Una determinada coleccién ordenada
{E\, ..., E,} de subconjuntos E; C S, es una descomposicion de Morse

(debil) de S 4 si existe un sucesion creciente
Ay=0CA C---CA,_1CSs=A4, (1.36)

de atractores locales (débiles y en S4) para los cuales se cumple

Figura 1.3: Descomposicion de Morse (ilustracion)
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1.4.8. Como S, es un compacto invariante, se cumple que «(z) # (0 y
w(z) # 0 para todo z € S4. Por otro lado, de la definicién de repulsor
asociado se obtienen las igualdades Aj = A, = Sy y A = Ay = 0. Es
mas, por cada 1 <i < n la condicion w(z) N A; = () implica w(z) N A;_; =0

y por eso, se cumple la siguiente cadena de inclusiones
Sa=A;DAT DDA, DA =0. (1.37)

Ademas si i < j la interseccion E;NE; = (A;NA;)N (A7 NAT_ ) = AiNAS_,
satisface F; N E; C A;_1 N A7, pero por el teorema 1.4.4 la interseccion

Aj_ 1N Aj_; = (. Por tanto, los compactos E; son disjuntos, dos a dos.

Ejemplo 1.4.9. Si A es un atractor local débil en S 4 el conjunto de dos
elementos {E, = A, Fy, = A*} es una descomposicion de Morse (débil)
de S,4. Los atractores locales Ay = 0, A, = A y Ay, = S, satisfacen

El siguiente lema técnico permitira demostrar las propiedades de la

descomposicion de Morse.
Lema 1.4.10. Sea r € S 4, con las condiciones de la definicion 1.4.7.

(a) Cuando i > 0 es el menor entero con w(z) C A; entonces © € Af ;.
Ademas

Al Dalz)UER)Uw(x) vy o w(z) C E;.
(b) Sij < n es el mayor entero con A; D a(x) (‘menor conjunto’) entonces

(c) Si0 < i,j < n satisfacen (a) y (b) entonces j > i — 1.

Demostracion. Las inclusiones en (1.36) garantizan la existencia del
entero ¢ > 0 con w(x) C A; y w(z) ¢ A;—;. Como A;_; es un atractor local
en 5S4, de 1.4.6 se obtiene que la interseccion w(z) N A4;_; = 0; es decir
r € Af_, y el compacto A} | D a(x) U (R) Uw(x). Por tanto, (a) es verdad

(F; = A; N A, es interseccion de compactos invariantes).
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En la suposicion del item (b), la existencia del entero j < n que
satisface las condiciones A} D a(x) y Aj,, 2 a(z) viene dada por las
inclusiones de los repulsores que aparece en (1.37). De este modo, se
obtiene que toda la imagen de la solucion global ¢,.(R) es parte del

atractor A;,;. Si se asume, por el contrario, que la orbita

f:v(R) gZ Aj+17

se infiere que existira algin parametro ¢ € R para el cual se verifica

f(ﬂ ¢ Aj11. En este contexto, ocurren dos situaciones complementarias

o &(t)eAj,, obien ((t) ¢ A7,

En el primer caso, es decir cuando ((t) pertenece al compacto

invariante A*

711, se obtiene que el conjunto a(z) este incluido en el

repulsor A7 ;, lo cual es una contradiccion. Si por el contrario se
verifica el segundo caso que significa £(f) ¢ A%, se puede aplicar el
item (éi7) del teorema 1.4.4. Con esto se garantiza que, también en este
caso, €l conjunto a(z) es parte de A;, ,. Consecuentemente, ambos
casos conducen a una contradiccion. Por lo tanto, toda la trayectoria
&:(R) C Aj1, y se cumple el item (b).

En las condiciones de (c), se observa inicialmente que la orbita
& (R) € A4 N A, Luego, para probar que j > i — 1 se procede por
el absurdo. Si j < i —1 o lo que es equivalente a decir que j +1 <i—1,

entonces A;; C A;_y, luego A; 1 NA;, C A_1NA;, =0,1lo cual es una

contradiccion. Por lo tanto, la afirmacion (c) es valida. O

La siguiente proposicion, tomada del ultimo capitulo de [36],
describe las propiedades mas importantes y tutiles de una
descomposicion de Morse. Estas estan intimamente relacionadas con
las propiedades dinamicas presentadas en [10] donde aparece el

concepto de conjunto invariante aislado.
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Proposicion 1.4.11. Sea S, C X un compacto, invariante con respecto
aT(:)y E={F,...,E,} una descomposicion de Morse de S, asociada
a los atractores locales (débiles) ) = Ay C A, C --- C A,_1 C A, = S4. Se

satisfacen los siguientes enunciados.
(@) Existee > 0 tal que O (E;)) N O(E;) =0 sil<i<j<n.

b)) Si¢, =€ : R — Sy es la solucion global que pasa por x € Sy,

entonces:

e 0&(R) C Ej paraalgunj=1,...,n.

e 0 existen subindices k < r tal que Ey, D w(z) y a(z) C E,.

(c) Cada A esta unicamente determinado por {F, ..., E,}:

Ak:{ZL‘ESAZOé(ga;)CElU"'UEk}, 1<k<n.

(d) Sil <i<n, (Ai_l, EZ-) es una pareja atractor-repulsor respecto a A;.

Demostracion. En el acapite 1.4.8 se verifica que la familia {£, ..., E,}
esta formada por conjuntos compactos y disjuntos. De aqui se concluye
que el item (a) es verdadero.

Para probar (b), se considera x € Sy, y se eligen los siguientes

subindices.
O<i=min{k€Z: wx) CA} y j=mix{keZ: Ay D al&)} <n.

Por el lema 1.4.10, la orbita {(R) esta incluida en la interseccion
Aj1 N Ay el subindice j > i — 1. Con esto se obtiene el primer punto

de (b), es decir:

Si, por el contrario, j > i — 1 se usa que w(z) C E; y a(&) C E;41. Por
tanto, existen k =i < j+1 =r tal que a({,) C E, y w(xz) C E). Se concluye

que el item (b) es verdadero.
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En (¢), cuando el elemento » € A, con k£ > 1 entonces el conjunto
a(&,) es no-vacio y esta incluido en A;. En ese sentido, existe el menor
entero 0 < i < k para el cual se verifica «(¢,) C A;. En consecuencia
a(&) NAi—y = 0. Luego w(z) N A;-1 = 0,Vz € a(&,) (pues z € a({,) implica

w(z) C a(&,)) y se obtiene:
i=min{j € Z: a(&) C A} = a(&,) C AL

En otras palabras, existe algin 1 < ¢ < k de manera que el conjunto

a(é) C AinAf_, = E;. De esto se concluye que
AkC{yESAZH gyZR—)SA Yy Oé(gy)CElLJ"'UEk}:Mk.

Reciprocamente, cuando y € M, entonces «({,) C E,; para algun
1 <j<k. Desdeque E; = A;NA;_; CA; C Ay, se tiene que el conjunto
limite a(¢,) C Ai, luego ¢, (R) C A, (teorema 1.4.4). En otras palabras

M, C Ay. Por lo tanto, se cumple el item (c).

Para probar (d) se define, el repulsor de A;_; respecto de A; por
A:71|Ai = {l’ S Az : w(x) N Ai—l = @}

y se demostrara que E; = Af ,|4,, por doble inclusion. Si z € E; =
A; N A, el conjunto limite w(z) N A;_; = 0 y asi z € A} ||4,; en otras

palabras E; C A! ,|4,. Para la otra inclusion, se da y € A

4;, €s decir
y € A; satisface w(y) N 4,1 = 0, luego y € A, N A, = E;; por lo tanto

A? |4, C E; y se demuestra (d). La proposicion es verdadera. O

Para analizar el reciproco de la proposicion anterior, se presentan
condiciones suficientes para obtener la definiciéon 1.4.7. Las tres
propiedades utiles se enuncian en el siguiente lema y se probara
que produce el efecto esperado en el principal teorema de esta
seccion (teorema 1.4.14). En este contexto, es necesario senalar que la
proposicion 1.3.29 garantiza la existencia de las soluciones globales, y
asl la suposicion en (3) del lema 1.4.12 no genera ninguna restriccion

adicional.
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Lema 1.4.12. Sea S, C X un compacto, invariante con respecto a
T(-). Si se asume que la familia ordenada {E,, ..., E,} satisface las tres

condiciones:
1. Cada Ey C S4 es compacto e invariante.
2. Existe e > 0 tal que O.(E;) N O(E;) =0 cuando1 <i < j <n.

3. Si¢ =¢ : R — S, es la solucion global que pasa por x € Sy,

entonces

e 0§, (R) C E; paraalgini=1,...,n.

e 0 existen subindices j < i tal que E; D w(z) y a(&,) C E;.

Entonces los conjuntos A, = {x € Sx: a(&,) CE1U---UE,} con1<k<n

y Ay = () son compactos invariantes que satisfacen (1.36).

Demostracion. En el compacto S, se tiene que
Ay={yeSs:3 & R>S4 y of§) CEU---UE} (1.38)

cuando 1 < k < n. Se cumple que A; C A; para: < j pues £, U---U E;
esta incluido en F, U---U E; U --- U E;. Ademas, por cada =z € S4, la
respectiva solucion global ¢, satisface (3) y por eso existe j = 1,...,n
para el cual o bien ¢,(R) C E; o en su defecto «(§,) C E; C EyU---U E,.
En ambos casos, (1.38) muestra que = € A, (proposicion 1.3.29). Por

tanto, S4 C A, y asi S4 = A,. De aqui se desprende que
@ZAQCA1C"'CAn:SA.

Por otro lado, cuando ¢ > 0 se cumple a({,) = a(ér@a) Y POr €so se
verifica que T'(t)A;, C Ax. Ademas, sia € A, yt > 0 el elemento b = {,(—t)
esta bien definido y satisface no solo que a(§) = «(¢,) € By U---U Ej
sino también que 7'(¢)b = a; es decir, A, C T'(t)A;. Se concluye que cada
A, es invariante:

T(H)Ay = Ay, Vit > 0.



1.4. DESCOMPOSICION DE MORSE 55

Afirmacion Los conjuntos A, C S, son cerrados.

Como A, = S4 es cerrado, se procede inductivamente y se asume que
A4 es cerrado para algun 1 < k£ < n— 1. Para ver que A; es cerrado, se

elige una sucesion convergente
ym € A tal que lim y,, =y € Ari1 (1.39)
m—roo

(Ax C Ay y este ultimo es cerrado). Por (1.38), existen soluciones
globales ¢, : R — S, con &, (0) =y, y a(§,,) C E;U---U E,. Como
&y (R) es parte del compacto 54, existe una subsucesion (denotada por
ella misma) la cual converge puntualmente. Asi, la funcién limite no

solo satisface
E(t+s)= lm &, (t+s)= lim T(t)§,,. (s) =T(t)E(s), VseR,¥t>0.

sino también (1.28). Luego, ¢ : R — S, dada por () = lim ¢, (¢) es una

solucion global que pasa por y = £(0). Es decir,

lfm ¢, (t) = &,(t), VteR.

m—o0

Por otro lado, de (1.39) y (1.38) se observa que cada a = &, (t)) € Sa
satisface a(¢,) = a(¢,,,) C E1U---U Ej; es decir, cada orbita ¢, (R) no
solo esta incluida en A; sino también es parte del cerrado Ay, . Por eso
{(R) C Apy1 y asi

a(&,) C Agtr.

La invarianza de cada compacto E; implica que «(¢,) C E;,Vz € E;. Asi,
por la definicién de A, ; y la condicién (1) se verifica que E; N Ay =0

para j > k+1. Luego, se tiene que «(¢,) C E1U---UE,,;, en consecuencia
o al)CEU---UE, obien «f)C Ey.

Con el proposito de probar que y € A, y obtener que A, es cerrado, se

demostrara:

(&) € Erga. (1.40)
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Para establecer (1.40) se procede por el absurdo y se asume que el
compacto invariante E;; D a(§,), es decir existe z € a(§,) C Ej41. Con
esto, la constante ¢ > 0 de (2) genera una sucesion t, — +oo tal que
&y(—t) € Oc(Ea) y d(§(—1),2) < 3, Vv > 1. Como lim &, (—t,) = &(—L),
existe m, > v con¢,, (—t,) € O(Er1)y d(&y,., (—t,), (—t,)) < 1. Es decir,
se elige m, > v con

2

A6y (~t)2) S0 con &, (<h) € OBrr).  (141)

Por otro lado, se vio que cada ¢,,(R) C A;; por eso «(§,,) C E, para
alguin 1 < r < k, (1.38). Si r > 1, el segundo punto de (3) muestra
w(ym) C Ej paral < j < r; sipor el contrario «(§,,,) C E;, el primer punto
de la misma hipétesis implica ¢, (R) C E; y asi «(¢,,,) Uw(yn) C E1. En

todos los casos, se obtiene:
a(éy,,) Uw(ym) C ELU---U Ej. (1.42)

Por (1.41) y (1.42), existen 7, < t, < s, para los cuales &, (—t) €

Oc(Eg+1) cuando 7, < ¢ < s, pero con d(&,, (—s.), Ex1) =
d(&ym, (=T), Ex41) = € > 0. La invarianza de E;,; no solo implica que
&y, ([=50, —7]) NEg41 = 0 sino también que para v € N suficiente grande,
la sucesion s, — 1, — +oo (vea (1.41)). Para continuar, se considera
la sucesion z, := ¢, (—s,) € Ax1 que satisface d(z,, 1) = € en el

cerrado Ay, existe una subsucesion de z, (Que se denotara por ella

misma) de modo que x = lim =z, € A, satisface

v—+400

d(x, Egy1) =€ > 0.

Ademas, T'(t)xz, = T(t)&,,, (—sv) = &, (t —s,) = T(t)x cuando v — +oo.
Pero, ¢, (t—s,) € &, ([=5,, —7]) C Oc(Eys1) para 0 < t < s, —7,; luego se
cumple T(t)x € O.(FE.1),Vt > 0 lo cual implica w(r) C O (Eyy1). Es mas,
por la primera y tercera condicion, w(z) C Ei,1. Desde que = € Ay, se

tiene que «(¢,) C E1 U---U Ex,;. Por la condicion (3),
fg:(R) C EkJrl y =z c EkJrl.

Esta contradiccion muestra (1.40) y asi la afirmacion (pagina 54). O
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El siguiente lema simplifica la presentacion de la prueba del
principal teorema de ésta seccion. Se usan distintas vecindades de
conjuntos que se construyen a partir algunos conjuntos invariantes

por medio de conjuntos limites, tal como se hace en el lema 1.4.12.

Lema 1.4.13. Sea Sy, C X y {FEi,...,E,} como en el lema 1.4.12. Los
conjuntos Ay =0y A, = {z € Sa:a(&) C EyU---UE} conl <k <n

satisfacen:

(a) Siexiste{1,...,n} >k (k) >0 de modo que parak <n —1
W(Ocort) (A1) N S4) = Apr Y w(Ocy(Ag) NS4) \ Ap # 0

con 0 < e(k) < e(k + 1) entonces existe x, € O.4;)(A) N Sa Yy s, >0

con'?

RO

T(S,,)ZL’,, S Oe(k)(Ek‘Jrl) y d(T(S,,)J?,/, Ek‘+1) <

(b) Cada compacto invariante A, admite alguna constante ¢ = ¢(k) > 0

para la cual w(O-(Ay) N S4) = Ay.

Demostracion. En el item (a), cada conjunto A, C O.x)(Ax) NS4 es
compacto e invariante (lema 1.4.12); y por tal motivo se verifica que

Ap = w(Ay) Cw(O.(Ax) N S4). Se considera

Yy € w(Omy(Ar) N Sa) \ A # 0.

Este conjunto limite genera las sucesiones z, € O.x)(A4x) N Sa y
t, — +oo con y, = T(t,)r, — y. Como en la prueba de la afirmacion
de la pagina 54, las soluciones globales ¢,,: R — S, generan una
subsucesion (denotada por &,,) que converge a una solucion global,
es decir

lfm €, (t) = &,(t), VteR.

n—-+o0o

12En (a) se cumple Ey.; C Ajy1, por tal motivo la eleccion de 0 < (k) < e(k + 1)
permite ver que la vecindad O.)(Ext1) satisface O,y (Ert1) = Ocps1)(Ars1) N

Oc(k)(Ek+1)-



1.4. DESCOMPOSICION DE MORSE 58

Las condiciones A, C Ayi1, 0 < e(k) < e(k+1) ¥ w(Ocperry(Aps1) N Sa) =
Apy1r muestran que w (O (Ar) NSa) C w(Ocpes1)(Ars1) NS4) = Ajp1 y por
eso y € A;;;. Con esto se obtiene, no solo la inclusion &,(R) U a(&,) U
w(y) C Ag4q sino también a(¢,) C £y U ---U E;4y. Ademas, y ¢ A;, implica
a(&,) C Eyiq. Pero, el compacto invariante Ej, satisface Ej 1 C Ay,
por eso existen p, — +00y z € Ej41 de modo que &,(—p,) € O-p41)(Ap1) ¥
d(&(—py),2z) < L. Como lim &, (—py) = &(—py), existe n, = v con ty, > p,

tal que

OE(k+1)(Ak+1) N Oa(k)(Ek‘Jrl) > fynl, <_pV) = T(tny - pV)xny

Y d(T(tn, — pv)n,,&(—p)) < 1. En otras palabras,

RN

d(T(tn, — pv)Tn,,2) < con z¢€ Epy.

Esto muestra (a) para z, = z,, € O-1)(Ar) NS4y 5y = tn, — p > 0.

Para demostrar (b), se observa que la afirmacion es verdadera para
A, = S4. Se asume por induccion que para algun k£ < n — 1, se cumple
w(Ups1 N Sa) = Apyr, con Upsy = Ocioyr)(Apt1) ¥ e(k+1) > 0. En este

contexto, se considera las vecindades
Up = Og(k)(Ak) con 0< 8(/{}) < min {6(]6 + 1), d(Ak, Equl), 6},

donde € > 0 es la constante dada en (2), del lema 1.4.12 (note: E; ., U
Ay C Api1 ¥ By N A, = ). Cada Uy, satisface A, = w(Ag) C w(Up N S4).
Para concluir, bastara mostrar que para algun (k) > 0 suficientemente
pequeno la diferencia w(Uy NS4) \ Ax es igual al conjunto vacio. Asi, se
supone por contradiccion la existencia de una sucesion 0 < 6, = ¢(k,)
que satisface §, — 0 de modo que su respectivo U, = Os, (Ay) satisface

w(Ux NSa) \ Ax # 0. Por la parte (a),

dx, € Os, (Ax) N Sy y ds, >0 tal que (1.43a)

2
T(sy)xy € Ocry(Er1) con  d(T(s,)z,, Bypi1) < ~ (1.43b)
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Con lo cual es posible encontrar las sucesiones 7, < s, < 7, < +00 para
las cuales se cumplen d(T(7,)7,, Exi1) = (k) y T(17. 7)) 2 € Ocy(Brt),
junto a una de las dos condiciones, siguientes: o d(T(7,)z,, Ex+1) = (k)
o bien 7, = +00. Por la compacidad de la frontera, 7'(7, )z, admite una
subsucesion (denotada por ella misma) cuyo limite z = yh—>IEo T(1,)x,

también satisface

d(&, Exa) = (k). (1.44)

Ademas, para = lim z, no solo se cumple z € A; sino también

V—00

que la orbita UT(t):c C A (0, — 0y (1.43a)). En este contexto, el
>0
conjunto U T(r)z, se acerca al invariante A, a medida que 7, crece,

re0,7]
y asl sin pérdida de generalidad, en la construccion que ya cumple

d(T(1,)zy, Ery1) = e(k) y z, € Os,(Ay) N Sa, se puede suponer que

T <Tp<---<T, <Typ1. Luego si v — +oo se obtiene
T E w(O(;V(Ak) N SA) C w(UkH N SA) = Agi1-

Por otro lado, (1.43b) implica 7'(s,)z, — Ei1 Yy, por la construccion,
cada T(t)r, € O.4)(Ers1) cuando s, < t < 7,. De este modo, la
invarianza de FEj.; implica que T([s,,7,])x, N Ex.; = 0 cuando v es
suficientemente grande, luego 7, — s, — +o0o. Ademas, por cada t > 0 se
tiene T'(t)z = Vll)ngo T(t+7,)r, (continuidad), donde T(t+7,)z, € O (Er11)
para0 <t <r7,—71,; desde que 7,—s, < 7, — 7, se tiene que 7, — 7, — +00;

en otras palabras, T'(t)& € O, (E+1), Vt > 0y por el lema 1.4.12,
u)(i’) C Ek+1.

Por otro lado, # € Aj,; implica a(z) C FEy;i, luego por la tercera
condicion del lema 1.4.12 toda la solucion global que pasa por & esta
incluida en FEj,;. En particular, © € F;,,. Esta contradiccion con (1.44)
muestra que existe algin Uy, de modo que la diferencia w(U;NS4)\ 4 = 0

y asi w(Ux N Sa) = Ay O
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El siguiente teorema (el mas importante de esta seccion) aparece en
el ultimo capitulo de [36]. Se presentan las condiciones suficientes para
que una determinada familia ordenada de compactos invariantes sea
la descomposiciéon de Morse de algun S, C X (definicion 1.4.7). Cabe
mencionar que estas propiedades son coherentes con la descripcion
dada en [1] y [6]. En estos trabajos se relaciona la descomposicion de
Morse con el concepto de familia invariante aislada y se describira en

la proposicion 2.2.14.

Teorema 1.4.14. Sea S, C X un compacto, invariante con respecto
a T(:). Si se asume que la familia ordenada {F,...,E,} satisface
las tres condiciones del lema 1.4.12, entonces {F,,...,E,} es una

descomposicion de Morse de S 4.

Demostracion. Se cumplen las condiciones del lema 1.4.12. Asi, los
compactos invariantes Ay =y A;, = {x €ESqgalé) CEyU---U Ek} con
1 < k < n no solo satisfacen (1.36) sino también, admiten vecindades
O.(Ay) (con cada constante ¢ = ¢(k) > 0) donde w(O-(A;) NS4) = Ax
(lema 1.4.13). Por tanto, se obtiene una familia creciente de atractores
locales (débiles y en S4). Para concluir bastara demostrar que se

verifica la siguiente afirmacion.

Afirmacion Para estos atractores locales, su interseccion satisface

j=b
paratodol < j <n.

Sea 1 < j < n, por la invarianza de cada FEj, se cumple «({,) C Ey,Vz €
E;. A partir de esto y la definicion de A; se obtiene que E; C A;
cuando 1 < k < j. En particular, E; C A;. Por otro lado, si F; ¢ A7,

existe que z € I; pero z ¢ A ,. En este contexto aparecen dos casos

complementarios

(I) z € Aj—l y (II) z Q Aj—l-
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e En (I), la invarianza del compacto A;_; muestra que ) # w(z) C
Aj;_1. Ademas, desde que E, U---UFE;_; C A;_, el tercer item de
lema 1.4.12 muestra que w(z) C Ej; para algan k£ < j — 1. Pero
w(z) C E; (pues z € E;). Luego w(z) C E, N E; = (. Lo cual es una

contradiccion.

e En (II), se cumple z ¢ (4,1 U A_,). Por la parte (iii) del
teorema 1.4.4, se tiene que w(z) C A; 1y a(f.) C Aj ;. De la
primera inclusion se obtiene w(z) C Fj, para alguin k£ < j — 1,y
en consecuencia w(z) C E; N E; lo que contradice la condicién (2)

del lema 1.4.12.

En ambos casos se obtiene un absurdo al suponer que FE; ¢ A} ;. Por
tanto,

E; C AN AL,

Para demostrar la otra inclusion se considera z € A;N A7 ;. Siz € Aj, se
obtiene a(¢,) C EyU---UE;. Ademas, como E,U---UE; C A;, la condicion
(3) del lema 1.4.12 implica que w(z) C Ej para algun k = 1,...,5. Si

z € Ay,

es decir w(z) N A;_; = 0, la propiedad E, U---UE;_; C A;_,
muestra que w(z)N(E;U...UE;_;) = (); la hipétesis usada anteriormente
implica w(z) C Ej para algun k£ > j. Se concluye que k = j y w(z) C E;,
de aqui y la definicion de A; > z se desprende que «a(z) C Ej;, es decir

¢(R) C E;. En particular, z € E; y se concluye que

Esto demuestra la afirmacion de la pagina 60 y concluye la prueba del

teorema. |






Capitulo 2

Sistemas Gradientes

“Nada te turbe, nada te espante.
Todo se pasa. Dios no se muda.
La paciencia todo lo alcanza.
Quien a Dios tiene, nada le falta.
Sélo Dios basta.”
Santa Teresa de Jesus.

Se presentan los semigrupos gradientes, pues la funcion
de Lyapunov permite describir la dinamica del atractor
global cuando el semigrupo gradiente tiene un numero
finito de equilibrios [17]. Esta estrategia se extiende a los
sistemas tipo-gradiente [1]: su atractor global tiene una

descomposicion de Morse, sin conexiones homoclinicas.

2.1 Semigrupos con alguna funcion de

Lyapunov

Como en el primer capitulo, para el espacio métrico X, se escribe 7(-)
para referir a un semigrupo, tal como se presenta en la definiciéon 1.1.4.
En este contexto, se recuerda que, un equilibrio para 7(-) es un
elemento v € X que satisface 7T'(t)u = u, vt > 0, en otras palabras u € X
es un punto fijo para cada 7'(t) con ¢t > 0. Se denota por £ al conjunto

de todos los equilibrios de 7'(+).

63
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Definicién 2.1.1. Un semigrupo T(-) se dice que es gradiente en X
si T(-) admite una funcion de Lyapunov en X (global): una funcion

continuaV : X — R, con las siguientes propiedades:
o [0,00) 3t — V(T(t)r) € R es decreciente!, para cada z € X y

o Siz € X satisface V(T'(t)z) = V(z) para todo t > 0, entonces z € £,

es decir x sera un equilibrio para el semigrupo.

2.1.2. El siguiente ejemplo, permite entender adecuadamente las
propiedades geométricas de un semigrupo gradiente. Especificamente
T(-) se construye a partir del flujo inducido (vea 1.1.5) del siguiente

sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias
t=-VV(x), z=(x1,...,2,) €R", 2.1)

donde V : R" — R es una funcion, no-constante, de clase C' y el simbolo

VV(z) = (8;;(?, ce agm(:)) denota el gradiente de V, en el sentido usual.

Cada solucién maximal z(¢) con x(0) = x, cumple

d 2
ZV(@(®) = =[IVV (z(0)]

y claramente ¢ — V' (z(t)) es decreciente, pues la solucion esta definida
en un intervalo. Por otro lado, V(z(t)) = V(z),vt > 0 implica que
VV(z(t)) es el vector nulo y asi z(t) debe ser constante. En estas
circunstancias, la clausura de cada orbita (positiva) limitada es un
conjunto compacto. Ademas, son interesantes e ilustrativos los casos

para los cuales V es propia; es decir, cuando se cumple:
V(z) > 00 si ||z]|| = +o0;

pues en estas condiciones los niveles de V son conjuntos compactos

que siempre son transversales a las trayectorias de (2.1).

ISi I,J son subconjuntos de R, una funcion f : I — J, es llamada decreciente
(creciente) si f(s) < f(t) (f(s) > f(t)) cuando s > t. Ademas si, f(s) < f(t) (f(s) > f(t))

para s >t entonces f es estrictamente decreciente (estrictamente creciente).
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Explicitamente, los siguientes sistemas en el plano

T = -, Yy = —ay,

22 + ay2
2
como circunferencias o elipses centradas en el origen, siempre que se

inducidos por V,(z,y) = admiten a sus conjuntos de nivel
considere ¢ > 0. En especial, el origen de R? es un atractor global del

sistema.

Ejemplo 2.1.3 (reaccion - difusion, [10]). Otro ejemplo (menos trivial)
de un semigrupo gradiente es la ecuacion escalar de reaccion - difusion

sobre un dominio acotado 2 C R",
uy — Au = f(u), u)aq = 0. (2.2)

Si se impone condiciones apropiadas de crecimiento sobre f entonces la

ecuacion genera un semigrupo sobre H} () y la_funcional

1 S
Vi) = 3 Vullie ~ [ Pt P = [ s
es continua de H}(Q) en R. Los detalles aparecen en el capitulo 12 del
libro [10] (Vea también una de las secciones de [34]).

Para ver que es decreciente a lo largo de las trayectorias,

multiplicamos (2.2) por u; e integramos sobre (), con esto se obtiene

1d d
el + 51Vl = [ = 5 [ Plutot)da

es dectr,

d
—V(u(t) = =llulzzq)-

De esta igualdad se desprende que si V(u(t)) es constante, entonces
u; = 0, por lo tanto u(t) = T(t)u es constante, asiu € £. Luego, se concluye

que V' es una _funcion de Lyapunouv.
Por 1.3.28 el conjunto a—limite satisface: como
alé) ={ye X:30<t =% 400 con lim & (1) =y},
—00

donde ¢, es una solucion global, de 7'(-), que pasa por z (£,(0) = x).
Vale recordar que «(¢,) es positivamente invariante, tal como aparece

en (1.26).
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Lema 2.1.4. Sea 7'(-), un semigrupo gradiente y sea &, el conjunto de

sus equilibrios.
(a) Six € X, entonces su w—limite es un subconjunto de £.

) Sié, : R — X es la solucion global que pasa por x € X, entonces

también su conjunto a—limite esta incluido en £.

Demostracion. La parte (a) es trivialmente verdadera cuando w(z) = (.
Si, por otro lado, z € w(x), entonces existe ¢, > 0 tal que kEToo ty = +o0o
y kEI-Poo T(ty)r = z. Ademas, T(-) admite una funcion de Lyapunov
V: X — R (definicién 2.1.1). Por la continuidad de 7'(-) y V,

lim V(T'(t + ty)z) = ICILIEOV(T(t)[T(tk):C]) =V (T(t)z), vt=0.

k—00

Como V es decreciente a lo largo de la soluciones, por cada t > 0 se
cumple?:

V(T(t)z) > V(T(t+ t)z), Yk eN.

Si aqui, k£ — oo, se obtiene

V(z) = lim V(T(tx)x) > lim V(T(t +ty)z) = V(T(t)z) > V(2).

k—o0 k—o0 -

Luego V (T'(t)z) = V(z),Vt > 0. A partir de la definicion 2.1.1, se obtiene
z € £. Por tanto, se obtiene (a).

Si a(é,) = 0, (b) es verdad. Cuando y € «(&,) # 0, existe t, > 0

tal que lim ¢, = +ooy lim & (—tx)r = y. La siguiente composicion
k—+o00 k—+o00

de la respectiva funciéon de Lyapunov [0,+c0) > t — V(&(—t)) es

continua, creciente y acotada superiormente por V(y), es decir V(y) >

V(&m(—s)),VS > 0. Consecuentemente,

Ve=lim V(&(~t) €y lim V(E&(t— ) = V(T(t)y), vt >0

2La desigualdad V(T'(s)z) > V(z),Vs > 0 se obtiene de las definiciones, pues cada
s > 0 admite una subsucesién con s < ¢, y asi V(T (s)z) > V(T(ty)z) — V().

decreciendo.
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Por otro lado, sit > 0 se elige una subsucesion t;, creciente de modo
que t,., —ty, > t, es decir —t,, >t —t,, ., > —t,.,. La solucion global
y la funcién de Lyapunov satisfacen V(&(—tx,)) < V(&(t — ty,,,)) <
V(&(—th,,,)). Asi V(T(t)y) = Vi para todo ¢ > 0y por eso y € &

(definicion 2.1.1, nuevamente). Se concluye la demostracion de (b). O

En la demostracion anterior, se observa que para un semigrupo
gradiente, la respectiva funcion de Lyapunov es constante en la orbita

de cada elemento del conjunto limite.

Proposicion 2.1.5. Sea S, C X un conjunto compacto, invariante
con respecto a un semigrupo gradiente cuya funcion de Lyapunov es
V:X > R.Si€& = {ey,...,e,}, el conjunto de equilibrios esta ordenado
de tal modo que se cumple V(e;) < V(ej41) para j < n — 1, entonces la
coleccion E; = {e;}, de los conjuntos unitarios, es una descomposicion

de Morse de S 4.

Demostracion. La coleccion E; = {e;} verifica las condiciones del

teorema 1.4.14.
(1) Cada E; = {e;} C S4 es compacto e invariante.

(2) Los conjuntos E; son disjuntos dos a dos, y asi existe € > 0 tal que

O(E)NO(E;) =0 cuando 1 <i < j < n.
(3) Por cada solucion global ¢, que pasa por = € S4 se tiene

e Six =e¢;, entonces &, (R) = {e;} = E;.

e SizeSy\E& porellema2.1.4, w(z) CEy al,) CE.

Ademas, si el conjunto limite w(xz) = {¢;}, la condicion V(e;) < V(e;yq)
y la continuidad de V o ¢, permite probar sin dificultad que la
imagen V(¢,(R)) es igual al intervalo abierto |V(e;),V(e;j1)[. De aqui
se desprende que «(¢,) = {e;11}. Por lo tanto, la coleccion E; = {e;} es

una descomposicion de Morse de S, (definicion 1.4.7). O
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El siguiente teorema (presentado en el libro [10]) describe
algunas propiedades dinamicas del semigrupo gradiente bajo algunas
condiciones técnicas que no solo permiten entender los conjuntos
limite, sino también garantizan la existencia del atractor global, de

acuerdo con las propiedades introducidas en el capitulo anterior.

Teorema 2.1.6. Sea T(-) un semigrupo gradiente, acotado® y
asintoticamente compacto. Si £, su conjunto de equilibrios, es acotado,
entonces w(x) atrae a x cuando r € X y existe un atractor global A para
T(-). Si adicionalmente el conjunto de equilibrios £ sélo admite puntos

aislados, entonces para cada x € X, existe un equilibrio e € £ tal que

lim T(t)x =e. (2.3)

t—+00

Demostracion. Cada o6rbita positiva 7" (z) es acotada. Como T(-) es
asintoticamente compacto, de la proposicion 1.3.23 se sigue que w(x)
atrae a . Ademas, por el lema 2.1.4, se tiene w(z) C £ para cada z € X,

con £ un conjunto acotado. Asi, 7(-) es disipativo por puntos:
3& C X (acotado): lim dy(T(t)z,&), Vze€ X.
t—+o00

En ese contexto, el semigrupo satisface todas las hipdtesis del
corolario 1.3.26, de donde se desprende que 7'(-) admite un atractor

global, que viene dado por

A= U {w(B) :BC X,Bes acotado}.
B

Por otro lado, como w(z) es compacto (proposiciéon 1.3.23) y atrae al
conexo {z}, se concluye que el propio conjunto limite w(z) es conexo
(corolario 1.2.8). Por tanto, cuando £ es un conjunto de puntos aislados
se sigue que w(z) es un conjunto unitario, y se obtiene (2.3). Por lo tanto

se cumple el teorema. O

3Un semigrupo T'(-) es acotado si por cada conjunto acotado B C X su respectiva

orbita positiva v (B) = {T'(¢t)B: ¢t > 0} es acotada.
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El siguiente corolario toma en cuenta los resultados del teorema 2.2
dado en el libro [5], donde aparece la definicion de atractor global,

universalmente aceptada.

Corolario 2.1.7. Si T(-) es un semigrupo gradiente y asintéticamente

compacto entonces el conjunto de equilibrios £ satisface

lim dy(T(t)z,€) =0, paratodo z€ X.

t—+00

Demostracion. Como antes, la proposicion 1.3.23 revela que por cada
r € X, su respectivo conjunto w(z) atrae a x. Ademas en el lema 2.1.4
se vio que la funcion de Lyapunov permite expresar que w(x) C £. Pero,

el acapite 1.1.3 muestra que
dy(T(t)z, &) < du(T(t)z,w()).
Por lo tanto, se cumple el corolario. O

En lo que sigue, se demostrara que la estructura del atractor global,
para algunos sistemas gradientes depende fuertemente del conjunto de
equilibrios y su conjunto inestable, que se define a continuacién (note

que se admite la existencia de la solucion global).

Definicion 2.1.8. Sea £ C X un conjunto invariante para el semigrupo
T(-). El conjunto inestable de E se denota por W"(E) y esta formado
por todos los elementos z € X para los cuales existe una solucion global
¢.: R — X que pasa por z y satisface dy (€.(s), E) — 0 cuando s — —oo.

Es decir
W'E)={zeX:3&:R—> Xy lim dy(&(s),E) =0} (2.4)
S——00
2.1.9. La util condicion de aproximacion dada por el limite:

lim dH(gz(s),E) =0,

S§——00
es equivalente a decir que por cada ¢ > 0 existe una constante ¢...) > 0
tal que
£:(s) € O.(F) cuando s < —i(.,).
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En estas circunstancias, cuando se fijan z € W*(E)y ¢t > 0, cada e > 0
genera una constante positiva ¢ +t > 0 de manera que la imagen
{.(s + t) pertenece a la vecindad O.(F) cuando s < —(tr.. + t). Por

consiguiente, la ecuacion (1.27) posibilita conseguir que
(e W (B)yt=0) = lim dy(gres(s), B) = 0.
§——00

En otras palabras, W*(F) es positivamente invariante. Analogamente,
cuando z € W*(E) y t > 0, el punto w = {,(—t) satisface la igualdad
Ttw=zylareglaR > s— £, (s —t) € X genera una soluciéon que pasa
por w, para la cual se cumple lim dy (w(s), E) = [m dy (&(s), E) = 0;

en tal sentido el conjunto W*(FE) esta incluido en 7'(¢t)IW*(FE). Por eso,
W*(E) es invariante.

Por otro lado, de las propiedades expuestas en 1.1.3 se infiere la
validez de la igualdad dy (.(s), E) = d(&.(s), E), para cualquier elemento
s € R. Por tal motivo, cuando F = {e} esta formado por un equilibrio,

la condicion de convergencia dada en (2.4) es

lim d(£.(s),e)=0 o lim &.(s) =e.

S§——00 S§——00
En este caso, el conjunto limite a(¢,) es conexo, por ser la interseccion

de los compactos conexos &, ((—oco, —n]) con n € N. Asi:

W ({er,... en}) = JW"(es)
=1
cuando {ey,...,e,} son equilibrios [5, pagina 158].
Ejemplo 2.1.10. Se considera los conjuntos invariantes
E; ={(0,0)}, E;=98D s y Es=08D,

para el semigrupo generado por el sistema dado en el ejemplo 1.3.18.

Los conjuntos inestables de cada E; son:

Ademas se observa que cuando los conjuntos invariantes son atractores

locales, estos coinciden con sus conjuntos inestables.
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Observacion 2.1.11. Para los conjuntos hiperbdlicos inducidos por
flyjos, su conjunto inestable se convierte en una subvariedad inmersa
[21, 17]. En este ambito, los sistemas lineales de 1.1.5 inducidos
por matrices, cuyos autovalores no son imaginarios puros admiten al
origen como un “equilibrio hiperbdlico” y su conjunto inestable es una
subvariedad, inmersa en el espacio euclidiano [22]. Algunos resultados

interesantes, que estan relacionados, aparecen en los trabajos [7, 9].

El siguiente lema, que también aparece en [10], permitira
formalizar algunas propiedades basicas que se presentan durante el

desenvolvimiento y exposicion del presente trabajo.

Lema 2.1.12. Sea X; C X un compacto conexo en el espacio métrico
X con el parametrot > 0. Si la familia de compactos conexos satisface

X; C X, cuando t > s, entonces la interseccion total

X:ﬂ&

también es un conjunto conexo.

Demostracion. Se usa la teoria clasica de los espacios compactos y

conexos descrita en [25, pagina 171]. El paso inicial es:
dpy(X;,X) -0 cuando t— +oo. (2.5)

Se procede por el absurdo: existe ¢ > 0, t, - 400y z, € X;, con
d(x,,X) > 2¢. La compacidad de X, justifica escribir x = nglfoo xn € Xo.
Por otro lado, cada parametro positivo ¢ > 0, admite un elemento de
la sucesion para el cual ¢ < t;, es decir X;, C X,. Por la compacidad
de X;, y las inclusiones X;,, > X, , D --- D X, D ---, el limite
anterior z = ml_1>11£1Oo Trem € X3, C X;. En otras palabras, z = n1—1>I—|I—100 x, € X.
Al hacer n — +oco en los extremos de las siguientes desigualdades
2¢e < d(z,,X) < d(xp,x) + d(z,X) se concluye ¢ < d(z,X) = 0, lo cual

es una contradiccion. Por tanto, (2.5) es verdadero.
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Para la conexidad de X se procede por el absurdo. Existen dos
conjuntos disjuntos X; # ) y X, # ) junto a sus respectivas vecindades
abiertas O; y Oy de modo que X = X; UX, y O; N O, = (). En particular,
existe § > 0 de modo que d(zy,x2) > 6 si x; € Oy, o € O,. Por
(2.5), cuando ¢ es suficientemente grande se cumple dy (X, X) < g
Aqui aparecen dos situaciones complementarias: (i): X; es disconexo.
(ii): X; N O; = () para algin i = 1 o i = 2. El caso (i) es una
contradiccion con la hipotesis. El caso (ii) implica que X; D X; o
X; D Xy, luego dy (X, X) £ g lo cual es una contradiccion. Por lo tanto,

X es conexo. |

2.1.13. De la solucion global ¢.: R — X de un semigrupo gradiente,

cuyo conjunto de equilibrios £ # () satisface d(¢.(¢),E) — 0 si ¢t —

—oo se obtiene, la compacidad de cada ng(s) cuando t < 0, y
s<t

asl la interseccion ﬂ Ufz(s) también es compacta. Por otro lado, la
#<0 s<t
conexidad de | — oo,t] y la continuidad de ¢, implica que la familia

X; = U ¢.(s) con el parametro ¢ € (—o0,0] esta formada por compactos
s<t
conexos, todos ellos encajados. El lema 2.1.12 garantiza que ﬂ X, es
t<0
conexo. Como la interseccion anterior es «(£.) se concluye

a(,) es conexo. (2.6)

Teorema 2.1.14. Sea T'(-) un semigrupo que admite un atractor global
A. Si el semigrupo es gradiente y & es el conjunto de sus equilibrios,
entonces A = W"(E). En particular, cuando £ = {ey,...,e,} (finito), se

cumple la siguiente igualdad

n

A= U W(e;). (2.7)

i=1
Demostracion. Por el corolario 1.3.12, £ C A. Ademas porcadaz € A, la
respectiva solucion global &, no solo a(&,) U&,(R)Uw(z) = &(R) C A sino
también a(¢,) # (. Ademas, desde que 7'(-) es un semigrupo gradiente,

el lema 2.1.4 refiere que a(¢,) C £ y se obtiene th’gl d(&.(—1),€) =0, es
—+00
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decir z € W*(&) y se concluye
AcCWH(E).

Por otro lado, cuando y € W*(€) la solucion global ¢, : R — X satisface
d(&,(t),€) — 0 cuando t — =£oo, pues «(§,) Uw(y) C € (lema 2.1.4). En
consecuencia, la 6rbita £,(R) y su clausura &,(R) = a(£,)UE, (R)Uw(y) son
conjuntos acotados. Como &,(R) también es invariante, se obtiene que
el atractor global A D £,(R) (proposicion 1.3.11). Es decir, y = £,(0) € A
y se concluye A D W*(£). Por lo tanto

A=WH(E).

Para demostrar (2.7) se procede por doble inclusion. Si z € A4, la
inclusion A C W*(€) y (2.6) (vea lema 2.1.4) muestran que «(&,) es
un subcon]unto unitario del conjunto ﬁnlto & ={e,...,e,}. En otras

palabras, z € UW“ (e;) y se tiene: A C UW“ (e;). Por otro lado, si
i=1
T € UW”(ei) y & ={ei,...,e,} sesigue que x € W*(E), donde W*(E) = A,
=1

es decir = € Ay se concluye que | J_, W*(e;) C A. Esto prueba (2.7) y se

concluye la demostracion. O

2.2 Comportamiento del atractor local

En la seccion 1.4 se examinaron las propiedades dinamicas de un
atractor local (débil), el cual siempre esta incluido en un compacto
invariante, previamente fijado. En otras palabras, se estudi6 el
comportamiento dinamico de la restriccion del semigrupo a tal
compacto, que no se modificé en toda la descripcion (1.29). En la
presente seccion, se revisa éste concepto en el caso especial del atractor
global que siempre es un compacto invariante y se estudiara su

relacion con los conceptos del capitulo anterior.

4El resultado de obtener un conjunto limite unitario se preserva cuando £ es
totalmente disconexo, en el sentido de admitir a los conjuntos unitarios como

unicos subconjuntos conexos.



2.2. COMPORTAMIENTO DEL ATRACTOR LOCAL 74

Definicion 2.2.1. Sea 7'(-) un semigrupo que admite un atractor global
A C X. Un subconjunto A C A es llamado un atractor local del
semigrupo si

w(O(A)) =A, paraalgun €>0.

En este contexto, el repulsor A* asociado con atractor local A es el

conjunto definido por
A ={zeA:w@)NA=qg}.
El par (A, A*) es llamado el par atractor-repulsor para 7(-).

Ejemplo 2.2.2. A manera de ilustracion de este concepto se presentan
algunos atractores locales que se construyen dentro del atractor global

A= D s encontrado en el ejemplo 1.3.18. Especificamente, ellos son:
AO = @, A1 = {(0,0)}, A2 = {(0,0)} U@Dﬁ y A3 = D\/ﬁ =A.

En este contexto, cada uno de estos conjuntos cumplen w(O.(4;)) = A,
para algtiin e > 0 cuando 0 < j < 3, siendo sus respectivos repulsores

asociados
Ay=A, A =Dz \int(D,), A3 =0D; y A;=10
donde int(D,) significa el interior de D,. Ademds se observa que

@IAQCA1CA2CA3:A

D= A C A, C AT C Af = A

A continuacion se presenta no solo una relacion ilustrativa del
concepto ‘atractor local del semigrupo’ con la condicion que aparece

en (1.29), sino también una tutil caracterizacion.
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Proposicion 2.2.3. Sea S, C X un compacto, invariante para 7'(-).
(a) Siel compacto A esta en el interior® de S 4, son equivalentes:

(al) Existe e > 0 tal que w(O(A) N S4) = A.

(a2) Existe e > 0 tal que w(O-(A)) = A.
(b) Si A =S4 es un atractor global, son equivalentes:

(b1) A C A es un atractor local.

(b2) A es compacto, invariante y atrae O.(A), para algtin e > 0.

Demostracion. (a2 = al): La inclusion Os5(A) NS4 C Os(A) implica

facilmente que w(Os(A) N S4) C w(Os5(A)); por (a2) se obtiene
w(O5(A) N S4) C A. 2.9)

Por otro lado, si A C Os(A) C Sy con 6 > 0 entonces A = ANSy C

Os5(A) N S4. Desde que A = w(05(A)) es invariante se obtiene
A=w(A) C w(Os(A) N 54). 2.9)

De (2.8) y (2.9) se tiene (al), para algin 0 < € < min{J,}.

(a1l = a2): Por la proposicion 1.4.3, para 0 < § < e, existe ty = t,(d) > 0
tal que T'(t)(O(A) N S4) C O5(A),Vt > to: luego se verifica la inclusion
w(T(t)(O(A) N S4)) C w(Os(A)). Desde que A = w(O(A) N S4) =
w(T(t)(O(A) N Sy)) se tiene

A C w(05(A)) (2.10)
En particular, para algan 0 < § < € con Os(A) C O.(A) NS4 se cumple
w(0s5(A4)) Cw(O(A)NS4) =A (2.11)

De (2.10) y (2.11) se concluye (a2). Por lo tanto, (a) es verdadero.

5La condicién sobre A, de estar formado por puntos interiores de S4, se mejorara
notablemente. Es mas, la proposicion 2.2.9 garantiza la equivalencia de todos los

puntos de esta proposicion 2.2.3 cuando S4 es un atractor global.
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(b1 = b2): Por el teorema 1.4.4, A C A es invariante y compacto. Para
demostrar que A atrae algan O.(A), se procedera por el absurdo y se
asume que dy (7(t)(O(A)),A) - 0 cuando ¢ — oo o equivalentemente:
para t suficientemente grande,

Esg;()A) d(T(t)z, A) = dy (T (t)(O(A)), A) > 0.

Por la definicion de supremo, se elige v, > 0, con th v = 017 de modo

—+00

que existe a € O,(A) tal que
0 <dy(Tt)O(A),A) —~ < d(T(t)a, A).

Por (b1), A = w(O(A)) : t Eglood(T(t)a, A) =0, luego dy (T(t)O(A),A) — 0
cuando t — co. Esta contradiccion, muestra que el segundo item (b2) se
cumple.

(b2 = b1): Se considera que A atrae a O.(A) para algun ¢ > 0, es decir
dy (T (t)0:(A), A) = 0, cuando ¢— oc. (2.12)

De esta ultima relacion y el corolario 1.2.7 se obtiene que w(O.(A)) es
un subconjunto de A. Con esto se obtiene el item (b1) pues A = w(A) C

w(O:(A)). Por lo tanto, se cumple (b). O

Observacion 2.2.4. Del sistema de ecuaciones diferenciales dado en el

ejemplo 1.3.18 se infiere que el semigrupo T'(-) admite al conjunto
Sa={(v.y) €R?:a” +4” < 1}

como un compacto invariante. El conjunto unitario {(0,0)} C S4 satisface
el item (a) de la proposicion 2.2.3, sin embargo se puede encontrar
conjuntos compactos A C S, para los cuales (al) y (a2) ya no son

equivalentes.
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Figura 2.1: Ejemplo 1.3.18

2.2.1 Relacion entre el atractor débil y el conjunto
inestable.

Se estudian los puntos de la proposicion 2.2.3 cuando los atractores
locales (débiles) se consideran dentro del atractor global del semigrupo.
El resultado mas utilizado aparece en el teorema 2.2.11 y se daran
algunos corolarios vinculados al concepto de conjunto inestable. Para

tal fin, el siguiente lema es adecuado.

Lema 2.2.5. Sea A un atractor global para T(-). Si A satisface las

condiciones:
1. El conjunto A C A es un compacto, invariante respecto a T'(-).

2. Existe una constante ¢ > 0 tal que A atrae a la interseccion

O.(A)N A.
Entonces, por cada § € (0,¢) existe un ¢’ € (0,0) de modo que

U T(t)x C Os(A), paratodo z € Og(A).

t>0

Es decir, la 6rbita positiva v (Oy(A)) = U U T(t)x C Os(A).

2€0 (A) >0
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Demostracion. Si la conclusion es falsa, existiria un 0 < ¢ < ¢ tal que
7 (Os(A)) ¢ Os5(A), paratodo & € (0,6).
Para §' = % con n € N, existe z, € Os(A)\ Ay t, >0 de modo que

T(t)x, € Os(A), Vte[0,t,); d(T(tn)wn, A) =08 y t,<tnp. (2.13)

Figura 2.2: Construccion en el lema 2.2.5

La continuidad de las funciones R 5 ¢t — =z, € X, t — (t, +t,x,) €
[0,+00) x X y [0,+00) X X 3 (t,z) — T(t)xr € X (definicién 1.1.4) implica

que la funcion &, : R — X, n € N definida por

T, t € (—o0, —ty,);
§n<t) =
T(t+ty)xn, te[—t,, +00).

es continua. Ademas, para n € N se tiene ,(t) = T(t)T(t,)x,, vt > 0.
Por otro lado, como Os;(A) es acotado y secuencialmente compacto,
es posible conseguir la convergencia. Esta se hace explicita en la
siguiente afirmacion, motivada por el proceso descrito en la prueba

del lema 2.5.2 de [30] (vea [11, lema 3.1]).

Afirmacion. Existe una subsucesion &, tal que R > ¢ 5 lfm &k(t) es

k—o0

continua.
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(a.0) La compacidad de {z : d(z,A) = §} induce un conjunto infinito
de numeros naturales Ny, C N que genera una subsucesion

convergente, es decir

Jyo= lim  T(tn)zm, con d(yy, A)=0.

Con esto, se define ¢(t) = T'(t)y, cuando 0 < ¢.

(a.1) Por la compacidad de Os(A) (que satisface T(t)z, € O;(A),Vt €
[0,t,)) la sucesion creciente ¢, induce un conjunto N; C N,

(infinito) tal que

tm>1 VmeN, y 3Jy= lim T(t,— 1)z, € OsA).
m—)mENl “+oo

Se define £(t) = T(t + 1)y, para —1 < t < 0 y se obtiene la

continuidad de ¢ en |1, +c0) pues®

lim £(t) =T(1)yy = lUm  T(1)T(t, — 1)z, = £(0).
t—0— m meN; oo

(a.2) Analogamente, existe un conjunto infinito N, C N; tal que
tmn>2 YmENy,, 'y Jyo= lim  T(ty, —2)zm, € Os(A).

La regla £(t) = T(t + 2)y, para —2 < t < —1 induce la continuidad

de ¢ en [-2,+00) ya que

lim &(t) =T(1)y, = lim T(D)T (ty — 2)Tm = &(—1).
t——1— me Ny
m——>+00
(a.3) Se construyen infinitos conjuntos N> Ny D N; D --- D N; D ---, de

modo que por cada j =0,1,...

tw>j YmeEN; 'y Jy= lim T(ty — j)Tm € O5(A).

m———>+00

6Recordar que en un espacio métrico, por cada sucesion convergente, todas sus

respectivas subsucesiones son convergentes y tienden al limite de la sucesion.
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(b)

(c)

Con este procedimiento, se obtiene una funcion continua ¢ : R —
X que se escribe:

Tt+ 1y, —1<t<0

Tt+2)y,, —2<t<-—1

T+j)y;, —j<t<-(j—-1)

Por el proceso de la diagonal de Cantor [25, pagina 50], se define
el conjunto infinito N, C N en el cual su k—ésimo elemento es
el respectivo k—ésimo término de N, en el orden usual de los

numeros reales.

Se considera la subsucesion &, con k£ € N,.

Sit >0, se cumple

kel}l;in &k(t) = kel}l;r*n T()T (tx)xr = T(t)yo = £(1).

k——>+o0 k—>+o0

Sit <0, se elige j € N de manera que —j <t < —(j — 1), por eso
cuando k£ > j con k € N, se cumple ¢, > j. De la propiedad del
semigrupo, se tiene que 7'(t + ty)xy = T(t + j)T(tx — j)xr y al hacer

crecer k£ € N* se obtiene
lim &) =T(t+j7) lm  T(t — o, =T+ j)y; = (1),

kENx k€N«

k—>+o0 k—>+o0

Por lo tanto, la subsucesion satisface

lm & (t) = &(t),Vt € R,

k——4o00

y se concluye la prueba de la afirmacion escrita en la pagina 78.

A partir de la afirmacion se obtiene que la funcion limite £ : R — X

es continua y satisface £(s +r) = T'(r)¢(s) para cualquier par (r,s) en

[0,+00) x R, es decir:

¢ :R — X es una solucion global de 7'(-). (2.14)
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Para obtener (2.14), se considera » > 0y s € R entonces existe m tal
que s + t,., > 0 cuando n > 0, en consecuencia, la definicion de ¢, .,

implica que para todon > 0:

Emin(r+38) = T(r+s+tnin)Tmin
= T(r)T(s+ tmen)Tmin, T(-) esun semigrupo
= T(r)&mtn(s).

m—+n—-400

Como &, in(r +s) ——— &(r + s), por la continuidad de T'(r) y la

unicidad de limite se obtiene que

§(r+5) = m T(r ) n(s) = T(r)E(S).

Por lo tanto ¢ satisface (2.14).
Por otro lado, las condiciones de la ecuacion (2.13) y la definicion

de ¢, implican (vea figura 2.2.1)
Ea(t) = T{t+t,)z, € Os(A), Vte (—t,,0)

£.(0) = T(tn)x, € Os(A);

y por eso su limite satisface

£(t) € O5(A), ¥t < 0.

En otras palabras, para la constante 0 < § < ¢, la proposicion 1.3.31 y

(2.13) muestran que la soluciéon global satisface

£t) € ANO(A) C ANO(A), V<0 y dE0),A) =35>0

En este contexto, el compacto invariante «(£) no es vacio y esta incluido
en la interseccion A N O.(A) (proposicion 1.3.29). Desde que A atrae
AN O.(A), se tiene que 0 = tEeroodH(T(t)a(g),A) = tl}’gloodH(a(f),A) =
dr(a(€),A), y en consecuencia el conjunto limite a({) C A. Por el
teorema 1.4.4, la 6rbita {(R) también es parte de A, en especial £(0) € A.
Esta contradiccion con la propiedad d(£(0),A) = § > 0 concluye la

demostracion del lema. O
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El siguiente corolario describe el comportamiento de los compactos

del atractor global, disjuntos del repulsor.

Corolario 2.2.6. Sea A un atractor global para T(-). Si el compacto A C
A admite una constante ¢ > 0 para la cual se cumple A = w(O.(A) N A).
Entonces por cada compacto K C A se cumple

lim dy (T(t)K, A) =0,

t—+o0

cuando K es disjunto del repulsor A* = {z € A:w(z) N A= 0}.

Demostracion. A partir de los argumentos y métodos presentados en
la proposicion 2.2.3, es posible concluir que el conjunto A es un
compacto e invariante que atrae a cada vecindad de la forma O.(A) N A
cuando la constante 0 < ¢ < ¢. En ese sentido, el conjunto A satisface
las hipotesis del lema 2.2.5.

Para concluir con la demostracion del presente corolario se procede
por el absurdo. Por tal motivo, se asume que el conjunto A no atrae
al compacto K. Esto significa que existe una constante positiva 6 > 0,

junto a las sucesiones t, < t,1 y z, € K de modo que

0 <d(T(tp)xn,A) y x= lim z,€ K.

n—-+o00

En este contexto, para cada 0 < 0 < min{e, 0}, existe una constante
&' € (0,0) para la cual la orbita positiva v*(Os(A)) estd integramente
contenida en 0;(A), la vecindad generada por la constante inicial § > 0
(lema 2.2.5). De aqui se infiere, facilmente que para tal constante

0 < ¢ < e se cumple
d(T(t)x, A) >0, Vtel0,t,)].

Luego, cuando se hace t, — +oco se obtiene que por cada t > 0 la
distancia d(7'(t)z,, A) > ¢’ y asi w(z) N A = (). Es decir, z € A* N K. Esta

contradiccion muestra que A atrae al compacto K. O
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Corolario 2.2.7. Sea (A, A*) un par atractor-repulsor para T(-) con A un
atractor global y sea &, : R — X una solucion global que pasa por x € X.

Si existe § > 0 de modo que
Lo(—t) € Os(A"), V¥t >0 y  Os(A)NA=0,

entonces lim dy (&,(s), A*) = 0.

s—r—00
Demostracion. El atractor global es un acotado que también atrae a
r € X; ademas por la condiciéon en el conjunto {£,(s): s < 0} se
obtiene que ¢,(R) es una orbita acotada. En tal sentido, &, (R) C A
(proposicion 1.3.31).

Si la conclusion del corolario fuese falsa, existiria una constante
positiva ' > 0 y una sucesion creciente t, < t,., para la cual se
cumple d(¢,(—t,), A*) > §. Ademas, tal constante satisface § < §, pues
£.(—t) € Os(A*), Vt > 0. Con esto, se define el siguiente subconjunto del
atractor global

K={zeA:d(z,A") >0},

que resulta ser un compacto, disjunto del repulsor que contiene
{&.(—t,): n € N}. Por otro lado, la hipétesis del corolario Os (A*) N A = ()
garantiza que la distancia d(A, A*) = r positiva satisface r > 4. Cuando
r = §, la clausura O; (A*) intersecta al atractor local A,entonces podrian
suceder dos casos (i): a(&,)NA # 0. (i): a(&)NA = 0 (pues a(&,) C Oy (A)).
En (i), el teorema 1.4.4 muestra que ¢, (R) C A, lo cual contradice la
hipoétesis. En (i), se usa el compacto invariante «(¢,) y se tiene que
cada elemento y € «(¢,) satisface w(y) N A = 0, es decir «(§,) C A"
Asi, para alguna subsucesion se obtiene kEI-Poo &:(—tn,) € KN A, lo cual
también es un absurdo. Para concluir, se estudia el caso r > ¢, es decir

Os (A*)N A = (). A partir de la definicién del atractor local existe ¢ > 0 tal

que w(O(A)) = Ay O (A) N Os (A*) = (. En estas circunstancias, existe
una subsucesion ¢, — +oo para el cual se cumple &, (—t;) € K\ O(A4),
para todo k. Por lo tanto, dy (T(t)K,A) / 0 cuando ¢t — +oo y asi A no

atrae a K. Esto contradice el corolario 2.2.6. O
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A continuacion se presentan las propiedades dinamicas mas utiles

que son inducidas por un par atractor-repulsor para 7'(-).
Proposicion 2.2.8. Sea (A, A*) un par atractor-repulsor para T'(-).

(a) Si¢&,: R — X es una solucion global acotada que pasa por x ¢ AUA*,

entonces &, (t) =52% Ay &, (1) === A*

t——+o0

(b) Siz € X \ A con A el atractor global, entonces T (t) z —— AU A*.

Demostracion. En (a), la proposicion 1.3.31 garantiza que &,(R) C A,
luego por el teorema 1.4.4 se obtiene a({,) C A*y w(x) C Ay se concluye
la prueba de (a).

En (b), el elemento z € X \ A induce la 6rbita positiva v (z), cuya
clausura y+(z) podria intersecar el atractor local A y en este caso el
conjunto limite w(z) C A. Si por el contrario v+(z) N A = (§, aparece una
constante 0 > 0 de modo que la vecindad Os(A) no interseca la o6rbita

positiva, es decir Os5(A4) N~*(z) = 0. Esto permite inferir que
w(z) C A"

Si, por el contrario, no se verifica esta inclusion entonces existiria
una constante positiva ¢ > 0 y una sucesion t, — +oo (creciente) de
modo que d(T'(t,)z,A*) > e. En este contexto, se dan las condiciones
para usar la demostracion del lema 2.2.5. Especificamente, un
procedimiento similar al presentado en tal prueba demuestra que las

funciones continuas &, : R — X, n € N, definidas por

x, t € (—o0, —ty);
En(t) ==
T(t+t,)x, te|—t, +00).

generan una solucion global ¢: R — A para la cual se cumple
d(£(0), A*) > e. Por otro lado, la suposicion O;(A) Ny (z) = () muestra
que d(£(t), A) > 6, es decir w(£(0)) NA = 0y £(0) € A*. Esta contradiccion
con d(&(0), A*) > e, muestra w(z) C A* y se obtiene (b). O
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El siguiente resultado, que aparece en [1], muestra la equivalencia
de las definiciones presentadas en los libros [14] y [36]. Para el
caso extremo A = (), la equivalencia es verdadera. El item (1) de la

proposicion, aparece en (1.29): A es un atractor local débil (en .A).

Proposicion 2.2.9. Sea A un atractor global para T(-). St A C A es

invariante, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) Existe e > 0 tal que w(O(A) N A) =

(2) Existe e > 0 tal que w(O-(A)) = A.

Demostracion. Si se acepta (1), los compactos A y A* son disjuntos.
Sin pérdida de generalidad se puede asumir que d(A; A*) > 2. Para
0 < 6§ < min{e, e}, existe § > 0 tal que 77 (Oy(A4)) C O5(A) (lema 2.2.5)
Ademas, cuando s > 0

T (0y c J7)( ) C Os(A),

t>s t>0

entonces
w(Oy (A4)) C Os(A) C O(A) N O(A).

Por otro lado, el atractor global A atrae al conjunto acotado Oy (A).
Es decir w(Oy(A)) C A (corolario 1.2.7 con F = A), luego w(Oy(A)) C
OS(A) N.A. Con esto, se observa que w(Oy(A)) es compactoy w(Oy(A))N

= (). Por el corolario 2.2.6, el conjunto A atrae al compacto w(Oy(A)),

es decir

w(Oy (A)) C A.
De la invarianza de A se obtiene que A = w(A) C w(Oy(A)). Por tanto,
w(Oy(A)) = Ay se cumple (2).

Reciprocamente, si se acepta (2) basta observar que
ACO(ANACO(A).
A partir de las propiedades del conjunto limite se obtiene que
w(A) Cw(O(A)NA) Cw(O(A)=A

Por lo tanto, se cumple (1), pues A es invariante. O
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El siguiente concepto se usara para presentar la relacion natural de

un atractor local con su conjunto inestable (teorema 2.2.11).

2.2.10. Un cerrado invariante £ C X se dira que es un invariante
aislado, cuando es posible dar una constante positiva ¢ > 0 de modo
que el conjunto inicial £ es el invariante maximal en O.(F). En otras
palabras, para cualquier conjunto invariante B que esta contenido en
la vecindad O.(F), se obtiene que £ incluye al conjunto B. Por ejemplo,
cada atractor local A C A es un invariante aislado. Para ver esto, es
util notar que el atractor local ademas de ser invariante, admite una
constante ¢ > 0 con la cual se cumple w(O.(A)) = A. En consecuencia,
cada conjunto invariante B C O.(A) satisface B = w(B) C w(0.(4)), es
decir B C A. En otras palabras, A es el invariante maximal en O.(A4) y

se concluye:
cada atractor local A C A es un invariante aislado. (2.15)

Es mas, si se elige y € W*(A) (aqui A es el atractor local) existe
la solucion global ¢, : R — X que satisface a({,) C A. En estas
condiciones, la parte (b) del teorema 1.4.4 garantiza que la orbita £(R)
es parte de A, especialmente y = {,(0) € A. En conclusion, W*(A) C A.
Reciprocamente, si z € A (A es el atractor local, que resulta ser
compacto e invariante) por la proposicion 1.3.29 existe solucion global
&R — AC X, conz=¢,(0) tal que «(€.) C A entonces z € W"(A) y se
obtiene A C W*(A). Por lo tanto,

cada atractor local A C A satisface A = W"(A) (2.106)

Por otro lado, es necesario senalar, que los atractores locales son
objetos importantes en el estudio de la dinamica de los semigrupos
que admiten un atractor global. En este contexto, la propiedad (2.15)
permite entender, la utilidad de la caracterizacion de los conjuntos
invariantes aislados que resultan ser atractores locales (parte (b) del
siguiente teorema). Note que tales conjuntos tienen una estrecha

relacion con la propiedad dada en (2.16).
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Teorema 2.2.11. Sea A un atractor global para T'(-).

(@) Si A C A es invariante entonces son equivalentes:
(Ele >0 w(O(A)NA) = A) & (ag >0 w(0.(4)) = A).
(b) Si A C A es invariante aislado entonces son equivalentes:

(35 >0 w(0.(A)) = A) o WA = A.

Demostracion. El item (a) esta demostrado en la proposicion 2.2.9. Se
incluye para facilitar las comparaciones.

En (b), sea A C A un invariante aislado, es decir
J0p > 0: A es el invariante maximal en O;,(A). (2.17)

SiJe > 0: w(O.(4)) = A, la propiedad dada en (2.16) muestra que el
conjunto inestable W*(A) es el propio A. Reciprocamente, se considera
un invariante aislado A C A que satisface W*(A) = A. Para ver que A

es un atractor local se usa (2.17) y se hace la siguiente afirmacion.
Afirmacién Para todo § € (0,6,) existe §' € (0,0) tal que

77 (Oy (A)) C Os(A).

Se procede por contradiccion: existe un 0 < § < J, tal que para todo
d € (0,0) se tiene v (Oy(A)) ¢ Os(A). Para § = ;n con n € N, existe
z, € Os(A)\ Ay t, >0 de modo que (figura 2.2.1)

T(t)z, € Os(A4), Vte[0,t,); d(T(tn)wn, A) =08 § tn<tnp. (2.18)

La continuidad en la definicion 1.1.4, implica que la funcién ¢, : R —

X, n € N definida por

es continua.
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Es mas, la prueba del lema 2.2.5 garantiza que existe una
subsucesion ¢, de modo que la funcién limite ¢ : R — X, dada por {(t) =
kl_l)Illoo &,(t) es una solucién global de T'(-) que cumple &(t) € O5(A), VYt < 0.
Es decir, la unién «a(¢) U A C Os;(A) es un conjunto invariante con
a(f) # 0. Por (2.17), a(§) C A. En otras palabras, £(0) € W*(A).
Como W*%(A) = A se obtiene que £(0) € A. Por otro lado, (2.18) y la
construccion implica que £(0) = kEI-PooT(tk)xk satisface d(£(0), A) =6 > 0.
Esta contradiccion demuestra la afirmacion.

Por la afirmacion, w(Os(A)) es un conjunto invariante en O, (A). Por
(2.17) se obtiene que w(Oy(A)) C A. Pero A es un conjunto invariante

contenido en Oy (A), por eso A = w(A) C w(Os(A)). Por lo tanto

A =w(Os(A)) y se concluye que A es un atractor local. O

2.2.12. Considere (A, A*) como un par atractor-repulsor para el
semigrupo 7'(-), en concordancia con la definicion 2.2.1. Por (2.15),
el atractor local A es un invariante aislado. Ademas, el teorema 1.4.4
garantiza que ambos conjuntos A y A* son compactos, invariantes y
disjuntos. En este contexto, la proposicion 2.2.8 permite mostrar que
A* también es un invariante aislado. Es decir, existe una constante
0 > 0 para la cual las vecindades son disjuntas y aislan los invariantes;
simbolicamente se escribe diciendo
Os(A) N Os(A*) =0,
A es invariante maximal en Os(A),

A* es invariante maximal en O;(A*).

Como consecuencia de lo dicho, cada solucion global ¢, : R — X que

pasa por un elemento = ¢ (AU A*) no solo satisface

dim d(&(t), A7) =0y lim d(&(t), A) =0
(proposicion 2.2.8), sino también

wE)NA*=al)NA=10

(teorema 1.4.4).
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Es mas, con las definiciones y propiedades adecuadas es facil ver
que no existe una solucion global ¢ : R — X para la cual se cumplen

las siguientes propiedades

lfm d(£(t),A") =0 y lim d(£(t), A) = 0.

t—+o0 t——o0

Ax & A

Figura 2.3: No existe otra ‘conexion’: solo ¢,, de A* en A (con x ¢ AUA*).

Definicion 2.2.13. Se dice que la familia {E,,...,E,} es invariante
aislada si existe una constante positiva § > 0 tal que Os(E;) N Os(E;) =0
cuando 1 <1 < j < n, y cada cerrado E; C A es el invariante maximal

(respecto al semigrupo) en Os(E;).

Para concluir, se caracteriza la descomposicion de Morse de
un atractor global, empleando conjuntos invariantes aislados. Se
demuestra la equivalencia entre la definicion presentada en [36] con
la definicion que se usa en [1]. Tal equivalencia es indispensable
para relacionar coherentemente los resultados el primer capitulo con
los siguientes. Cabe mencionar que este tema esta vinculado con los
resultados de [14] y [10], como el teorema fundamental de los sistemas

dinamicos (vea también [26]).

Proposicion 2.2.14. Sea T(-) un semigrupo que admite un atractor

global A. Las siguientes afirmaciones son equivalentes.

(1) El atractor global admite una descomposicion de Morse. Es decir,
existe una coleccién ordenada {F,, ..., E,} asociada a una familia
de atractores locales (débilesen A) ) = Ay C Ay, C---CA,_1 CA, =

A por medio de la relacién E; = A; N Az, paratodo1 < j <n.

(2) El atractor global admite {F,..., E,}, una familia ordenada de
cerrados que es invariante aislada, para la cual cada solucion

global ¢ : R — A induce i, j coni > j tal que

EZ‘ t——00 f(t) t—+o00 E.

e
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Demostracién. (1 = 2): Se observa inicialmente que cada E; = A; N A5

es cerrado, es mas se cumple la definicion 2.2.13:
(al) La familia ordenada {El, e En} es invariante aislada.

La proposicion 1.4.11 no solo induce una constante positiva ¢ > 0 que
satisface O (E;) N O.(E;) = §) cuando 1 < i < j < n, sino también permite
afirmar que cada FE; es el repulsor de 4, ; en A;; por 2.2.12 se tiene
que cada E; es invariante aislado, es decir admite una constante §; > 0
de modo que FE; es invariante maximal en O (E;). Si se considera la
constante § = min{e, dy,...,0,} > 0, se cumple que E; es invariante
maximal en Os(E;) y O5(E;) N Os(E;) = § cuando 1 < i < j < n. En

otras palabras, se cumple (al). Por otro lado, se afirma que:

(a2) Cada solucion global ¢ : R — A induce subindices 4,5 con i > j de

modo que a(£) C E; y w(&(0)) C Ej.

Para x = £(0) € A, se elige el subindice i como el menor elemento
del conjunto {1,...,n} para el cual se tiene =z € A; pero = ¢ A; ;.
Asi, si € A* |, la invarianza del conjunto cerrado FE; garantiza que
a(f) Uw(x) € E; y se concluye. Si por el contrario = ¢ A* | es decir
r & (A1 U Af,), la proposicion 2.2.8 muestra que «a(f) C Al , y
w(z) € A;_;. La eleccién de i implica que a(¢) € E; = A; N A* . De

w(z) C A;—1, pueden ocurrir dos situaciones complementarias:
o w(z)NA_,#0, obien w(z)N Al ,=0.

Siw(x)NA:_, # 0, el teorema 1.4.4 muestra que w(z) C AF ,y se concluye
que el conjunto limite w(z) ¢ A;_; N A*, = E;_;. Si por el contrario
w(zx) es disjunto de A* , se desprende sin dificultad que w(z) N E;_; = )
(pues E;_; C A? ). Es mas, la suposicién w(z) N A* , = () implica’ que

w(z) N A;_o # (0 y por 1.4.6 se obtiene w(z) C A; ». En resumen

w(x) - Ei—h (6]
w(:v) - Aifl =
CU(LU) C Ai72-

"Note que w(z) N A;—> = () no solo es equivalente a decir que = € A} ,, sino también

muestra que el conjunto no vacio w(x) C Af_,, una contradiccion,
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Cuando w(z) C A;_,, el razonamiento anterior muestra que o w(z) C E;_,
o bien w(z) C A;_s. Finalmente, cuando w(z) C A, se obtiene w(z) C E, 6
w(z) C A; = E,. Es decir, w(z) C E;, para algin 1 < j < i. Esto demuestra
(a2) y por lo tanto se cumple (2) en la proposicion.

(2 = 1): La familia ordenada de cerrados {Ei,..., E,} es invariante
aislada, existe 6 > 0 tal que Os(E;) N Os5(E;) = 0 cuando 1 < i < j < n,
y ademas cada cerrado E; C A es invariante maximal en O;(FE;). La
compacidad de A garantiza que cada F; es compacto. Con todo esto,
(2) induce las condiciones del lema 1.4.12. Por lo tanto, la familia
{Fi,...,E,} es una descomposicion de Morse (teorema 1.4.14) y se

obtiene (1). Esto concluye la demostracion. O

Ejemplo 2.2.15. La descomposicion de Morse S = {Fi, E,, E3} del
atractor global A = D s del ejemplo 2.2.2 se obtiene utilizando la relacion

E;=A;nN A;Ll para todo 1 < j < 3. Es decir,
Ey=ANA;={(0,0}nD5={(0,0)}
By = Ay N A} = ({(0,0)} UID s5) N (D 5\int(Dy)) = 0D 5

EnggﬁAézDﬁﬁaDlz(?Dl

Ademas, se observa que la familia ordenada S = {E;, Es, E5} de cerrados
es invariante aislada. Del retrato de fase dado en la figura 1.2 se

desprende que para cada solucion global ¢ : R — A se cumple

By 87 ¢(t) B2 B, cuando 1< i< 2.

Ey Ey
[

R

Es

Figura 2.4: Ejemplo 2.2.15
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2.3 Conjunto inestable asociado a un

semigrupo dinamicamente gradiente.

La siguiente definicion toma en cuenta la caracterizacion de la
descomposicion de Morse de un atractor global, por medio de una
familia invariante aislada. Por ejemplo, para los semigrupos gradientes
de la proposicion 2.1.5, su conjunto de equilibrios £ = {ey,...,e,}
define una descomposicion de Morse que resulta ser una familia
invariante aislada. Ademas, cuando se admite su existencia, el atractor

global se caracteriza como W*(€) (teorema 2.1.14).

Definicién 2.3.1. Sea T(-), un semigrupo y sea S = {Ei,...,E,},
una familia invariante aislada. Una estructura homoclinica en S es
un subconjunto {Ej,,...,E,} de S (p < n), asociado al conjunto de

soluciones globales {¢,, ... ,¢,} para las cuales se cumple

Ekj P fj(t) Imoo, Ekj+17 1<j<p

donde E,., = Ey, y cada §; admite unt; con;(t;) & (Ex, U E,

By,

E,

3

Figura 2.5: Estructura homoclinica (p=3).

Observacion 2.3.2. Del ejemplo 2.2.15 se infiere que el sistema de
ecuaciones diferenciales no tiene estructura homoclinica en la familia

invariante aislada S (figura 2.4).



2.3. SEMIGRUPO TIPO-GRADIENTE 93

Se presenta el concepto de semigrupo dinamicamente gradiente,
de acuerdo con la presentacion del libro dado en [10]. Este concepto
aparece inicialmente en [1] con el nombre de tipo-gradientey en [11] se
extiende al caso de los proceso de evolucion. Estos semigrupos son los
principales objetos de estudio de la seccion, con los que se presentaran

los principales resultados de la tesis.

Definicion 2.3.3 (Semigrupo tipo-gradiente). Sea 7T'(-), un semigrupo
que admite un atractor global A y sea S = {E,...,E,}, una familia
invariante aislada. Se dice que T(-) es dinamicamente gradiente
respecto a S (o S—dinamicamente gradiente, o tipo-gradiente respecto

a S, o S—gradiente) si

¢ Para cualquier solucion global ¢ : R — A existe 1 <1i,j < n tal que

'K

¢ No existe una estructura homoclinica asociada a S.

Para ilustrar el concepto se presentan dos ejemplos, €l primero algo

mas sencillo.

Ejemplo 2.3.4. Sea (A, A*) un par atractor-repulsor para T(-). En
el pardgrafo 2.2.12 se presentan algunas propiedades de T(-)
relacionadas con la familia S = {A, A*} (formada por dos conjuntos
invariantes aislados) con las cuales se observa que el semigrupo es

S—dinamicamente gradiente.

Ejemplo 2.3.5. Se considera el semigrupo T(-) generado por las
ecuaciones diferenciales dado en el ejemplo 1.3.18 el cual admite un
atractor global A = D z. De los resultados obtenidos en el ejemplo 2.2.15
y la observacion 2.3.2, se infiere que el semigrupo T'(-) es dindmicamente

gradiente con respecto a la familia invariante S = {E;, E,, E3}.
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Se describe la construccion de la descomposicion de Morse para
el atractor global de un semigrupo dinamicamente gradiente. La
estrategia consiste en obtener inductivamente un conjunto cada vez
mas grande de atractores locales; para tal fin el teorema 2.2.11,
la proposicion 2.2.14 y el siguiente lema desempenan un rol

fundamental.

Lema 2.3.6. Sea T'(-), un semigrupo que admite un atractor global
AyseaS = {F,...,E,}, una familia invariante aislada. Si T(-) es
dinamicamente gradiente respecto a S, entonces existe k € {1,...,n} de

modo que W*(Ey) = E\ es un atractor local para T'(-).

Demostracion. Se procede por el absurdo, es decir se acepta que:
W*(E;) # E;, para todo 1 <i <n.

Cada cerrado F; admite una solucion global ¢ : R — A de modo que
&i(1) = B y &(0) & E;.

Por otro lado, de la primera condicion en la definicion 2.3.3, la
solucion global ¢;(t) converge (cuando ¢t — +00) para algun elemento de
S, en otras palabras con las soluciones globales {&, &, ..., &,} se genera
una estructura homoclinica. Esta contradiccion con la definiciéon
de semigrupo dinamicamente gradiente demuestra que existe k €
{1,2,...,n} tal que E, = W"(E})). Se concluye que tal E) es un atractor
local, a partir del teorema 2.2.11. O

En la siguiente proposicion aparece, en detalle, toda la construccion
de una descomposicion de Morse para el atractor global de un
semigrupo dinamicamente gradiente. La no existencia de estructuras
homoclinicas permite encontrar los atractores locales y reordenarlos

(lema 2.3.6).

Proposicion 2.3.7. Si 7T(-) es dinamicamente gradiente respecto a S
(definicion 2.3.3) entonces se puede reordenar S para que sus elementos

formen una descomposicion de Morse de A.
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Demostracion. Como T'(-) es dinamicamente gradiente respecto a la
familia (invariante) aislada S = {Fi,..., E,}, para cualquier solucion

global { : R — Aexisten1 <[,k <n

E £ ¢(t) 222 B, (2.19)

Por la proposicion 2.2.14, bastara demostrar que es posible reordenar
S de tal manera que (2.19) ocurre para ! > k.

Sea €&, € S el atractor local dado por el lema 2.3.6. Por la invarianza
de los elementos de la familia aislada, se infiere que en cada E; # &
los conjuntos limites w(z) son disjuntos de ¢; cuando z € E;. En
otras palabras, cada £; # €, es parte del repulsor ¢} en A. En este
contexto, por el ejemplo 2.3.4 cualquier solucion global ¢ : R — A con

»(0) € A\ {¢ U &;} satisface

lim d(¢(t),€]) =0 y lim d(¢(t), &) =0,

t——o0 t—+o0

y se obtiene (2.19) con 1 =k <[, pues & D I}, VE; # €&,.

Sea Ti(-) la restriccion de 7'(-) en €&;. Tal 73(-) es dinamicamente
gradiente respecto a la familia invariante aislada {E; : E; # €},
formada por subconjuntos cerrados del compacto invariante ¢} C A.
Existe E; = W"(E;) # €&, un atractor local para T(-) en €}, con el
que se define ¢, = E; (lema 2.3.6). Como antes, cada elemento de
la familia {F; : E; # &} con E; # &, es parte del repulsor, es decir
E; C €&;. Consecuentemente, cualquier solucion global ¢ : R — &} C A

con ¥(0) € &\ {€; U &} se tiene

lim d(y(t),€) =0 y  lm d((t), &) =0,

t——o0 t—+o0

y se obtiene (2.19) con 2 = k < [, pues & D E, VE, € {E; : E; #
¢}, E; # &,. Analogamente, la restriccion de 7i(-) en €&} (denotada por
T,(-)) es dinamicamente gradiente en ¢}, respecto a la familia aislada

{Ey,...,E,} \ {€, &} y su atractor local sera ¢;.
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Se procede hasta agotar todos los conjuntos invariantes aislados
y se obtiene un reordenamiento {¢,,...,¢&,} tal que €; es un atractor
local para la restriccion de T'(-) en €;_, (repulsor asociado a &; ; en

QE;_Q), donde ¢ = A. Asi, cada solucion global £ : R — A con

Qzl <tﬁfoo f(t) t——4o00 sz’

satisface ¢£(0) € ¢€;_,. Pero €¢; , es invariante y solo contiene

a los conjuntos {¢&...,¢,} y en consecuencia [ > k. Por la
proposicion 2.2.14 se concluye que la reordenacion {€¢,...,¢&,} es una
descomposicion de Morse de A. O

Por la proposicion anterior, la suposicion en el semigrupo
dinamicamente gradiente no crea restricciones adicionales. Cabe
mencionar que se utilizan los conjuntos A;, presentados en el

lema 1.4.12.

Teorema 2.3.8. Sea T(-) un semigrupo dindmicamente gradiente

respecto a la familia invariante aislada S = {E,...,E,}. Si S es una
k

descomposicion de Morse de A. Entonces los corjuntos A, = U W (E;),

=1
conl < k < n son atractores locales de T'(-) que satisfacen las inclusiones

=pcAC---CA 1 CA =AYy E;=A;NA; . Ademads,

(4, U 4)) U (2.20)
=0 j=1
Demostracion. La existencia de los atractores locales y sus propiedades
se siguen directamente de los lemas 1.4.12y 1.4.13. En otras palabras,
k
cada uno de los conjuntos A, = W*(E, U---U Ey) = U W*(E;) es un

atractor local de 7'(-).
Para concluir, bastara obtener (2.20) por doble inclusion. Si z € E;, =

ApNA;_| paraalgun 1 <k <n. Por el lema 1.4.12y (1.37), se tiene
2€A, CAynC---CA, 'y z€A, | CA _,C---CA,

luego

S (1) 0 (N4 € [ U] 0 [ ()] = () (4,0 45).

J=k
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y se obtiene O E; C ﬁ(AjUA;f). Reciprocamente, cuando z € ﬁ(AjUAj),
se elige 1 < Jz:1§ n cojr;Oo el menor numero para el cual z € /foc Ay C
.-+ C A,; en otras palabras, z ¢ A, para k =0,...,:—1. Por consiguiente,
z€ A7, C--- C Aj, luego z € AiNA;, = E; C Jj_, E;. Con esto se obtiene
que ﬁ(Aj U Aj) C O E;. Por lo tanto, se cumple (2.20) y concluye la
demézotracién. - O

Del teorema 2.3.8 se desprende otra caracterizacion del atractor

global, esto es

A=A, = OW“(EZ-).
=1

Ejemplo 2.3.9. Si se considera los resultados del ejemplo 2.1.10 se

tiene que

3
A= A3 = JW"(E).
i=1

donde E; fueron obtenidos utilizando la relacion E; = A; N A} | (vea el

ejemplo 2.2.15), siendo los atractores locales

(vea el ejemplo 2.2.2)



Capitulo 3

Funcion de Lyapunov para una

descomposicion de Morse

“E1l modo de dar una vez en el clavo
es dar cilen veces en la herradura.”
Miguel De Unamuno.

Para los semigrupos, se presenta la equivalencia
entre: ser dinamicamente gradiente, respecto a una
familia invariante aislada, y la existencia de una
funcion de Lyapunov, generalizada. Este resultado

aparece en [1] y se inspira en [14].

3.1 Resultados preparatorios para los teoremas

principales

A continuacién se incluye la definicion de un semigrupo gradiente
con respecto a una familia invariante aislada que satisface la

definicion 2.2.13.

98
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Definicion 3.1.1. Sea 7'(-), un semigrupo que admite un atractor global
AyseaS ={E,..., E,}, una familia invariante aislada. Se dice que T(-)
es un semigrupo gradiente con respecto a S si existe una funcion

continua 'V : X — R con las siguientes propiedades.
o La funcion [0,00) > t — V(T'(t)x) € R es decreciente, cuando = € X;
o Ves constanteen E;, paracadal <i<ny
o V(T(t)x) =V (x),¥t >0 siy solo siz € OEZ
i=1

La funcién V con estas propiedades es llamada funcion de Lyapunov

generalizada de T'(-), con respecto a S.

La siguiente proposicion muestra que la existencia de la funcion de
Lyapunov generalizada de la definicion anterior convierte al semigrupo
en dinamicamente gradiente. De este modo se extiende los resultados
de [14, 17] (proposicion 2.1.5) a familias invariantes aisladas. El
reciproco de esta proposicion — y por tanto, la equivalencia de los

conceptos — es uno de los resultados principales de la tesis.

Proposicion 3.1.2. Sea T(-) un semigrupo gradiente con respecto a
la familia invariante aislada S = {Fi,...,E,}. Si la funcién continua
V . X — R satisface las condiciones de la definicion 3.1.1. Entonces

se cumple lo siguiente.

(a) Para cualquier solucion global ¢ : R — X existe 1 <i,j <n tal que

EZ‘ t——o00 {(t) t—+o00 E.

-
(b) No existe una estructura homoclinica asociada a S.

En otras palabras, T(-) es S—dinamicamente gradiente.
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Demostracion. En (a), se considera una solucion global ¢, (que pasa
por z). La prueba del lema 2.1.4 permite mostrar que en los conjuntos
limite, cada uno de sus elementos z E w(z) (o bien z € a(gx)) satisface

V(T(t)z) = V(z),Vt > 0, es decir z € U Ey,, luego w( UEk (o bien

k=1 k=1

alé) C U E;). Como la familia S es invariante aislada, los conjuntos
k=1
cerrados invariantes w(z) y a({,) inducen subindices para los cuales se

cumple 1 < i,j < n tal que E; <=—= (1) RmaiaN E;. Con todo esto que el
item (a) es verdadero.

En (b), se procede por el absurdo y por tal motivo se admite un
subconjunto {E,,...,E;,} de S (p < n), asociado a un conjunto de
t——00

soluciones globales {¢i,...,&,} para las cuales se cumple Ej,

£(t) —— Lmant Ey,.,, cuando 1 < j < p con Ey, , = L. Como la funcion

V' es continua y decreciente en las soluciones, para todo 1 < j < p

se tiene V(Ey;) = V(a(ﬁj)) > V(§(0)) = V(w((0) = V(Ek,,), luego
V(Eg,) > V(Ey,) > V(E},.,). Desde que £, ., = Ej, se obtiene que
los valores son iguales V(E ) = V(Ey,) = -+ = V(E,,,) = C, ademas
V(w(gj(()))) = V(a(&))) = V(&(0)) = V(&(R)) = C, por la definicion 3.1.1

(

&;(0 UEk Como w(¢;(0)) C B, ¥y a(§) C E,, por la invarianza

j=1
de cada E; se tiene que &;(0) € Ej, N Ly, # . Esta contradiccion

con la definicién 2.2.13 demuestra (b). Por lo tanto, el semigrupo 7'(-)

satisface la definicion 2.3.3 y se concluye. O

3.1.3. Para el caso especial en que la familia S es igual al
conjunto £ = {ey,...,e,}, formado por los equilibrios del semigrupo el
corolario 1.3.12 nos garantiza que cada {e;} C Ay en consecuencia, la
definicion anterior coincide con la teoria presentada en el capitulo 2,
conforme a la definiciéon 2.1.1. En este contexto, cabe senalar que
el siguiente lema presenta un ejemplo ilustrativo y util de la
definicion 3.1.1, siempre que se considere la familia aislada dada por

el atractor global: S = {A}.
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Lema 3.1.4. Sea T'(-), un semigrupo que admite un atractor global A. Si
la funcién h: X — [0, +o0) viene dada por la regla
h(z) =sup d(T(t)z,A), z€X (3.1)
>0

entonces
(a) h es constante en A, es decir h~'(0) = A.
) h es continua en X.

(c) h es decreciente en las soluciones del semigrupo: t — h(T(t)z) es

decreciente, para cada z € X.

Ademas,

(h(T(t):c) — h(z),Vt > o) s zeA (3.2)

Demostracion. En (a), se observa inicialmente que la inclusion A C
h~(0) se satisface trivialmente de (3.1). Reciprocamente, si z € h~*(0),
se cumple que 0 = h(z) = supd(T(t)z, A), luego T(t)z € AVt > 0, en
particular para t = 0 se obtitezrole que z € Ay se concluye que h71(0) es
parte de A. Por lo tanto, se cumple (a).

En (b), se prueba inicialmente la continuidad de h en cada elemento
del atractor global. Para tal fin, se considera ¢ > 0. Desde que A
satisface las condiciones del lema 2.2.5, por cada ¢ € (0,¢) existe un
§ > 0 con el cual la 6rbita positiva 7+ (Os(A)) es parte de Os(A), en

otras palabras
2 € Op(A) = (d(T(t)z, A) <6, vt> o).

Con esto y (3.1) se obtiene que cada elemento z € Oy (A) satisface
h(z) <0 <eli.e z€ h'([0,e)) = h™'((—e,e) N [0, +00))). Por tanto, para
todo ¢ > 0, existe §' > 0 de modo que Oy (A) C h~1([0,¢)). Es decir,

h es continua en cada elemento de A.
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Para obtener la continuidad de h en cada z, € X\ A, se usa (a) y se
elige algan 0 < p < h(z). Por la continuidad de X > z — d(z, A) € [0, ),
para e = 3d(z, A) existe 0 < § < 1d(z, A) de modo que |d(z, A)—d(z, A)| <
¢ siempre que d(z,z)) < 0; consecuentemente, cuando se considera
0 < u < min{h(z), 0}, la condicion d(z, zy) < 0 implica u < d(z,A) < h(z).
Por otro lado, el atractor global atrae al acotado Os(z,) y por (1.14)
existe una constante 7 > 0 (independiente de z € Os(z)) tal que la

orbita positiva satisface
Y (T(t)Os(20)) C Ou(A) siempre que ¢ > 7.

En este contexto, existe s, € [0,7] tal que d(7(s,)z,A) = h(z). Por
compacidad, se puede suponer que existe s, = lim s, € [0,7]. De este
Z— 20

ultimo y de la continuidad del semigrupo se tiene que

lim h(z) = lim d(T'(s.)z, A) = d(T(s0)z0, A) < h(z0). (8.3)

Z—rZ20 Z—r20

Por otro lado, existe ¢ € [0,7] tal que h(z) = d(T(t)z, A). Desde que
d(T(t)z, A) < h(z),¥z € Os(2), la continuidad de T(t') implica que

h(z) = lim d(T(t)z, A) < lim h(z). (3.4)

Z—20 220

De ( 3.3) y ( 3.4) se obtiene la continuidad de h en cada z, € X \ A. Por
lo tanto, h es continua en X y se cumple (D).

En (¢), se considera z € X y t; > 0. Por (3.1),

hT(t1)z) =supd(T(t)T(t1)z, A) = supd(T(t + t1)z,.A)

>0 0
=supd(T(t)z, A) < supd(T(t)z, A) = h(z).
>t >0

Por lo tanto, se cumple (c).

Para demostrar (3.2), se considera z € A. Por la invarianza de
A = h7'(0) se obtiene que h(T(t)z) = h(z) = 0 para todo t > 0.
Reciprocamente, si h(7(t)z) = h(z),Vt > 0, basta observar que el

atractor global satisface

lim d(T(t)z, A) = 0. (3.5)

t—o00
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En otras palabras, por cada ¢ > 0, existe 7(,.) > 0 de modo que 7T'(t)z €
O.(A), para todo ¢ > 7). Asi, h(z) = h(T(t)z) = sup d(T(r)T(t)z, A)y
0<r<T(a.0)
existe ro € [0, 7(s,)] de modo que h(z) = h(T(t)x) = d(T(ro +t)z, A). Luego,
por (3.5) se obtiene
h(z) = lim A(T(t)x) = lim d(T(t+ ro)z, A) = 0.

t——+o0 t——+o0

Por (a), x € A. Y esto concluye que se cumple (3.2). O

El siguiente es uno de los primeros lemas que permitiran construir
una funcién de Lyapunov, cuando un determinado semigrupo satisface
algunas propiedades dinamicas que lo convierte en un semigrupo tipo-

gradiente. De este modo se cumple uno de los objetivos de la tesis.

Lema 3.1.5. Sea 7(-), un semigrupo que admite un atractor global A.
Si (A, A*) es un par atractor-repulsor para T(-), con A # () entonces la
funcion L : X — [0, 1],

d(z, A)

L&) = e ae A

esta bien definida y es uniformemente continua en X. Ademds
L'0)=A4 y L'1)=A
(L es la_funcién candnica de Urysohn, respecto a A y A*).

Demostracion. A partir de (1.2) se obtiene que cuando se consideran
los compactos disjuntos A y A%, y se elige un elemento z € X, siempre
se cumple las siguientes desigualdades 0 < d(A, A*) < d(z, A) + d(z, A¥)
d(z, A)

d(z, A) + d(z, A¥)
bien definida y la imagen L(X) es parte del intervalo [0, 1].

< 1. De este modo, la funciéon L queda

y también 0 <

Para probar la continuidad uniforme de L en X, se usan las
propiedades presentadas en 1.1.2 con lo que se obtiene no solo la
continuidad uniforme de las funciones d(-, A) y d(-, A*) sino también la

desigualdad (1.1).
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En este contexto, si el numero ¢ > 0, se define la constante positiva
d =ed(A, A*) > 0 de modo que cuando d(z,w) < § entonces

d(z, A)d(w, A*) — d(w, A)d(z, A*)

HE) = M) = 20+ de, 4w, A) + d(w, A7)

[d(z, A) — d(w, A)]d(w, A*) + d(w, A)[d(w, A*) — d(z, A*)]
[d(z, A) + d(z, A9)][d(w, A) + d(w, A*)]

B d(z,w) d(z,w)
T A A) +d(n A S A A T
d(w, z)

< ¢. Por lo tanto, L es

Por simetria, se obtiene L(w) — L(z) < d(A, A%)

uniformemente continua en X.

Para concluir, basta observar las siguientes equivalencias.

_ d(z, A)
L L(z) = ’ = d(z, A) = A
z € (0) & L(2) O@d(z,A)de(z,A*) 0edz,A)=02€A, y
_ d(z, A)
L'1) & Liz)=1 ’ =1 A¥) = A*.
z € (1) & L(z) & Ao A) 1 de A S d(z,A") =0z €
Es decir, L7'(0) = Ay L7(1) = A*. O

Se siguen construyendo funciones continuas que se relacionen
adecuadamente con las propiedades del semigrupo. El objetivo final es
construir una funcién de Lyapunov (generalizada) para el semigrupo
dinamicamente gradiente para lo cual se usaran las propiedades

presentadas en el segundo capitulo.

Lema 3.1.6. Sea 7(-), un semigrupo que admite un atractor global A.
Si (A, A*) es un par atractor-repulsor para T(-), con A # (), entonces la

Juncion del lema 3.1.5 induce la siguiente regla

K(z) = stlig) L(T(t)z).

Con esta igualdad se obtiene una funcion K : X — [0,1] que esta bien

definida y es continua en X
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Demostracion. La propiedad inicial: K(z) € [0,1],¥z € X se obtiene
directamente, pues el conjunto L(X) admite al nimero uno como
cota superior. Por otro lado, como no solo se verifican todas las
desigualdades L(z) < K(z) < 1,Vz € X, sino también que L(z)) = 1,Vz, €

A* entonces se obtiene

[K(2) = K(20)] = |[K(2) =1[ = 1= K(2) < 1- L(2)
< 1= L(z)| = [L(2) = L(z0)|
Por lo tanto, la continuidad de L implica que lim K(z) = K(z),Vz € A"
Z—r20

y se concluye que

K es continua en A*. (3.6)

Por otro lado, el atractor local A admite una constante positiva 0 < ¢ <
d(A, A*) con w(O-(A)) = A, y asi L(O.(A)) es parte del intevalo [0,1) y la
constante r = sup L(z) < 1. En este contexto, el abierto (—4,%) N[0, 1]
de [0, 1] inducemflorslfff )constante positiva 0 < § < ¢ para la cual se verifica
L(0s5(4)) C [0, g) Ademas, el lema 2.2.5 garantiza la existencia de
una constante 0 < § < § de modo que la §—vecindad Oy (A) satisface
vH(Os(A)) C Os(A). En otras palabras, la condicion z € Ogs(A) no solo
implica T'(t)z € Os(A),Vt > 0, sino también 0 < L(T(t)z) < 5,Vt > 0y
0 < sup L(T(1)2) < g < r. Es decir, K(Oy(A)) € [0,7) = (—r,r) N [0,1]. Por
lo tanto,

K es continua en A. (3.7)

Para continuar se presenta la siguiente afirmacion, a partir de la cual

se obtiene la demostracion.
Afirmacion. La funcion K es continua en cada z, € X\ (AU A*).

29 ¢ A : Por la parte (b) en la proposicion 2.2.8, se presentan dos casos

complementarios:

&, (1) 2525 A% o bien &, (1) Z5% A,
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En el primer caso, 1 = tg+mooL<T(t)Z0) < K(z) < 1y asi K(z) = 1. Por
otro lado, si 0 < ¢ < 1, la continuidad de L genera V, una vecindad
abierta de A*en X con L(V) C (1—¢,1] = (1 —¢,14+¢)N[0,1]. En este
contexto, si t, > 0 satisface T'(ty)z, € V, la continuidad de 7'(t;) induce
una vecindad abierta U de z, tal que T'(t,)U C V. En esta vecindad, sus
elementos 2 € U satisfacen T'(ty)z € V y asi 1 — ¢ < L(T(ty)z). Por otro
lado, las desigualdades L(T(t)z) < sup L(T(t)z) = K(z) muestran que
K(z) >1—¢ para todo z € U. Conseézl;)entemente, la vecindad U de z
cumple K(U) C (1 —¢,1] (con K(z,) = 1). Por lo tanto, la afirmacién se

cumple cuando lim d(7(t)z, A*) = 0.

t——+o0

En el segundo caso, (0 = tHEl L(T(t)z) y 0 < L(z) < 1. La continuidad
—+00

de L genera una constante § > 0 para la cual

L(Os(A)) C (_L2<Z°), L<2Z°)) n[o,1] = [0, L<§°)) (3.8)

El lema 2.2.5 induce una constante ¢’ € (0,J) de modo que
7 (05 (A)) C Os(A). (3.9)

Asi, existe t, > 0 para lo cual T'(tg)zy € Os(A) y T(t)zg € Os(A),Vt > 1.
Por la continuidad de T'(¢,), existe una vecindad abierta U; de z, en X

tal que la imagen 7'(to)U; C Oy (A). Por (3.9), se cumple
zelU; = T(t)Z € Og(A),vt > 1y

y se entiende el comportamiento de la orbita positiva de 7'(¢)U; siempre

L(~
(20),\V/Z e U.

que t > lo. Ademas, (3.8) implica sup L(T(t)z) <
t>to

Finalmente, la continuidad de L genera una vecindad abierta U, de z,

en X donde L(z) > Lz) vz € U,. En este contexto, para la interseccion

2
L
U := U, N U, cada elemento z € U satisface sup L(T'(t)z) < % y L(z) >
t>to

L&) Es decir, L(T(t)z) < X2 < 1 para todo t > t, y L(T(t)z) > 2

cuando 0 < t < t; pues la imagen del complemento L(X\(A U A*)) es

parte del intervalo abierto (0,1). De aqui resulta que

K(z)= sup L(T(t)z), VzeU.

0<t<tg
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Por la compacidad de [0, ¢y] existe s, € [0,%,] tal que K(z) = L(T(s,)2) y

existe sy € [0, 1] tal que so = lim s,, en este contexto
Z—r20

lim K(z) = lim L(7T'(s.)z) = L(T(s0)z0) < sup L(T'(t)z0) = K(20).

2—20 220 0<t<to
Por otro lado, existe t' € [0,¢] tal que K(z) = L(T(t')z); desde que
L(T(t)z) < K(z),Vz € U, la continuidad de 7'(#) implica que

K(29) = L(T(t")2) = lim L(T(t')z) < lim K(z).

Z—20 Z—20

Esto genera la continuidad de K en 2, si tli+m d(T(t)zp,A) = 0. Por lo
—+00

tanto, la afirmacion se cumple cuando z, ¢ A.

2o € A: La solucion global ¢, es acotada y ¢,,(R) es parte del atractor
global y por la parte (a) en la proposicion 2.2.8, se obtiene
&, () = A. La prueba del segundo caso en la pagina 106,

demuestra la afirmacion cuando z; € A.
La afirmacion de la pagina 105, (3.6) y (3.7) demuestran el lema. O

El siguiente lema es util para simplificar la construccion de la

funcion de Lyapunov.

Lema 3.1.7. Sea T(-), un semigrupo que admite un atractor global A. Si

(A, A*) es un par atractor-repulsor para T(-), con A # (), entonces
(a) K: X — |0, 1] es decreciente a lo largo de las soluciones.
b) K'(0)=AyK'(1)nA= A"
(c) Size Ay K(T(t)z) = K(z), Vt >0 entonces z € AU A*.
donde K es la funcion definida en el lema 3.1.6

Demostracion. En (a), se observa que por cada elemento z € X, la

funcion ¢t — K(7T'(t)z) es decreciente, pues para 0 < t; < t5:

K(T(t)z) = sup L(T(t)T(t1)2) = sup L(T(t + t1)2) = sup L(T'(t)z)

t>0 t>0 t>t1
> sup L(T'(t)z) = sup L(T(t + t3)2) = K(T'(t2)z).
>t >0

Por lo tanto, el item (a) es verdadero.
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En (b), cada elemento z € A satisface T'(t)z € A,Vt > 0y asi K(z) = 0;
en otras palabras, A ¢ K~ '(0). Reciprocamente, cuando z € K~(0),
la definicion de K implica que L(T(t)z) = 0,¥¢t > 0, en particular
L(T(0)z) = L(z) = 0 muestra que z € A, y se obtiene K '(0) C A. Por lo
tanto,

K10) = A. (3.10)

Para probar que K~ !'(1) N A C A*, se procede por el absurdo y se
admite algun z € A con K(z) = 1y z ¢ A*. Por (2.15), el invariante
aislado A D w(z) y por (3.10), tal = ¢ A. Por la proposicion 2.2.8,
d(T(t)z, A) =5 0; luego, tLiElOO L(T(t)z) = 0. La prueba del segundo
caso en la pagina 106 existe una vecindad U de z; € A\ (AU A") y
una constante ¢, > 0 de modo que K(z) = sup L(T(t)z),Vz € U. Por la
compacidad de [0, %], existe t' € [0,,] tal queogft(g(t;) = L(T(t')z) = 1. Luego
Ttz € A*, y w(z) = w(T(t'")z) C A*. Esta contradicciéon con w(z) C A
implica K~1(1) N A C A*. Reciprocamente, A* C K~!(1) pues cada > € A*
satisface L(T'(t)z) = 1,Vt > 0, luego z € K~!(1) y A* ¢ K~'(1) n A. Por
tanto,

K '(1)n A= A* y se demuestra (b).

En (c), se procede por el absurdo. Sea z € A con K(T(t)z) =

K(z),vt > 0y z ¢ AU A*. Existe una solucion global acotada ¢, y la

t—+00

proposicion 2.2.8 implica d(7(t)z, A) —— 0, luego w(z) C A. Por otro
lado, K(T'(t)z) = K(z) implica

K(z)= lim K(T(t)z)

t——+o0

d(T(r)T(t)z, A)

pum— 1/ pum
S| T T @)=, A) + AT (T A |~
y asi z € K~!(0) = A. Esta contradiccion demuestra (c). O

La siguiente proposicion es una de las mas importantes para
construir la funcién de Lyapunov. Se utilizan las propiedades de las

funciones K y h, ya definidas.



3.1. RESULTADOS PREPARATORIOS 109

Proposicion 3.1.8. Sea T(-), un semigrupo que admite un atractor
global A. Si (A, A*) es un par atractor-repulsor para T(-), con A # ()
entonces existe una funciéon continua f : X — R que satisface lo

siguiente:
(a) f: X — R es decreciente a lo largo de las soluciones.
B fHO)=Ay f1)nA=A"
(c) Size Xy f(T(t)z) = f(2), Vt >0 entonces z € AU A*.

Demostracion. Sea h: X — R, la funcion dellema 3.1.4ysea K : X — R,

como en el lema 3.1.6. Se define f : X — R por la igualdad
f(z) = K(2) + h(2)

y se obtiene una funcién continua que es decreciente a lo largo de las
soluciones, pues son propiedades que se heredan de K y h. Se cumple
el item (a).

En (b), cada » € A satisface f(z) = K(z) + h(z) =0y asi A C f1(0).
Para la otra inclusion, se nota que cada » € f~1(0) satisface h(z) =
K(z) = 0y por eso z € A. En otras palabras, f~!(0) C Ay se concluye

que se verifica la igualdad.

F7H0) = A

Para la segunda parte, basta observar que f(z) = K(z) para todo z € A
(el atractor global) es decir f|4 = K|4y f7}(1)Nn A=K }1)NnA= A*. Por
lo tanto, se cumple (b).

En (c), si z € A, el lema 3.1.4 y la invarianza del atractor global
muestran que f(T(t)z) = K(T(t)z) = K(z),Vt > 0y por el lema 3.1.6,
z € AU A*. Por tanto, se obtiene (c) si z € A. Para concluir, se procede

por contradiccion y se asume:

Existe 2 ¢ A tal que f(20) = f(T(t)z0),Vt > 0. (3.11)

La proposicion 2.2.8 implica & (1) 2%, A*UA. Se presentan dos casos,

cada uno de los cuales genera una contradiccion.
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En el primer caso, th’1+n d(T(t)z9p,A) = 0. La continuidad h y K
—+00
implican facilmente que tl}HlOOK (T(t)zg) = 0y tl}gloo h(T(t)zy) = 0. De
(3.11), se obtiene que

f(z0) = lm f(T(t)z0) = lm K(T(t)z) + Um h(T(t)z9) = 0.

t—+o00 t—+o0 t—+o00
En consecuencia, z, € f71(0) = A C A. Una contradiccion con z, € X\ A.
Segundo caso, th’in d(T(t)z9,A*) = 0. En este caso, también se
—+00
obtiene lim K(7(t)z)) =1y lim h(T(t)z) = 0y se concluye que
t—+o00 t—+o00

f(z0) = lim f(T(t)z0) = lim K(T(t)zo) + lim h(T(t)z) =1

t—+00 t—+00 t—-+o0

Es decir, 1 = tﬁ+m K(T(t)z) < K(z) < 1y por eso se tiene que h(z) =0
——+00
es decir z; € A. Una contradiccién con z, € X\.A. Se cumple (c). Por lo

tanto, se cumple la proposicion. O

3.2 Resultados Principales

En esta seccion se presenta los dos resultados principales de la tesis.
El primero es la equivalencia entre los semigrupos gradiente y tipo-

gradiente. El segundo es la construccion de la funciéon de Lyapunov.

3.2.1 Equivalencia entre los semigrupos gradiente y
tipo—gradiente

Para el caso de espacios compactos los autores de [28, 27] extienden las
técnicas presentadas por Conley y demuestran que la descomposicion
de Morse implica la existencia de una funciéon de Lyapunov. En
la proposicion 3.2.1 se presenta un resultado similar pero sin
restricciones en el espacio; las técnicas depende intrinsecamente de
la dinamica y no se usa la demostracion de Conley [14]. Se concluye
presentando el primer teorema principal que es la equivalencia en los

sistemas gradientes! (teorema 3.2.2).

1Un interesante generalizacion aparece en [6]
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Proposicion 3.2.1. Si7(-) es dinamicamente gradiente con respecto a
S = {F,..., E,}, entonces existe una funcién de Lyapunov V: X — R

como en la definicion 3.1.1 de tal formaque V (E;) = k—1 paral < k < n.

Demostracion. Por la proposicion 2.3.7 se asume que S es una

descomposicion de Morse de A. Por el teorema 2.3.8, los conjuntos
A, = UW“(Ei) con 1 < k < n son atractores locales que satisfacen

Ap=0cCc Ay C---C A, ;1 C A, = Ay los respectivos repulsores no solo

cumplen FE; = A; N Aj_,, sino también

n n

A4ua)=JE;.

§=0 J=1
A partir de esto, se consideran K, : X — R las funciones continuas
asociadas a cada par atractor-repulsor (4;, A7) del lema 3.1.6, esto es

_ d(T(t)z,4;)
K(2) = sup [d( (D)=, AJ) n d( (t)z, A7)

}, Vi<j<n,

y se define
)+ Ki(2)
=0
donde & es la funcioén continua del lema 3.1.4 y convenientemente se

. B d(T(t)z,0) _
escribe Ko(z) = sup [d(T(t)z, 0) + d(T(0)> Aﬂ =0

Afirmacion. V: X — R es una _funcién de Lyapunov generalizada con

respectoaS ={F,,...,E,} yV(E;) =k —1paratodo1 <k < n.

La continuidad de V se hereda de las funciones que la definen.
Analogamente, desde de que h y K; son decrecientes a lo largo de las

soluciones se obtiene que
[0,00) 5t V(T (t)x) € R es decreciente, Vz € X.

Por otro lado, si z € E, = A, N A;_, entonces z € A, C Ay C -+ C
=Ayze A, C A, C--- C A} C A; = A. En consecuencia

h(z) =0, K;(z) =1,si1<j<k—-1y K;(2) =0, sik <j <n.Es decir,
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Por lo tanto,

V(Ey) =k—1, paratodo 1 <k <n.

Para concluir con la afirmacion se probara la ultima condicion de la

definicion 3.1.1 esto es, para cada z € X,
(V(T(t)z) —V(2), ¥t > o) s zelJE,. (3.12)
j=1

Para la prueba de la suficiencia se consideran las funciones & y
K; las cuales son decrecientes a lo largo de las soluciones de 7'(-) es
decir se cumplen las desigualdades h(T'(t)z) < h(z) Vt > 0y K;(T(t)z) <
K;(2),vt > 0 cuando 0 < j < n. Si se asume que existe ¢ > 0 con
h(T(t)z) < h(z) (respectivamente K;(T'(t)z) < K;(z) para algan 0 < j < n)
al sumar a cada lado de in(T(t)z) < in(z) (respectivamente

=0

J=0
n n

WT(Hz)+ Y Ki(T(t)z) < h(z)+ Y Ki(2)) se obtiene V(T(t)z) < V(z),
i=0,i#] i=0, i#j
lo cual genera una contradiccion con la hipétesis de (3.12). Por lo tanto,

h(T(t)z) = h(z),Vt > 0 (respectivamente K;(T'(t)z) = K;(z), Vt > 0 cuando

0 < j <n). En otras palabras, cada f; = K; + h satisface

f[i(T)z) = fi(2), Vt=>0.

Consecuentemente, la parte (c) de la proposicion 3.1.8 implica que

z € (A; U A%) cuando 0 < j < n. Es decir, se concluye:
ze(A4;ua) =JE;

j=0 J=1
Para la prueba de la necesidad se acepta que z € U E; = ﬂ(Aj U A7).
j=1 =0

Luego para cada 0 < j <n se obtiene que z € A; U A7.
En el primer caso: z € A; se cumple que T'(t)z € A; C AVt > 0y asi
d(T(t)z,Aj) = 0, d(T(t)z, A7) > 0y W(T'(t)z) = 0 cuando ¢t > 0. En otras
palabras, no solo cada K;(T'(t)z) = 0,Vt > 0 sino también la funcién

V(T(t)z) = MT(t)z) + > K;(T(t)z) = 0,¥t > 0. En particular,

V(T(t)2) = V(2) = 0,V¢ > 0.
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Analogamente, en el segundo caso: z € A%, cada K;(T(t)z) =1,Vt >0y
también h(T'(t)z) =0, Vt > 0. Es decir,

V(T (t)z) =V (z) =n,Vt > 0.

Y esto concluye la validez de (3.12). Por lo tanto, se cumple la

proposicion. U

Para los semigrupos que admiten un atractor global, ser
dinamicamente gradiente con respecto a una familia aislada es

equivalente a poseer una funcion de Lyapunov generalizada.

Teorema 3.2.2. Sea T'(-), un semigrupo que admite un atractor global A

yseaS ={F,...,E,}, una familia invariante aislada. Son equivalentes:

(1) T(-) es un semigrupo gradiente con respecto a S.
(2) T(-) es S—dinamicamente gradiente.

Demostracion. Se obtiene directamente de las proposiciones 3.1.2 y

3.2.1. O

Ejemplo 3.2.3. Del resultado del ejemplo 2.3.5, se concluye que T(-)
es un semigrupo gradiente respecto a la familia invariante aislada

S ={E,, Ey, E5}, dada en el ejemplo 2.2.15.

Ejemplo 3.2.4 (de [1]). Si f € C*(R,R) satisface | 1|1"m M <0yQcCR"
ul|—oo0 U

es un dominio limitado con frontera suave, para p > n se cumple que la

siguiente ecuacion de reaccion-difusiéon con condiciones de frontera tipo

Neumann
u=Au+ flu) z€Q t>0;

Ohu(z,t) =0 z€Q t>0; (3.13)

u(-,0) =ug € WhH(Q)
induce un semigrupo dinamicamente gradiente en W'?(Q) si cada
equilibrio es hiperbolico. El teorema 3.2.2 implica que (3.13) admite
una funcién de Lyapunov V : W'?(Q) — R, continua, decreciente a lo
largo de las soluciones y constante en cada conjunto invariante de la

descomposicion de Morse (vea [3]).
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3.2.2 Construccion de una funcion de Lyapunov, con
regularidad

Finalmente, se presenta el segundo teorema principal de la tesis en la
cual se construye una funcion de Lyapunov que ademas de poseer
la propiedad mencionada en la proposicion 3.2.1 es diferenciable
y estrictamente decreciente a lo largo de las soluciones que no se

originan en los conjuntos invariantes aislados (teorema 3.2.6).

Lema 3.2.5. Sea 7T'(-), un semigrupo que admite un atractor global A y
sea S = {Fy,...,E,}, una familia invariante aislada. Si V' es una funcion
de Lyapunov generalizada de T(-), con respecto a S entonces la funcion

W:X —=R
W(z) :/0 e 'V(T(t)z)dt

esta bien definida y también satisface la definicion 3.1.1.

Demostracion. Por cada z € X se cumple V(7'(t)z) < V(z),¥t > 0y por

ello

W(z) = /OOO eV (T(t)z)dt < /OOO e 'V(z)dt=V(z) eR, VzeX. (3.14)

Si {z1,22} C X, la diferencia W(z) — W(z) = / e [V(T(t)z) —
0

V(T(t)z)]dt esta formada por integrales convergentes. En particular,

cuando z; = z; se cumple W (z;) = W(z,) y se concluye que W esta bien

definida.
Afirmacion 1. W es continua en cada z, € X.

Por la continuidad de V en z,, cada ¢ > 0 induce una constante
positiva § = d(zp,c) > 0 de modo que la imagen V(Os,(z)) es parte
del intervalo (V(zy) — ¢,V (z) + ¢). En este contexto, no solo existe el
supremo Ms, := sup{V(T'(t)z) : z € Os,(2), t > 0}, sino también una
constante t, = t(zg, &) > In(2(Ms, + 1)) para la cual se cumple

& 1 €
= — < ———, .1
[ =< .15)
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Por otro lado, la continuidad de [0,00) x X > (t,z) — V(T'(t)z) € [0,00) y la
compacidad de [0, tg] garantizan la existencia de una constante positiva

0 < 0 < dp de modo que d(z, z) < 0 implica [V (T'(t)z) —V(T'(t)z)| < 5y asi

fo e [T £ £
/ e V(T (t)z) — V(T(t)z0)|dt < —/ eldt=—(1—-e™)<=. (3.16)
o 2 J 2 2
Ademas cuando d(z, zp) < 0 se tiene
[V(T(t)z) — V(T(t)z0)| < |V(T(t)z)| + |V (T(t)z0)| < 2Ms,. (3.17)

Por lo tanto, de (3.16), (3.17) y (3.15) sigue:

W) =Wl = | [ e W) - Vol

<] /0 * V(T () — V(T (t)z0)]ds|

+ / e’
to

< §+2M50

ds

V(T (t)z) = V(T(t)z0)

o
/ e_tdt‘ < €.
to

Afirmacién 2. Por cada z € X, la funcién [0,00) > t — W(T(t)z) € R es

Esto muestra la afirmacion 1.

decreciente.

Como V es decreciente a lo largo de las soluciones de T(:), se

obtiene:
W(T(t)2) = /0 T V(T (s + 1)2)ds
< /000 e *V(T(s)z)ds = W(z), Vt=>0.
Entonces W(T'(t)z) < W(z),Vt > 0. Esto muestra la afirmacion 2.

Afirmacion 3. IV es constante en F; paracada 1l <i<n

Si z € F;, la invarianza del conjunto muestra que 7'(t)z € E;, ¥Vt > 0.
Como V es una funcion de Lyapunov entonces V(7'(t)z) = C parat > 0

(C' es constante) luego
W(z) = / e V(T (t)z)dt = C.
0

Esto muestra la afirmacion 3.
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Afirmacién 4. W (T'(t)z) = W(z), para todo ¢t > 0 siy s6lo si z € |}, E;.

Cuando =z € |J, E;, existe algun 1 < j < n donde T(t)z € E; C U, E;
para todo ¢ > 0. Luego, la funciéon de Lyapunov V satisface V(T'(t)z) =
C,Vt > 0y asi

W(T(t)z) = /OOO e V(T (s)T(t)z)ds = /OOO e *V(T'(s+t)z)ds = C,Vt > 0.

Por lo tanto, W(7T'(t)z) = W(z) para todo ¢t > 0. Reciprocamente, si z € X

satisface W (7T'(t)z) = W(z) entonces se obtiene
0=W(T(t)z) —W(z) = /OO e *[V(T(s+t)z) — V(T(s)z)]ds. (3.18)

Como V es decreciente a lo largo de las soluciones, se tiene V (7'(s+t)z)—
V(T(s)z) < 0. (Si se supone que V(T'(s + t)z) — V(T (s)z) < 0 entonces
W(T(t)z) — W(z) < 0, lo cual es una contradicciéon con (3.18)). Por lo
tanto V(T'(s +t)z) = V(T'(s)z) para todo s > 0. En particular, para s = 0
se obtiene V(7T'(t)z) = V(z),¥t > 0 con V una funcion de Lyapunov,
consecuentemente z € | J;, ;. Esto muestra la afirmacion 4.

Por lo tanto se cumple el lema. O

El siguiente es uno de los mas importantes de la tesis.

Teorema 3.2.6. Si7(-) es dinamicamente gradiente con respectoa S =
{E1, ..., E,} entonces no solo existe una funcién de Lyapunov V: X — R

conV(Ey) =k —1paral <k <n sino también W : X — R:

W(z) :/ e 'V(T(t)z)dt,
0
satisface la definicion 3.1.1. Ademas,

(a) [0,00) >t — W(T(t)z) es estrictamente decreciente para z ¢ U E;.
j=1

(b) [0,00) >t — W(T(t)z) es diferenciable para todo z € X.

Demostracion. Por el lema 3.2.5, W satisface la definicion 3.1.1. Para
probar (a) se considera z ¢ |J;_, E; y t > 0. Como V es decreciente a lo

largo de las soluciones:



3.2. RESULTADOS PRINCIPALES 117

Si W(T(t)z) — W(z) = 0 para algan t > 0, V(T(s + t)z) — V(T(s)z) =

0,Vs > 0. En particular cuando s = 0, se tiene V(T(t)z) = V(2).

Por otro lado, desde que V es una funcién de Lyapunov se cumple

V(T(t)z) < V(T(s)z) < V(z), cuando 0 < s < #, en consecuencia

V(T(s)z) = V(z) cuando s € [0,%]. Si W(T(7)z) — W(z) = 0 para algun
t,

T > V(T(s + 7)2) = V(T(s)z),¥s > 0. Para t < s < 7, se tiene

V(T(1)z) < V(T(s)z) < V(T(t)z), de aqui se desprende V(T'(s)z) = V(z),
para todo s € [t, 7]. Repitiendo este razonamiento con ¢ > 0 se concluye
que V(T(s)z) = V(z),Vs > 0. Esto contradice la eleccion de z. Por lo
tanto, W(T'(t)z) < W(z) para todo ¢t > 0. Se cumple (a).
Para probar (b) se considera z € X, t > 0y h € R. Luego,
W(T(t+ h)z) —W(T(t)z)
h

es igual a

= [/00 e *V(T(s+t+h)z)ds — /OO e *V(T'(s+t)z)ds]

h

_ %[ /t: Y (T(5)2)ds — /t T e MY (T (s)2)ds]

_ %[et""h /t: eV (T(s)2)ds — ¢ /t T eV (T(s)2)ds]

= %{eH’h /:; e *V(T(s)z)ds — et[/tm e *V(T(s)z)ds + /t: e *V(T(s)z)ds] }
3

(& —1) /t eV (T (s)2)ds — /t eV (T(5)2)ds}.

+h

Cuando h — 0, el siguiente limite

. W(T(t+ h)z) — W(T(t)z)
h—0 h
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es igual a

(eh _ 1) 00 1 t+h
e’ lim / e *V(T(s)z)ds — €' lim — e *V(T(s)z)ds
t+h h—0 t

= et/ eV (T(s)2)ds — ' lim e~ "MV (T (t + h)2)
t h—0

= ¢’ /too e *V(T(s)z)ds — V(T(t)z)

e’ /00 e~ V(T (s + t)z)ds — V(T (t)z)

000 e *V(T(s)T'(t)z)ds — V(T(t)z)
=W(T(t)z) —V(T(t)z) <O0.

(Vea (3.14)). Por lo tanto, se cumple el teorema. O



Conclusiones

En este trabajo de tesis se establecio las equivalencias entre:

1. La descomposicion de Morse que se presenta en la definicion 1.4.7

y la que se presenta en [1, definicion 2.10].

2. Los conceptos de atractor local débil el cual se encuentra dentro
de un conjunto compacto invariante y el de atractor local que se

encuentra dentro del atractor global (vea proposicion 2.2.9).

3. Los semigrupos gradientes y los de tipo-gradiente para lo cual se
utilizo la teoria de Morse cumpliendo asi con uno de los objetivos

de la tesis (vea teorema 3.2.2 ).

Ademas de estas equivalencias, se presento la construccion de una
funcion de Lyapunov generalizada con dos propiedades adicionales las
cuales son: decreciente y diferenciable a lo largo de las soluciones,

cumpliendo asi con el otro objetivo de la tesis (vea teorema 3.2.6).
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