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RESUMEN

UN TEOREMA DE REDUCCION DE SINGULARIDADES PARA
CAMPOS HOLOMORFOS 3-DIMENSIONALES

LUIS JAVIER VASQUEZ SERPA

Diciembre - 2009

Orientador :  Dr. Renato Mario Benazic Tomé.

Titulo Obtenido : Licenciado en Matemaéatica.

En el presente trabajo, consideremos campos vectoriales holomorfos de dimensién
compleja 3 definidos en una vecindad de un punto p, donde p es una singularidad
aislada, dicritica o no. Es conocido que para campos holomorfos sobre un abierto
de C? que despies de un nimero finito de blowing-up’s en los puntos singulares,
la foliacién asociada a dicho campo es transformada en una foliacién que posee un
nimero finito de singularidades, todas ellas irreducibles (Teorema de Seidenberg).
En este trabajo se extiende el Teorema de Seidenberg para campos holomorfos sobre
un abierto de C3, es decir, resolvemos el problema de desingularizacion sobre campos
holomorfos 3-dimensionales, restringiéndonos en el caso de que sea una singularidad

absolutamente aislada.
Palabras claves : Ecuaciones Diferenciales Ordinarias Complejas, Foliacién Holo-

morfa Singular, Reduccién de Singularidades, Desingularizacién, Blow-up, Sistemas

Dindmicos, Dindmica Compleja, Singularidad Absolutamnete Aislada.
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ABSTRACT

A THEOREM OF REDUCTION OF SINGULARITIES FOR
3-DIMENSIONAL HOLOMORPHIC FIELDS

LUIS JAVIER VASQUEZ SERPA

December - 2009

Adviser : Dr. Renato Mario Benazic Tomé.

Obtained Title : Licenciado en Matemdtica.

In this paper, we consider holomorphic vector fields of complex dimension 3 defined
in a neighborhood of a point p, where p is an isolated singularity, dicritica or not.
It is known that for holomorphic fields over an open set of C? that after a finite
number of blowing-up’s in the singular points, the foliation associated to this field is
transformed into a foliation that has a finite number of singularities, all irreducible
(Seidenberg Theorem). This paper extends the Seidenberg theorem for holomorphic
fields over an open set of C?, i.e., we solve the problem of desingularizacién over 3-
dimensional holomorphic fields, restricting in the case that it is an absolutely isolated

singularity.
Keywords: Ordinary Differential Equations Complex, Holomorphic Singular Folia-

tion, Reduction of Singularities, Desingularizacién, Blow-up, Dynamical Systems,

Complex Dynamics, Absolutamnete Isolated Singularity.
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Capitulo 1

Introduccion

Las Ecuaciones Diferenciales Ordinarias (EDO) es una de las disciplinas mds im-
portantes de las matemadticas, es bien utilizado para modelar fenémenos de otras
ramas de la ciencia (Fisica, Biologia, Quimica, Ecologia, Economia, Ingenieria, etc.),
por tal motivo las EDO ocupa un amplio lugar en la investigacién cientifica. Por
otro lado es bién conocido que en la mayoria de problemas no es posible obtener
de manera explicita la solucién de una EDO, gracias a Henri Poinacaré, se crearon
otras técnicas, que consiste en ver como se comporta las soluciones, desde el punto
de vista cualitativo (geométricamente). La Teorfa de los Sistemas Dindmicos se en-
carga de entender el comportamuiento cualitativo de las soluciones de una EDO. Las
soluciones de una EDO en una vencidad de un punto regular (punto que no anula
al campo que genera la EDO) son de geometria sencilla, el gran problema es saber
como se comporta las soluciones de una EDO en una vecindad de un punto singular
(punto que anula al campo que genera la EDO). Para saber dicho comportamiento se
emplean una gran herramienta matematica (Topologia Diferencial, An4lisis en Varias
Variables Reales y Complejas, Topologia Algebraica, entre otras). El estudio de Fo-
liaciones Holomorfas generada por las soluciones de una EDO, debido a un campo

vectorial holomorfo, en la actualidad es un gran tema de investigacién cientifica.
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Sean M"™ una variedad compleja de dimensién n, F una foliacién holomorfa
singular por curvas sobre M" y p € M" una singularidad aislada de la foliacién F.
Sea Z el campo vectorial que genera la foliacién alrededor del punto p (ver [6], [10]),
en una carta (U, ¢) de M" tal que p € U y ¢(p) = 0 € C". Fijando coordenadas en
esta carta, el campo Z se expresa como:

u 0

Z = ; Zig
donde 7y, Z,...,Z, € O,, (aqui O,, es el anillo de gérmenes de las funciones
holomorfas en p) y m.c.d.(Zy, Za, ..., Z,) = 1. Denotaremos por F a esta foliacion,
el cual coincide con la foliaciéon F. Como p € U es una singularidad aislada de Z,
entonces existe una veciendad abierta U, de p en la que p € U, es la tinica singularidad
y los demas puntos de U, — {p} son puntos regulares, por el Teorema del Flujo
Tubular (ver [10]) tenemos que las érbitas alrededor de un punto regular pueden “ser
enderezadas” mediante una conjugacion analitica local, entonces ya sabemos como
se comporta localmente. Lo interesante seria ver qué pasa alrededor de un punto

singular p, i.e como se comporta las érbitas alrededor del punto p.

Si el campo Z tiene parte lineal no nula (i.e. DZ(p) # 0) y viendo que propiedades
tienen los autovalores de DZ(p), podemos usar algin Teorema de Linealizacién (de
Poincaré, de Siegel, etc. segiin sea el caso). Que nos dice que el campo Z es localmente
equivalente a su parte lineal DZ(p) en una vecindad del punto p y por lo tanto
podremos saber como se comportan las érbitas en una vecindad del punto singular
p. Sin embargo si el campo Z tiene parte lineal nula (i.e. DZ(p) = 0 ), ya no podemos
usar los teoremas de Linealizacién pues no existe la parte lineal; en estos casos se

usa una herramienta conocida como Blow-up.

En dimensién n = 2, es conocido que después de un niimero finito de blowing-
up’s en los puntos singulares, la foliacién F es transformada en una foliacién F7 que

posee un ndmero finito de singularidades, todas ellas simples (Teorema de Seiden-
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berg), (ver [3], [4]). Esto significa que si p* € Sing(F}), entonces F}, es localmente
generada por un campo vectorial holomorfo Z* que tiene parte lineal con autovalores

1y A donde A € Q* (Q7 es el conjunto de los nimeros racionales positivos).

En este trabajo se obtiene un teorema de reduccién de singularidades (una ex-
tension del teorema de Seindenberg a dimensién n = 3). El teorema consiste en que
después de un nimero finito de blow-ups, la foliacién F, es transformada en una

foliacién F, que posee un numero finito de singularidades, todas ellas irreducibles.

En el segundo capitulo se enunciaran conceptos y resultados de los diferentes

cursos de la carrera, que serdan usados en el presente trabajo.

En el tercer capitulo se describe el proceso de Blow-up. Se analiza los tran-
formados estrictos de la foliacién F; mediante el Blow-up. Se da la defincién de

Singularidad Dicritica.y no Dicritica.

En el cuarto capitulo se da una caracterizacién de una dingularidad Dicritica.

En el quinto capitulo se obtiene, para el caso n = 3, una formula que relaciona
el nimero de Milnor de la singularidad original con los nimeros de Milnor de las
singularidades del transformado estricto. Con este resultado extendemos lo obtenido

en [3] y [4] para n = 2.

Finalmente, en el sexto capitulo, se presenta la mencionada generalizaciéon del
Teorema de Seindenberg; es decir se resuelve el problema de desingularizacién, con la
hipotesis natural de asumir que en cada etapa del Blow-up, el conjunto singular de la
foliacién levanta por el Pull-Back (transformado estricto de F) tenga codimensién
3. La principal herramineta para demostrar este teorema serd una férmula ( Teoremas
5.2.8 y 5.2.4) que se da en el capitulo 5. Este plan de trabajo funciona porque las

singularidades del transformado estricto son aisladas por hipotesis.
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Preliminares

En este capitulo se introducirdn conceptos y resultados de cardcter general que

seran utilizados a los largo de la tesis. Ver referencias [9], [16], [7], [2], [10] y [13].

Denotaremos por C al cuerpo de los nimeros complejos y C" al espacio vectorial
complejo {x = (x1, ..., 2,); X1, ..., x, € C}.

Para cada x € C", consideremos la base canénica {8%1, e a%} del espacio tangente
n

T,C ™ de C" en x, que por definicion es el espacio vectorial {z} x C™.

2.1. Funciones Holomorfas de Varias Variables Com-

plejas

Denotaremos por C" al conjunto de todas las n-uplas (n > 1) de nimeros complejos,

es decir

C"={z=(21,.,2n); 21,-,2n €EC} =C x ... x C.

n-veces

Los elementos z = (z1, ..., z,) € C" son llamados puntos de C" y los niimeros comple-
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Capitulo 2. Preliminares

jos z1, ..., z, son llamados coordenadas complejas de z. Haciendo z; = x; + iy, (donde

z; = Re(z;), y; = Im(y;)), podemos expresar z = (21, ..., 2,) € C" como
Z = (xlayla "'>$n7yn) € ]R2n-

De esta manera C" puede ser considerado como R?" y en este caso 1, Y1, ..., Tn, Yn

son llamados las coordenadas reales de z.

Sean z = (z1, ..., z,) y w = (wy, ..., w,,) puntos de C" y o € C. Definimos la suma
de z y w como

24w = (z1 +wy,..., 2n + W)
y el producto de a por z como
az = (az, .., az,).
Es inmediato ver que con esta operaciones C™ es un C-espacio vectorial de dimensién

(compleja) n.

Dotaremos a C" de la topologia producto. Un polidisco abierto (resp. cerrado) en
C™ de centro a = (ay, ..., a,) € C" y poliradio r = (11, ...,7,) € (RT)™ denotado por
A(a,r) (resp. Ala,r]), es el conjunto definido por
Ala,r) ={2=(21,....,20) € C" |z; —qj| <7r;,V1 < j <n}
(resp. Ala,r] ={z = (21,..., 2n) € C";|2z; —a;| <71;,V1 < j<n}).

Observe que
A(a,r) = D, (a1) X ... x D, (a,) y Ala,r] = Dy [a1] X ... X D, [a,],
donde D,,(a;) es el disco abierto y D, [a;] es el disco cerrado en los complejos.

Es claro que C" dotado de la topologia cuya base es generada por los polidiscos
abiertos es un espacio topoldgico equivalente a R?" dotado de la topologia cuya base
generada por las bolas abiertas. De esta manera, todos los resultados conocidos de

la, topologfa de los espacios euclidianos R?" pueden ser aplicados a C".
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Definicién 2.1.1 Sea U C C" un abierto y f : U — C. Decimos que f es una
funcién holomorfa en a = (aq, ...,a,) € U si y sdlo si existe un polidisco A centrado

en a tal que la funcion f tiene una expansion en serie de potencias

f(z) = Z Caprengn (21 = a1) " -+ (20 — an)™ (2.1)

q17~'~7Qn:0

la cual es convergente para todo z € A.

Decimos que f es holomorfa en U siy sélo si f es holomorfa en a, para todo a € U.
El conjunto de todas las funciones holomorfas en U serd denotado por O(U).

Para simplificar las notaciones, es conveniente introducir la nocién de multi-indices.
Un multi-indice de dimension n, es una n-upla de enteros no negativos @ = (g1, ..., ¢n)

. Su norma |@| se define como |Q| =q1 + -+ + ¢a.
Sea z = (21,...,2n) € C"y Q@ = (q1, ..., ¢») un multi-indice, definimos
29 =20 0

Con estas notaciones ([2.1)) se escribe

f(z) = ZCQ(Z —a)?, ¥z € A.

|Q|=0

Sea f € O(U), entonces para todo a € U, existe R = (Ry, ..., R,) € (RT)™ poliradio

tal que f(z) = Z co(z —a)?, ¥z € A(a, R), consideremos r = (ry,...,7,) € (R)"
|QI=0

poliradio con 0 < r; < R; para todo 1 < j < n, de la teorfa de varias variables

complejas (ver [9]), Z co(z — a)¥ converge absoluta y uniformemente a f(z), para

lQ|=0
todo z € Ala, ], reordenando tenemos:

FR =) Y colz=a)? | =D Pul2), Vz € Ala,r], (2.2)

m=0 \ |Q|=m
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donde P, (z) = > cg(z — a)? es un polinomio homogéneo de grado m en las
|Ql=m

variables z1, ..., z,.

k
Observe que, de (2.2)), como P, es continuo en Ala,r| y > Pn(z2) — f(z) uni-

formemente en Ala, ], concluimos que f es continua en Ala,r]. En particular, f es

continua en a.

Sea U C C™ un abiertoy F : U — C™ una funcién. Podemos asociar a F
m-funciones fi,..., f,, : U — C llamadas las funciones coordenadas de F'. Decimos
que F es holomorfa en a € U (resp. en U) si y sélo si cada una de las funciones

coordenadas f, ..., f,, son holomorfas en a € U (resp. en U).

2.2. Campos Vectoriales Holomorfos y Sistemas
de Ecuaciones Diferenciales

Definicién 2.2.1 Sea U C C" un abierto. Un campo vectorial holomorfo en U es

una funcion holomorfa

Z:U — C»
2o Z(2) = (Z0(2), s Zn(2))

tal que si z € U entonces Z(z) es un vector cuyo punto de aplicacion es z.

Notacién 2.2.1 Denotaremos por X (U) al conjunto de todos los campos vectoriales

holomorfos definidos en U.

Las funciones Z; seran llamadas componentes o coordenadas de Z, como las Z;

son funciones holomorfas de varias variables complejas definidas en una vecindad de p
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contenida en U, entonces existe un polidisco A(p, r) tal que ellas tienen un desarrollo
en series de potencias alrededor del p € U, si consideramos el polidisco compacto
Alp,r/2], entonces las series de potencias convergen absoluta y uniformemente, de
esta manera las series de potencias no se alteran si reordenamos sus términos, asf

obtenemos una serie de polinomios homogéneos

donde los Zj(z1,...,2,), (1 < i < n) son polinomios homogéneos de grado k en n

variables complejas.

Definicién 2.2.2 El orden de Z; en p € U es el menor nimero entero v; tal que

Z}, =0, para todo k < v; y Z, #0 y lo denotamos por ord,(Z;) = v;.

Definicién 2.2.3 La multiplicidad algebraica de la foliacion Fy (o del campo Z) en
el punto p € U, denotada por my(Fz) (o simplemente por m,(Z)) es el minimo de

los drdenes ord,(Z;), i.e m,(Z) = min{ord,(Z;);1 < i < n}.

Definicién 2.2.4 Un punto p € U es llamado punto singular de Z si y sélo si

Z(z) =0, caso contrario, decimos que p es un punto reqular de Z.

Notacién 2.2.2 Denotaremos por Sing(Z) al conjunto de todos los puntos singu-

lares de Z.

Sea U C C" un abierto, Z € X(U), zy € U entonces Z se expresa como

Z(z)= | Y cglz = 2)% ... Y caglz — 20)? (2.3)
|Q|=0 |Q|=0
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Definicién 2.2.5 Para cada k € N, definimos el k-jet o Jet de orden k de Z en el

punto zy, denotado por JfO(Z), se define como:
k k
TEZ) = D eaglz—2)% .. > nglz — 20)% | . (2.4)
|Q[=0 Q=0
Observaciones:
1. Un punto 2, € Sing(Z) siy solo si J2 (Z) = (0, ...,0) si y solo si m,(Z) > 1.

2. Si zp € Sing(Z) entonces J) (Z) = DZ(z), la cual es llamada la parte lineal de
Z.

Definicién 2.2.6 Un punto p € U es llamado trreducible si y sélo si m,(Z) =1y

la parte lineal de Z en p (i.e DZ(p)) tiene al menos un autovalor no nulo.

Definicién 2.2.7 Sea U C C" un abiertoy Z € X(U). Dada la Ecuacion Diferencial

Ordinaria (E.D.O), asociada al campo vectorial holomorfo Z
7 =7(z). (2.5)

Por una solucion de la EDO (|2.5) se entenderd una funcion holomorfa ¢ : D — U,

donde D C C es un disco abierto, tal que

o' (T) = Z(p(T)), VT € D.

Definicién 2.2.8 Sean U C C" un abierto, Z € X(U), zo € U y Ty € C. Dado el
Problema de Valor Inicial (P.V.1), o el Problema de Cauchy asociado a Z

2 = Z(z)

(2.6)
Z(Tg) = 20-

Por una solucion de la E.D.O se entenderd una funcion holomorfa ¢ : D — U,

donde D C C es un disco abierto, tal que
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a) El punto Ty € D, ¢(Tp) = zo.

b) ¢/(T) = Z(p(T)), VT € D.
Las demostraciones de los siguientes resultados se encuentran en [7] y [19].

Proposicién 2.2.1 Sea U C C" un abierto, Z € X(U), z9 € U y Ty € C. Resolver
el PVI es equivalente a resolver la ecuacion integral

T
Z(T) = z +/ Z(z(s))ds,

To

donde la integral es a lo largo del segmento que une Ty a T.

Teorema 2.2.2 (Picard) Sea Z : Alzy,r| — C" un campo vectorial holomorfo en
A(zg,7r) y Lipschitz en Alzo,r] entonces para cualquier Ty € C, existe una tnica

solucion del P.V.1.:
2 = Z(z)

Z(To) = 20 ,

definida en el disco D,[Ty], donde a = min{%,...,%}, r = (ry,..,rm) y N =

méax {||Z(2)]; z € Alzo,7]}.

Corolario 2.2.3 Sea U C C™ un abierto y Z € X(U). Entonces para cualquier

20 € U y cualquier Ty € C, exizte una unica solucion del P.V.I

2 = Z(z)
2(To) = 20,

la cual estd definida en una vecindad de Ty.

Teorema 2.2.4 Sea Z : Alzy,r] — C™ un campo vectorial holomorfo en A(zy, 1) y

Lipschitz en Alzy,r] y denotemos por ¢, : Dy[Ty] — Alzo, 7] la tnica solucion del

10
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P.V.IL:
2 =7(z)
Z(T()) =20 ,

donde « =min {2, .., 2} v = (r,..,r,) y N=maz{||Z(2)||; z € Alz, 7]}
Entonces

1. Existe un poliradio v' = (1, ...,1;,) con v <1; y eviste 0 < o’ < « tales que para

el

todo z € Alzy, '] existe una unica solucion ¢, : Do [To] — Alzo, 7] del PVI:

w = Z(w)
w(Ty) = z.

2. H(,DZ(T) — @ZO(T)” < |z = zo| XPAIT=T0l 2 € Alzg, 7] y VT € Do [Tp).

Observacion:

1. La parte 2 del teorema anterior recibe el nombre de continuidad de las solu-

ciones respecto a las condiciones iniciales.

2. En virtud al teorema anterior, para el campo Z : Alz,r] — C", podemos

definir la funcién

¢ Da[To] x Alzo, 5] —  Alzo, 7]
<T7 z) = 90(T> Z) = %(T)'

Esta funcién ¢ es llamada Flujo Local asociado a Z alrededor de (To, z). Es claro

que el flujo satisface las siguientes condiciones:
a) 92(T,2) = Z(p(T)), V(T 2) € Dg(Tp) x Alz, 5).

b) ¢(Ty,2) = 2z, ¥z € Az, 5).

11
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Fl siguiente resultado establece que el flujo local asociado a un campo vectorial
holomorfo es también holomorfo, considerando como funcién de un abierto de C***

en C™.

Teorema 2.2.5 Si Z : Alzg, 7] — C™ un campo vectorial holomorfo en A(zp,7) y
Lipschitz en Alz, 7] entonces su flujo local asociado ¢ : D« [Ty] X Alzo, 5] — Alzo, 7]

es una funcion holomorfa.

2.2.1. Sistemas Lineales Complejos

El caso mas simple de una EDO compleja es el sistema lineal con coeficientes

constantes de la forma

d
d_; =Az, TeC, zeCly AcCV™. (2.7)

En esta seccién, adoptaremos el punto de vista Genérico, es decir, veremos qué
) ? ?

propiedades son satisfechas por “casi todos” los sistemas de ecuaciones diferenciales

lineales. El decir “casi todos” se refire que el conjunto que estudiamos es abierto y

denso.

Comenzaremos con un breve repaso de los sistemas de ecuaciones diferenciales lineales

en los nuimeros reales:

Las soluciones de la ecuacién diferencial lineal

d
—=Az, teR reR'y AcR™ (2:8)

estdn dadas por el flujo lineal

v RxR* — R7

(tv CL’) = QOA(tJ (L’) - 6tAx'

12
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Definicién 2.2.9 FEl sistema lineal (resp. la matriz A) se llama Hiperbdlico

(caso real)si los valores propios de la matriz A tiene parte real diferente de cero.

Definicién 2.2.10 El sistema lineal (resp. la matriz A) se llama Estruc-
turalmente Estable si dado cualquier sistema de ecuaciones diferenciales lineales
suficientemente préximo, la estructura de las soluciones no cambia desde un punto

de vista topoldgico.

Las demostraciones de los siguientes teoremas pueden ser encontradas en [13], [19] y

.

Teorema 2.2.6 FEn el caso real, se cumplen lo siguiente:

1. Los sistemas Hiperbdlicos forman un conjunto abierto denso en el espacio de

los sistemas de FEcuaciones Diferenciales Lineales.

2. Un sistema de ecuaciones diferenciales es estructuralmente estable si y sélo si

es hiperbolico.

3. Dos sistemas hiperbélicos son topoldgicamente conjugados (equivalentes) si ellos

tienen el mismo indice, donde el indice es un nimero de {0,1,...,n}.

En resumen, el teorema anterior nos dice que los sistemas estructuralmente esta-
bles forman un conjunto abierto y denso en los sistemas de ecuaciones deferenciales
lineales en R™, y que estos tienen n + 1 clases de equivalencia, dados por la relacién

de conjugacién topoldgica.

Ahora veamos brevemente, como es el panorama en el caso de los sistemas de ecua-

ciones diferenciales lineales complejos.
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Como estamos viendo desde un punto de vista genérico, consideramos al conjunto

abierto y denso de las matrices invertibles y diagonizables

A0 .00
0 XA .. 0 ,
A: . . ) . ,)\jE(C—{O},]:L...,n.
0 0 ... A\,
Las soluciones de
dz

— =Az T "
0T z, TeC, z€C

estdan dadas por el flujo exponencial
pu: CxCr — C°
(Ta Z) = @A(Ta Z) = eTA'Z
el cual nos dice que las soluciones son ahora “curvas complejas” (superficies de

Riemann), la cual tienen dimensién real igual a dos, esta es la primera diferencia

importante a la del caso real.

Definicién 2.2.11 Dado el flujo complejo 4, : Cx C* — C" y a € C, definimos la
aplicacion
Paa: RxC' — C"

(t2) = aalt:2) = palat,2) = etz

llamada Flujo Real inducido por ¢, en la direccion .

Observe que sus orbitas Oq, 4(2) = {@,.4(t, 2); t€ R} son curvas reales contenidas

en las 6rbitas Oa(2) = {p4(T,2); T€ C}, es decir O, a(z) C Oa(z) C C" < R*".

Notacién 2.2.3 Sea A € C™" una matriz compleja, A1, ..., \, autovalores de A,

denotaremos por
H(A, ) =H(A) CC

a la envolvente convexa de los valores propios de la matriz A.

14
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Definicién 2.2.12 Sea A € C™*™ una matriz compleja

1. Decimos que la matriz A pertenece al dominio de Poincaré si 0 ¢ H(A).

2. Decimos que la matriz A pertenece al dominio de Siegel si 0 € H(A).

Veamos que el conocimiento de los flujos reales, nos da informacién sobre el flujo

complejo.

Teorema 2.2.7 Sea A = diag[\,....,.\,] € C" con \; € C—{0}, j =1,...,n,
consideremos el sistema

dz
— =Az T ", 2.
o7 z, TeC, zeC (2.9)

Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

1. Las soluciones del sistema anterior son transversales a las esferas S*"~1.

2. Existe a € C, tal que el origen es un atractor para el flujo real @, 4 : RxC" —

Ccn.

3. La matriz A pertenece al dominio de Poincaré.
Del resultado anterior tenemos:

Teorema 2.2.8 El sistema (2.9) pertenece al dominio de Siegel si existe una

solucion que no es tranversal a la esfera S*"~1.

0
Teorema 2.2.9 Seq A = € C**2 con \, p € C—{0}. La matriz A pertenece
0 p
al dominio de Poincaré si y sélo si A\/p € C—R™.

Teorema 2.2.10 En dimension n = 2, el dominio de Poincaré es abierto y denso

en el espacio C?*2,

15
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Del teorema anterior, el dominio de Siegel tiene interior vacio en el espacio C2*2.
Para més informacién ver [3].

Observacién: En dimensién n > 3, el dominio de Siegel tiene interior no vacio, con

lo cual, el dominio de Poincaré ya no es denso, ver [13].

Definicién 2.2.13 Sea A = diag[\y, ..., \,] € C" con \; € C—{0}, j =1,...,n,
consideremos el sistema

dz
— = A. "
o7 2z, TeC, ze€C

La matriz A o el sistema es Hiperbolico si \i/\; ¢ R para i # j.

Las clases de equivalencia topolégicas en el dominio de Poincaré se describen en el

siguiente resultado.

Teorema 2.2.11 Todo sistema hiperbolico en el dominio de Poincaré es estructural-

mente estable y son topoldgicamente conjugados entre si.

Corolario 2.2.12 En dimension complejan = 2, la estabilidad estructural es genéri-
ca. Ademds, todo sistema Hiperbdlico en el dominio de Poincaré es topoldgicamente
conjugado al sistema.
z' -1 0 z
w’ 0 i w
Observacion
1. En el caso real se tiene que la estabilidad estructural es genérica con n+1 clases

de equivalencia dadas por la conjugacién topolégica.

2. En el caso complejo, dimensién dos, la estabilidad estructural es genérica pero
con una sola clase de equivalencia. Mientras que en dimensién > 3 la estabilidad

estructural ya no es genérica.
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2.2.2. Campos Holomorfos con Parte Lineal No Nula

En esta seccion estudiaremos las singularidades de un campo vectorial holomorfo,
desde el punto de vista local. Las demostraciones de los teoremas de esta seccién

pueden ser encontradas en [13], [7] y [19].

Definicién 2.2.14 Sea U C C" un abierto, Z € X(U), zo € U es una singularidad

aislada del campo Z si zg €Sing(Z) y existe V. C U vecindad abierta de zy tal que
Sing(Z2) N (V —{z0}) = ¢.

Sean U C C™ un abierto, Z € X(U) y 2y € U una singularidad aislada de Z.

Luego existe V' C U vecindad abierta de zy tal que

Z(z) = Z cg(z — 20)9, ..., Z cno(z —2)9 |, V2 €V,
IQl=1 Q=1

observe que el término constante es cero puesto que zy es una singularidad, ademas

Z(2) #0Vz eV —{z}.
Definicién 2.2.15 DZ(0) es llamado Parte Lineal de Z.

Definicién 2.2.16 Decimos que Z tiene parte lineal no nula en zg € U si la derivada

o la matriz jacobiana de Z en zo DZ(0) = Z'(zo) # 6.

Definicién 2.2.17 Sea zg una singularidad de Z, sean {\1, ..., \,} los autovalores

de DZ(zy). Diremos que:

1. Un punto zy es una singularidad no degenerada si DZ(zy) es no singular.

2. Un punto zy es hiperbdlica si es no degenerada y todos los cocientes \;/\j € C—R

para todo i # j.

17



Capitulo 2. Preliminares

3. Un punto zy estd en el dominio de Poincaré si DZ(z) estd en el dominio de

Poincaré.
4. Un punto zy esta en el dominio de Siegel si DZ(zg) estd en el dominio de Siegel.

5. Diremos que una singularidad zy tiene una resonancia si existen 1 < i < n y
. n n
M1, .oy My, €nteros no negativos, tales que Y 5 ymy; > 2 y A\j = Y 0 my\;.

Una singularidad que no posee resonancias serd llamada no resonante.

Proposicion 2.2.13 Se cumple lo siguiente:

1) Las propiedades, arriba definidas, son invariantes por biholomorfismos.

2) Las singularidades no degenerdas son aisladas.

Prueba.
1) En efecto, si ¢ : V' — U es un biholomorfismo tal que ¢(p) = qy Y = ¢*(Z),

entonces, DY (p) y DZ(q) tienen los mismos autovalores.

2) En efecto, sean U C C™ un abierto, Z € X(U) y ¢ € U singularidad no
degenerada entonces det(DZ(q)) # 0, implica que Z, visto como aplicacién de
U en C", por el Teorema de la funcién inversa, existe V C U vecindad abierta
de q tal que Z : V' — Z(V) es un biholomorfismo. Esto implica que Z(p) # 0
para todo p € V — {¢}, luego ¢ es la tinica singularidad de Z en V.. W

Observacion: Desde que las propiedades, arriba definidas, son invariantes por bi-
holomorfismos nos permite extender las definiciones anteriores para campos de vec-

tores en variedades complejas, via cartas locales.

Definicién 2.2.18 Sean Uy, Uy C C" abiertos, Z, € X(Uy), Zs € X(Us), p1 € Uy,

p2 € Us y consideremos sus flujos asociados
1+ Do[To] x Alpy, '] — Alpy, 7]
g Dg[To] x Alpa, '] — Alpa, 7).

18
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Decimos que Zy es Localmente Topoldgicamente Conjugados (resp. Analiticamente
Conjugados) a Zy, lo que denotaremos Zy ~iy, Za (1eSp. Zy ~ana Z2) Sty sdlo si
existen vecindades abiertas Vi C Uy, Vo C Us de py, ps respectivamente y existe
h : Vi — Vo homeomorfismo (resp. biholomorfismo) llamado Conjugacion Topoldgica

Local (resp. Conjugacion Analitica Local) tal que

Wei(T, 2)) = oT, W(2)) V(T 2) € Do[To] x Vi

El siguiente Teorema nos da toda la informacién cualitativa alrededor de un punto

regular

Teorema 2.2.14 (Flujo Tubular) Sean U C C" un abierto, Z € X(U) y zo € U
un punto reqular de Z entonces Z es localmente analiticamente conjugado al campo

constante Y = (1,0, ...,0) alrededor de z y 0. (ver Figura[2.1)

Prueba. Ver [[10]]. =

7/

Conjugacion analitica

Figura 2.1: En una vecindad, las érbitas se enderezan

Sea U C C" un abierto, Z € X(U) y su flujo asociado ¢, : Dy[To] x Alzp, '] —
Alzg, 7]
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Definicién 2.2.19 Definimos la érbita (local)de z por el campo Z (o la hoja de z por

el campo Z) como:

Oz(2) = {pz(T,2); T€ Ds(Tp)}-

Definicién 2.2.20 Denotaremos por Fz = {Oz(z); 2€ Alzo,7']}, el cual es llamado

Foliacion (local) por curvas generada por Z.

Si Zy ~op Za (resp. Zy ~anal Z2) entonces la conjugacién topoldgica (resp. analitica)
h : Vi — V, satisface

h(OZ1 (Z)) = OZ2<h<Z))> Vz € VY17

es decir, una conjugacién lleva hojas en hojas.

Definicién 2.2.21 Diremos que um campo de vectores holomorfos Z es linealizable

en una singularidad p, si Z es localmente analiticamente conjugado en p al campo

lineal definido por DZ(p) en 0.

Los resultados mds importantes sobre las singularidades no degeneradas son los teo-

remas de Linealizacién de Poincaré y Siegel, que enunciaremos enseguida.

Teorema 2.2.15 (Linealizacién de Poincaré) Sip es una singularidad en el do-
minio de Poincaré y sin resonancias, de un campo de vectores holomorfo Z, entonces

Z es linealizable en p.

Definicién 2.2.22 Sean U C C" un abierto, Z € X(U) yp € U una singularidad en
el domino de Siegel y sin resonancias, {1, ..., \n} los autovalores de DZ(p). Diremos

que la singularidad q verifica las condiciones de Siegel, si existen constantes C,
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v > 0, tales que para cualquiert = 1,....,n y cualquier n—upla de enteros no negativos

m = (M, ..., my) con Y i m; > 2, tenemos

E:m]j

C’
= |m]”
donde |m| =7 m;.
Note que las condiciones de Siegel implican que la singularidade es no resonante.

Teorema 2.2.16 (Linealizacién de Siegel) Un campo holomorfo que posee una

singularidad que verifica las condiciones de Siegel, es linealizable en esta singularidad.

2.3. Variedades Complejas

Definicién 2.3.1 Sea M un espacio topoldgico de Hausdorff con base numerable.

1. Una carta compleja de dimension n sobre M es un homeomorfismo ¢ : U — V

donde U es un abierto de M y V es un abierto de C™.

2. Dos cartas complejas ¢; : U; — Vi, 1 = 1,2 son llamadas compatibles si la

aplicacion @, o 7' = (U NUs) — @o(Uy N Uy) es un biholomorfismo.

3. Un atlas complejo de dimension n sobre M es una coleccion de cartas complejas
de dimension n, A(M) = {g; : U — Vi }icr tal que son compatibles dos a dos y
ademds M = |JU;.

i€l
4. Dos atlas complejos A y A’ sobre M de dimension n son llamadas analitica-

mente equivalentes si cada carta de A es compatible con cada carta de A’.
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biholomorfismo

\/
CAXCAR (T
B
NVl

f

AN

Figura 2.2: Cambio de coordenadas

Denotemos por Ay = {A; A es un atlas complejo de dimensién n sobre M}. Dados

A, A € A, definimos:
A~ A" siysélosi Ay A son analiticamente equivalentes.

Es fécil ver que la relaciéon anterior es una relaciéon de equivalencia.

Definicién 2.3.2 Una clase de equivalencia 3 en Ay /.~ es llamado estructura com-

pleja n-dimensional sobre M.

Dado ¥ € Ay;/~, consideramos A, = [J A, es claro que A, € X. El conjunto A, es
Aex
llamado atlas maximal.

Definicién 2.3.3 Una variedad compleja  de dimension n es un par (M,X) donde
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M es un espacio topoldgico de Hausdorff con base numerable y ¥ es una estructura

compleja n-dimensional sobre M.

Observacién:

1. Una variedad compleja de dimensién uno es llamada superficie de Riemann.

2. Si A es un atlas complejo sobre M, entonces existe una tnica estructura com-
pleja ¥ tal que A € X. Se sigue que para obtener una variedad compleja es
suficiente fijar un atlas complejo sobre un espacio topolégico de Hausdorff con

base numerable.

Lema 2.3.1 Sea M # ¢ y F = {(Ua, ¢,)} una familia de biyecciones ¢, : Uy —

0, (Us) € C™ que satisface las condiciones siguientes:

1. Para todo (Uy, p,) € F, el conjunto ¢, (U,) C C" es un abierto de C".
2. M =|JU,.

3. 8i (Ua,¢,), (Us,05) € F son tales que Uy, N U # ¢ entonces p,(Us NUs) y
©3(Ua NUg) son abiertos de C" y la composicion ¢z 0 ¢ '+ ¢, (Uy N Ug) —
©5(Ua N Ug) es un biholomorfismo.

Entonces eziste una unica topologia 7(F) sobre M que torna a la familia F un atlas
complejo de dimension n para M, ademdas con la topologia 7(F) las biyecciones se

tornan en homeomorfismos.

Prueba. Denotemos por 7(F) a la familia de subconjuntos de M definidas por
Aer1(F)e p,(ANU,) CC" es abierto Yo

Es facil ver que 7(F) es una topologia sobre M. m
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Lema 2.3.2 Sea M # ¢ y F = {(Ua,,)} con las condiciones del lema 1. La
topologia 7(F) es de Hausdorff si y sdlo si V(Ua, @,), (Us,w5) € F con UysNUp # ¢

no exista ninguna sucesion (r,) C ¢ (Us NUp) tal que x, — = € ¢, (Us — Us) y

(s 00" )(zn) =y € 0s(Us — Ua).

Lema 2.3.3 Sea M # ¢ y F = {(Ua,p,)} con las condiciones del lema 1. 7(F)
tiene base numerable si y sdlo si el cubrimiento {U,} de M admite un subcubrimiento

numerable de M.

Las demostraciones de los lemas anteriores las puede encontrar en [17].

Definicién 2.3.4 Sean (X, A), (Y,B) dos variedades complejas de dimensidnes m

y n respectivamente y f : X — Y continua.

1. Decimos que f es holomorfa en p € X si existe ¢ : U — V, ¢ € Ay existe
Yp:U =V ¢peBeonpeUy f(p) e U, f(U) C U tales que po fop!:
V CC™ — V' C C" es holomorfa en ¢(p).

2. Decimos que f es holomorfa en X si f es holomorfa en p, Vp € X.

3. Decimos que f es biholomorfa si f es biyectiva holomorfa y su inversa también

es holomorfa.

4. Decimos que (X, .A) y (Y, B) son biholomorfas si existe un biholomorfismo entre

ellas.
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Transformado Estricto de

Funciones Holomorfas

3.1. El Espacio Proyectivo Complejo CP(n)

En C" — {0} definimos la siguiente relacién:
zr~w<e 3t e Cr=C— {0} tal que w = tz,
donde z, w € C" — {0}.

Es claro que “~” es una relacién de equivalencia. Al conjunto cociente definido por

la relacién lo denotamos por:
CP(n—1)=(C"={0}) /v ={[z] = [21; --; 2ns1); 2 € C" = {0}}.

donde [z] = {(tz1, ..., tz,); t € C*}.

Los elementos de CP(n — 1) son rectas complejas de C ™ que pasan por el origen tal

que el 0 € C" no pertenece a la recta.

e Sin =1, CP(1) es llamado linea proyectiva o esfera de Riemann.
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e Sin =2, CP(2) es llamado plano proyectivo complejo.

Demos una estructura de variedad al espacio CP(n — 1).

Sea U; = {[z] = [z1;...; 2n) € CP(n —1); z; # 0} para 1 < j < n, definimos las
aplicaciones

@;: U — C*1

(2] — o, ([2]) = (iﬁ any Z—"> ,

<j <j <j Zj

es facil ver que las aplicaciones ¢; son biyecciones (1 < j < n), donde las inversas
son ;' : C*~! — U; dadas por:

@5 (W1s ooy W1) = [wrs et wjog; L wg; s wn].
Luego tenemos una familia de biyecciones F = {(Uj, ¢;)}1< <, tal que: p;(U;) =
C" ! es abierto (1 < j <n)y Ui, (U;) = CP(n —1), con un fécil calculo se muestra

que:

Para U; NU; # ¢ se tiene que ¢;(U; NU;), ¢;(U; N U;) son abiertos en C*~'. Ademés
@; 0 ;" es un biholomorfismo Vi, j € {1,...,n}.

Entonces la familia 7 = {(Uj, ¢;) }, <<, genera una topologfa 7(F) sobre CP(n—1)

que torna a F un atlas holomorfo de dimensién n, como F es finito entonces 7(F)

tiene base numerable, ver lemas v [2.3.3

Sea (Ui, ;),(Uj, ;) € F tal que U; NU; # ¢ un facil cdlculo muestra que no exis-
te ninguna sucesion (r,) C ¢;(U; N U;) tal que @, — = € ¢,(U; — Uj) y (g, 0
¢ (wn) — y € ¢;(U; — U;) entonces 7(F) es de Hausdorff, ver lema . Luego
tenemos que CP(n — 1) es un espacio topoldgico de Hausdorff con base numerable,
por lo tanto (CP(n — 1), A(CP(n — 1))) es una variedad compleja holomorfa de di-
mensién n—1, donde A(CP(n—1)) es el atlas maximal que contiene al atlas generado

por la familia F.
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Definicién 3.1.1 (CP(n —1), A(CP(n —1))) es llamado espacio Proyectivo Com-

plejo (n — 1)—dimencional.
Proposicién 3.1.1 CP(n — 1) es compacto.

Observacioén: El conjunto C* ! puede ser identificado con U;, y sea el conjunto Hy, =
{[#z1; .-;2n]; 21 = 0} en CP(n — 1), observe que la primera carta de CP(n — 1) no
puede ver el conjunto H,, = CP(n —1) — U; = CP(n — 1) — C"!, es decir que Hy,
no intersecta la imagen de ¢, donde (U, ;) es la primera carta de CP(n — 1), es
por eso que a Hy, = CP(n — 1) — C"! se le llama conjunto del infinito (en la 1ra

carta).

3.2. El Blow-up Centrado en el 0 € C"

El Blow-up centrado en el 0 € C", consiste en remplazar el 0 € C” por un espacio
proyectivo CP(n — 1), dejando todos los otros puntos invariante desde el punto de
vista biholomorfo. Vamos a dar un sentido matematico preciso a esta idea informal,

empezamos considerando las siguientes aplicaciones:

E: C  — Cr
(yb "'7yn> — El(yh 7yn) = (y17y1y27 ,ylyn) = (217 ---,Zn),

para 1 < j < n. Es facil deducir las siguientes propiedades:
1 E7(0) = {y = 0}
2. E;(C") ={C"—{z; =0}}U{0} ,ie E; no es sobreyectiva
3. E;:C"—{y; =0} — C" — {z; = 0} es un biholomorfismo, cuya inversa es:
B €0 {5=0) — € {y=0)

_ Z1 Zi1 Zit1 Z
(21, 20) VB Y21, 2) = <—, ...,?,zj, hehdy —n) )
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De lo anterior deducimos que para poder cubrir todo el espacio C" se necesitan las
n-aplicaciones E;, ademds el 0 € C" es llevado a un espacio (n — 1)-dimensional,

{z; = 0}, via la aplicacién Ej;.

Para cubrir todo C" (i.e todo punto de C" tenga pre-imagen bajo Fj, ..., ;) nece-
sitamos pegar los n sistemas haciendo que los espacios {y; = 0},...,{y, = 0} se
identifiquen dos a dos, de tal manera que FEjy, ..., E, siguan siendo biholomorfismos,

intuitivamente necesitamos construir una variedad con ayuda de las apliaciones

By, ... E,.

Para 1 < j < n, definimos los conjuntos:

Uj = {(21, .., 2, [w]) € C" X Uj; (21, ...2j-1, Zjg1, - 2n) = 2590;([w]) },

donde (U, ¢;) son las cartas del plano proyectivo CP(n — 1). Observe que:

UjQC”XUjQC"XCP(n—l), (1§]§n)

Sea z = (z1,...,2n) ¥ [w] = [w1; ...; w,], definimos las funciones:
- wy Wj—1 Wijt1 Wy
z,|lw]) — zylw) = —, ., —, 25, —,..— ].
Gla) = o) = (2 225 2 )
Un fécil cédlculo muestra que las ¢;,(1 < j < n) son biyeciones, cuyas inversas son:

gb-il . Ccr — Uj

J

(y17"'7yn> — @j_l(yh”"yn) - (Ej(yh"'7yn>7(pj—1(y17"'Jyj—luyj-‘rlu"'7y'n))'

Luego tenemos una familia de biyecciones F = {(U;, ,)},- i<n®

Definimos el conjunto @6‘ = ?:1((7]-), un facil célculo se muestra que:

Para U; N U; # ¢ se tiene que &,(U; N T;), cpj((ji N U;) son abiertos en C". Ademds

@; 0 Qaj_l es un biholomorfismo Vi, j € {1,...,n}.
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Entonces la familia F = {(Uj,gbj)}lgjgn genera una topologfa 7(F) sobre CZ que

torna a F un atlas holomorfo de dimensién n, como F es finito entonces 7(F) tiene

base numerable, ver lemas v [2.3.3,

Sean (Ui,gbi),(ﬁj,gbj) € F tal que U; NU; # ¢ un facil calculo muestra que no
existe ninguna sucesién (z,) C ;(U; N U;) tal que =, — = € @;(U; — U;) y
(@; 07 ) (@) — y € (oj(ﬁj — U;) entonces 7(F) es de Hausdorff, ver lema
Luego tenemos que CP(n — 1) es un espacio topolégico de Hausdorff con base nu-

merable.

Por lo tanto (Cg,.A(C2)) es una variedad compleja holomorfa de dimensién n, donde

A(@S) es el atlas maximal que contiene al atlas generado por la familia F.

Definicién 3.2.1 La variedad compleja (C2, A(C2)) es llamada Blow-up centrado
en el 0 € C".

Observe que C! C C" x CP(n — 1), de manera natural existen dos proyecciones:
E: C — cC»
(z,1l) — E(z[]) =2

r: Cr — CP(n-1)
(z,01) — E([]) =1

i) Expresamos la proyeccién E en coordenadas, i.e trabajando con las cartas de la

variedad CZ.

En la j-ésima carta (Uj, ;)

(E o (tb;l>(y17 7yn) = Ej(yla 7yn>

Entonces (E o gbj’l) =FE; Vje{l,..,n}, porlo tanto ahora si cualquier punto

z € C" tiene pre-imagen bajo Ei, Es, ..., 6 E,,. Ademds como las aplicaciones E; son
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Figura 3.1: El Blow-up centrado en el 0 € C".

holomorfas V j € {1,...,n}, entonces la aplicacion E : Cg — C" es holomorfa entre

variedades, (ver figura [3.1).

ii) Andlogamente para la proyeccién , es facil ver que 7 es una funcién holomorfa

entre variedades.

Definicién 3.2.2 La funcion holomorfa E : @EL — C" serd llamada Blow-up con

centro en el punto 0 € C™.

Proposicién 3.2.1 La funcion E : @3 — C" wverifica las siguientes propiedades:
(1) E7(0) =CP(n—1) ; donde 6= (0,0,0).

(2) Cp = {(2[2]); z € C* = {0}} U {0} x CP(n - 1).
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(3) Bl cpiny C — CP(n —1) — C" — {#} es un biholomorfismo.
B_CP(n—

(4) E : C — C" es un mapeo propio.

Prueba.

(1) En efecto, sea (z,[l]) € E7'(0) & E(z,[l]) =0 & 2z =0 & (z,]]]) € {6} x
CP(n—1) entonces E~1(0) = {0} x CP(n—1),seai: CP(n—1) — E~1(0) la
inclusién candnica, es claro que i es una inmersién holomorfa, entonces es claro
que {#} x CP(n—1) es biholomorfa a CP(n—1) (CP(n—1) =~ {#} xCP(n—1)),
entonces E~1(6) se puede identificar con CP(n — 1).

(2) En efecto, es claro que {(z,[2]); z € C" —{A}}U{#} x CP(n—1) C C}, veamos

el otro contenido.
Sea (z,[l]) € C? ; donde z = (21, ..., z), [I] = [l1, ..., 1] entonces ocurren dos casos :

e Siz =0, entonces (z[l]) € {0} xU; C{0} xCP(n—1); paraalgini € {1,....,.n} =
(z,[1]) € {(z,[2]); 2 € C" = {0}} U {0} x CP(n — 1)

e Si z # 6, sin pérdida de generalidad supongamos que (z,[l]) € Uy = (22, ..., 2n) =
z10,([1]) = 21 (& ) Ademds z; # 0, entonces [z] = [l], luego (z,[l]) €

E’ RERTE

{(z[2]); z € C" = {0}}.

(3) En efecto, teniendo en cuenta las identificaciones anteriores, se aclara por dltima
vezque By, oo Cr—CP(n—1) — C"—{0} es una biyeccién cuya inversa
o -nT
es: (B, cn 1))_1 :C"—{0} — Cj—CP(n—1), ya sabemos que la aplicacién
o ~rin—

E es holomorfa , sélo nos falta ver que ( )~! sea holomorfa, como son

E.,
€r—CP(n—1)
aplicaciones entre variedades, entonces veamos mediante las cartas, es facil ver
~ _1 . _1
que @, o (E|@g_cp<n_1)) es holomorfa V i € {1,...,n}, entonces (E|@8_Cp(n_1))

sea holomorfa.
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(4) En efecto, sea K C C" compacto, ocurren dos casos:

e Si 0 ¢ K, entonces por definicién de E, E~'(K) es compacto.

e Sif e K, entonces F1(K) = E (K — {0}) UCP(n — 1) es compacto. B

Observaciones: Con respecto a la Proposicién anterior, tenemos:

1. Teniendo en cuenta la identificacion en (1) se tiene que
Cp = {(=[2]); ze C" = {0y} JCP(n - 1).

2. Sea la proyeccién canénica 7 : C" — {0} — CP(n — 1) obtenida apartir de la
relacién ” ~” en C" — {0} ,para la construccién de CP(n — 1), es claro que la
aplicacion 7 es holomorfa, pues (¢; o ) es holomorfa V i € {1, ..., n},entonces
el gréfico de 7: G(7) es una variedad Holomorfa, aiin mas G(7) = {(z, [z]);

z € C" — {0}} es biholomorfo a C™ — {0}; entonces de (1) y (2) tenemos que:
Cr={(z,[2]);2 € C* = {0}} U {0} x CP(n — 1) = (C" — {0}) UCP(n — 1),

entonces teniendo en cuenta las identificaciones en (1) y (2) tenemos el siguiente

resultado:

Cy = (C" = {oph | JCP(n—1).

3. De la observacién 2 y de (3) podemos ver que que el origen 0 es remplazado
por el proyectivo CP(n — 1), ya que C2 — CP(n — 1) es una copia fiel (desde
el punto de vista biholomorfo) de C" — {0}.

4. Sea U C C", y sea p € U, también se puede construir, de manera andloga al

caso anterior, el Blow-up centrado en p € U, denotandolo por Up.
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3.3. Curvas Planas Proyectivas

Las definiciones bésicas y resultados de esta secciéon pueden encontrarlas en [12] y

[16].

Teorema 3.3.1 Sean f y h funciones holomorfas definidas en vecindades U y V
de 0 € C? respectivamente con f irreducible. Si C = {(z,y) € U; f(z,y) = 0}
y hlcny = 0 entonces existe una funcion holomorfa g definido en W wvecindad de

0€C? tal que h = fgenUNVNW.

Proposicion 3.3.2 Dos curvas planas sin componentes conexas se cortan en un

numero finito de puntos.

Proposicién 3.3.3 Sean Pi, ..., P, (resp. Q1, ..., Q,) n puntos de CP(n — 1) no
alineados. Entonces existe un unico cambio de coordenadas proyectivo T : CP(n —

1) = CP(n—1) tal que T(P) =Q;, i =1,...,n.

Teorema 3.3.4 (Bezout) Sean F' y G curvas planas proyectivas de grados m y n
respectivamente en CP(2). Supongamos que F' y G no tienen componentes comunes.

Entonces

Z i,(F,G) = mn.

3.4. Transformado Estricto de Foliaciones

Sean U C C", Z : U — C" un campo vectorial holomorfo y p € U una singulari-
dad aislada de Z, se sabe que las soluciones de la EDO 2’ = Z(z) asociada al campo
Z , induce una foliacién F; en una vecindad de p € U, como p € U es una singulari-

dad aislada de Z, entonces existe una veciendad abierta U, de p en la que el p € U,
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es la unica singularidad y los demds puntos de U, — {p} son puntos regulares, por
el Teorema del Flujo Tubular nos dice que las érbitas alrededor de un punto regular
las puedo enderezar mediante una conjugacion analitica local, entonces ya sabemos
como se comporta localmente. Lo interesante serfa ver que pasa alrededor del punto
singular p, i.e como se comporta las 6rbitas alrededor del punto p, una manera de
poder observar es levantdndola a U, via el Blow-up E : U, — U (mediante el Pull-
Back de Z bajo el biholomorfismo E|Up_cp(n_1)), formando una nueva foliacion que

serd llamado Transformado Estricto de F; y serd denotado por F.

Veamos que significa levantar a un campo holomorfo, en el caso general.

Sean U C C™ abierto, Z : U — C™ un campo vectorial holomorfo y p € U una

singularidad aislada de Z, sea la EDO
2 =Z(z) (3.1)

asociada al campo Z , y sea ' : V — U un biholomorfismo (V' C C™ abierto). Si

z = F(w), entonces: F'(w)w' =2 = Z(z) = Z(F(w)) luego:
w' = [F'(w)] 7 Z(F(w)) = [(F~) (F(w))|Z(F(w)) = ((F').Z] o F)(w), (3.2)

donde F*(Z) = [(F7').Z] o F es el Pull-Back de Z bajo F, observe que F*(Z) :
V' —— C"™ es un campo vectorial holomorfo, entonces en el sistema se tiene:
w' = F*(Z)(w), ademds que F' es una conjugacién analitica entre los campos Z y
F*(Z) i.e Z ~gna F*(Z), entonces las soluciones de son transformadas por F
en soluciones de (3.1)), ver [6].

Por simplicidad supongamos que U = C", p = 0 € C" (singularidad aislada). Como
el Blow-up E : C — C" es un biholomorfismo entre C — CP(n — 1) y C* — {0},
entonces podemos hacer todo el procedimiento anterior, considerando el Pull-Back
de Z restringido a C™ — {0}. Entonces E*(Z) es un campo vectorial holomorfo sobre

@8 — CP(n — 1), el problema es que no esta definido sobre toda la variedad @8, nos

34



Capitulo 3. 'Transformado Estricto de Funciones Holomorfas

U
Z % F'(2)
7
g 7

Figura 3.2: El Pull-Back de Z bajo F

falta extender sobre el proyectivo CP(n — 1), pues en esta zona es la que nos dara
informacién de lo que pasa en el origen. Méds adelante se vera que E*(Z) es extendido

a todo CJ.

Sea Z = Y1, Zia% un campo vectorial holomorfo tal que m,(Z) = v, asi ten-

€1mos:

Zi(21, ooes Zn) :ZZ;(zl,...,zn) (3.3)

donde Z! son polinomios homogéneos de grado k, obtenidos al desarrollar Z; como

series de potencias alrededor del origen, 1 < i < n.

Realizamos el Pull-Back del campo Z bajo la aplicacién del Blow-up.

Viendo a E*(Z) con la j-ésima carta del Blow-up.
EWi1, - yn) = (21, s Zn),

donde z; = y;y; sii # jy z; = y;.

El divisor (espacio proyectivo CP(n — 1)) es dado por:

E7H0) = {(y1, . ¥n) 1 y; = O}
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En esta carta, el pull-back de Z por E es generado por:

- ZioE -y ZjoE\ 0
E*(Z ZjoE) —+ ( )— 3.4
@)= Go B+ 3 . o (3.4)
De (3.3):
(ZioE)y) =Y _ vzl
k>v

donde y= <y17 7yn) y g = (yh "'7yj717 17?/j+17 ;yn>

Luego tenemos:

=<ny2i@>)—+ Z (Zy Zi( in£<@>]> az (3.5)

k>v i=1,i#5 \k>v

Se presenta dos casos:
Caso I Si Ji # j tal que Zi.(9) — y: ZL(3)) # 0.

En este caso £*(Z) es divisible por y;~ ! denotamos:

W)= w2+ Y (Z6) - s ZD) 2 +uY (),

i=1i#]

, luego tenemos:

NNE

donde Y es un campo vectorial holomorfo.

Observe que en este caso se tiene que E~'(0) es inavariante por F, donde

Fz es la foliacién generada por Z. Asi E*(Z) se extiende sobre el conjunto
{y; = 0}.
CASO II Si V1 < i <nconi#j se tiene Zi(3) — 4:.Z1(9) = 0.

En este caso £*(Z) es divisible por y}, denotemos:

~ Ex(Z
Z(y) = w, luego tenemos:

Z9) = Zi@) + i,([zym §) = Zi (D)) 2 + W (v).

donde W es un campo vectorial holomorfo.
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Observe que en este caso se tiene que F~!(0) no es inavariante por Fz, donde F es

la foliacién generada por Z. Ast E*(Z) se extiende sobre el conjunto {y; = 0}.
De los dos casos anteriores, se tiene la siguiente:

Definicién 3.4.1 Al campo holomorfo Z, que es la extension de E*(Z) en todo @g,

se le llama el Transformado Estricto del Campo Z por E.

Una vez hecho los andlisis en la j-ésima carta del Blow-up, se tiene los siguientes

teoremas:

Teorema 3.4.1 Sean U C C" abierto, Z : U — C" un campo vectorial holomorfo,
0 € U una singularidad aislada de Z y E : (@6‘ — C" la aplicacion Blow-up (en la
j-ésima carta) centrada en 0, tal que st i # j tal que Z.(9) — yZZ,jC(g)) # 0 entonces

E*(Z) se extiende a una funcion holomorfa
E*(Z)

Tov—1
J
donde Z esta definida sobre todo C. Ademds E~'(0) = CP(n— 1) es invariante por

Fz.

Z:

Teorema 3.4.2 Sean U C C" abierto, Z : U — C" un campo vectorial holomorfo,
0 € U una singularidad aislada de Z y F - @(} — C" la aplicacion Blow-up (en la j-
ésima carta) centrada en 0, tal que siV1 < i < n coni # j se tiene ZL(§) —y: Z1(9) =

0 entonces

E*(Z) es extendido a una funcién holomorfa
E*(Z)
vi
donde Z esta definida sobre todo C. Ademds E='(0) = CP(n — 1) es no invariante

7 = ,

por F.
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3.5. Singularidad Dicritica

Sean U C C™ abierto, Z : U — C™ un campo vectorial holomorfo, 0 € U una
singularidad aislada de Z, sea F : (f:g — C" la aplicacién Blow-up centrada en 0 y
Z es el Transformado Estricto de Z por E. Siguiendo con las notaciones de la seccién

anterior racias a los Teoremas [3.4.1] v [3.4.2] se tienen las siguiente definiciones:
u

Definicién 3.5.1 Decimos que 0 € C" es una Singularidad no Dicritica de Z

cuando E~1(0) = CP(n — 1) es invariante por Fy.

Definicién 3.5.2 Decimos que 0 € C" es una Singularidad Dicritica de Z cuan-

do E71(0) = CP(n — 1) no es invariante por Fy.

Observaciones:

1) Del Teorema se tiene: Si para cada j € {1,...,n} 3i € {1,....,n} coni # j
tal que

si y s6lo si 0 € C" es una Singularidad no Dicritica de Z.

2) Note que en cualquiera de los dos casos Fg-(z) y Fz , las foliaciénes generadas
por E*(Z) y el Transformado Estricto Z respectivamente, coinciden fuera del
divisor E~1(0) = CP(n — 1), pues Z = ik E*(Z) en la j-esima carta, donde
k=v—1si0¢€C"” es una Singularidcichi no Dicritica, k = v si 0 € C" es

una Singularidad Dicritica.

3) Teniendo una foliacién Fz en C", llegamos a obtener una foliacién Fg-(z) sobre

Cp —CP(n—1), la cual se extiende de manera tnica , obteniendo una foliacién

Fz sobre C? 1a cual es llamada el Transformado Estricto de F (o de Z).
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Singularidad Dicritica en 0 € C"

Sea M"™ una variedad compleja de dimensién n y consideremos en ella una fo-
liacién analitica singular por curvas Fz. Sea p € M" una singularidad aislada de
Fz. Sea z = (z1, ..., z,) un sistema de coordenadas en una vecindad de p en M™ tal

que p = (0,...,0) € C". En estas coordenadas, sea

SN
Z:;Ziazi

el campo vectoral holomorfo que genera a F. Si mg (Z) = v, donde v € Z*, entonces

las componentes Z; de Z tienen desarrollo de Taylor en 0 € C”

Zi=Y Zi,1<i<n,

k>v

donde cada Z; son polinomios homogéneos de grado k.

Ademas como las coordenadas Z; son funciones holomorfas alrededor de 0 € C™,

entonces en una vecinadad de 0 € C" tenemos:

Zi(z) = Z ciolz—p)?,1<i<n.
lQI=v
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El Jet de Orden k ¢ k-JET de Z en p denotado por JIf(Z) se define como:

En esta seccién probaremos que la condicién de que F; tiene una singularidad
dicritica en p, puede ser caracterizada en términos de los polinomios Z¢ (1 < i < n),

es decir, de J¥ (el primer jet no nulo de orden v de Z en el origen).

Mads especificamente tenemos el siguiente resultado.

Teorema 4.0.1 Usando las notaciones anteriores, las siguientes afirmaciones son

equivalentes:
(1) El punto 0 € C" es una singularidad dicritica de Fy
(2) 2,7 — 225 =0, V1<i<j<n

Zi = Z’iPV—17

14

(8) Existe un polinomio P, 1, homogéneo de grado v — 1 tal que
Vi<i<n

(4) J5(Z) = P,_1R, donde R =Y zi% es el campo vectorial holomorfo radial.
—z

()

Prueba.
(1) = (2) Paracada j=1,...,n, usamos la j-ésima carta del Blow-up.
E(Wr, oy Yn) = (21, oy 2n)5

donde z; = y;y; sii # j y z; = y;. En esta carta, el pull-back de Z por E es generado

por:

E*(Z):(ZjoE)aiyjfz (ZiOE_y"ZjOE) 0 (4.1)
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De (2.1) tenemos:

(ZioE)y) =Y v Zl(§

k>v

donde Yy = (?le 7?/71) y :’Q = (y17 e Yi-1, ]-7yj+17 7yn)

Por (4.1)) tenemos:

(Z $Z( ) £y (Z — 2 )]) G (42

k>v i=1,i#5 \k>v

Procediendo por contradiccién, supongamos que (2) es falso, entonces existe i # j,
1 <i<ntal que Z!(9) — y; Z3(9) # 0, luego E*Z es divisible por y/~'. Entonces
Z = f Z es el tranformado estricto de Z por E. De ( tenemos que:

v—
J

n

20 = w2z + 3 (440 - lo) % S ALOCE

donde Y es un campo vectorial holomorfo. De 1) deducimos que E~1(0) es inva-

riante por Z, lo cual es una contradiccién, puesto que Fy € D™.

(2) = (3) Como los ZJ son polinomios homogéneos, reordenado sus términos y

factorizando z;, se pueden escribir de la siguiente forma:
j k
Zz1, 2 E a,y p (22, o 20) 27

donde los ai_ ;. (1 <4 < n)son polinomios homogéneos de grado v —k en las variables

29, ..., Zn. De la hipotesis, para 1 < j < n tenemos:

o
Il

. v
22 — 275 = > al (29, . 20)28 2 — Z% (29, 0y 20) 20 21
1 kzoy 1 k VH j k
= a,(22, )z + Y0y (22, 20)2 2 — Yoal, (22, 20) 2
k=1 k=1

= al(22,.,20)2; + D100 k(22,00 20) 25 — aifkﬂ(zQ, 2|2 — Al (22, ., 20) 2
k=1
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Entonces:

al(zg, ..., 20) =0
al (22, .y 20)2; — aifkﬂ(zQ, nzn) =0, 1<k<v-—1 (4.4)
al (2, .y 2n) =0,

luego de (|4.4]) tenemos:

v v—1
7l = Zaifk(z% (Za kel 22,...,zn)zf> . (4.5)

k=0

Para 1 < 7 < n, tenemos:

v . v—1 |
= kzjoa]y_k(zg, ey Zn)2F = Zajy_k(z2, oy Zn)2F
I/il
= Y zjay g (22, 20) 2t = 24 (Z% po1(22, 0y 20)2 k) :

k=0

(4.6)

.
Sea P, 1 = Z al (2, ... zn)zf, es claro que es un polinomio homogéneo de grado

v — 1, por lo tanto de (4.5) y (4.6) se tiene que:

le/ == ZjPl,_hV]. S ] S n.
(3) = (4) Recordando que:

TZ) =D oz =p)% s D nglz —p)?

lQl=v lQ|=v

como my(Z) =v,ie Z.#0y Z, =0 Vk < v, luego de la hipotesis se tiene:

JE]/(Z) = (Zl, ,Z;L) = (lel,,l, ...,anufl)
=P, 1(z1,.y20) = P,1R(21, ..., 2n),

entonces J§(Z) = P,-1R, donde R = 3 z;:2 es el campo vectorial holomorfo radial.
i=1 ‘
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(4) = (1) Por hipétesis tenemos Jj(Z) = P,_1 R, entonces:
JYZ) =(ZL,..Z") = (1P, 1, ..., 2, P, 1),

luego de (4.5)), tenemos:

)

E*Z(y) = v} ((P e + Z Zyi( Zi+1(1))) ai ) + Z/VHY(ZJ)

1=1,i#7]

donde Y es un campo vectorial holomorfo. Luego E*(Z) es divisible por 3. Entonces

el transformado estricto de Z por E es dado por Z = E*y(yz), entonces E~1(0) = CP(2)
J

no es invariante por Fz, por lo tanto 0 € C" es una singularidad dicritica de Z. B

De la proposicién anterior tenemos el siguiente resultado:

Proposicién 4.0.2 Usando las notaciones anteriores, sea p € M"™ una singularidad

dicritica de Fz, entonces el transformado estricto F; esta dado por:

En la j-éstma carta

E(yi, oy Yn) = (215 - 2n),

donde z; = y;y; S11# ] Y 2 =Y,

Z(y) = m@)a% n 2 (Z2) - w23(3)) % LoV, @)

cuyo conjunto singular esta dado por los puntos (y1,...,yj—1,0,y;+1,0...,0) que son

soluciones del sistema
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Figura 4.1: Una hipersuperficie S C CP(n — 1)

Corolario 4.0.3 El conjunto Sing(Fz)NE~1(0) en j-ésima carta (j fijo, 1 < j <n)

es el conjunto de los puntos [z, ..., z,] € CP(n — 1) las cuales son soluciones del

(n—-1)
2

stgquiente “ + 1 sistema de ecuaciones homogéneas:

Pu—l@) =0

- - (4.8)
Z@) —yiZ)(9) =0, 1 <i<n,i#j.

Notacién 4.0.1 Denotemos por D™(p) al conjunto de foliaciones F tal que p €
C" es una singularidad dicritica aislada de la foliacion Fy generada por el campo

vectorial holomorfo Z.

Notacién 4.0.2 Dj(p) = {Fz € D"(p); Sing(Fz) = ¢} para referirnos a las Fy

cuyo transformado estricto no tiene singularidades en @Z, i.e todo punto p € E~1(0)

es un punto regular.

Notacién 4.0.3 Cuando p = 0 escribiremos simplemente D™, Dy en lugar de D™(0),

D (0) respectivamente.

Corolario 4.0.4 Con las notaciones anteriores tenemos que:

Fy € Dy siysolosiz=0¢eC" es la unica solucion del sistema ([{.8).
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Definicién 4.0.3 Para cada F; € Dj definimos la hipersuperficie algebraica en
CP(n—1).
S ={[z1;..;2a) € CP(n—1); P,_1(21,..., 2,) = 0}.

Juntando los resultados anteriores, se tiene:

Proposicién 4.0.5 Sea p € E71(0) y L una hoja de Fz que pasa por el punto p,
entonces el conjunto S tiene las siguientes propiedades (ver ﬁgim

e Sij¢ S = L es tranversal a E~1(0).

e Sijje€ S = L es tangente a E~1(0) en p.
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Capitulo 5

El Nuimero de Milnor de un

Campo Vectorial Holomorfo

5.1. Indice de Interseccién

Sean U C C™ abierto y F' : U — C funcién holomorfa El subconjunto de C"

formado por todos los ceros de F', al que denotaremos por
(F=0)={z€C" F(z) =0},

es llamado hipersuperficie analitica de C", es decir, un conjunto analitico de C" de
codimensién 1 compleja. En el caso de n = 2 se tiene que (F' = 0) es una curva
analitica. En el caso particular de que F' es un polinomio, el conjunto (F = 0) es una

hipersuperficie dlgebraica de C™.

Sean Fi, ..., F, € O(U) y denotemos por A; = (F; = 0).

Sean U C C" abierto y O,,, el anillo de gérmenes de las funciones holomorfos
alrededor de p € U, usando las notaciones dados en el capitulo anterior tenemos la

siguiente:
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Definicién 5.1.1 Sea Z = (Z, ..., Zy,) : U — C™ un campo holomorfo, el Numero

de Milnor del campo Z en el punto p € U, es definido como:

: O,
1,(Z) = dimg <<Zl Zp ) ) .
s Zn)o,

Proposicién 5.1.1 El nimero de Milnor satisface las siguientes propiedades:

(1) w,(Z) es finito si y sélo sip es una singularidad aislada de Z.

(2) 1,(Z) =0 siy sdlo sip es un punto regular de Z

(3) p,(Z) =1 siy sdlo si det(%) .

£ 0.
(4) 1,(Zj,, ..., Zj,) = pp(Z1, ..., Zy), para cualquier permutacion (1,...,n) — (j1..., jn).
(5) ,up(Zl, ceey Zz : Wi; ceey Zn) = ,up(Zl, ceey Zi7 ceey Zn) + /J,p(Zl, couy Wz ceey Zn)

(6) Si A es una matriz cuadrada n X n inversible, cuyas entradas son funciones
holomorfas tal que

W= AZ,

entonces p,(W) = p,(Z).

(7) El nimero de Milnor es invariante bajo biholomorfismo.

Prueba. Ver [§] y [11]. m

El niimero de Milnor puede ser geométricamente interpretado como el indice de

interseccién en p de las n hipersuperficies analiticas generadas por las componentes

de Z (Ver [§]),
1, (Z2) = ip(Z1, ... Zn).

Es decir, dado ¢ > 0 suficientemente pequeno, sea la e—perturbaciones A;(e) =

(Z; = ¢) de A; = (Z; = 0). Se tiene que las hipersuperficies A;(¢) se intersectan
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exactamente en i,(Zy, ..., Z,) puntos, i.e.

card (ﬁlAj(e)) = ip(Z1, .y Zn).
]:

Definicién 5.1.2 Sean E : @3 — C" el Blow-up centrado en 0 € C", F' € O(C"),
con ordy(F) = m, definimos el Transformado Estricto de F' por E, denotado
por F' como aquella funcion que en coordenadas se expresa (en la j-ésima carta del

Blow-up):

Flys, o) = <F°E>ﬁ"“’yﬂ>. (5.1)

5.2. El Nimero de Milnor de un Campo Vectorial
Holomorfo 3-Dimensional
En esta seccién daremos unas férmulas que relaciona el nimero de Milnor del campo,

la multiplicidad dlgebraica del campo y el nimero de Minlor del transormado estricto

del campo.

El teorema siguiente, cuya demostracién puede ser encontrada en [I1], es muy im-

portante pues seran de ayuda para probar algunos teoremas.

Teorema 5.2.1 (Férmula de Noether) Sean Fi, ..., F,, € O, tales que:

(1) El punto 0 € C™ es un punto de interseccion aislado de las hipersuperficies

analiticas (Fy, = 0), ..., (F,, = 0).

(2) Las hipersuperficies analiticas (Fy = 0), ..., (F, = 0) tienen puntos de intersec-

cion aislados en el divisor E~1(0).
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Entonces

io(F1, ... F) = ordo(Fy)ordo(Fy) -+~ ordo(F) + > ig(F, .. ).

q€E~1(0)

Sean U C C? abierto, Z = (Zy, Zy, Z3) un campo holomorfo sobre U y p € U
singularidad aislada de F. Donde F foliacién analitica singular por curvas generada
por Z tal que m,(Z) = v, denotaremos por F al transformado estricto de F y Z

el campo vectorial holomorfo que genera a F.

Cuando n = 2, existe una férmula que relaciéna v con el mimero de Milnor de Z en

p v el ndmero de Milnor de las singularidades del transformado estricto Z :

v —v—1+ Y p,Z), sipesno dicritico

E-1
m(2) =1 e
vi+v—1+4 > u,(Z), sip es dicritico.
q€E~1(p)

En n = 2, el conjunto Sing(Fz) es finito y las sumatorias que aparecen son finitas.

En esta secciéon probaremos una férmula andloga a la anterior para n = 3, bajo la

hipotesis que el conjunto Sing(Fyz) sea finito.

Sea 0 € C? singularidad aislada dicritica del campo holomorfo Z, por la proposicién

4.0.1] existe un polinomio homogéneo P,_; de grado v — 1, tal que

Zi(z1, 29, 23) = ziPy_1(21, 22, 23) + Z 22(21722723);

k>v+1

donde 1 < ¢ < 3.

Hallemos los tranformados estrictos de las componentes de Z = (Z1, Zs, Z3), ver

)
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a) El tranformado estricto de Z; por E en coordenadas se expresa como:

Zy(z,t,s) = P,i(1,t,s)+ Sooab vz (1t s)
k>v+1

Zy(u,y,v) = uPa(u,Lv)+ Y "2k (u,1,v) (5.2)
k>v+1

Zl(r,w,z) = rP,(r,w, 1)+ > 2FZH(riw,1).
k>v+1

b) El tranformado estricto de Z; por E en coordenadas se expresa como:

Zo(x,t,s) = tP,_1(1,t,s)+ ST oab v Z2(1,t, s)
k>v+1

Zy(u,y,v) = Poa(u,Lo)+ 3 yF"Z2(u,1,v) (5.3)
k>v+1

Zg(r,w,z) = wP,_1(r,w, 1)+ Y Z*VZ2(r,w,1).
k>v+1

c) El tranformado estricto de Z3 por F en coordenadas se expresa como:

Zs(x,t,s) = sP,_i(1,t,s)+ 3 2 vZ3(1,t,s)
k>v+1

Zs(u,y,v) = vPi(u,l0)+ 3 yFZ3(u,1,v) (5.4)
k>v+1

Zs(r,w,z) = P,_q(r,w,1)+ SO R Z3(r w, 1),
k>v+1

Recordando el transformado estricto Z del campo Z por E, ver Teorema esta

dado por:
Zl(x,t,s) = Zxk"’Z,i(l,t,s)% + > 2k Z2 (1.t s) — tZ1 (1,8, 3)]%—1—
k>v k>v+1
+ 3 2 ZE(L L ) — sZE (Lt 8)| 2
k>v+1

22(u7 y,U) = ) Z yk—u—l[Z’%(u, 17U) - UZ%(T,L? ]-7 U)]% + kgyk_yzlz(ua 17”)%—’_
>v+1 >v

+ > Y ZR (w1 0) — vZE (u, 1, 0)] £
k>v+1

Z(ryw,z) = Y A ZH(rnw, 1) = rZ(r,w, 1)) 5+

k>v+1
+ 3 ANZ(rw, 1) —wZi(rw, V]G + 322 (rw, 1) g
k>v+1 kzv
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Usando (5.2), (5.3)) y (5.4]), con un facil célculo se tiene la siguiente:

Proposicién 5.2.2 Sea 0 € C? singularidad aislada dicritica del campo holomorfo
Z, entonces las componentes de Z se expresan en términos de los transformados

estrictos de las componentes de Z.

Z1 (l‘, t, S) _ (Zl(l‘, t, S), Z~2(:c,t,s)—t21(:c,t,s)’ Zg(a:,t,s)—sZ1(a:,t,s)>

xT xT

Z*(u,y,v) = <Zl(“’y’”);“22("’y’”), Zo(u, y,v), 23(“’1””);7122(%1/,11))

Z3 (,r.’ w7 Z) — <Zl(r7w7‘z)77‘23(r7w7z)’ ZQ(T,’I,[},Z)*’I,[}Zg(T,’LU,Z) , Z3(r’ w’ Z)) i
z z
Con las definiciones y notaciones anteriores, podemos demostrar el siguiente resultado

fundamental:

Teorema 5.2.3 Sea Z un campo vectorial holomorfo con singularidad aislada en
0 € C3, tal que Z tiene singularidades aisladas en el divisor E~1(0). Si 0 € C? es

una singularidad dicritica de Z y mo(Z) = v, entonces

po(Z) =1+ 202 =24 Y p,(2).
q€E~1(0)

Demostracién. Como Z tiene singularidades aisladas en el divisor £~'(0) entonces

el conjunto Sing(Z) es discreto, desde que Sing(Z) C CP(2) y CP(2) es compacto

entonces el conjunto Sing(Z) es finito.

Desde que Sing(Z ) es finito, entonces existe una recta proyectiva (Hiperplano
H.) que no pasa por ninguno de ellos (ver [12]), entonces rotanto el sistema de
coordenadas y considerando el nuevo sistema de coordenadas en CP(2) tal que en

el hiperplano H., no se encuentre ninguna singularidad de Z, y como las rotaciones
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son tranformaciones lineales, en particular un biholomorfismo, entonces el nimero de
Milnor es invariante, por lo tanto podemos suponer que en la primera carta F1(x,t, s)

de C? se encuentran todas las singularidades de Z.
Recordando que:

e En la 1ra carta:

P]/_l(17t’ S) = 0
Sing(Z') = £ (0,t,8); 22, (Lt,s) —tZL,(1,t,s) =0 p- (5.5)

Z§+1(17t7 5) - SZ13+1<17 tv S) =0

e En la 2da carta:
Zy o (u,1,0) —uZZ,  (u,1,0) =0
Sing(Z%) = < (u,0,v); P, 1(u,1,v) =0 : (5.6)

Zg+1(u7 17U) - UZ3+1<U7 ]-7 U) =0

1%

e En la 3ra carta:

Zy o (ryw, 1) —rZ3  (r,w, 1) =0
Sing(Z%) = { (rw,0); 22, (row, 1) —wZ3,,(rw,1) =0 ¢.  (5.7)

P, 1(r,w,1)=0

Entonces 0 ¢ Sing(Z?) y 0 ¢ Sing(Z?), pues si el 0 € C? llegarfa a pertenecer
a uno de los dos conjuntos, la primera carta no podria ver esta singularidad, pues
esta se encontraria en el infinito de la 1ra carta (Hiperplano H,,), llegariamos a una

contradiccién pues en la primera carta se ecuentran todas singularidades de Z.

Como 0 ¢ Sing(Z2), 0 ¢ Sing(Z?), entonces de 1} y 1) podemos suponer sin
pérdidad de generalidad que:

Py—1<0a 1’ 0) 7é 0 y Zz%—i—l(O? 07 1) 7é 0. (58)
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Como todas las singularidades de Z se encuentran en la primera carta Ey(z,t,s) ,

entonces basta demostrar la férmula en la 1ra carta.

Sea ¢ € E71(0), de la proposicién tenemos:

-~ Zo(x,t,s) —tZy(x,t,s) Zs(x,t,s) — sZy(x,t, S))
T T ’

1o(Z) =i (Zl(x,t,S), — —,

para no hacer engorrosa la escritura escribiremos:

~ . ~ Zg - tZl Zg - SZl
1g(Z) = iq (Zl, z . ) . (5.9)
Observe que:
SNz )] = (22 - tz) (5.10)
k>v+1
y ademas:
7 1 00 Z
Zo—tZy | =] -t 1 0 Zs : (5.11)
Z~3—SZ~1 O 0 1 23—521

Entonces de (5.10) Z, — tZ; = x (Z2 tZl) , usando las propiedades de indice de

interseccién (ver Proposicién [5.1.1)), tenemos:

Zo— 57 gz  Zy 42 G sZ
(zl,zz tzl,?’—“):z'q (Zl,x,?’—“)ﬂ'q (ZI, I e 1>.
T T T T

(5.12)
De B.9), (B-11) y (-12) tenemos:
S n(Z) = % iy (2 B )
qeE~1(0) qeE~1(0) ) ) ) ) (513)
= ¥ (5 Bh) - ¥ i (22D,
q€E~1(0) q€E~1(0)

Para que (5.13)) sea vilida, veamos que las dos sumatorias que aparecen sean finitas.
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a) Calculando la sumatoria ) i, (Zh x, _23;821)
geE—1(0)

De (5.2) y (5.4) tenemos:

Zy(z.t,5) =Pa(Lt,s)+ > 2"V ZE(1ts) = Py + 2l )y
k>v+1

Dm0 S kel ga(1 4 ) — sZ3(1,1 )]
z k>v+1
= Z3. (L, t,s)—sZ),,(1,t,s) + z[..]o.
Observe que:
P,_1(1,t,5) 1 —[.]y O A
T = 0 1 0 T
73, (1,t,8) —sZL (1,1, ) 0 [.]o 1 Za=sZ

Usando las propiedades de indice de interseccion:

Z Z‘q <Zlﬂ Z, %) - Z Z‘q (PV—l(Lt? 3)7 xz, ZS+1(1vta S) - 8211—;—1(1’ ta S))
q€E~1(0) q€E~1(0)
= Z ip (Pu—l(]-?ta 8)7 Zg+1(17 t 8) - SZi—l—l(]-’tv S)) :
peC?

(5.14)

Sea

Hyyo(z1, 20, 23) = 2125 1 (21, 22, 23) — 232,41 (71, 22, 23),

de Z1.1(0,0,1) # 0 se tiene: ZL (21,29, 23) = [...] + 257" + [...], entonces H, ;o

es un pohnomlo homogéneo de grado v + 2.

Afirmacién: H, (21,29, 23) v P,_1(z1, 22, 23) no tienen factores comunes.

En efecto, supongamos lo contrario entonces existen polinomios homogéneos P, H, M
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tales que: H,,o = HM y P, 1 = P.M, sabemos que:

Zy(u,1,0) —uZ?,  (u,1,0) =0
(u,0,v) € Sing(Z?) < es solucién de: P, 1(u,1,v) =0
Z5+1(u7 1, U) - UZE—Q—I(”a L, U) = 0.

Como (0,0,0) ¢ Sing(Z?), se tiene:

Py_1(u,1,0) =0

(u,0,v) € Sing(Z?) < es solucién de:
UZ3+1<U7 17 U) - UZ;Jrl(ua 17 U) =0

y como H,,o = HMy P, 1 = P.M, luego se tiene:
(u,0,v) € Sing(Z*) < es solucién de :

Entonces {(u,0,v); M(u,1,v) = 0} C Sing(Z?) y como M (u,1,v) es un polinomio
de dos variables entonces {(u,0,v); M(u,1,v) = 0} es infinito entonces Sing(Z?) es

infinito, contradicién con la hipotesis, esto prueba la afirmacion.

Por otro lado

[Hyva = 0] = {[215 22; 23] Hyp2(21, 22, 23) = 0}
[Py—1 = 0] = {[21; 22; 23]; P,_1(21, 22, 23) = 0}
son curvas planas proyectivas de grados v+2 y v—1 respectivamente, como H,, 15(21, 22, 23)
y P,_1(21, 22, z3) no tienen factores comunes entonces [H,,2 = 0] y [P,—1 = 0] no
tienen componentes comunes, luego por el Teorema de Bezout (Teorema |3.3.4) :
> iy (Poci(21, 22, 23), Hypa(21, 22, 23)) = (v = 1) (v + 2). (5.15)
peC?
Pero nosotros queremos hallar:

Zip (Py—1(17t7 S)a ZS—i—l(]-?tv 3) - SZ;—&—l(lvt? S)) )

peC2
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observe que

H,o(1,t,8) = Z2 1 (1,t,8) — sZ) 1 (1,t, 5).

En la segunda carta (u,v) de CP(2), estando en recta Hy (i.e u = 0), de (j5.8)
y desde que P,_; y H,. o no tienen factores comunes se sigue que P, 1(0,1,v) y

H,.5(0,1,v) = —vZ},,(0,1,v) no tienen raices comunes.

Andlogamente en la tercera carta (r,w) de CP(2), estando en recta H,, (i.e
r = 0), de (5.8) y desde que P,_; y H,,2 no tienen factores comunes se sigue que

P,1(0,w,1) y Hy2(0,w,1) = —=Z%,,(0,w,1) no tiene raices comunes.

Por lo tanto, las curvas dlgebraicas [H,,o = 0] y [P,_1 = 0] no tienen puntos de
interseccién en la recta H,,, esto significa que la primera carta de CP(2) contiene
todos los puntos de interseccién de estas curvas dlgebraicas, entonces de ((5.15)) se

tiene:

> iy (Pooa(1t8), Hypa(1,1,5)) = (v — 1)(v +2). (5.16)

peC2

De (5.14) y (5.16) tenemos :
- Zy—sZ
Y <Zl,x,3—81> = (v=1)(r+2). (5.17)

T
g€E-1(0)

b) Ahora calculando la sumatoria Yoo (Zl, Zs, Z?”TSZ>
q€E~1(0)

Sea H la funcién analitica

H(Z1,Z2723) = Z1Z3(21, 22723) - 23Z1(21,Z2723),

COomo

Zi(z1, 29, 23) = 2ziPy_1(21, 22, 23) + Z Zi(21, 29, 23);1 <0 < 2
k>v+1
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entonces

H(217Z2,Z3> = Z [21Z;§(21722, 23) - 23211(21722723>]~
k>v+1

Desde que 0 € C? es una singularidad aislada de Z, entonces 0 € C? es un punto
de interseccion aislado de las superficies analiticas (Z; = 0), (Za =0)y (Z3 =0),y
como H = 273 — 237, entonces 0 € C? es un punto de interseccién aislado de las

superficies analiticas (Z; = 0),(Z, =0) y (H =0).

Observe que :

7 1 00 Z
Zs =] 0 10 Zo
2123—2321 —2Z3 0 1 2123

Por propiedades de indice de interseccién, tenemos:
i0(Z1,Z2, H) = io(Z1, Za, 2173)
= iO(ZbZ%Zl)+iO(Zl7ZQ7Z3> (518)
= io(Z1, 22, 1) + po(2),

donde 7, : C* — C tq 71(21, 22, 23) = 21.

Sea

Z 21722723 E Zk 21,2’2723

k>v+1
un facil cdlculo muestra que:
A 1 0 —P, 4 7
Zy | =1 0 1 0 Zy |
21 0 0 1 T
entonces
i0(Z1, Za,m1) = io(Z*, Za,m1). (5.19)

*
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e En la Ira carta (z,t, s).

Observe que 71(z,t,s) = ™25 = 1, entonces las superficies (Z* =0),(Zy=0)y

(71 = 0) no tienen puntos de interseccién en la lra carta (x,t,s).

Veamos que pasa en las otras dos cartas:

e 2da carta (u,y,v).

Zluyw) = CEMwn _ S gl
k>v+1
Zo(u,y,v) = —(ZQOEz)V(”’y’”) = Pl,_l(u,l,v)-l—k; 1y’“_”2§(u71,v)
>u+

Fuye) = e

Los puntos de interseccion en la carta (u, y,v) de estas superficies, vienen dados

por la solucién del siguiente sistema:

Z*(u,0,v) = Z1, 4 (u,1,0) = 0

Zo(u,0,v) = P,_1(u,1,v) =0

T1(u,0,0) =u =0
Pero de (5.8) y desde que P,_; y H, 12 no tienen factores comunes se sigue que
el sistema anterior no tiene solucién, entonces las superficies (Z* = 0), (Z, = 0)

y (1 = 0) no se intersectan.

e En la 3ra carta (r,w, 2)

Z(ryw,z) = e s kvl (1)
k>v+1
Zg(r,w,z) = (ZQOEE’# = P,i(r,w, 1)+ > 2FVZ2(r,w, 1)
k>v+1

nd J— (7T10E3)(T,u),z) —
T(rw,z) = FEELEEE =
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Los puntos de interseccién en la carta (r, w, z) de estas superficies, vienen dados

por la solucién del siguiente sistema:

Z*(r,w,0) = Z} (r,w, 1) =0

Zy(r,w,0) = P,_1(r,w,1) =0

T(r,w,0)=r =20

Pero de la condicién (2) y desde que P,_1 y H, 5 no tienen factores comunes se
sigue que el sistema anterior no tiene solucién, entonces las superficies (Z* =

0),(Z, =0) y (#1 = 0) no se intersectan.

Entonces el conjunto de interseccién de las superficies (Z* = 0),(Z, = 0) y
(71 = 0) es vacio, entonces  », i, (Z*, Zs, 7?1> = 0.
q€E~1(0)

Luego, estamos en condiciones de usar el Teorema [5.2.1]

i0(Z1, 20, 21) = i0( 2%, Zoy 1) = v + 1)+ Y, (Z*,Zg,frl).

qeE~1(0)

Luego de (5.19) tenemos:

i0(Z1, Zoyz21) = v(v + 1). (5.20)

Analizando las superficies (Z; =0),(Z, =0) y (H =0).

e Fn la 1ra carta (z,t, s)

Zi(x,t,s) = Gty p,,,1<1,t,s>+k>zlxk—vz,g(1,t,s)
2v+
Zo(x,t,s) = (ZQOE;w = tPV_l(l,t,s)—|—k>zlxk*”Z,3(1,t,s)
>v+
H(x,t,s) = UEZEE) = 5 ol Z3 (1t s) — sZL (1,1, 9)).
k>v+1
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Los puntos de interseccién en la carta (x,t,s) de estas superficies, vienen dados por

la solucién del siguiente sistema:

Z,(0,t,5) = P,_1(1,t,5) =0
Z5(0,t,s) =tP,_1(1,t,5) =0
H(0,t,8) = Z3,,(1,t,8) — sZ%,(1,t,5) = 0,

la solucién del sistema es finito, ver (5.16)).

e En la 2da carta (u,y,v)

Zy(u,y,v) = BBt — P (u o)+ Y yP 2 (u, 1)
k>v+1
Zo(u,y,v) = Bl —p (1) + Y g ZE(u, 1,0)
k>v+1
Hu,y,v) = UEBGo0 — 35 yhr =ty Z3(u, 1,0) — 0Z}(u, 1,0)]
k>v+1

Los puntos de interseccién en la carta (u,y,v) de estas superficies, vienen dados por

la solucién del siguiente sistema:

Zy(u,0,v) = uP,_1(u,1,0) =0
Z(u,0,v) = P,_1(u,1,v) =0

H(u7 0, U) = UZB—H(ua l,U) - UZL%+1(U7 1, U) = 0.

Veamos los puntos de interseccién, las cuales no pertenecen a la carta (z,t,s), es

decir donde u = 0, tales puntos serdn solucién del siguiente sistema:

71(0,0,v) =0
Z2<0707U) = Pl/fl(ua 17U) =0

H(0,0,v) = —vZ, 4(0,1,v) = 0.

Pero de la condicién (2) y desde que P,_; y H,,2 no tienen factores comunes se sigue
que el sistema anterior no tiene solucién, entonces las superficies (Z; = 0), (Z, = 0)

y (H, = 0) no se intersectan.
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e En la tercera carta (r,w, z)

Zy(rw,z) = W = rP,(r,w, 1)+ > 2*Z(r,w,1)
k>v+1
Zo(ryw,z) = ZeBwad - —yp (w1 4+ Y 2R w, 1)
k>v+1
Hirow.z) = 2R = 53 A2 Zi(rw, 1) = Zi(rw, 1)
k>v+1

Los puntos de interseccién en la carta (u,y,v) de estas superficies, vienen dados por

la solucién del siguiente sistema:

Zl(r,w, 0)=rP, 1(r,w,1) =0
Zg(r,w, 0)=wP, 1(r,w,1)=0

H(T,’LU, 0) = T’ZE_H(’I“,U}, 1) - Zl—l—l(r?w? 1) = 0

14

Veamos los puntos de interseccion,las cuales no pertenecen a la carta (z, t, s), es decir

donde r = 0, tales puntos serdn solucién del siguiente sistema:

Z1(0,w,0) =0
Z5(0,w,0) = wP,_1(0,w,1) = 0
H(0,w,0) = —Z},,(0,w,1) =0

Pero de (5.8)) y desde que P, 1 y H, o no tienen factores comunes se sigue que
el sistema anterior no tiene solucién, entonces las superficies (Z; = 0),(Z, = 0) y

(H = 0) no se intersectan.

Entonces el conjunto de interseccién de las superficies (Z; = 0), (Z, = 0) y (H = 0)

es finito, estamos en condiciones de usar nuevamente el Teorema [5.2.1

i(Z0 Zo H) =vr(v+2) + Y i, (2122H> (5.21)

qeE~1(0)

De (5.18) v (5.21]), tenemos que:

i0(Z1, 2o, H) = io(Z1, Zo,21) + 1o(Z) = P(v +2) + > iq(Zl,ZQ,ﬁQ (5.22)

q€E~1(0)
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y de (5.20) io(Z1, Z2,21) = v(v + 1), luego de remplazar en (5.22) y despejando

tenemos:

w(2)=ruv+2)+ Y (ZlZgH) — (v +1),

q€E~1(0)

observe que:

7 (HOEl)(I‘,t, S) —y— Zg—SZI

H(z,t,s) = o = > Z (Lt s) — sZi (Lt s)] = ==,

k>v+1
entonces
- - Zy—sZ
po(2) =V’ (v+2)+ > i, (Zl, Zs, 3—"”1) — (v +1). (5.23)
4eE-1(0) v

Luego de (5.13)) y (5.17) tenemos:
A Za—sZ i
S, <zz—) -+ Y w629
q€E~1(0) q€E~1(0)

Finalmente de (5.23) y (5.24) se tiene:

f(2) = P+ + - D+ — v+ D+ S p(2),
qeE~1(0)

entonces

po(Z) =1+ 20" =24+ Y p,(2).
qeE~1(0)

Obsrvacion: La demostracion del teorema anterior, es usando las mismas ideas del

caso n = 2.

Ahora vamos mencionar una férmula andloga del teorema anterior, para una

singularidad no dicritica.
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Teorema 5.2.4 Sea Z un campo vectorial holomorfo con singularidad aislada en
0 € C3, tal que Z tiene singularidades aisladas en el divisor E~1(0). Si 0 € C? es

una singularidad no dicritica de Z y mo(Z) = v, entonces
po(Z) =1 —v* —v—1+ Z ,uq(Z) :
(0)

qgeE—1

La demostracién puede ser encontrada en [5].
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Parte Central: Prueba del Teorema

Sea U C C3 abierto y Fz una foliacién holomorfa, por curvas, de U generada
por el campo vectorial Z = (21, Zs, Z3), recordemos que un punto p € Sing(Fyz) es
llamado irreducible, si m,(Z) = 1 y la parte lineal de Z en p (i.e. DZ(p)) tiene al

menos un autovalor no nulo.

Sea E : [7}, — U el Blow-up centrado en el punto p € Sing(Fz), entonces
existe una unica manera de extender la foliacién pull-back E*(Fz — {p}) a una
foliacién analitica singular F; sobre una vecindad del espacio proyectivo complejo
CP(2) = E~Y(p) C U,, con un conjunto singular de codimensién > 2, donde F
es llamado el transformado estricto de F; por E, recordando que p € Sing(Fy)
es una singularidad no dicritica de Fz si y sélo si E7'(p) es invariante por Fy i.e.
E~!(p) es unién de hojas y de singularidades de F, en caso contrario, p es llamado

singularidad dicritica.
El problema de desingularizacién (o de Reduccién de Singularidades) para un

p € Sing(Fz) (dicritica o no) de F consiste en demostrar la existencia de un mapeo

holomorfo propio, ® : U* — U definido en una variedad 3-dimensiénal que cumpla
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las siguientes condiciones:

(1) o Y(p) = U D; es unién de subvariedades complejas compactas de codimension
i=1

uno y con cruzamientos normales.

(2) La foliacién pull-back ®*(F; — {p}) se extiende a una foliacién de U* con un
conjunto singular de codimensién > 2 y tal que todos sus puntos singulares son

irreducibles.

En esta seccion, resolveremos el problema de desingularizacion.

6.1. Singularidad Absolutamente Aislada

Definicién 6.1.1 (S.A.A.) Sea F; una foliacion analitica por curvas sobre un
abierto U C C3. Decimos que p € Sing(Fz) es una Singularidad Absolutamente

Aislada (S.A.A.) de F; si y solo si severifican las siguientes condiciones:

(1) El punto p es una singularidad aislada.

(2) Denotemos p = py, U = Uy, Fz = Fy, U, = Uy, Fz = Fy, E' = E. Si

consideramos una sucesion arbitraria de blowing-up‘s

Bl E? E3 EN—I EN
Uy— Uy — Uye— .... «— Uy_1 — Uy

donde el centro de cada E' es un punto p;_1 € Sing(F;_1), (aqui F; denota el
transformado estricto de F;_; por E?, (1 <, j < N) entonces Sing(Fy) es

un conjunto finito.

Observaciéon : En dimensiéon n = 2, no era necesario esta definicién, pues en cada

Blow-up, el conjunto singular de la foliacién levantada tiene codimension 2.
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Por simplicidad, supongamos que U = C3, p = 0 € C3. Teniendo en cuenta las
notaciones del capitulo 3, 4 y 5. Antes de ir al resultado principal veamos el siguiente

Teorema.

Teorema 6.1.1 Sea Z un campo vectorial holomorfo con singularidad aislada en

0 € C? tal que mo(Z) =1. Si DZ(0) es de la forma

010 010
a)] 000 6 bloo1
00 0 00 0

entonces 0 no es una Singularidad Absolutamente Aislada (S.A.A) de Z.

Prueba.
a) En este caso el campo vectorial es de la forma:
Z(21, 29, 23) = (Zz + Y Zi(z1,2,2), Y DR (21, 7, 28), > 2R (2, 22, Zg))
k>2 k>2 k>2
En la 1ra carta del Blow-up Ei(x,t,s) = (x,at,xs) = (21, 22, 23) un simple

cdlculo muestra que el tranformado estricto F;: es generada por:

Zl(x,t,s) = (:vt + > 2k 7M1, s)) é% + (—tzzxk_l[Z,f(l,t, s) —tZ}(1,t, S)]) %+

k>2 k>2

T (—ts + Y ab T Z3 (1, s) — SZé(L@S)}) 5

k>2

como Sing(Z') C {x = 0}, hacemos = = 0

ZY(0,t,5) = (0, —t2, —ts) entonces cualquier punto de la forma (0,0, s) € Sing(Z")
con s € C, entonces el conjunto Sz’ng(Z 1) tiene infinitos elementos entonces 0 no es

una S.A.A. de F5.
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b) En este caso tenemos que el campo vectorial es de la forma:

Z(21, 22, 73) = <z2 +Y Zi(z, 2, 2), 5+ Y Zh (21,20, 28), Y Zi (2, 22, Z3)>

k>2 k>2 k>2
En la 1ra carta del Blow-up Fi(z,t,s) = (z,xt,xs) = (21, 29, 23) un simple

cdlculo muestra que el tranformado estricto F;: es generada por:

Zl(x,t,s) = (mt + Y2k ZL(1,t, s)) a% + (s — 2+ Y2 ZR(1,t, s) — tZE (1,1, s)]) %—l—

k>2 k>2

k>2

+ (—ts + 22" HZE(Lts) — SZ%(L?%Sﬂ) 5

como Sing(Z') C {z = 0}, hacemos = = 0

ZY(0,t,5) = (0,5 — t2, —ts) entonces(0, 0,0) es la vnica singularidad de Fy, observe
que:
0 00
DZO)=| a 0 1
g 0 0
tiene todos sus autovalores nulos, donde o = Z3(1,0,0) y 8 = Z3(1,0,0), entonces

(0,0,0) es también un punto singular no irreducible de F.

denotemos Z'(z,t,s) = (fl(:c,t, s), B(z,t,s), C(x,t, s)) donde:

Az t,s) = ot + 3 2*Z1(1,t, 5)
E>2
B([E, t S) =s—1t + Zxkil[zl%(lvu S) - tZli(]-a t S)]
k>2
é(xata‘S) = —ts+ Zxk_l[zlz:(Lta S) - SZli(lata 8)]
k>2

Distinguimos dos casos:

CASO 1: 8= Z73(1,0,0) =0

67


JAVIER
Rectángulo


Capitulo 6. Parte Central: Prueba del Teorema

trabajando en la primera carta del Blow-up (de la segunda explosién) (x,t,s) =
(«',2't', 2's"), haciendo un simple célculo, el tranformado estricto de F;: es generado

por :
ZO(x,t,8) = (2 + [ Ji, 8" + Z3 (1,2t 28') + xl.Jo, Z5(1, 2t 28') + z]...]o)
donde [...]1,[...]2 € C[x,#, §'], como Sing(Z®) C {x = 0}, hacemos = = 0
Z3(0,t,s") = (0,5 + Z3(1,0,0), Z5(1,0,0)) = (0, s' + «,0)

entonces cuaquier punto de la forma (0,#, —«a) con ¢’ € C es un punto singular de

Fye) = Fz, entonces Sing(F,e)) es un conjunto infinito, entonces (0,0,0) no es

una S.A.A. de F5.

CASO 2: 8= Z73(1,0,0) #0

Afirmamos que existe un cambio de coordenadas tal que se llega a las condiciones

del caso 1. En efecto definimos las transformaciones lineales:

L: C3 — 3
(21,20,23) +—— L(z1,22,23) = <%23,21,z2 — %2'3)
T: C3 — C3
(wy,wa,w3) +——  T(wy,wq, w3) = (we, awy + ws, fwr)
Es claro que T = L™, defino X = To Z'o L : C3 — C? en campo holomorfo,
entonces X =T o (A, B,C) o L entonces X = (A*, B*,C*) donde:
A*(z1, 29, 23) = (B o L)(21, 22, 23)
B*(21, 29, 23) = a(A o L) (21, 72, 23) + (C 0 L)(21, 22, 23)
C*(21, 22, 23) = B(A o L) (21, 22, 23)

Por regla de la cadena:

DX (0) = D(T o Z* o L)(0) = DT(Z*(L(0)).DZ*(L(0)).DL(0) = T o DZ*(0) o L
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010 000 00 1/8 010
DX(0)=1] a 0 1 a 01 10 0 =001
B0 0 B0 0 01 —a/B 000

entonces estamos como en el principio, el campo vectorial X tiene parte lineal DX (0)

de la forma (b), X es de la forma :

X (21, 29,23) = <22 + ZAZ(zl, 29, 23), %3 + ZB;(zl, 29, 23), ZC;(zl, 2, 23))

k>2 >2 >2
donde:
A* (21, 29, 23) = 20 + > Af (21, 22, 23)
>2
B*(z1, 29, 23) = 23 + > Bi(z1, 22, 23)
2
C*(21, 22, 23) = Y Cr (21, 22, 23)
>2

En la 1ra carta del bolw-up (21, 29, 23) = (2, xt,xs) = Ey(z,t,s), un simple célculo

se mestra que Fy es generada por el campo:

X = (& B0
donde :
A(z,t,s) = at + 3 a* AL (1,1, 5)
k>2
é*($7t7 S) =85—= t2zxk_1[BZ(1at7s) o tA;;(lat?S)]
k>2
é’*(l‘,t, S) = —ls+ Zxk_l[cl:(]-ﬂtvs) o SAZ?(:l?tJ S)]
k>2
Es fécil ver que
0 00
DX(0)=]| o* 0 1
00
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tiene todos sus autovalores nulos, donde o* = B;(1,0,0) y §* = C5(1,0,0),entonces

(0,0,0) es también un punto singular no irreducible de Fg, observe que:

C*(z1,22,23) = B(AoL)(z1,2,2)
3121(%23, R1, %2 — %23)
= Blgzz+ X Zi(1, 21,2 — §23)(52)"]

k>2

Pero 5 = C5(1,0,0) = 0, luego estamos en el CASO 1, entonces (0,0,0) no es
S.A.A de Fy, por lo tanto 0 no es un S.A.A. de Z. [ |

Corolario 6.1.2 Si 0 € C?® es una S-A.A. y mg(Z) = 1 entonces 0 es un punto

singular irreducible.

Ahora si veamos el resultado principal

6.2. Teorema de Reduccion

Teorema 6.2.1 (Teorema de Reduccién) Sea p € M", (n > 3), una singulari-
dad absolutamente aislada de F;. Denotemos p = pg, M" = M, Fz = Fo, E1 = E,

entonces existe ena sucesion finita de bowing-up’s

E E E En_1 Ey
MP S ME e ME L My S MY,

que satisface las siguientes propiedades:

(1) El centro de cada E; es un punto p,_y € Sing(F;_1), donde F; denota el trans-
formado estricto de la foliacion F;_; por Ej, donde 1 <1i,5 < N.

(2) Siq € Sing(Fn) entonces q es una singularidad irreducible.
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Prueba. Sea v =m,(Z) m

a) Si v =1 entonces por el teorema m, p es una singularidad irreducible.

b) Siv > 2,

Desde que p es una S.A.A. de F, entonces tenemos:

gv+1)+ > p,(Z), sipes dicritico

1y (Z) = o)
. gw)+ 3 p,(Z), sipesno dicritico,
q€E~1(0)

donde g(z) = 2" — 2!

— -+ —x — 1. Observe que si > 2 entonces g(z) > 0.
En cualquier caso (dicritico o no), con un facil célculo se tiene:
my(2) > 2= p,(Z) < p(Z) Vg € E(p) (6.1)
y del teorema [5.2.1] se tiene que m,(Z) < j1,(Z) Vp.

Afirmamos que después de un nimero finito de blowing-up’s Fy = E, FE»,...,En
con centros en los puntos singulares, se obtiene solamente puntos singulares con

multiplicidad dlgebraica < 1.

En efecto, supongamos lo contrario, entonces en cada Blow-up existe por lo menos
un punto en el divisor cuya multiplicidad dlgebraica es > 2, es decir, dado k € N,
Ipr € Bt (pro1) tal que m,(Z®)) > 2, en donde ZW = Z y Z") = Z+-1 (hipotesis
auxiliar)
Luego de (6.1)) y de la hipotesis auxiliar, se sigue que:
1, (ZV) < 1 (2), 1, (ZP) < i, (ZD), ey, (Z0) <, (Z%7V), VE €N

la cual implica que:

1,(2) > pp (ZW) > o>y, (Z%Y) > (ZW) > > 0. (6.2)
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Desde que el conjunto Sing(Z*)) es discreto (por hipotesis), entonces los p, €
Sing(Z™) son singularidades aisladas, entonces la sucesién fhp, (2 (k)Y es finito Vk €

N, lo cual implica que (6.2) es una contradiccién, esto prueba la afirmacién.

Luego definimos ® = Ey o Ey_j 0 ... o Fy, se sigue que ® : M} — M es
una funcién holomorfa propia, pues Fy = FE, Es, ....,Ex son propias y el pull-back
O*(Fo |mr—gpy) se extiende a una foliacion singular Fy sobre MY, con conjunto

singular de codimensioén n.

Por lo tanto si ¢ € Sing(Fy), entonces my(Fn) = 1y como p es una S.A.A. | en-
tonces ¢ es una S.A.A.. Luego por el torema g es un punto singular irreducible.
[ |

OBSERVACION: Todos los resultados obtenidos en este trabajo se puede gener-

alizar a dimension n a nivel de variedades complejas, usando otras herramientas.
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