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RESUMEN

Estudio de la Estabilidad de un sistema de Timoshenko con historia
pasada (o con memoria)

Victor Hilario Tarazona Miranda

Enero, 2018

Asesor :Dr. Alfonso Pérez Salvatierra

Titulo Obtenido :Magister en Matematicas

En el presente trabajo, se estudia los sistemas vibratorios de Timoshenko con historia
pasada actuando solamente en una ecuacion. En este trabajo se obtiene la existen-
cia, unicidad, estabilidad exponencial y decaimiento polinomial de un sistema de
Timoshenko con historia pasada. Abordamos la teoria de semigrupos y propiedades
del resolvente de un generador infinitesimal para demostrar la existencia y unicidad
de soluciones del sistema planteado, ademas se estudia que la disipaciéon dada por el
término historia es lo suficientemente fuerte para producir estabilidad exponencial,
si la velocidad de las ondas son iguales. En el caso que la velocidad de las ondas son
diferentes, se demuestra que la energia de primer orden decae polinomialmente.

Palabras Clave:

Sistema de Timoshenko, teoria de semigrupo, estabilidad exponencial, decaimiento
polinomial.



ABSTRACT

Study of the Stability of a Timoshenko system with past history (or
with memory)

Tarazona, Victor

January, 2018

Adviser :Dr. Alfonso Perez Salvatierra

In the present work, we study Timoshenko’s vibratory systems with past history
acting only in one equation. In this work we obtain the existence, uniqueness, expo-
nential stability and polynomial decay of a Timoshenko system with past history.
We approach the theory of semigroups and properties of the resolver of an infini-
tesimal generator to demonstrate the existence and uniqueness of solutions of the
proposed system, furthermore it is studied that the dissipation given by the term
history is strong enough to produce exponential stability, if the speed of the waves
are the same. In the case that the speed of the waves are different, it is shown that
the first-order energy decays polynomially.

Keywords:

Timoshenko system, semigroup theory, exponential stability, polynomial decay.
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Capitulo 1

Introduccion

El presente trabajo es una exposicién didactica de un sistema de Timoshenko,desarrollado
por Fernandez Sare - Munioz Rivera [10],llamado asi en referencia al ingeniero ucra-
niano Stephen Prokafievich Timoshenko (1878-1972), describe el desplazamiento
transversal y el desplazamiento angular del eje central de una viga de longitud L. En
1921, Timoshenko [29] dio como modelo para una barra o viga gruesa el siguiente
sistema de ecuaciones hiperbodlicas acopladas

piut = (k(pe — ¢))z, en (0, L) x (0, 00)

Ip@tt = (EISOx)m + k(:“’:)c - 90)7 en (07 L) X (07 OO)

donde t denota la variable tiempo y z la variable espacial a lo largo de la viga de
longitud L, en su configuracién de equilibrio, u es el desplazamiento transversal de la
viga y ¢ es el dngulo de rotacién del filamento de la viga. Los coeficientes p, I,, E, I
y k son respectivamente la densidad, el momento de inercia polar de una seccion
transversal, el médulo de elasticidad de Young’s, el momento de inercia de una sec-
cion transversal y el médulo de corte.

Una cuestion importante de la investigacién es buscar una minima disipaciéon por
la cual las soluciones del sistema anterior, se estabilizan y decaen uniformemente a
medida que el tiempo va al infinito.

Estamos interesados en estudiar los sistemas de Timoshenko con términos de convo-
lucién de la forma g * 1), (z, ) fo $)ge(z,t — $)ds , donde t es un niimero real
positivo, o incluso t = +oo. La funcién g es conocida como nticleo de convolucion.
Este término se llama, término de memoria cuando t es finito o historia si t = +oc.
El término de convolucién lleva la informacién de todos los instantes s < t hacia
dentro del material en el instante t.

En [30], se estudia el sistema de Timoshenko modelado por,

pP1Pr = Sy
{P2¢tt =M, -5 (1.1)

donde S es la tensién de corte, M es el momento de flector, ¢ es el desplazamiento
transversal, ¢ es el angulo de rotacion del filamento de la viga, p; = pA, siendo p
la densidad del material y A el area de la seccion transversal, por ltimo ps = pl,
siendo I el momento de inercia.

Asimismo, el sistema de Timoshenko (1.1) para vigas puramente eldsticas es mode-
lado por,

P1Pet — k(%g + ¢)x -



Se denota por x la diferencia entre las velocidades de ondas,

L] (1.4)

X =
P1 P2

En este trabajo consideraremos el siguiente sistema lineal de Timoshenko con his-
toria pasada; que resulta de agregar a la ecuacién (1.3) el término memoria,

prow — k(or + 1) =0 en (0,L) x (0,00) (1.5)

P2y — Dhyy + / 9(8) gz, t — 8)ds + k(pr + 1) =0en (0,L) x (0,00) (1.6)
0
y condiciones iniciales

(p(?O) = Yo, QOt(,O) = ¥1, ¢(70) = ¢07 wt<70) = ¢1 el (07L> (17)

con constantes positivas py, pa, k, b.

Aqui estamos interesados en el comportamiento asintético de la solucion. Nuestras
principales herramientas son los resultados de Priiss sobre la estabilidad exponencial
de semigrupos, ver [26] y [27]. Para utilizar estos resultados, es necesario, incrustar
el problema en el contexto de semigrupos, por lo que se debe hacer algunas modifi-
caciones, en nuestro sistema original (1.5)-(1.6). Siguiendo la idea de Dafermos [§],
introducimos:

n'(z,s) == P(z,t) — Yz, t — ) (1.8)

luego
¢$x(x7t - S) = ¢x$<xt) - 77;1(*757 S):

entonces el sistema (1.5)-(1.6) es reescrito como

p1Ps — k(z + 1) =0 (1.9)

paths — (b— / " g(s)ds) () — / " ()t $)ds + k(e + ) =0 (110)
Ne+ns— 1y =0 (1.11)

las condiciones iniciales son dadas por

0(,0) = w0, @i(-,0) = @1, P(-,0) = o, ¢u(,0) =11 en (0,L) (1.12)

no(+,$) = o(+,0) — (-, —s) en (0,L) x (0,00) (1.13)
lo que significa que la historia se considera como un valor inicial. Consideramos las

condiciones de contorno de Dirichlet, pero nuestros argumentos se pueden utilizar
para demostrar resultados similares para otras condiciones de contorno.



En cuanto al nicleo ”¢” consideramos las siguientes hipotesis:

g(t) > 0, Tko, by, ke > 01 —kog(t) < g/ (1) < —kig(t), |¢"(£)] < kag(t), V¢ >0 (1.14)

b (b /Ooog(s)ds) >0 (1.15)

Vamos a mencionar algunos resultados de decaimiento de la energia para los siste-
mas disipativos de Timoshenko. En [14], Kim y Renardy , consideran un sistema
conservativo de Timoshenko con dos controles en la frontera y ellos demuestran la
estabilidad exponencial para la energia asociada al sistema. Si el término historia se
sustituye en (1.6) por la funcién control b(z)yy, b > 0, entonces Soufyane [28] de-
mostré la estabilidad exponencial para el sistema linealizado si, y solo si, la velocidad
de las ondas de la ecuaciones (1.5), (1.6) son iguales, es decir,
P1 _ P2

=== (1.16)

Resultados similares son obtenidos por Munoz R. y Racke [23], donde se utilizan
técnicas de semigrupos. En [22] los mismos autores consideran un sistema de Timos-
henko disipativo con una disipacion a través de un acoplamiento a una ecuacion del
calor y demuestran la estabilidad exponencial si, y solo si, se cumple (1.16).

En[2], los autores consideran un sistema lineal de Timoshenko con memoria, siem-
pre con condiciones de frontera homogéneas.Ellos usan técnicas multiplicativas para
demostrar que el sistema es uniformemente estable cuando g decae uniformemente.
Especificamente ellos obtienen decaimiento exponencial si g decae a una tasa expo-
nencial y decaimiento polinomial si g decae a una tasa polinomial. En este trabajo
los autores precisan de algunas condiciones técnicas extras para ¢’ y ¢” para obtener
sus resultados.

En [19], los autores estudian el mismo sistema para x € (0,1), ¢'(t) < —kog?(t) y
1 < p < 3/2, ellos demuestran que si (1.16) se cumple y p = 1, la primera energia
decae exponencialmente y polinomialmente si p > 1. Sin embargo, si no se cumple
(1.16) el decaimiento es en la tasa 1/t siempre que los datos iniciales sean lo sufi-
cientemente regulares.

En [17], los autores consideran el sistema vibratorio hiperbélico de tipo Timoshenko
que estan acoplados a una ecuacion de calor que modela un efecto previsiblemente
disipativo a través de la conduccion del calor. Ellos utilizan el método de semigru-
pos para probar el resultado de estabilidad exponencial, con suposiciones sobre la
funcién de relajacién de la historia pasada ¢, decayendo exponencialmente cuando
se cumple (1.16).

El resultado principal de este trabajo es demostrar que el sistema es exponencialmen-
te estable si se cumple (1.16). Cuando no se cumple (1.16), que es més interesante
desde el punto de vista fisico, se demuestra que la energia de primer orden decae
polinomialmente con las tasas que dependen de la regularidad de los datos iniciales.



El objetivo principal de este trabajo es estudiar la existencia y unicidad, la estabili-
dad exponencial y el decaimiento polinomial de un sistema de vigas de Timoshenko
con una disipacién dada por el termino historia, seguin el trabajo realizado por Hugo
Fernandez Sare y Jaime Munoz Rivera[10].

La organizacién de este trabajo es la siguiente. En el Capitulo 2, presentamos los
principales resultados que seran usados en los capitulos posteriores. En el Capitulo
3, estudiamos la existencia y la unicidad de soluciones para el sistema (1.9)-(1.11)
con las condiciones iniciales (1.12), (1.13); usando la teoria de semigrupos de ope-
radores lineales acotados de clase Cj. En el Capitulo 4, usando el método de la
energia se concluye que el sistema (1.9)-(1.11) es exponencialmente estable si, y so-
lamente si, se cumple (1.16), es decir estudiamos el comportamiento exponencial del
semigrupo asociado al sistema (1.9)-(1.11). En el Capitulo 5, se hace un estudio
del decaimiento de la energia llegando a demostrar estabilidad de tipo polinomial,
cuando (1.16) no se cumple. Finalmente, se mencionan las conclusiones del trabajo.



Capitulo 2

Preliminares

En este capitulo, nos dedicaremos a la presentacién de conceptos y resultados im-
portantes, que nos serviran en el desarrollo de los capitulos posteriores.

2.1. Analisis Funcional

Definicién 2.1.1

Sea (X, 4+, .,K) un espacio vectorial. Se llama norma a toda aplicacién |.|| : X — R
tal que satisface:

(i) [l 2 0,Vz € X y ||lz]| =0 & 2 =0

(i) | Az]| = |Alllz]l, VA € K, z € X.

(i) llz + yll < ol + llgl; ¥,y € X

Al par (X, |.||) se le llama espacio normado.

Definicién 2.1.2

Sean (X, ||.||) un espacio normado y (Z,)nen una sucesién en X.

(i) La sucesion (x,,)nen es convergente a x € X si para todo € > 0 existe ng € N tal
que ||z, — x| < €, para todo n > ny.

(i) La sucesién (z,)nen es una sucesion de Cauchy si para todo € > 0 existe ng € N
tal que ||z, — x,|| < €, para todo m,n > ny.

Definicién 2.1.3 (Espacio de Banach)

Un espacio vectorial normado (X |.|[x) se llama espacio de Banach si (X,d) es
completo, donde d es la métrica inducida por la norma ||.|| x.

Definicién 2.1.4 (Operador acotado)

Sean (X, ||.|lx), (Y.|l-|ly) espacios normados y B : D(B) C X — Y un operador
lineal. Diremos que B es un operador acotado (o continuo) si existe C' > 0 tal que
|Bzlly < Cllz|lx, Vo € D(B).



Observacion 2.1.5

Sea (X, ||.][x) un espacio normado. El espacio vectorial de todos los operadores linea-
les acotados B : X — X sera representado por £(X). Este espacio estard provisto
de la norma ||.||; dada por ||B||z = sup {||Bz||x; € X y ||z||x =1} .

Proposicion 2.1.6

Dado X un espacio de Banach y B; € £(X) un operador invertible tal que

Byt € L(X). Si By € L(X) es tal que ||Ballz < ||B;i'|lz, entonces el operador
Bi + B, es lineal, acotado e invertible.

Demostracién: Ver [21].

Teorema 2.1.7

Sean X,Y espacios de Banach y B : X — Y un operador lineal acotado. Si B es
biyectivo entonces B~ : Y — X es un operador lineal acotado.
Demostracién: Ver [15].

Proposicion 2.1.8

Sean X; = (X, ||.|[1) vy X2 = (X, ||.]]2) dos espacios de Banach. Si existe una constante
C tal que ||z||; < C||z|2 para todo x € X , entonces las normas ||.||; y ||.||2 son
equivalentes.

Demostracién: Ver [6].

Definiciéon 2.1.9 (Forma Sesquilineal)

Sea X un espacio vectorial complejo. Una forma sesquilineal de X, es una aplicacion
a: X x X — C que satisface las siguientes condiciones:

(1> Cl(fﬂl + T, y) = a(xla y) + Cl(fﬂg,y), vxla T2,y € X.

(ii) a(Az,y) = Aa(x,y), Yo,y € X, YA € C.

(iii) a(x,y1 + y2_) =a(z,y1) + a(x,y2), Vo, y1,92 € X.

(iv) a(z, \y) = Aa(z,y), Vo,y € X, VA € C.

Definicién 2.1.10
Sean (X, ||.||x) un espacio normado y a(., .) una forma sesquilineal en X x X. Diremos

que af.,.) es continua (o acotada) si existe una constante C' > 0 tal que
la(z,y)| < Cllelxllylx, Yo,y € X,

Definicién 2.1.11

Sean (X, ||.||x) un espacio normado y a(., .) una forma sesquilineal en X x X. Diremos
que a(.,.) es coerciva cuando existe C' > 0, tal que |a(z,z)| > C||z|%, Vz € X.
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Definicion 2.1.12
Sea X un espacio vectorial y (.,.)x un producto interno en X x X. Diremos que la

norma definida por ||z||x = \/{(x, ) x proviene del (o es inducida por el) producto
interno (., .)x.

Definicién 2.1.13

Un espacio de Banach (X, ||.||x) se llama espacio de Hilbert cuando la norma ||.||x
proviene de un producto interno (.,.)x.

Definicién 2.1.14

Sea X un espacio vectorial complejo. Un funcional T : X — C es lineal si satisface
las siguientes condiciones:

i) T(x+y) =T(x)+T(y), Yo,y € X.

(ii) T(A\z) = A\T'(z),Vz € X,VA € C.

Definicién 2.1.15

Un funcional 7' : X — C, sobre un espacio normado X, es acotado si existe una
constante C' > 0 tal que |T'(z)| < Cl|z||x,Vz € X.

Teorema 2.1.16

Si V' es un espacio normado y X un espacio de Banach, entonces
LV, X)={f:V — X; f es un operador lineal acotado} es un espacio de Banach.
Demostracién: Ver [24].

Teorema 2.1.17 (Lax-Milgran)

Sea H un espacio de Hilbert y a : H x H — C una forma sesquilineal, acotada y
coerciva. Entonces, para toda funcional T': H — C lineal acotado, existe un tnico
x € H tal que a(z,u) =T (u),Vu € H.

Demostracién: Ver [6].

2.2. Los Espacios L/(Q2) y LP(0,T; X)

Definiciéon 2.2.1

Sea Q C R™ un conjunto abierto y 1 < p < +o00. El espacio LP() es el espacio vec-
torial de la clase de funciones f : {2 — K, con medida de Lebesgue, que satisfacen
Jol f(@)|Pdz < 005 esto es



LP(Q) = {f : @ — K; fes medible y [,|f(x)[" < +o0}.
En el espacio LP(§2) definimos la norma

1l = ( / Pdz)t.

Definicién 2.2.2

Sea 0 C R™ un abierto. El espacio L>®() es el espacio vectorial de la clase de
funciones f : 2 — K, con medida de Lebesgue, que son esencialmente acotadas en
(2, osea, existe una constante C' tal que |f(x)| < C para casi todo = € §2; esto es
L>*(Q) = {f : Q@ = K; f es medible y existe una constante C' tal que |f(x)] < C
casi todo punto en §2 }.

Se llama supremo esencial de f en 2 al niimero

inf{ C;|f(z)| < C para casi todo x € Q } y es denotado por sup ess|f(z)].
e

En el espacio L>(€2) definimos la norma

1|z = supess|f(z)].
e

Teorema 2.2.3

Sea 1 < p < oco. El espacio (LP(R2), ||.]|z») es un espacio de Banach.
Demostracién: Ver [1].

Observacion 2.2.4

Del teorema 2.2.3, el espacio (L?(Q), ||.||z2) es un espacio de Hilbert cuyo producto
interno es dado por

(f,9)r2 Z/Qf@)mdx

Proposicion 2.2.5

Sia>0,b>0yp>1entonces (a+ b)P < 2P(aP + bP).

Demostracién: Sabemos que (max{a,b})? = mazx{a?,b’} < (a’ + OP)
Luego tenemos
(a+b)* < (2max{a,b})?
< 2P(aP + bP).

Proposicién 2.2.6 (Desigualdad de Young)

1 1 Pl
Siazo,bz()yp>1,q>1sontalesque—+—:1entoncesab§a—+—.

P q p q
Demostracién: Ver [3].



Corolario 2.2.7

Seana>0,b>0yp>1,q>1 tales que % + % = 1. Entonces ab < ea? + c(e)b?,
Ve > 0.
Demostracion: Hacemos

1
(pe)t/p ab

= ((pe)YPa b
- ((p) )((pe)l/p

Aplicando la desigualdad de Young, obtenemos

ab = (pe)l/p

)

1 1, b b
ab < =((pe)/Pa)P + = "=ea? + ———,Ve> 0
S ((pe)a) q((pe)l/p) PRI
Tomando c(e) = W, tenemos

ab < ea®” + c¢(€)b?, Ve > 0.

Teorema 2.2.8 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz)

Sea X un espacio vectorial con producto interno (.,.) x.
Entonces [(u, v) x| < |Jullx||v|x, Yu,v € X.

Demostracién: Ver [24].

Teorema 2.2.9 (Desigualdad de Holder)

Sean 1 < p,q < 400 tal que l + = 1 = 1.5 f e LP(Q) y g e LIQ), entonces
fae LNQ)y [olf(z)g(z)|dx < 111zl

Demostracién: Ver [1].

Definiciéon 2.2.10

Sean 1 < p <400, T >0y (X,|.][x) un espacio de Banach. El espacio L?(0,T"; X)
es el espacio vectorial de la clase de funciones u : (0,7) — X, medibles, tales que
lu()|lx € L*(0, T) En LP(0,7; X) se define la norma:
lull ooy = [y lut)|%de) 7.

Por L>(0,T; X) estaremos denotando al espacio vectorial de las (clases) funciones

medibles u : (0,7) — X tal que sup ess|u(t)|x < oo.
te(0,T)
En este espacio definimos la norma ||u|| g r,x) = sup ess|lu(t)| x
te(0,7)



Proposicion 2.2.11
Sea X un espacio de Banach y 1 < p < 4o00. El espacio (LP(0,T; X), ||.||r(0,r:x)) €s

un espacio de Banach.
Demostracién: Ver [9].

Observacion 2.2.12

Sip =2y X es un espacio de Hilbert, entonces L?(0,7T; X) es un espacio de Hilbert
provisto del producto interno:

T
(U, v) 2001:x) = / (u(t),v(t))xdt , Yu,v € L*(0,T; X).
0

2.3. Distribuciones

Definiciéon 2.3.1

Sea 2 C R™ un conjunto abierto y u : £ — R una funcién continua. El soporte de

u, que seré denotado por sop(u), es definido como la adherencia en Q del conjunto
Q

{z € Q;u(x) # 0}, es decir sop(u) = {z € Q : u(zr) # 0} . Si sop(u) es un compacto

de 2 entonces diremos que u posee soporte compacto. Denotamos por Cy(£2) al

espacio de las funciones continuas en ) con soporte compacto.

Definicién 2.3.2

Sea 2 C R™ un conjunto abierto. El espacio C™(€2) es el espacio de las funciones
con todas las derivadas parciales de orden menor o igual que m continuas en ().
Denotaremos por C%(Q) = C(Q).

Definicién 2.3.3

Sea € C R™ un conjunto abierto. El espacio C{*(£2) es el espacio vectorial de todas
las funciones u : 2 — R que poseen todas las derivadas hasta el orden m y con
soporte compacto. Si m = 0o, C§°(2) es el espacio vectorial de todas las funciones
u : €2 — R infinitamente diferenciable y con soporte compacto.

Definiciéon 2.3.4

Sea  C R™ un conjunto abierto. El espacio D(f2), llamado el espacio de las funcio-
nes de prueba es el espacio vectorial formado por todas las funciones infinitamente
diferenciables con soporte compacto.
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Definicién 2.3.5

Sea {¢n }nen una sucesién en D(2) y una funcién ¢ en D(§2). Diremos que la suce-

sién {¢n bnen converge a p en D() si existe un conjunto compacto K C € tal que

i) sop(¢n) C K,Vn € Ny sop(p) C K;

ii)Para cada o = (g, g, ..., a,) € N, D%, — D%p uniformemente en K, donde
olel

0z Oz5 ... 0%

D% denota el operador derivada de orden « definido por

yi]al=ar+az+ ...+ a,.

Definicién 2.3.6

Sea 2 C R™ un conjunto abierto. Una distribucién sobre {2 es una aplicacion lineal
B : D(€2) — R que es continua en el sentido de la convergencia de D(€2), es decir, si
©n — 0 en D(Q), entonces B(p,) — 0 en R. El espacio vectorial formado por todas
las distribuciones sobre 2 es representado por D'(£2).

Definiciéon 2.3.7

Sean 2 C R™ un conjunto abierto, & = (aq, ag,...,a,) € N"y|a| = aj+ag+. . .4ay,.
La derivada distribucional o derivada débil de orden « de una distribucién B € D'((2)
es la distribucién

DB : D(Q) = R
¢ — (1) B(Dyp)

es decir, (DB, ) = (=1)l°l{B, D*p),Yp € D(Q).

Proposicion 2.3.8

Sea 2 C R™ un conjunto abierto y a € N™.

El operador de derivacién D* : D'(Q2) — D'(2) es continua, es decir, si B,, — B en
D'(Q2), entonces D*B,, = D*B en D'(2).

Demostracién: Ver [7].

Definicién 2.3.9

Sea X un espacio de Banach. Una distribucién con valores en X es una aplicacion
lineal B : D(0,7) — X que es continua en el sentido de la convergencia de D(0,T),
es decir, si ¢, — 0 en D(0,7), entonces B(p,) — 0 en X. El espacio vectorial for-
mado por todas las distribuciones con valores en X es representado por D'(0,7; X).
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Definicién 2.3.10

Sea m un entero no negativo. La derivada de orden m de una distribucién
B € D'(0,T;X) es la distribucién
d"B
— D0, T) — X
dtm (0.7)
d™p
— (=1)"B(—).
o= (—1)"B(E)

Proposicion 2.3.11

Sean X e Y dos espacios de Banach tal que X — Y. Siu e L'(0,T;X) y

d
d_? € LY(0,T;Y), entonces u € C([0,T],Y).

Demostracién: Ver [18].

2.4. Espacios de Sobolev

Definiciéon 2.4.1

Sea 1 < p < oo. Diremos que f : Q@ — R es localmente integrable en LP(2), y lo
denotaremos por f € L, (), si f es una funcién medible y para cualquier conjunto
compacto K C ) tenemos

[ 1#@rds < .

Definicion 2.4.2

Sean 2 C R™ un conjunto abierto, & = (v, g, . .., ) € N, |a| = ay+ag+. . .+ay,
1<p<ooyuée L} (Q). Diremos que la funcién g € L}, (Q) es la derivada parcial

loc
débil de orden o de u si

/Q u(e) D*p(x)d = (—1)* / g(@)p(x)dz, Yo € C(Q).

Q

Observacion 2.4.3

Si u € C%(Q), entonces u posee derivada parcial débil de orden « y esta coincide
con su derivada parcial clésica de orden «, para todo « satisfaciendo || < k.

Definiciéon 2.4.4

Sea {2 un abierto de R", 1 < p < oo y m € N. El espacio de Sobolev W™?(2) es
un subespacio vectorial de LP(2) formado por la clase de funciones u € LP(2) tales

que, para todo multi-indice « con |a| < m, D% existe (en el sentido débil) y estd en
LP(Q)), es decir, W™P(Q) = {u € LP; D*u € LP(Q),Va, |a| < m}.
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Observacion 2.4.5

Siu € W™P(Q) entonces u posee derivada distribucional de orden « y esta coincide
con su derivada parcial débil de orden «, para todo « satisfaciendo |a| < m.
Para 1 < p < oo en el espacio W™P(Q)) definimos una norma ||.||ym.», dada por

|w|lwms = ( Z | D*u||2,)/? v para p = oo definimos la norma |.||ym.~ , dada por

laj<m

||u||wm.c = méax ||DYu|| .
la|<m

Teorema 2.4.6

Sea 1 < p < oo. El espacio (W™P(Q), ||.|lwm») es un espacio de Banach separable,
reflexivo y uniformemente convexo.
Demostracién: Ver [1].

Observacion 2.4.7

El espacio W™2(Q) provisto con la norma ||.||yymz2 es un espacio de Hilbert que
estard representado por H™(Q2) y en el cual el producto interno es dado por

(u,v)gm = Z (D%, D*v) 2.

laf<m

Definicién 2.4.8

Sean 2 C R™ un abierto y 1 < p < oo. El espacio W""(Q) es el espacio vectorial
W)

formado por la cerradura de C§° () en W™P(Q), es decir, Wy (2) = C5° ()

Observacion 2.4.9

También se puede definir como Wj""(Q) = mwm,p(g)
notaremos esta adherencia por HJ'(Q2) := mH @ _ 0m72 (). Ademds de Ia

definicién de Wy (), se sigue que (W7"*(Q), ||.||lwm.») es un espacio de Banach.

. En el caso p = 2, de-

A continuacién, presentaremos los principales teoremas de desigualdades de Sobolev.

Teorema 2.4.10 (Sobolev, Gagliardo, Niremberg)

1 1 1
Seal<p<nyq€Rtal que — = — + —. Entonces,
q p n

WhP(R™) € LY(R").
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Ademas, existe una constante C' > 0 tal que

HuHLq < CHVUHLP , Yu € Wl’p(Rn).

Demostracién: Ver [20].

Teorema 2.4.11 (Desigualdad de Gagliardo-Niremberg)

Sea ) un dominio acotado con frontera regular, 1 < g < p<oo,r>nypz=r.
Entonces existe una constante C' > 0 tal que

I llre< © Nl ety lulliy ) » Ya € W(Q)

con « satisfaciendo a(: + % — 1) =1 —
a 'n T q
Demostracién: Ver [11].

D=

Teorema 2.4.12

Sea ) un dominio acotado de R™ con frontera de clase C", m > 1y 1 <p < oo.
Entonces tenemos las siguientes inmersiones compactas:

1 1 1
(i) Si - — "™ 0 entonces WmP(Q) — L), Vq € [p,r] donde — = — — m
p n rop T
1
(ii) Si P % = 0 entonces W™P(Q) — L1(Q), Yq € [p, +00).
1
(iil) Si i % < 0 entonces WP (Q) — L>*(Q).
En este caso, W™P(Q) — C*(Q) y k = Hm L }
p

Demostracién: Ver [1].

Una desigualdad muy importante, y que serd utilizada de forma recurrente en este
texto, es la desigualdad de Poincaré.

Lema 2.4.13 (Desigualdad de Poincaré)

Sea () un abierto acotado de R". Entonces existe una constante positiva
¢, = Cp(2,n), tal que

Il llzr@) < 6 | Vau [lzn), Yu € Wy™(2),1 < p < oo,

donde ¢, es la constante de Poincaré.
Demostracién: Ver [5].

Observacion 2.4.14

En particular, la expresién [, Vus/vdz es un producto interno en H¢ (), que induce
la norma ||S/u| 2, equivalente a la norma usual de H}(Q). Al tomar una funcién
de I/VO1 (), se puede considerar siempre que se trata de un representante continuo,
que se anula en la frontera de 2.
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Corolario 2.4.15
Si T es un intervalo no acotado y u € W'P(I), con 1 < p < oo, entonces

lim u(z) = 0.
T—00

Demostracion:Ver [5].

2.5. Semigrupos de Operadores lineales

Definicién 2.5.1 (Semigrupo)

Sea X un espacio de Banach. Un semigrupo sobre X es una familia {S(t)}+>0 de
operadores lineales continuos S(t) : X — X que cumple las siguientes condiciones:
i) S(0) = 1.

i) S(t+s) = S(t)S(s), Vt,s € RT.

Definiciéon 2.5.2 (Semigrupo fuertemente continuo)

Diremos que un semigrupo {S(¢)}i>0 es fuertemente continuo (o de clase Cy), si
limy_,0+]|(S(¢) — Ix||x =0, Vo € X.

Definicién 2.5.3

Diremos que {S(¢) }+>0 es un semigrupo acotado en [0, +-00), si existe M > 1, tal que
1S(t)]|x < M. Si M =1, se dice que {S(t)}+>0 es un semigrupo de contracciones.

Definicién 2.5.4

Sea {S(t)}+>0 un semigrupo sobre un espacio de Banach X. El generador infinitesi-
mal de {S(t)}+>0 es el operador

A:DA) — X
r+— Axr = lim M,
t—0+ t
donde (s
D(A) = {ze X;3 1im 2WE=2 ¢ xy

t—0t

Observacion 2.5.5
De la definicién anterior, podemos reescribir el dominio del operador como

d+
D(A)={zre€ X; Az = ES(t)xh:O € X}.
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Proposicion 2.5.6

Sea {S(t)}+>0 un semigrupo de clase Cy con generador infinitesimal A.
d
Si z € D(A), entonces S(t)xr € D(A),Vt >0y ES(t)x = AS(t)x = S(t)Ax.

Demostracién: Ver [12].

Definiciéon 2.5.7

Sea {S(t)}+>0 un semigrupo de clase Cy y A su generador infinitesimal.
Pongamos A° = I, A' = A y supongamos que A" ! estd definido, consideremos

D(A™) = {z;0 € D(A) y A" 'z € D(A)}.
Vamos a definir A" como:

Aty = A(A" 'z),Vx € D(A™) , con n € N.

Proposicion 2.5.8

Sea {S(t)}+>0 un semigrupo de clase Cy y A su generador infinitesimal.
i)D(A™) es un subespacio de X y A™ es un operador lineal de X.
ii) Si z € D(A™), entonces S(t)x € D(A™),Vt >0y

%S(t)x = A"S(t)x = S(t)A"x,Yn € N.

iii) (N D(A™) es denso en X.

Demostracién: Ver [12].

Proposicion 2.5.9

Si A es un generador infinitesimal de un semigrupo {S(t)}¢>0, de clase Cy, entonces
Vo € D(A"), S(t)x € C"*([0,00); D(A%)), k =0,1,2,...,n.
Demostracién: Ver [12] y [13].

Definicién 2.5.10 (Resolvente)

Sea X un espacio de Banach y A : D(A) C X — X un operador lineal. El conjunto
resolvente de A, es denotado por p(A) y consiste en el conjunto formado por todos
A € C para los cuales el operador (A] — A)~! existe y es acotado, esto es,
p(A)={AeC: (N —-A) e LX)}

El espectro de A es el conjunto o(A) = C\ p(A).

Los elementos de p(A) se llaman valores regulares de A y los elementos de o(A) se
llaman valores espectrales de A.
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Lema 2.5.11

Sea X un espacio de Banach y S : X — X un operador lineal continuo con inversa

1
continua. Si B € L£(X) tal que ||B]| < 5]

entonces S + B es un operador lineal inversible, con inversa continua.
Demostracion: Afirmamos que S 4+ B es biyectivo.
En efecto, sea v € X y denotemos por G al operador

G(z)=S"'(v) - S'B(x)
Observamos que GG es una contraccioén, pues

|G(z) — G(y)||x < |-S7'B(z) + S7'B(y)|x
< NS Mol Blleoollz — yllx
< Bllz —yllx

Tomando 8 = [|S7Y|||B|| < 1, luego por el teorema del punto fijo de Banach, se
sigue que existe un tnico z € X tal que G(z) = z, osea, existe un tnico z € X tal que

z=8"1v) - S'B(2) & (S+ B)(z) = v.

Luego tenemos que S + B es un operador biyectivo y por lo tanto inversible.
Ahora, como S + B es continuo, se sigue, por el teorema del Grafico Cerrado, que
(S + B)~! también es un operador continuo.

Lema 2.5.12

Sea, A un operador lineal cerrado en un espacio de Hilbert H tal que 0 € p(A). Si
iR ¢ p(A) entonces existe w € R con ||[A7||7! < |w| < oo tal que

{iB;18] < |w[} € p(A) y sup{||(iBI — A)"[|;]8] < |w|} = oo.

Demostracién: Como 0 € p(A), del lema anterior, tenemos:

il — A= A(iBA™ — 1)
la cual posee inversa continua para |3| < ||A7'||7!
Si sup{||(i8I — A)7!|; 18] < [|[A7|7'} = M < oo, entonces, nuevamente del lema

anterior, tenemos
il — A= (il — A)[I +i(8 — Bo)(ifol — A)~']

con |3y < ||[A7||7!, posee inversa continua para |3 — By| < M~y ||ifI — A)7!|
es una aplicacién continua de 3 en el intervalo (—||A7Y| — M~ ||A7Y| + M~1).
Luego si iR ¢ p(A), entonces existe w € R con ||[A™|| < |w| < oo tal que

{iB;18] < lwl} € p(A) y sup{|| (i8] — A)7H|; 18] < |w]} = oo.

Corolario 2.5.13

Con las hipétesis del Lema 2.5.12, existen (Ax)ren, (Ug)ken ¥ (Fk)ren sucesiones de
R, D(A) y H, respectivamente, tales que

A — w; ||Uk||H =1y F, —0; siendo (l)\k] — A)Uk = Fk,Vk e N.
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Demostracién:

1
Del lema 2.5.12, existe una sucesion (3, )nen con |w| — — < |B,] < |w| ¥
n
16, — A) ey = Tn + 1,
, 1
donde T;, = sup{||(¢iB1 — A) |z 18] < |w| — E} < o0.

Luego existe una subsucesién de (f3,,)nen que converge a |w|, por abuso de notacién
escribimos la subsucesiéon como (5, )nen la cual converge a w.

Asi tenemos que existe una sucesién de ndmeros reales (8,)nen, con g, — w'y
Bl < [l tal que i (68,7 — 4) | cqr) = ox.

Es decir, dado k € N existe ng € N tal que

18I — A) " 2oy > ko> no.

Ahora tenemos,
(i) Existe, (Ag)ren subsucesion de (5,)nen, tal que

1T — A) ey > ke
(ii) Para cada k € N existe Gy, € H, Gy # 0, tal que

[(iA] — A)"'Gillu
|Gl

) L.
de ahi, ||Gy|lx < EH(MkI — A)7'Gy| -

> k,

(Z/\kf — A)_le
(i — A) " Gl
k
X (Al — A) T Gillw’

donde || Fi|| g < E’Vk e N.

Asi existen (Ag)ren, (Ur)ren v (Fk)ren sucesiones de R, D(A) y H respectivamente,
que cumplen lo pedido, siendo (il — A)Uy = Fy, Yk € N.

(iii) Tomamos Uy = ,VE € N.

(iv) Tomamos Fj, =

Teorema 2.5.14 (Hille-Yosida)

Un operador lineal A, no acotado, definido en D(A) C X y con valores en X, es un
generador infinitesimal de un semigrupo de contracciones {S(t) }+>¢ de clase Cy

si, y solamente si,

i) A es un operador cerrado y D(A) = X.

1
i) RY C p(4) v [|(A = 4)7! < 5,94 > 0.

Demostracién: Ver [21].

Otra caracterizacién de los generadores infinitesimales de semigrupos de contrac-
ciones {S(t) }+>0 de clase Cy es dada en el teorema Lummer-Phillips. Para ello,
introduciremos el concepto de operador disipativo.
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Definicién 2.5.15

Sea (H, ||.||s) un espacio de Hilbert. Diremos que el operador lineal
A:D(A) C H— H es disipativo si Re{Az,z)y <0, Vo € D(A).

Teorema 2.5.16

Sea H un espacio de Hilbert y A: D(A) C H — H un operador lineal disipativo.
i) Si Im(Xol — A) = H para algin \g > 0, entonces Im(\ — A) = H, para todo
A>0. L

ii) Si Im(I — A) = H, entonces D(A) = H

Demostracién: Ver [25].

Teorema 2.5.17(Lummer-Phillips)

Sea A un operador lineal con dominio denso D(A) en un espacio de Hilbert H.

i) Si A es disipativo y existe un \g > 0 tal que Im(Ag/ — A) = H,entonces A es
un generador infinitesimal de un semigrupo de contracciones {S(t)};>o de clase Cqy
sobre H.

ii) Si A es un generador infinitesimal de un semigrupo de contracciones {S(t)}:>o de
clase Cy sobre H, entonces Im(A — A) = H para todo A > 0 y A es disipativo.
Demostracién: Ver [21].

Corolario 2.5.18

Sea A un operador lineal disipativo con dominio D(A) denso en el espacio de Hil-
bert H. Si 0 € p(A), entonces A es el generador infinitesimal de un semigrupo de
contracciones {S()}+>o de clase Cy.

Demostracién: Por hipdtesis 0 € p(A), por tanto existe y es acotado el operador
A~ Del Lema 2.5.11, tenemos que Al — A es invertible para 0 < A < ||A~!||7!. Luego
usando el Teorema de Lummer Phillips, se sigue que A es un generador infinitesimal
de un semigrupo de contracciones {S(t)}:+>¢ de clase Cy, sobre H.

Teorema 2.5.19

Si A: D(A) € X — X es un generador infinitesimal de un semigrupo {S(¢)}+>o
de clase Cy sobre X entonces, para cada Uy € D(A) el problema de Cauchy abstracto

Uy = U

tiene una unica solucién U satisfaciendo

{Ut - AU,t>O

U € C([0, 00), D(A)) N CL([0, 00), X).

Demostracién: Ver [31].
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2.6. Estabilidad

A continuacién, presentamos algunos conceptos y resultados de estabilidad.

Definicién 2.6.1

Un semigrupo {S(¢)}+>o es exponencialmente estable si existen constantes a > 0y
M > 1 tales que

1S()]|zx) < Me*, Wt > 0.

El siguiente teorema, debido a J. Priiss [16], caracteriza la estabilidad exponencial
de un semigrupo de contracciones {S(t)}:>o de clase Cy y este resultado se usard en
el trabajo para investigar el decaimiento exponencial.

Teorema 2.6.2 (Priiss)
Sea {S(t) }+>0 un semigrupo de contracciones de clase Cy definida en un espacio de

Hilbert H y A su generador infinitesimal. Entonces {S(t)};>¢ es exponencialmente
estable si, y solamente si,

iR = {i; 8 € R} C p(A)

3C > 0 tal que [|[(iN — A) 7| zan < C L, VA ER.
Demostracién:Ver [16] y [21].

Observacion 2.6.3

Sio(t) = 0y [|[S(t)z||n < é(t)||z]|m, Vo € D(A), entonces S(t) es exponencialmente
estable.

Para semigrupos que no decaen exponencialmente, podemos analizar el decaimiento

del tipo polinomial.

Definicién 2.6.4

Un semigrupo {S(t)}+>0 sobre un espacio de Hilbert H, es polinomialmente estable
si existen constantes C' > 0y v > 0 tales que

C
1S(t)z]|m < t—,YHIBHD(A),VZE € D(A).
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Nosotros probaremos el decaimiento polinomial usando la técnica de desigualdades
diferenciales, para ello usaremos resultados que mencionaremos a continuacion.

Teorema 2.6.5 (Priiss-Decaimiento Polinomial)

Sea A generador infinitesimal de un semigrupo {S(¢) };>¢ de clase Cy uniformemente
acotado, donde iR C p(A) y a real positivo.

Ce
Si ||(iA — A)7LA™|| < C, VA € R entonces Ve > 0,3C, > 0, ||S(t) A~ < -
Reciprocamente,
C
Si||S(t)A~]| < — entonces Ve > 0,3C. >0, |[(M — A)"L A€ < C,VReX > 0.

Demostracién:Ver [21].

El préximo teorema de A.Borichev and Y.Tomilov [4], caracteriza la estabilidad
polinomial de semigrupos {S(t)}+>o de clase Cj acotados sobre espacios de Hilbert.

Teorema 2.6.6

Sea {S(t)}+>0 un semigrupo de clase Cj con generador infinitesimal A, acotado so-
bre un espacio de Hilbert H tal que iR C p(A). Entonces, para o > 0 fijado, las
siguientes condiciones son equivalentes:

1) (A — A)~ g = O(IAJ*). A = oo

I [|SOA™ g =0V, t = o

Demostracién: Ver [4].

Definiciéon 2.6.7

Sea X un espacio de Hilbert.

Diremos que A € G(X, M,w) si A es un generador infinitesimal de un semigru-
po de operadores lineales {S(t) };>0 acotados de clase Cy, satisfaciendo la condicién
IS@llex) < Me',t > 0.

Proposicion 2.6.8

Supongamos que A € G(X, M,0) y que A es invertible.
Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes, con a > 0:

) |SHA|x < %,t > 0,

. “a ') ,
i) [S(t)A™7||x < t—’V’t > 0, para algin/todo v > 0.
Demostracién: Ver [22] y [27].
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Capitulo 3

Existencia y Unicidad

En este capitulo vamos a reformular el sistema (1.5)-(1.7) como un problema de
Cauchy abstracto, para luego demostrar que admite una tunica soluciéon. Primero
determinaremos la energia asociada al sistema reformulado (1.9)-(1.11), luego la
existencia del semigrupo asociado al sistema (1.9)-(1.11) y, por ultimo, que el ope-
rador definido es un generador infinitesimal de un semigrupo de contracciones de
clase Cy.

3.1. La energia del sistema

Para facilitar nuestro andlisis consideraremos las siguientes condiciones frontera:

90(0775) = @(Lat) = ¢(07t) = ¢(Lat) = nt(ov 8) = 77t(L75) =0,5t=20 (3'1)

La energia asociada al sistema (1.9)-(1.11) con las condiciones de frontera (3.1) y
las hipdtesis sobre el nicleo g,(1.14)-(1.15) es dada por

L o0
B) = 5 | (ilei + plunl + 8n P+ Hles+ 6 + [ gl Paskde 3:2)

En efecto:
Considerando el multiplicador de primer orden, ¢;,1; en (1.9) y (1.10) respectiva-
mente e integrando sobre [0,L], esto es

foL P1Puprdr — fOL k(s 4+ ¢)eprdr =0

Jo prtbuitndz — [ bbrthuda — [ (J g(s)nt, (z, $)ds)ind + [ k(ipe + P)thydz = 0

Luego integrando por partes adecuadamente, tenemos

th fo p1|90t 2d£L’—|—f0 ¢z+¢)80xtd$=0

2 dt fo P2Wt|2d$ + fO bwmthdx + fO fO wt mnmds dx + fO 903: + sz)wtdx =0

Sumando estas dos expresiones precedentes y de las condiciones de frontera (3.1),
se tiene
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1d

2dt fo p2|¢t|2d'x+

fo Pl da + fo b’¢x|2dx + fo (2 + V) purdr

2 dt 2 dt

+k foL(pr + Qp)@btdx + foL(fooo 9(3) (nt + HS)wnxds)dx =0

Luego

dt2 fo 1] el + palte]? + Bvoa|? + K|, + ] d

L gl namads + [ g(s)nangds)dz = 0

Asi obtenemos
d 1

3 [ ol + o B+ Hla 0P+ [ g(s)naPdshds
0 0

J/

L =FE(t)
== fO (fooo 9(5)nsxn;ﬂd8)dx

Asi deﬁnlmos la energia asociada al sistema
E(t) fo [1lnl” + paltnl® + 0lal” + klpw + 01 + J57 g(s)In,[*ds]da

Ademas,

< B() = /0 K /0 " gl nuanads)de = /0 L( /0 T g(s)ndds)dr. (33)

3.2. Existencia del Semigrupo

Para demostrar la existencia de soluciones, usaremos la teoria de semigrupos. Para
tal se redefine el modelo inicial como un sistema de primer orden en el tiempo.

Sea U := (¢, ¢¢, 1,9, '), donde la tilde es usada para definir el operador transpues-
to, asi que, el sistema (1.9)-(1.11) es equivalente al problema de Cauchy abstracto,

(o 25

donde UO = (SOOa ¥1, 1/)07 77ZJ17 770)/
y A es el operador diferencial asociado al sistema (1.9)-(1.11) dado por

0o I 0 0 0
£a; 0 0, 0 0
A= 0 0 0 I 0 (3.4)
~k0, 0 (L2—E1) 0 L [ g(s)32(,s)ds
0 0 0 I —0,

Se introduce a partir de la energia, el espacio de fase, denotado por

H := Hy(0,L) x L*(0,L) x Hy(0,L) x L*(0, L) x L2(R*, Hy) (3.5)
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donde L2(R*, HY) = {f : R* — HE; [F([™ g |f1,( )|2ds)d9s < oo}

con producto interno < ¢, v >pa g+ g1y fo fo (s) Vy(s)dsdx
Por otro lado, definimos el producto 1nterno en H

< U,V >p=< (u', v u? vt nh), (v!, 03 0% vt n?) >

—p1<u v? >12 4po < ut vt > +b<ux, V2 > 4k <ul +ud vl ol >
+ < nt! ,n >L3(R+7H3)
De aqui se define la norma como
U7 = I(u', w?, e, ut )l
= pulla® (|22 + pallutl7e + Bllu 2 + Kllug + |32 + 0l 72 s gy (36)

Observamos que con esta norma el espacio H es un espacio de Hilbert.

Para definir completamente el operador A, necesitamos definir su dominio. Formal-
mente, el dominio de un operador es definido como un conjunto sobre el cual el

operador esté bien definido (espacio de fase) esto es,
D(A)={U € H; AU € H}

Luego tenemos

k vt k
AU = i Py
k b k
— iy + 9—2@/15,;1; — p—2¢ + = p2 fo s)nt.(x,s)ds
Yy —
( Y € H&
Como AU € H, tenemos wt 6 H}
( 9030 + ¢xa: - fO nzax x, S)dS) S L?
\ <¢t 775) € L2

Luego el operador A: D(A) C H - H tiene el siguiente dominio

D(A) ={U = (u",v* v’ u',n) e H :u' € H2(0 L)N H(0,L),u* € H}(0, L),
ud € H}(0,L),u* € HL(0, L), (bum + fo (s)nt (z,s)ds) € L?*(0, L),

Ns € L?](RJF’ H(%)v 77(0) = 0}

Lema 3.2.1

” 0

Supongamos que ”g” satisface (1.14)-(1.15). Entonces para todo w € L2(R*, Hy),

ws € L2(RY, Hy), w(0) =0, tenemos lim,_, g(s)||wz(s)[|7. = 0.
Demostracion:

Hacemos F(s) = g(s)|lws(s)||72

Se demuestra que F € L'(0,00) y F' € L'(0,0), luego F' € W?(0, 00), usand
corolario 2.4.15 obtenemos Hm, o g(s)|lws(s)||32 = 0.
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A continuacion, demostraremos que el operador A es el generador infinitesimal de un
semigrupo de contracciones. Para ello emplearemos el corolario 2.5.18, que establece
que todo operador lineal disipativo con dominio denso es el generador infinitesimal
de un semigrupo de contracciones {S(t) }:+>¢ de clase Cy, si el 0 pertenece al resolvente
del operador A.

Teorema 3.2.2
El operador A dado en (3.4) es el generador infinitesimal de un semigrupo de con-
tracciones {S(t) }+>0 de clase Cy.

Demostracion:

La linealidad del operador A es inmediata. Resta verificar que A es disipativo, que
0 € p(A) y que D(A) es denso en H.

Afirmacion 1: El operador A es disipativo, es decir, Re < AU, U >5< 0.

En efecto, sea U = (i, oy, 1,1, n") € D(A), tenemos

Lok k
< AU’ U >H=p1 (p_gpm:c + _¢x)@tdx
0

Lok b N
0 P2 ,0 P2 P2 Jo

w0 [ (L v b / it s + v
/ / — N )Nedsdx
- /0 Kraipuda + & / brprd — /0 S ptde b /0 Cstida
—k /0 iz + /0 K /0 () aatds) iz + § /0 (W)t
+ k’/OL(SDt)x%df + k/OL(%)a;l/}CW + k?/OL Yypdr

L 00
k / b + / 9(5)(n1)aneds)dz

Aplicando integracién por partes y condicién frontera, resulta que

< AU, U >y —/ / ) (1 xnxdsd:p—/ / $)Nz (1) pdsdx
/ / )(Ns)enzdsdz (3.7)

Por otro lado, usando Lema 3.2.1 y 7,(x,0) = 0, tenemos
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| omatnds = im [ gsn. )

r—>00 O
Tod
=1 — 5 z
lim [g(s)n o /On 72 9(s)na]

_ / " s)ds / " g(5)nams)eds

Luego obtenemos

| somatnds == [ i

Reemplazando (3.8) en (3.7) obtenemos

< AU, U >p= = / / s)|n.|*dsdx

Tomando la parte real y las hipdtesis sobre g, tenemos:

Re < AU,U > = / / 5)|n.|*dsdw

< ——k1/ / s)|ne|*dsdz

Afirmacion 2: El operador A es invertible

Queremos probar que dado F' = (f1, f2, f3, f4, f5) € H, existe un tinico

U= (u',v® u u*,n) € D(A) tal que AU = F.

(3.8)

En efecto, para F = (f1, f2, f3, f4, f°) € H en la ecuacién AU = F en términos de

sus componentes, tenemos:

2=l e H
kul, + kud = pf? € L?
W= e ]
b [ oo = Kk +%) = pof € 12
ut =, = fPe L}
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De (3.9) y (3.11) obtenemos un tinico u? € Hy(0, L) y u* € H}(0, L) respectivamen-
te.
Reemplazando (3.11) en (3.13), tenemos

Ns = f3 - f5
y como n(z,0) = 0, resulta

n(z,s) = sf - / Py (3.14)

Afirmamos que, 7, € LZ(R*, Hy), pues

/OL(/OOOQ(SNnmsI?ds)dx < /OL(/OOOQ(S)V? — Pds)da

< [ o0 i

<4/ / (P + 1£5)dsda

< Abo|| f21I72 + 4”f5”Lg

Como f* € Hj(0;L) y f° € LZ(R*, Hy), resulta que fo (Js~ 9(8)|nus|*ds)da es con-
vergente y por ende 1, € L2 (R+ H}).

A continuacién demostraremos que 1 € L2(R*, Hj(0, L)).
Usando (1.14), integracién por partes, la desigualdad de Cauchy-Schwarz, la de-
sigualdad de Young y tomando R > 0, tenemos

R ) 1 R 2 R )
| atondiads < 5 [ ato)nads = 5 [ ool s

Luego, haciendo R — oo, tenemos

- 2
[ stonliads <20 [~ ool lhads.C = 5
0 k3

Como 7, € LZ(R*, Hy(0, L)), concluimos que n € L;(R*, Hy(0, L)).

Ahora queremos demostrar la existencia y unicidad de u' € Hj (0, L)
yu® e Hi(0,L).
Reemplazando (3.14) en (3.12), el sistema (3.9)-(3.13), puede ser reescrito como

u® = f! (3.15)

k(u) + u?)y = p1f? (3.16)

27



bud, — k(ul +u®) = pof* + / / (z,7)dr — sf2,)dx (3.17)

Como no hay métodos para resolver puntualmente el sistema anterior, pasamos a
su formulacién débil o formulacién variacional. Multiplicamos (3.16) po w! € H}y
(3.17) por w? € H}, en L*(0, L), tenemos

kaL (uh + u?),wlde = py [} f2_1da:
Z;fOL ud wide — k;fo L uP)wdde = py fo frwdde — fo (Js7 9(s)nueds)wida

Usando integracién por partes (para tener linealidad) en el sistema anterior, tenemos
L o L L L
k/ (ul + u®)(w! + w3)dx + b/ udwddr = — pl/ frwldr — ,02/ flwddxr
0 0 0 0

- K | somasiis @9

Consideramos el espacio Hy = H}(0, L) x H(0, L)

con la norma dada por ||(u!, u?)||? = ||u1|]zé(0,L) + Hu?’”fqg(o,m

es un espacio de Hilbert. Por otra parte, es facil ver que H; con la norma dada por
(s )15 = Kllug +u?[|72 + bl|d]|7:

es un espacio de Hilbert. Se demuestra que las dos normas anteriores son equivalen-
tes.

Definimos la forma sesquilineal
a:H xH —C

dada por la parte izquierda de (3.18)

L L
a((ut,u?), (W' w?)) = k/ (ul + u®)(w! + widz + b/ udwddr
0 0

y cumple lo siguiente
i) a(.,.) es coerciva:

a((u',u?), (u', u?)) =kllug + u®|[72 + b7

=[|(u’, )1,
ii) a(.,.) es continua:

la((u, u?), (W', )| <l zzlledllze + kllug +u? 2l + w22
<Culkllug +@|I72 + bllud | 72] 2 Bllwil7e + kllws + w?l[7]"2
<Cill(u!, )|l (@', )|, -

Enseguida, se define el funcional

TIH1—>(C
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dada por la parte derecha de (3.18)

L L i~ L
T(p', ¢*) = —P1/ frotdr — ,02/ fro2da —/ g(s)(/ nto2dx)ds
0 0 0 0

y cumple lo siguiente.
i) T es lineal, se sigue directamente de la linealidad del producto interno.

ii) T es continua:
Sea w = (¢!, ¢%),

T < prll fllzzllet 2 + poll £ 210?22 +/0 9(s)(Imzllzllezllz2)ds

< Cull@' 2 + Cull® |2 + Hs@il!m(/ g(S)dS)”Q(/ g(s)|n N1 72ds)"?
0 0

< Cille' (122 + Culle® N2 + Vbolnll 2l e
< Gyllpallez + Coll P32 + Coll @l
< Cs(lle Nl + 119* | a1)

Luego

T(W)* < Callle a + 0% m2)?
< 4C4(lle" 7 + lo*l17)
< G5l (e, @),

Asi, [T(w)| < Cll(e", )|,
Luego por el Teorema 2.1.17 , existe un tnico par (u',u?) € Hy(

0,L) x HA(0, L) tal
que a((u',u?), (o', 9?) = T(p*, ), V(p', ¢?) € H}(0,L) x H}(0,L

).

De (3.10), tenemos

k(ul +u®), = p1f? € L*(0, L)

Como u2 € L*(0,L) ( pues u®> € HY(0,L)), en la expresién anterior, resulta que,
ul € L*(0,L), es decir u' € H?*(0, L).

Por otro lado como f* en L?(0,L), u® € H}(0,L) < L*(0,L) y ul € L?(0,L), en
(3.12), tenemos
ot [ glohikads = paf + blud ) € L2(0,1)
0

es decir,

(l;u?’ + /000 g(s)n'ds).. € L*(0,L).

29



Por lo tanto, se obtiene un tnico U = (u!, u?, u3, u*,n) € D(A)tal que AU = F, es
decir el operador A tiene inversa.

Afirmacién 3: El operador A~ : H — D(A) es acotado.

Dado F = (fY, f2,f3, f4 f%) € H, existe U = (u!,u?,u? u,n) € D(A) tal que
AU = F.

Luego tenemos

u® = f! (3.19)

k(ug +u)y = prf? (3.20)

ut = f? (3.21)

—kul 4+ bud, — ku® + /000 9(8)Needs = paf? (3.22)
ut —ng = f° (3.23)

Multiplicando (3.20) por u!, (3.22) por u3 en L2(0, L), integrando por partes cada
una de las dos ecuaciones resultantes y sumando miembro a miembro se concluye
que

L L L [e%e)
bt e+ B e == [ Pude = pa [ flide = [ gom,ddsis
0 0 0 0

En la expresion anterior, usando la desigualdad triangular y la desigualdad de Hol-
der, se tiene

L o0
Kllub + a2 + Blled |22 < CLIU el Fll + | / / 9(s)n,aB|dsdz
0 0

De (3.19) y (3.21) se deduce que
pulle?lze + pollut(l7: < Col| Pl

donde Cy = maz{p1, p2}.
Utilizando (1.14) y la desigualdad de Cauchy Schwarz se tiene

SlnlZzy < IFNallU]a

Usando las desigualdades de Holder y triangular se obtiene

L L
-1 / Pilde — pa / FBde| < CollF|lulUlla
0 0

De las desigualdades de Holder y Young, obtenemos
\fOL 157 g(s)nuddsda| < gHuinq + C4||n||32, para alguna constante positiva Cj.
g

Luego existe una constante positiva Cj, tal que

1
SO < GIENG + Gl FlullUlln
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Aplicando la desigualdad de Young en la tultima parte, se sigue que existe una
constante positiva C' tal que:

IAT Flla = Ulla < ClIFla

Asi de las afirmaciones 2 y 3, obtenemos que 0 € p(A).

Afirmacién 4: El espacio D(A) es denso en H.

Sabemos que Aol — A = A(MA™! — I), pues es la composicién de los operadores
A:DA) - Hy (MA™ —1): D(A) —» D(A),donde \gI — A : D(A) — H.
Como A~! es acotado, por el lema 2.5.11, tomando B = \gA~ 'y S = —I, para
|Ao| < 1/]]A7Y|, tenemos que (A\gA~' —I) es invertible, por lo tanto Aol — A es tam-
bién invertible, por ser una composicién de operadores invertibles. Luego Ao/ — A
es sobreyectivo, para Ao > 0, en particular para Ay = 1. Como A es disipativo y H
es de Hilbert se sigue del teorema 2.5.16 parte ii) que D(A) es denso en H.

Luego de las afirmaciones demostradas, se sigue del Corolario 2.5.18 que A es el
generador infinitesimal de un semigrupo de contracciones {S(t)}:>o de clase Cy.

Teorema 3.2.3 (Existencia y unicidad)

Sea g el nicleo que satisface las ecuaciones (1.14)-(1.15) y Uy € D(A). Entonces
existe una tnica solucién U = (¢, ¢r, ¥, 1, n) del sistema (1.9)-(1.11) con condiciones
frontera (3.1) satisfaciendo U € C(R™; D(A)) N CY(R™; H).

Mas atin, si Uy € D(A") entonces U € C" *(R*; D(A¥)), k=0,1,...,n.
Demostracién: El sistema (1.9)-(1.11) es equivalente al P.V.I.

U =AU
{U(O) — U, (3.24)
Como Uy € D(A) y A es el generador infinitesimal de un semigrupo de contracciones
{S(t)}+>0 de clase Cy, entonces por el teorema 2.5.19, se concluye que existe una
tnica solucién U(t) = S(t)U, del problema de valor inicial (3.24), satisfaciendo
UeC(RT,DA)NCYRT; H).

Finalmente, si Uy € D(A™), por la proposicién 2.5.9, obtenemos U € C"*(R*, D(AF)),
k=0,1,...,n.
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Capitulo 4

Estabilidad Exponencial

Primero, consideraremos el sistema (1.9)-(1.11) con condiciones frontera (3.1) y las
hipétesis sobre el nicleo g, (1.14)-(1.15) se cumplan.
Demostraremos que la energia

o0

1 [t N
E(t)=§/0 [pl\sot!2+p2\wt!2+b\wx!2+k\%+wl2+/0 g(s)|ntPds]dz (4.1)

decae exponencialmente a cero a medida que el tiempo crece indefinidamente, siem-
pre que la condicién (1.16) se cumpla. Para ello, usaremos los resultados de Priiss
[16] que indica que un semigrupo {S(¢)};>¢ es exponencialmente estable si, y solo
si, las siguientes condiciones se verifican:

2)

iR C p(A) (conjunto resolvente) (4.2)

b)
3C > 0,VU € D(A),YA € R : [|(iA] — A) M| zan < C (4.3)

Para ello, usaremos la ecuacién resolvente.
Dado U = (ut,u?,u?,ut,n) € D(A) y F = (f1, f2, f3, f4, f°) € H, observe que la
ecuacién resolvente (iA\l — A)U = F', es dada por:

iu' —u® = f! (4.4)
iApru® — k(ul +u?), = p1f? (4.5)
iu® —ut = f3 (4.6)
paut =B, = [ gl (. 5)ds 4 K(uk + ) = paf? (47
0
iAn+ s —ut = f° (4.8)
donde -

by := / g(s)ds, b:=b—1by >0 (4.9)

0

A continuacién, probaremos la condicién (4.2) y para probar la condicién (4.3)
usaremos una serie de lemas.
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Lema 4.1

Sea A definido por (3.4) y las hipétesis (1.14) y (1.15) sobre el nicleo g se verifican.
Entonces el conjunto iR = {iX : A € R} esta contenido en p(A).

Demostraciéon:

Supongamos que iR C p(A) no es verdadero. Entonces del corolario 2.5.13 existen

w € R, una sucesién (ﬁn)neN € R con B, = w, |Bn] < |w|, una sucesién de funcio-

nes U, = (ul,u?,u3,ul u3) € D(A) con ||U,||lg = 1 y una sucesién de funciones

n’ n’ no n’ n

F, = (fL 12 12, 14 f5) € H tal que F,, — 0 siendo (i8,I — A)U,, = F},, para todo
n € N.
Para este lema, en las ecuaciones (4.4)-(4.8), tomamos U,, = U, F,, = F' y hacemos

A= 0.

Afirmacién 1: u) — 0 en LZ(R*, Hj(0, L)).

De la expresién anterior, tenemos ((i8,I — A)U,, Up)y = (F, Un)m, ¥n € N.
En la expresion anterior,tomando la parte real y las hipotesis sobre g tenemos

/ / s)|ul |*dsdx < ——/ / s)|ub |Pdsdx = Re(F,, U,)u

(F,,U,)|, ¥n € N

Como F,, — 0en H y (U,)nen es acotada, resulta que (F,,, U,) — 0, cuando n — oc.
Luego, tenemos lim fOL I5" 9(s)|ub, [Pdsda = 0, es decir |Jud |2 — 0
n—oo g
Asi obtenemos
u, — 0 en L2(R"; Hy(0, L)) (4.10)

Afirmacién 2: u} — 0 en H}(0,L)
En (4.8), derivamos la expresién con respecto a z, luego multiplicando por
fOL I 9(s)upydsdz y usando las desigualdades de Holder y Young, obtenemos

i, 2 < Clled s + CIE2IE
Como F,, — 0y de (4.10), por la equivalencia de normas, obtenemos:
ut — 0en Hj(0,L) — L*(0,L) (4.11)

Afirmacién 3: v}, — 0 en L*(0, L).
Haciendo n — oo y usando (4.11) en (4.6), obtenemos

ul — 0en Hy(0,L) (4.12)

Asi por la equlvalen(:la de normas, u3, — 0 en L?(0, L).
Afirmacién 4: ul, +u3 — 0 en LQ(O, L)

En (4.7) multiplicamos por (u}_ + u3) en L?(0, L) y realizando integracién por par-
tes tenemos
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L L L
k/ lul, +ul|Pdr = —zﬂnp2/ up (ul, + ud)dz — b/ ud, (ul, + ud)dx
0 0 0

0o L L
[ 0te) [ adeds 4 pa [ A e
0 0 0

(G, + / g(s)d dsyal, )2 = L
0 =0

(4.13)
Luego, sustituyendo (ul, +u3), dado en (4.5), en (4.13), tenemos

L L T L
_ b
/f/ [y, + up P de = —iﬁnm/ U (U + 03 )d + %/ (01 f? = iBnpru)da
0 0 0

1 o) L L
s [0 [ adeds +py [ £ T e
0 0 0

~ o0 = I
ot [ gopuids)t
0

(.

(4.14)

Ahora vamos a estimar cada término del lado derecho de (4.14).
Usando las desigualdades de Cauchy-Schwarz y Poincare, observando que |3,| < |w],
tenemos

L
|—i5m02/ U (U + 03) | < Clw|[tng || 2| tng + 105 2 (4.15)
0

b [* :
|E/ Una(P1IE — iBpprud)dz] < Cllupy |2 (lwlllugllze + (/7] 22) (4.16)
0

(o) L
|E/0 9(8)/0 Ung(p1f2 = iBuprud)duds| < Cllug |z (| 71|z + wllluplr2) (4.17)

oo [ ] < Ol + o (4.18)

donde C' es una constante positiva.
En lo que sigue analizaremos el término M, para ello tomamos ¢ € C'*([0, L]) tal que

¢(0) = —q(L) = 1. Luego, multiplicando la ecuacién (4.7) por q(z)(bus, + 1.7 g(s)ud,ds)
e integrando por partes en L?(0, L), tenemos

Db+ [ oo T =5 [ @k [ gsudete
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Usando las desigualdades de Young y Cauchy-Schwarz en cada término, la ecuacién
anterior puede ser reescrita como

q(z) = r=1L
—[ b, +/ g(s)upds”] _ o SClunllzz + luna Iz + lupllZz + [1£21172)
0

+ Oty + p |l 2 (gl 22 + (|47l z2)
(4.19)

De las convergencias (4.10),(4.11)y (4.12), observando que F,, — 0 en H, cuando
n — oo y tomando en cuenta las estimaciones (4.15)-(4.19), podemos concluir que

L
|—i6np2/ ul (ul, +ud)dz| — 0 (4.20)
0
B - 3 2 ; 2
0 T iBuprud)da| — 0 4.21
[ = el - (1.21)
o) L
%/ g(s)/ > (p1f? —iBupru?)dzds| — 0 (4.22)
0
/ fAul, + ud)dz| — 0 (4.23)
G+ [ atshtardd 1 (424)

cuando n — oo y porque w # 0.
Por lo tanto, de (4.14), kaL\u}m +u|2dr — 0, cuando n — oo,
de lo cual se deduce que

(ul, +u2) —0en L*0,L) (4.25)

Afirmacién 5: u2 — 0 en L*(0, L)
De (4.5) y de las convergencias halladas, obtenemos

u? — 0en L*(0,L) (4.26)

Ya que, ||U,||lg = 1,Vn € N, tenemos una contradiccién y la prueba del lema se
completa.

Lema 4.2

Supongamos que las condiciones (1.14) y (1.15) se cumplen. Entonces para cada
F 6 H existe una constante positiva C' tal que

Jo J57 9(9)ne2dsdx < C||U || Pl

Demostracién: o
Multiplicando (4.5) por u? e integrando en L?(0, L), tenemos
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iAp1 fOL wrulde — k‘fo )ouldr = fo o1 frulde

Luego integrando por partes, tenemos o
iNpy [y | Pde + k [ (ul +u®)u2de = py fi) fPuPde

Ahora, usando (4.4): u*> = idlu! — f!, en la ecuacién anterior tenemos
L L o L L o
iAp1 |u2|2dx—i)\k;/ (ul+u)uldr = pl/ f2u2dm—|—k/ (ul+u?) fldr (4.27)
0 0 0 0

Multiplicando (4.7) por u* en L?*(0, L), tenemos

L L L oo L
i)\pg/ u4mda:—b/ uiz@dm‘—/ (/ g(s)nmds)mdﬂc—i—k/ (ul 4 v )utdz
0 0 o Jo 0
L —
:p2/ f4u4da:
0

Luego, obtenemos

L
iAp2 / |u4|2d:p+/ / nmu‘*dsdx B/ ududdr / ul + u)utdr
0
=T =T

[ i

Sustituyendo u* dado por (4.8), (4.6) en I, y I respectivamente, obtenemos

L L L
i)\pQ/ |u4\2dzv—i)\b/ lu?|?dw — z)\/ / ) |0z stdx—z)\k/ (ul 4 v uddx
0

L
/ / $)NaTlesdsdr =ps f4u4d:v—|—b/ u f3d:)3+k:/ (ul + u®) f3dax

/ / §)n, fodsdx (4.28)

Sumando (4.27) con (4.28) y tomando la parte real, tenemos

L L
/ / $) N Mesdsdx pl/ fQ@dx%—k/ (u;%—u?’)f_%d:p%—pg/ fhudde
0
/ ud f3dx + k/ (ul +u®) f3dx +/ / (8)n. fodsda

(4.29)

Usando (3.7) y (1.14) obtenemos
s [P <=5 [ d@mPs =~ [ gGmmds = [ gtsmads
2 Jo 2 Jo 2 Jo 0

Luego reemplazando la expresién anterior en (4.29), obtenemos

—k:l/ / BN dsdx<p1/ f u2d90+k/L(u +u )(f1+f3)dx+p2/ frutde

b / 53 dx + / / ) fodsdx (4.30)



Ahora vamos a estimar cada término del lado derecho de la expresién anterior.
Usando la desigualdad de Holder, tenemos

p1fy fPuRde < C U ul|F |y

k fi (ul +u®)(F+ e < CuU | allFln
p2 fy [rutde < Col|U|| x| Fll

b Jy wifide < Cy|[Uul| Flln

T g(syme fodsde < Cr|U ||l Flla

Sustituyendo las expresiones anteriores en (4.30), para una constante C' > 0, obte-
nemos

Jo J57 9(9)n.Pdsdx < C|\U || Flla-

Lema 4.3

Supongamos que las condiciones (1.14) y (1.15) sobre el nicleo g se verifican. En-
tonces existe una constante positiva C' tal que

1/2 1/2
/Ww%m<cmmmme4mwvnﬂV<wmp+w¢+ﬁma

Demostracién:
Multiplicando (4.7) por [~ g(s)fids en L*(0, L), tenemos

iAps / / s)qutdsdz — b / / s)ud, dsdx — / L( /0 N 9(5)ads)( /0 N g(s)7ds)dz
+/<;/ / n(ul + u?) dsdx—pg/ / )7 fdsdz

Aplicando integracion por partes y condicion frontera para 7 en la expresion ante-
rior, obtenemos

z)\pg/ / s)qutdsdx —i—b/ / )T, dsdx—l—/ ]/ $)n.ds|*dx
—Ts
L o0
—i—k:/ / g(s)(ul +u®) ndsdx—pQ/ / s)nf*dsdx
o Jo
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Sustituyendo 1 dado por (4.8) en I3, en la expresion anterior, obtenemos

/ / S)Tsu dsdx+b/ / S) Tt 3dsdx+/ |/ s)n.ds|*dx
-Hf/ / g(s)(uy + u*)ndsdx pg/ / s)nf dsdx—l—pg/ / (s)|u**dsdz
o Jo
/ / s) foutdsdx

Despejando el penultimo término del lado derecho de la expresion anterior y tenien-
do en cuenta que by = fo s)ds, obtenemos

L
szo/ |ut|?dr = — / / s)u f5dsdm—|—p2/ / s)msutdsde
0
/ / S )Mzt 3dsdm—|—k/ / (ul +u?)ndsdx
/ |/ (5)n.ds|*dx —pg/ / s)iftdsdx (4.31)

Ahora vamos a estimar cada uno de los términos del lado derecho de (4.31).
Aplicando las desigualdades de Holder y Poincare, obtenemos

=, / / W Fodsdr] < C Ul Flla (4.32)

Usando la desigualdad de Holder y Lema 4.2, obtenemos

[ smastar < 1" g6 s
< [T wearre °O< 25y ds ) /2P
<1 ([ s [ ot ilaspas
<o [ sy

< CilUNul|F |l (4.33)

Empleando la desigualdad de Young, integracién por partes con respecto a s, las
propiedades de g, la desigualdad de Poincare y Lema 4.2, obtenemos

/ / §)iau 4dsdx|<b0p2/ W 2dz + Co|U | Pl (4.34)

Por otro lado, del Lema 4.2, de las desigualdades de Holder y Poincare, obtenemos

L oo
o[ [ gt + umdsds| < Culul + o (101l Fl) - (435)
0 0
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Empleando la desigualdad de Holder y Lema 4.2, obtenemos
'b/ / syzudsde] < CHIU | Fllg [l (4.36)
Nuevamente usando las desigualdades de Holder y Poincare, obtenemos

—ps / / (s)if dsdz| < Co|Ulll| Flla (4.37)

Sustituyendo (4.32)-(4.37) en (4.31), para una constante C' > 0 obtenemos

P2/ [u*Pdx < ClUIal|F i + OO IF 157 (e e+l + ] 2)

Lema 4.4

Supongamos que se verifican las hipdtesis del Lema 4.2. Entonces para cada e; > 0,
existe C¢, > 0 tal que

/ W2 2de < C Ul Flli + Co |UNRINF I ud + 6] 2 + evpr|Ju?] 22

Demostracién:

Para estimar u?, introducimos el multiplicador w dado por la solucién del problema
de Dirichlet: —w,, = u3, w(0) = w(L) =0
Luego w se puede escrlblr como

w(z) = — [§ v’ (y)dy + & fo y)dy = G(u’) ().
Es claro que (G es una ap_hcamon lineal.
Multiplicando (4.7) por u? en L?(0, L) y usando integracién por partes obtenemos

i>\p2/ u3dx+b/ |u?| dx—l—/ / s)npuddsdx
0

:7[4
L L L
+k;/ ui,u3dx+k:/ |u3|2d:17:p2/ frudde
0 0 0

Sustituyendo iAu3 dado por (4.6) en I, obtenemos

L L L
b/ |u2|2dx+k/ u;ui”dm—i—k/ |u?|?dx

L
/ lu*|2dx — / / nwu?’dsdx—i—pg f u3dx—i—p2/ ut f3dxr  (4.38)
0

Por otro lado, multiplicando (4.5) por @ en L?*(0, L), tenemos

L L L
iAp1 / wwdr — k/ (ul +u?) wdr = py / frwdz
0 0 0
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Usando integracién por partes y condiciones de w, en la expresién anterior, tenemos

L L L L
k/ uliogdr + k:/ uopde = py fPadx — i\p / u’w (4.39)
0 0 0 0

Luego usando integracién por partes y condiciones de w, tenemos
L 3 L
k [ viwpde = —k [} |w,|*dx

De (4.6) y de la linealidad de w(z) = G(u®)(x), tenemos

—i\T = G(f*) + G(uY)

Reemplazando las dos expresiones anteriores en (4.39), obtenemos

L L L L
k/ ultogdr — k/ |w, [2dz = pl/ frwdx + pl/ w[G(f3) + G(ub)|dz (4.40)
0 0 0 0

Usando integracién por partes y condiciones de w, obtenemos
L o1—3,. _ L 173
Jo urwzdr = — [ uiuPde

Reemplazando la expresién anterior en (4.40) y luego en (4.38), obtenemos

/ |u|*dx — k / |w, |2dw — / |u?|*d)

L L
fAudde + pg/ u' f3dr + pl/ WG f3)dx + p1/ fPwdr + pg/ |u*2da
0

L
/ / nxu3dsdx+p1/ G (ut)dx
0

(4.41)

Ahora vamos a estimar cada uno de los términos del lado derecho de la expresion
anterior.
Usando integracién por partes, desigualdad de Holder y como w,, = —u3, tenemos
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L L

/ |wx|2d:v:—/ Wepodx
0 0
L

= —/ wwogdr

0
L
< / |u3||wx|d:€
0

< [l 2 flws 22,

L L
se sigue que / |w, [2de < / [u?|?dx (4.42)
0 0

Aplicando la desigualdad de Young y como |G(u*)(x)|? < 4L||u*||3,, obtenemos

L
o [ Tl < e+ (4.43)
0

Aplicando las desigualdades de Holder y Poincare, obtenemos

L
s / FiBdz] < CIUIul Fll (4.44)
0
L —
s / W Pdz| < U ullFlla (4.45)
0
L —
o1 / G dz) < ClU |l Flla (4.46)
0
L
oy / fadz] < C\UIul Fll (4.47)
0

Usando la desigualdad de Holder, la desigualdad de Young y Lema 4.2, obtenemos
L poo . Z~)
= [ [ stomiatasdel < J1l? + 0Ll Fl (4.49
o Jo
Sustituyendo (4.42)-(4.48) en (4.41) y tomando C; > 0 tenemos

L L e [F i L
b [ s < Gl Pl ) [ Pt B2 [ufaos] [P
0 0 0 0
) (4.49)
Aplicando el Lema 4.3, en (4.49), existe una constante positiva C, tal que

L
b/o uz*dz < CU|UNallFlli + Co Ul Flln

= 1/2 1/2
+ Co U N INFI (el + [lul + ) 2)

L T
b
+—p1€1/ \uQ\z—l——/ u?|2dx
2 Jo 4 Jo

Aplicando la desigualdad de Young, en la expresion anterior para una constante
C¢, > 0, obtenemos

L
b/ [} Pde < Col|U |l Flln + Co lUNIF 5 s + |22 + prea [ 2.
0
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Lema 4.5

Supongamos que se verifican las hipétesis del Lema 4.2, la condicién (1.16), es decir,
P1_ P2

kb
k Jy lubtu? e < Col|U | ull Flla+Re([bud+ [ g(s)nadsfuf)” —

donde ¢, es dado por el Lema 4.4.
Demostracion:
Multiplicando (4.7) por ul + u3 en L%(0, L), tenemos

. Entonces para cada e; > 0, existe C,, > 0 tal que

=1L
_ 0+(€1+€2)||U2||%2,

L )
i/\pg/ ut(ul + ud)dr — ([bu? +/ g(s )mgds]ul)fj + k:/ lul +u?Pdx
0 0

L 00
—l—/ [bu? + / g(s)ngds](ul + u?) dx = pz/ fH(ul + ud)dx
0 0 0

g

=I5

En la expresién anterior reemplazamos (4.5), en I5 y obtenemos

L L o0 —
iAp2 / wtulde + i)\p2 / uruddr —([bud + / g(s)nxds]u_}c)i B é
N 0 0 0 =

=15 =1y
—i)\i)%/ Suldx — Apl/ / nxUQdex——/ / ) f2dsdx
: 718
bgl / ud f2dx + k:/ lul +u?dx = p, / Al + ud)dx (4.50)

De (4.4) tenemos: idul = —(fL +u2) y luego de (4.6) tenemos: u? = i\u® — f3, por
lo tanto, reemplazando en 5 obtenemos

L L L
Is = —z'/\pg/ wPudr — pg/ u* fldz + pg/ fPulde (4.51)
0 0 0

Usando (4.6) en I, obtenemos

L L
—pg/ lu*Pdr — pg/ u* f3dx (4.52)
0 0

Sustituyendo n dado por (4.8) en Ig, obtenemos

,01 nxSUQdeil?— plbo Lty f5u2dsdx
0 0 0 J»‘ 0 0

De (4.6) tenemos: ut = idu3 — f2, como g es decreciente y usando integracién por
partes, podemos reescrlblr IS como
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b L
/ / s)nguldsdx — )\plko/ Su2dy + 20 0/ fRuldx
/ / (5)fPuldsdr  (4.53)

Usando (4.51), (4.52) y (4.53) en (4.50) obtenemos

p p2y [T > v = L
Mb(?l_32>/0 u2dx+k’/ lul + u?de = ([bu® +/ g(s )nzds]ul) B

+ pg/ |utPdx + =~ PL / / s\npuldsdx
4+ 22 /)1 / 3f2d$
/ / (8)n, f2dsdx
o[ T
OL o L
+ p2 / ut f3dx + py / u' fldx
0 0

+<p2—p1—b°>/ fode

/ / (s) fZuRdsdz

2 . .
= —, reemplazando en la ecuaciéon anterior y tomando la parte real,

Puesto que e pb

obtenemos

L 00 . L
b [ bt Pde = Re{(Bul+ [ g(smdsful)t Z (y g [t
0 0 - 0

+ 2 L Rre{ / / sV PPdsda
+p2Re{/ £l + uP)dz}
T poRef / (T o}
+<p2—p1—b°R{/ !

Re{ / / (s)fouldsdzr} (4.54)
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Ahora vamos a estimar cada uno de los términos del lado derecho de (4.54).
Aplicando el Lema 4.3, desigualdad de Young y Lema 4.4 para alguna constante
positiva C¢,, obtenemos

L
~ k €
o [ It < CoULul Pl + St + ¥+ SR (@59
0

Aplicando las hipdtesis sobre g, desigualdad de Young y Lema 4.2 para alguna
constante positiva C.,, obtenemos

/ / s)npuldsdr < L 0/ / 8) |1 ||u2|dsda
<280 (321 [" gto)mlass

< 5 SNl |72 + CallUl | Flla (4.56)

Aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz, obtenemos

b
pp [P < ol Pl < CIUNal il (457
0
o[ [ oo Paste < Pl Pl < NNl Fl - (459
L ——
po [ PG < palld Pl < Wl Pl (459)
0
L —
po [ WAEF < ol 2+ Pl < CW Pl (400
0
b b
(o2 =20 [ 15000 < (g = B ial 2 < CAUNEL (a)

/ / () f2utdsdz < —||U2||L2||f5||L2 < CllUNullFla (4.62)

Sustituyendo (4.55)-(4.62) en (4.54), obtenemos

L 00 _
k/ |ui + ud)?dx < Re([i)ui + / g(s)nxds]u_;)w =L
0 0 z=20

k €
+ §||u316 + |2 + (= +

€ ~ ~
5 f)lluzlliz +(C1 4 Co, + C) U ul | Fll
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Luego, para cada €9, existe una constante positiva C., tal que

L o0 _
2 / b+ Pde < Re(fnd + / g(s)nedsfar)” ~ &
0 0 =0

+ (e +e)lw’lL: + CollUlallFlla

Lema 4.6
Supongamos que se verifica las condiciones del Lema 4.5 y sea ¢ € C1([0, L]) tal que
q(0) = —q(L) = 1. Entonces existen constantes positivas C, C, tal que
i)
q(x) 5 5 = 0@ =L 1/2 1/2y.1 3
—(rlbug + | g(s)nads) o < ClUNal|Ella + CIUN I E g +wllze
0

+eaCpillu’|le + Cyllullcellug + w2

ii)

@)y =L

z=0

5 < CIUNullElla + Cqlllug + wllZ2 + pallu?[lZ2)

Demostracién:

i) Multiplicando (4.7) por g(z)(bud + J5” 9(s)neds) en L*(0, L) tenemos

L ')
iApa / u'q(z)(bu + / 9(s)zds)dzx

-

=1y

-/ “ut, | s @+ [ aomdsiis

J/

-~

:=Io

Tk / o()(ul + ) (bud + / " g(s)ds) da

oo [ o)+ [ otsyms)ds (4.63)

45



De (4.6) tenemos: i\u3 = —ud — f3 y de (4.8) tenemos: i\T; = Tsy — f2 — ul,
reemplazando en I, tenemos

o= [ a9+ [ o) - T2~ s
— b /0 Y /O ¥ @) Pz + po /0 " i) /0 " o) Tmds)da
o [ atwnt [ o) oo [ o[ iy
(b /0 " g(s)ds) /0 C T — o} /0 (@' s
v [ w5 - [ mo sk
o [ e[ o) )
—pgAwauﬁﬁgéwgwﬁwa

L L
=- sz/ q(z)utuide — le;/ u'q(x) fidx
0

/ / W aa)g (s)Tdsdz
/ / utq(z)g(s) Fodsdr (4.64)

Usando integracion por partes, obtenemos

I

|
D
I\

1

Re(/o q(z)ututde) = —5/0 ¢ (x)|u*|*dx (4.65)

De (4.65) en (4.64), tomando la parte real en Iy, obtenemos

pgb L 5 L o
Re(Iy) = —/ ¢ (z)|u'|?dx + RE{—pr/ q(z)u f3dx
0

2
L
o[ [ e maste [ [ ottt Tasao)
o Jo
(4.66)
. Ny z+z

Usando integracién por partes y como Re(z) = en [y, obtenemos

5 00 — L 1 L B oo
Relho) =~ [~ gyt~ fog [ a@ibis [ gomdsas

0 = 0 0

(4.67)
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Sustituyendo (4.66) y (4.67) en (4.63), luego tomando la parte real, obtenemos

i+ [ gt = b= el [ stawid + [ otsmasian)
-2 [t pas

_%/OLq/(x)yBui+/0009(8)77xd8!2d$

+R6{025/LQ( Ju' fide

+py / / 2)u'Tdsdz

+p; / / ) Fodsdz)

—Rd@lqum%+ﬁxmi
+ /Ooog(s)mds)dx} (4.68)

Como ¢q € C'([0, L]), tenemos que ¢(z) y ¢'(x) estén acotados, entonces existe
Cy = C1(q) > 0, luego en (4.68) tenemos

- o0 =7 b
i+ [~ o 2 < e [ utpi - pic [T
0 -

+p201/ / s)[u'Ty|dsdx
+,0201// (s)|u* f3|dsdx
+—/ b +/ (s)11ods*dx
—i—kCl/ ul + ®||bud|dz

+ kC4b // s)|ul + u?| 7| dsda
+ paChb / | fAud|dz

+mq/°/ §)|fTldsdr (4.69)

Ahora vamos a estimar cada uno de los términos del lado derecho de (4.69).
Empleando la desigualdad de Holder, Young y Lema 4.2, tenemos

p2C1 fo 17 9(s)u'mpdsde < Cy fo \u*|Pdz + Co||U || || F ||

KOy [ |ub + | |bud]da < Collul + || g2 | ud]| 2
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KCub [ [ g(s)|ul + w75 dsda < Col|ul + | 2| U |13 | FI
pobCh [y 1 f2|da < Col|U| || F |

oy [y S5 9(9)ut Rl dsdz < Collu([3s + Col|U | ul|Fln
poCib [y | fufldx < CollUlu| |l

pCr fy Jo% 9() fldsde < CollU ||| Flu

Usando la proposicién 2.2.5 y Lema 4.2, tenemos

L b+ S g(sImadsl2de < Co|U | Flls +4CoE2 f P

Reemplazando las expresiones anteriores en (4.69), se sigue que existe una
constante Cs3 = C3(q) > 0, tal que obtenemos

Q($)~3 * 0w =1L L 412
—Cptb+ | glsinedsy, g < CollUallFll +Cs | fu'fde
0
HM@+wwmw%ﬂW
+ O[] 2 ||l + P 2

L
+ 03/ |u |*da
0

Por lo tanto, usando los Lemas 4.3 y 4.4, y la desigualdad de Young en la
expresion anterior, para cada €¢; > 0, existe C' > 0y C, > 0, obtenemos

q() > Oo 1/2 1/2
%77W£+4 g yds)T 5 < AUl Fll + CIUTIEN ek +
+eaCp ez + Cylludlzelluy + |
ii) Multiplicamos (4.5) por ¢(x)ul, en L*(0, L), tenemos

L L L
iApr / u’q(z)ulde —k / g(@)ul(uy +u’)yde = py / g(x)ul fPdx
0 0 0

~~

=111
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De (4.4) tenemos: idul = — fI —u2, luego lo reemplazamos en I;, ademds in-
tegrando por partes y tomando la parte real en la expresién anterior, tenemos

(()

MR ) = lee{/ u’q(x) fldr} + kRe{/ uluddr}
L k L
-8 [ @t - 5 [ d@lpa
2 2/,
+ lee{/ (2)ul f2da}

Como ¢ € C([0, L]), entonces en la expresién anterior, existe una constante
C1 = Ci(q) > 0 tal que, tenemos

(()

L
1j2y* §C’1/ |l | d:z:—l—C’/|u |d:1:—|—C’1p1/ |u?|*dx
0
Cy / |u? f|dx + C, / | fPul|dx (4.70)
0 0

Ahora vamos a estimar cada uno de los términos del lado derecho de (4.70).
Empleando la desigualdad de Holder, la desigualdad de Poincare, proposicién
2.2.5 y del Lema 4.4, diremos que existe una constante Cs > 0 tal que, tenemos

%)
/ | d:chC’l/ il < (6Cy + S2)llub + 3
+502\|U||H||F||H+O201||U2||%2

Usando la desigualdad de Holder, la desigualdad triangular y la desigualdad
de Poincare, tenemos

Cy fi || dz < Cs||U||u||F | a
Cy X f2ullde < Cs||U| || Flu

Sustituyendo las expresiones anteriores en (4.70), para alguna constante posi-
tiva C, Cy, obtenemos

(1T =L

5 1wal”) _ g S ClUIalFll + Colllug + w?llzz + prlu?(172).
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Lema 4.7
Con las notaciones anteriores, existe C' > 0, tal que
L
pl/ W?[*de < C|U\ul| Flli + 4k|lug + |72
0

Demostracién: o
Multiplicando la ecuacién (4.5) por u! en L*(0, L) tenemos

iAp1 fOL wulde — k fOL(uglc + u?) utdr = p fOL fPutda

Ahora integrando por partes la expresién anterior, obtenemos

L L L
iApy / u?u! —|—k’/ (ul + u)ulde = pl/ fruldx
0 0 0

=112

En la expresién anterior, reemplazando (4.4) : idul = —f1 — 42, en Iy, obtenemos
p1 fOL w(—fr —u2)dx + k fOL(ui + u?)uldr = py fOL fPutda

Luego, obtenemos

L L o L L
pl/ |u?Pdx = k/ (ul + v uldr — ,01/ u? fldx — p1/ fruldx
0 0 0 0
L - L L
k:/ (ul +u?) (ul + ud — ud)dz — py / w? fldr — py / fPulde
0 0 0

L L L L
= k:/ lul + u?|?do — k:/ (ul + u*)udde — py / u? fldx — p / fPulda
0 0 0 0

Tomando la parte real en la expresién anterior, usando las desigualdades de Holder,
Young y Poincare, por iltimo usando el Lema 4.4 para ¢; suficientemente pequeno,
tenemos

L L L
,01/ 2P dz gk:/ |u;+u3|2dx+k/ Pl + o |da
0 0 0
L L
o [l et oy [ 17 ds
0 0
L k L
gk/ |ui+u3|2dx+§/ [u?|? + |ul + u®)?]dx
0 0
+PlHU2HL2|\f1HL2+P1Hf2HL2HU1HL2

3k [F k
< / juy + P+ Sl |72 + Cuopr w2 £
0

+ prCu| £ 2 | e
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3k
<
=2
+[1£%22) + o1 Ol f2 e (lug + u?llze + [[u?]22)

k
e + w22 + 5Cu ez + Crpullw a2 (1 fz + Flle2

3k k
<5l + @il + S Callelzz + Crp Ul Fllm
+ Crpl[u?llzz || 22 + 1 CollU | E Nl + prColl £ ez [ 22

<k + 0+ Colludl + Ol Nl Fl

<2+ - ColU Pl + CeIOILNE N+
+ Ll + G| Ul | P

<ONU Nl + 22k + 3 + &k -3 + 22?3

<CNU NPl + 2Kl + w132 + 22 32

Por lo tanto, existe un C' > 0 tal que

L
m/ [w*Pde < CIU gl Flli + 4K]ug + w7
0

A continuacién con la ayuda de estos lemas, vamos a demostrar el resultado principal
de esta seccidn.

Teorema 4.8

Supongamos que las hipdtesis (1.14) y (1.15), sobre el niicleo g se verifica, que los
datos iniciales satisfacen @o,%o € Hy(0,L), no € LI (R*, Hy), ¢1,¢1 € L*(0,L) y
la condicién (1.16) se verifica. Entonces la energia E(t) decae exponencialmente a
cero, cuando el tiempo tiende a infinito, esto es, existen constantes positivas C'y «
independientes de los datos iniciales, tal que E(t) < CE(0)e™ "Vt > 0.

Demostracion:

Para demostrar el resultado se usara el teorema 2.6.2, que caracteriza el decaimiento
exponencial de semigrupos de contracciones. Para esto probaremos que se verifican
las condiciones (4.2) y (4.3).

La condicién (4.2) ya fue demostrado en el Lema 4.1.

A continuacién probaremos la condicién (4.3).

Sea U = (u',u?,u®,ut,n) € DA) y F = (fY f2 f3, f4 f°) € H satisfaciendo
(4.4)-(4.9).

Luego del Lema 4.2, existe una constante C’ > 0 tal que

Inllzz < C'NU el Flla (4.71)

En el Lema 4.3, usando la desigualdad de Young, para e > 0, existe Cy := C}(e2) > 0
tal que
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b €
pallutllZz < CLllUNul| Flle + 5\|Uilliz + fk‘HUi + 44’72 (4.72)

También en el Lema 4.4, usando la desigualdad de Young, se sigue que para ¢; > 0,
existe Cy := Cy(€1, €2) > 0 tal que, tenemos

- €
blullze < CollUNullFll + expulfu 72 + 5 Klluy + |72 (4.73)
Luego, sumando (4.72) con (4.73), obtenemos
b ,
palletlfze + Slllze < CsllUNull Flla + eokllug +u?llze + eprllullfe (4.74)

Por otra parte, usando el Lema 4.4 y la desigualdad de Young, en el Lema 4.6, para
cada N >0y 0 > 0, obtenemos

- q(x) - o x=1L k
S it [ gty Z < CRlUnlFlle Sk s
0
(4.75)

( )

—3(L2 b ) < Csll Ul a1 F ]l + —Hu +u’l[7s +0Cp|lu*l: (4.76)

»Mw

donde 0 < 0C,; <

Sumando (4.75) con (4.76) y como ¢(0) = —¢(L) = 1, tenemos

%nz”mi(m + [ oenmis? + o)+ [ gl 0)dsf]

k
[luz (D) + 1wz ()] < CollUNullFllm + Fllwe + w72 + Toallw?72 - (4.77)

l\DlQ'z

donde T'=T(Cy, Cy, Cs).
Usando la desigualdad de Young, tenemos que dado o > 0 existe un C := C3(c) > 0
tal que, tenemos

Re(2172) < |21
S U|21’2 + 03’2’2‘2
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) N
Tomando o = 3> 0,Cs = 5 en la desigualdad anterior y usando (4.77), tenemos

Relfud+ [ glomdsfal)? ~ 0 < o)+ [ o(on(ydsllL)

+%@m»+%ma®mmmm@mﬂ

N - > 0
< S+ [ g Ddst + Glul(L)P
0
N ; > 5
+ 5 I0)+ [ g odst + 5lut(0)?
0
k
<CrllUlull Flla + S lluz + w72 + Torlle’ |72
(4.78)
Reemplazando (4.78) en el Lema 4.5, tenemos
b 3|2 koo 302 €L+ é 22
k| g+l de < (Cr + Co)UNal| Flla + 3 llug + w72 + (T + )prlu”|lz
0
Asi obtenemos
k
Sz +wliade < Co Ul Flli +7pallv?[172 (4.79)
donde 7 := 7(€1,€9,0),0 <7 < 1
Finalmente del Lema 4.7, tenemos
2rp1[w’|| 72 < 2rCol| Ul Fllm + 87k|uy + w72 (4.80)

Sumando (4.79) con (4.80), tenemos

k
§||Ui + |32 4 271 |WP]| 3 <CAUNal| Flla + 7pulle®||72 + 20Cal| U || Fl a
+ 87k||ul +u3||%2
Asi obtenemos

1
(5 = 87)kllug + w52 + 7ol < Cs | U l| Fllm (4.81)

Sumando (4.71) con (4.74) y con (4.81), para €1, €3 suficientemente pequefio, tenemos

b 1
||n||ig + pollut||7. + éllu?;lliz + (5 — 87)klluy + u?||72 + Tpr||[WP]7: <CU ||l Flla

+ erpr [|[u?]|72
+ C3|| Ul ul| F[ 1
+ Cs|| Uzl F|

+ eok|jul + u?||3s

Luego, existe un C' > 0, tal que

b 1
|!n!|ig+szu4HiQ+§HUi\|i2+(§—87—62)k!|uglc+u3||iz+(7—61)mHu2|!2 S CNUullF |l
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1
Tomando 3~ 8T — e >0y 7—¢ >0, para €1, €3 v 0 bien pequenos, tenemos

1UN% < ClUNallF YU € D(A)

De donde ||U||g < C||F|lu

Es decir, ||(iA] — A)7||g < C, donde C es una constante positiva.

Asf hemos probado la condicién (4.3) y por el Teorema 2.6.2 (Pruss), se tiene el
teorema 4.8.
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Capitulo 5

Decaimiento Polinomial

En este capitulo estudiaremos el comportamiento asintotico de las soluciones del
sistema (1.9)-(1.11) con condiciones frontera (3.1), cuando (1.16) no se verifica.
Para ello introducimos la energia de segundo orden

E2<t) = E((pta 77Z)t7 nt)v donde E<t> = E((p’ ¢7 77)
Luego de (3.3) y (1.14) obtenemos que

av0 =3 [ ([ omraw < [ gounrae 6

am=3 [ gemraws - [T gomraa 62

Definimos w como una solucién del problema de Dirichlet

—Wz = Yy, w(0) =w(L) =0

e introducimos el funcional

L
Fi(t) == /0 (P2t + prpywlde.

Para demostrar el decaimiento polinomial, usaremos el método de las desigualdades
diferenciales, el cual consiste en obtener estimativas para diferentes funcionales, las
cuales seran dadas en los siguientes lemas.

Lema 5.1

Para cada €; > 0 existe una constante positiva C,, > 0 tal que

d
Y _——/wdﬁel/ sotdxwel/ wfdxw// )|t Pds)dz
0

(5.3)
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Demostracién: Multiplicando la ecuacién (1.10) por 1 en L*(0, L), tenemos

o / bupd — / (b - / $)ds gt — /0 N /0 " gl pds)pd
+k/0 (0o + ¥)0dz =0

Luego usando integracion por partes y b = b—bg, en la ecuacién anterior, obtenemos

d [r B L ot L oo t B L

G | e =on [utie =i [ uae— ([ gmtasiade =k [ e
L

—k 2d 5.4

| v (5.4)

Multiplicando la ecuacién (1.9) por w en L*(0, L), tenemos

p1 fOL puwdr — k fOL(gom + ) wdr =0

Luego usando la condicién de w e integracién por partes, en la ecuacion anterior,
tenemos

d

L L L L
— prowde = —k/ odr + k:/ widz + pl/ prwrdx (5.5)
dt Jo 0 0 0

Ademas usando integracion por partes, obtenemos

L L
—k/ gomwdx:k/ oY.dx
0 0
De la expresién anterior y las ecuaciones (5.4) y (5.5), tenemos
d L L L
—Fi(t / ¢tdx—b/ Vidr —k / ¢2dm+k/ widm—i—pl/ pwdr
dt 0 0 0
L [e'S)
—/g/g@%mmm
o Jo
Usando la desigualdad de Young, tenemos
L 00
[ somiasypte < [ [ atomtasiaa
o Jo
<5 / ARE:
0
L 00
G [ (] o)t sy
o Jo

Por lo tanto,de las dos expresiones anteriores, tenemos

—F1 <p2/ 2 x—b/ Vidr —k /¢2dx+k/ 2dx+p1/0Lg0twtdx
+§/WAM+@/QA 9(s) I [Pds)da (5.6)
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Ahora vamos a estimar los términos positivos del lado derecho de la expresién an-
terior.
Aplicando la condicién de w, integracion por partes y la desigualdad de Holder, te-
nemos

L L
k/ widr < k/ Vida (5.7)
0 0

Usando la desigualdad de Poincare, la desigualdad de Young y la condicién de w,
tenemos

L L
pl/ prwpdr < p1/ |o4] jwi |d
0 0

L L
< P1€/ |90t|2dx+,0105/ |wi|*da
0 0
L L
< 61/ || Pda + C’el/ [ |2dx (5.8)
0 0
Sustituyendo (5.7) y (5.8) en (5.6), obtenemos

d —b %
EFl(t) <5 fOL 2dr + € fOL pidr + Cq fOL 2dr + C’fOL(fO g(s)|nt|?ds)dz. O

Denotamos por K a la funcional y lo definimos como

K(t) == [y potu J5~ g(s)n' (, 5)ds) d.

Lema 5.2

Para cada e; > 0 existe una constantes positiva C,, tal que

d —pabo ", oo Yo b "
—K(t) < vide+e+ | Yidr+e [ pidr+C, g(s)|n,| dsdz
dt 2 Jo 0 0 o Jo

Demostracion:
Multiplicando la ecuacién (1.10) por [i° g(s)n'(x, s)ds en L*(0, L), tenemos

;bAmeAmg@m%a@me—aw1AwmﬁwyAQ%wm@¢@wwﬁmﬂm
[ st s [ g asiaz
k[ oot s o+ )i =0

En la ecuacién anterior, usando integracién por partes, luego la derivada de K (t) y
por tltimo de (1.11): n; = ¢y — n,, obtenemos
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%K(t) =b /OL %(/Ooo g(s)nt(z, s)ds)dx + /OL(/OOO g(s)n’(x, s)ds)?dz — pyby /OL Wiz

o0

koo [ oot o [ o[ oot sy

Puesto que

| ot [ st spisiae = [Cultatont @)’ 25 = [T oo syislis

0

= [ [ g

[ st saspar < [T arast [ otolatpasas

< [Tatas [ somirasas

<o [ amtpasas (59)

Usando las desigualdades de Young, Poincare y las hipdtesis sobre g, concluimos
que, para cada €5 > 0, existe C¢, > 0, tal que

d 2 Loy b
—K({t)<——= [ Wide+e | Yidr+e | ¢idr
L 00
+Co [ ([ ot Pasyie. O
o Jo

Para N := N(e1,€2) > 0y Ny > 0, definimos el funcional £(¢) como

£(t) == N(E(t) + Eo(t)) + Fi(t) + NoK (t) (5.10)
Luego
d d d d d
af@ = N(%E(t) + EEz(t)) + %Fl(t) + N2EK(T§)
Lema 5.3

Existe una constante positiva C7, tal que
d —Nky (F [ Nk L oo
GE0 <=5 [ ([ @t - (5= €4 M) [ ([ gt Pds)da
L
_061)/ ¢t2d$
0

L L
+€1/ ¢?dx+2N2€2/ |<p$+1/)|2dx
0 0

L
- (g - 01N2€2)/0 Prde — (

N3 p2bo
2
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Demostracién:
De (5.1), (5.2), (5.3) y Lema 5.2, tenemos

d Nk, [F [ Nk L oo
Cen < -1 / ( / 9(5)nty Pds)r — (C0t — 0= NyCL,) / ( / o(s) it P ds)de
0 0 0 0
7 L L
_ (9 _ Nm)/ 2dx — (Nmbo — Cq)/ Yidx
2 0 2 0

L L
+ 61/ gpfd:x+N262/ p2dx (5.11)
0 0

Por otro lado usando la desigualdad triangular, propiedad de nimeros reales y la
desigualdad de Poincare, resulta que

L L L
/ p2dr < 2/ |g0x+¢\2dx+20p/ Yidx (5.12)
0 0 0

Asi reemplazando (5.12) en (5.11), obtenemos

d Nl{jl L oo Nkl L [e's) .
Se <1 / ( / 9(5)nty s} — (T — 0= NoCl,) / ( / g(s) |l 2ds) dz
b L Nypob, L
_(5_01N262)/0 Yidr — ( 252 0 —061)/0 iz

L L
+ e / ©2dx + 2N2€2/ |z +1p|Pdx. O
0 0

Definimos el funcional Fy(t) como

Fy(t) = pa ¥ n(pn + v)da + 22 fo Yoprd +”1 T gls)t (e, s)ds)pudz

Lema 5.4

Para cualquier e3 > 0, existe una constante C,, > 0 tal que

GE) < (0t [ gotes)d)edt Z gk [ leat vPde s [ e
0 0 0

L L o) L 0
oo [ wtde G [ ([ g Paside 4 C [ ([ oot Pasyds
0 0 0 0 0

Demostracién:
Derivando Fy(t) con respecto a t, tenemos

d
—Iy(t / Yy + )dx +p2/ Ui(p + V) dx + 22 / Ypppda

dt
/ Yipprda + —/ / s)nt,(z, 8)ds)pidx

L2 [ / g(s)n (v, 5)ds)uda (5.13)
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Usando las ecuaciones (1.9), (1.10) y (1.11), en (5.13), tenemos

0N e 00~ / ")) [ g(sIntala s = ki +0)ds

p1b L . rL
_ % i (/OOO g(s)nt (x,s)ds)pdx + /OL(/OOO g(8)nt(x, 8)ds)(¢z + V).dx

Luego, usando integraciéon por partes, tenemos

S0 =+ [ aemianedt = h— [le vl o [ v

b
& — P2 / Yorprdr + —/ / n.ds)pidz (5.14)

De (1.11), tenemos: ¢, = nt, + nk,, como by = fo s)ds y usando integracién por

partes con respecto a ”s”, resulta que

bo/0 Vapiprdr = /OL(/OOOQ(S)%tdS)SOtdx

- /OL(/OOO g(s)[nt, + k) ds)pudx

:/OL(/OOOQ(S)nitdS)%der/OL(/OOOQ(S)nist)%dI

z/oL(/Ooog(S)nitdS)sotdx—/OL(/OOOQ’(S)nidS)SOtdI

L 1 (L 1 L e
| e =i [ atomtaneds— 5 [T d@mtisade 69
0 bo Jo "Jo b 0
Sustituyendo (5.15) en (5.14), tenemos

d ~ o0 . - I L L
TR0 =00+ [ttt aseds Z o=k [ o+ obdatpn [ vt

e =) [ sttt as)gda

B2 [ st (5.16)

Finalmente, usando las hip6tesis sobre g y la desigualdad de Young en (5.16), con-
cluimos

Luego obtenemos

TR0 <0+ [ ooyttt 75 -k / (u + 0dz + o / Vida

dt
L L o0 L (e’
T e / Fde + C., / ( / o(s) | Pds)dz + Coy / ( / g(3) Ity Pds)da
0 0 0 0 0
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Lema 5.5

Sea q € C''([0, L)), satisfaciendo ¢(0) = —q(L) = 2, y sean las funcionales

Ji(t) := p2 fOL Lig() (O, + [37 g(s)nk(z, s)ds)dz,

Jo(t) := p1 [ org(2)p.da.

Entonces existe C; > 0y para cada € > 0 existe una constante positiva Cz > 0 tal que

i)

G <= L)+ [ gl (Lds + (s 0.0)+ [ gl (0,9

0
L L 00
/ Y2z + / pida+ e [ oo [ ([ aolntPasyas
0 0 0

if)
d L
(1) € MR + R0.0]+Cy [ [+ + it
0
Demostraciéon

i) En primer lugar derivando J;(x) con respecto a t, tenemos

S () = /0 pra() o (bss + /0 " g(s)nads) + /0 p2a(@) e (i + /0 " ()t ds)dz

Usando (1.10) en la expresién anterior, tenemos

d

G0 = [ @b+ [ oentads — Kot )i+ [ aortdsis

L o]
+ [ oty + [ goptdsids (5.17)
0 0
Pero, usando integracién por partes, tenemos

/OLQ@)(WM + /0°° 9(8)11k.ds) (b, + /OOO g(s)ntds)dz

= 8w+ [ gttt =

1

~5 | d@v [ gtmasia 5s)
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Usando (1.11) y la integracién por partes con respecto a s en el tltimo término de
(5.17), tenemos

L 5 [es) . B p2 B L . )
| @y, + [ atstdside ==L+ w) [ i

o / g(@)( / g s)ds)de (5.19)

Reemplazando (5.18) y (5.19) en (5.17), tenemos

d

GO == 0000+ [ gl 0 9)ds e+ Bun(Lot) + [ gL )]

-3/ @) b + [ stoptasyas

— 25 4 by) /O " ¢ (x)2dz + ps /0 ) qz) i /O ) g (s)ngds)dx

" / 4(@) (s + ) (s + / " g(s)ntds)da (5.20)

Ahora vamos a estimar los términos del lado derecho, de (5.20).
Usando (a + b)? < 2(a® + b%), ¢ € C*([0, L]) y (5.9), tenemos

1 L _ 00 _ L L o'}
—5 | d@)in+ [ atetaspan < o [Tuzanson [ (] atolntPas
(5.21)

Como ¢ € C'([0, L]), tenemos
P2 7 t / 2 P2 5 t 2
—E(b +bo) [ ¢ (x)idx < ?(b +00)C [ idx (5.22)
0 0

Empleando la desigualdad de Young y usando (1.14), obtenemos

L fo'e) L
p2 /0 q( )y /0 g'(s)n,ds)dx <epsky D /0 Ppda

L oo
+ CgpgkrlDbo/ (/ g(s)|nt[Pds)dr  (5.23)
o Jo

Usando (a + )% < 2(a® + b%), la desigualdad de Young, la desigualdad de Poincare
y (5.9), tenemos

L o0 L L
—k;/ () (pr + ) (Db, + / g(s)ntds)dz §2Dke/ 2dx + 2DkeC/ Yidx
0 0 0 0

L
+ 2DKB*C, / Y2da
0
L (e’
- 2DkbyC / ( / o(s) | Pds)da
0 0
(5.24)
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Finalmente de (5.21), (5.22), (5.23) y (5.24) en (5.20), tenemos nuestra conclusién

G S =00+ [ oL + (0.0 + [ o(e)nt(0.5)d57)

L L L L oo
+C / Vid + €/ 2dx + C’g/ Yidx + Cg/ (/ g(s)|n.|*ds)dx
0 0 0 o Jo

ii) Tenemos

d L L
ak( ) = Pl/ Q<x)90tt§0xdl' + Pl/ Q(SU)SDtSOxtdl’
0 0

Usando (1.9): p1ou = k(p, + 1), e integracion por partes en la expresion anterior,
tenemos

L=k [
X

L L
" x)@ngﬁmd‘r + k/o Q(x)%%dx +p1/0 Q(x)SOtSOztdx
- I L
(a2, 5= [ dwta

(
d L d
gt vk [ e+ 2 [ L
r =

2 Jy x

k
2
k
PR

h / o@)spada + Fla@d)] o = [ d@)etdal
KL 1) + 20, 0)] — / ¢ (2)@3da

/ (%%M——/ (z)p?dx (5.25)

Ahora vamos a estimar cada uno de los términos del lado derecho de (5.25)
Usando ¢ € C'([0, 1]), obtenemos

k g / 2 k g 2
—— [ (v)pdx < =C [ || dz (5.26)
2 0 2 0
po[* P "
-2 [ d@pitr < 2c [ jopas (5.27)
0 0

Como ¢ € CY([0, L]) y 2ab < a® + b%, obtenemos

L kDQ L ) k L )
0 0 0

Luego de (5.26), (5.27) y (5.28) en (5.25), concluimos que existe C; > 0 tal que

d L
G0 < ML +20.0]+ 1 [+ ¢+ 2)de. O
0
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Para § >0y N > 0, definimos

F(t) := Fy(t) + NJi(t) + 6 Ja(1) (5.29)

Lema 5.6

Existen constantes positivas 7, C; y Cs, tal que

d

A’} L L
—F3(t) < — —/ |0z + 1/1\2dx + TCQ/ gotzdx

oo

L 0
v [Tt [ gtstPas [ glst sl
0 0 0

Demostracién:

Derivando la expresién (5.29) con respecto a ¢, tenemos

d d ~d d
—F3(t) = EFz(t) + N@aﬁ(t) + 5£J2(t)

Asi de los Lemas (5.4) y (5.5), en la expresion anterior, tenemos

d ~ o - I L L
GEO) <l + [ gt )t g -k [ et vPdo e [ o
0 - 0 0

dt
L L [e'e) L [e’e)
wpn vt Cy [T gt Pasa + o [ oot Pas)ds
0 0 0 0 0
= W)+ [ gL + 0,00+ [ gl (0.5)ds))
B L ’ B L N L B ’ L [e%s)
—i—NC’l/ wfdx+€N/ goidx—i—NC’g/ ¢§d$+NCg/ (/ g(s)|n.|*ds)dx
0 0 0 0 0
L
~ BK(L )+ 20,0)] + 61 [ g} + 2+ 0da (5.30)
0
Como |p,| < lpr + 0| + Y| ¥ (a+ b)* < 2(a® + b?), tenemos

kloel® < 2k|p, +1|* + 2k|)?

Usando la desigualdad de Poincare en la expresiéon anterior, tenemos

k L k L L
=5 [leeruPis <=3 [jeufdo s [ s (531)
0 0 0

para alguna constante C' > 0.
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Usando la desigualdad de Young y propiedad de niimeros reales, tenemos

(oot [ (e )il ~ § <OHGALD + 20,0)
T NG (L,) + / " ()t (L. 1)ds)?
(b (0.0) + / T () (0.0)ds)?) (5.32)

para N > Cyy

Usando (5.31)y para (EN 4 6Cy) <

5 L k L
(€N+5C’1)/ p2dr < Z/ 2dx
0 0

k L 2 L 2
<5 [ lpetolde+C [ JilPdr (5.33)
0 0

, tenemos

e~

Reemplazando (5.32) y (5.33) en (5.30), para € > 0, €3 > 0, 0 > 0 suficientemente
pequenos y N suficientemente grande y para 0 < 7 < 1, existe C. y Cs > 0 tal que

d L
— F3(t) |<px+w|2d$+702/ ©2dx
0

dt
c, / w2 vt + [ gt + [ o(olatdsiie. O
0 0 0
Finalmente, definimos el funcional

L
Fy(t) = —/0 (P10 + parhp)da (5.34)

Lema 5.7

Existen constantes positivas 7, C. y Cs tal que

27C ko[- L
2Ry <5 [ et vPds =Gy [ s
0 0

L
C, / [V7 + 2]da
o [ stomiPas s [T gt
Demostracion:

Derivando la expresién (5.34), con respecto a t, tenemos

d
%{FB(t) +

d

L
%FKL( ) =— / (P10 + prpepr + patbuth + patbeiy]da (5.35)
0
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Reemplazando (1.9), (1.10), integrando por partes y b = b — by, en (5.35), tenemos

d L L L L
—F4<>:—p1/ so?dx—pz/ wfdx+k/ \soxw!?dwb/ YRdz
dt 0 0 0 0

-/ Ny / " g3 ds)bada (5.36)

Por otro lado usando la desigualdad de Young, tenemos

L [e%) L L 0
tds)dr < 2dx + byC,y t2ds)d 5.37
/O</O g(s)nds)y x<a/0 P+ by /</ gt Pdsyde  (5.37)

Por lo tanto, reemplazando (5.37) en (5.36), para un C' grande, tenemos

d L L L
) < ,01/ wfdx—pz/ ¢Edm+k/ lpe + |*dz
0 0 0

c / W2+ / " g(s)r Pds)dz (5.38)

Usando Lema 5.6, (5.38) y escogiendo 7 suficientemente pequeno, tenemos

27'02 k 27—02

L
CER(0) <5+ / o2+ U da + (Co = 2C) [ g
1 0

2 2 L
+(Cr + TCQC) / Y2z + (C, — 2272 / bidz
P1 0 P1 0

e MC) / ( / " o)l Pds)d

+C/ / s)|nt,|*ds)dx (5.39)

1
Tomando 0 < ¢ <-yC,=C,+ QTCQC e
P1 8 P1

d
E{F:%(t) +

n (5.39), obtenemos

27C. kE [F L
2F4(t)} S - Z/ |90x + ¢|2d$ — 7'02/ (p?dﬂf
1 0 0

L
C, P+ ¢2)d
/0 [V + ]dx
L [e’e) 00
2 t12 t |12
Lé, / [/0 o(s) |t Pds + / o(5) |y [2ds|de

Ahora estamos en condiciones de demostrar la tasa de decaimiento polinomial de la
energia de primer orden.

d
%{Fz&(t) +

Teorema 5.8

Supongamos que no se cumple (1.16), el nicleo ¢ verifica la condicién (1.14) y
que los datos iniciales satisfacen g, ¢ € H* N Hy(0,L), no € L2(RT, H* N Hy) y
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¥1, wl € H&<Oa L)
Entonces la energia de primer orden E(t) decae de forma polinomial para cero, esto
es, existe una constante positiva C' independiente de los datos iniciales tal que

(E(0) + Ex(0).

B(t) < ~

Demostracién:
Definimos el funcional £(t) como

27'02

P1

L) = £(t) + n{By(t) +

Fy(t)} (5.40)

En (5.40), derivando con respecto a la variable ¢, usando el Lema 5.3 y Lema 5.7,
tenemos

d Nky, (", [
GE0 <l =5 [ gt Pds)aa
0 0
LY T
ulr = SN [ glo)itPas)aa
L L ’ ’ L
+@Naca = i) [ lout oo+ (e =) [ e
0
~ b
+ (uCy + Oy = NP2 / Yida

(01N2€2 — g + IMC / ’g[)zdl‘

L 00 L [e%s)
<N / ( / o(3) |y Pds)dz — Ao / ( / o(s) | Pds)de
0 0 0 0
L L L
—/\3/ gofdx—)\4/ wfd:v—)\5/ Vidw
0 0 0

L
—AG/ oo + V|?da (5.41)
0

donde

NE
M=—2—uC, >0

2

Nk ~ 2 A

)\2271_0 NyCe, — nCy >0, N > k—(C+NQC€2+MCT)> N>0
1

)\3:MTC2—€1>0

b ~ 2 -
Ay = NQ%_ CT—O€1 >0, N2>_b(uct+061)a Ny >0

P200
b -
A5 = 3~ Ci1Naey — pCr >0
k
AGI%_2N2€2>O
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9 _
Tomando N > k—(C + NyC,, + pC;), tenemos que A; > 0; para
1

k b
;W’ ZLC’—N}’ con [ > TR encontramos A5 > 0, Ag > 0, por ultimo
2 11V T

como —A|[n||7. < 0 en (5.41), tenemos
g

0 < e < min{

%E(t) < —\E(t) (5.42)

para algin A = min{\y, A3, Ay, A5, g} > 0.

Luego integrando (5.42), de 0 a t, tenemos
t
)\/ E(s)ds < L(0) — L(t),¥t >0 (5.43)
0

Por otro lado, usando la desigualdad de Holder, la desigualdad de Poincare, la de-
sigualdad de Young, existe una constante positiva 3, tal que

L(t) < BIE(t) + Ex(t)], V>0 (5.44)

Luego usando (5.44), la desigualdad triangular y como la energia es decreciente,
tenemos

L£(0) = £(t) < [£(0) = L(?)]
< [L(0)] +[£(?)]
< 2B[E(0) + E2(0)] (5.45)
De (5.45) en (5.43) tenemos
A / " B(s)ds < 28(E(0) + B»(0)) (5.46)
Recordemos que iE (t) <0, luego tenemos
dt -
%[tE(t)] =E(t)+ t%E(t) < E(t),vt>0 (5.47)

Integrando con respecto a la variable ¢, desde 0 a t, en (5.47) y usando (5.46),
obtenemos
20

LE() < /0 ' B(s)ds < S (B(0) + B> (0))

. 20 _
En consecuencia, tomando C' = — > 0 concluimos que

A

©(E0) + Ea(0).

E(t) <

Hemos demostrado que el sistema decae polinomialmente.
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Conclusiones

= En este trabajo se ha demostrado que la disipacion dada por el término historia
es bastante fuerte para la estabilizacién exponencial y polinomial del sistema,
dependiendo de una buena relacién entre las constantes del sistema.

» Usamos la teoria de semigrupos lineales para mostrar que el sistema (1.9)-
(1.11) esta bien puesto y determinamos la estabilidad exponencial del sistema.

= En este trabajo usamos la teoria de semigrupos para probar la existencia y
unicidad de soluciones para un sistema de Timoshenko con historia pasada.
Por otro lado usando propiedades del generador infinitesimal de un semigrupo
asociado al sistema se demuestra que es exponencialmente estable si y solo si
las velocidades de las ondas son iguales. Cuando el sistema no es exponen-
cialmente estable demostramos la estabilidad polinomial por el método de los
multiplicadores que consiste en obtener estimativos para diferentes funcionales,
también se le llama método de la energia.

= La principal contribucién de este trabajo fue establecer una condicién necesaria
y suficiente para garantizar la estabilidad exponencial. En el caso més general,
el decaimiento polinomial es demostrado.
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