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Resumen

LILTANA OLGA JURADO CERRON
MAYO-2012

Asesor : Dr. Renato Benazic Tomé.

Titulo Obtenido: Licenciada en Matematica.

El presente trabajo estudia Sistemas de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias Comple-
jas y se demostrard los siguientes teoremas, Teorema de Linealizacién de Poincaré en
C" que dice que un campo con autovalores no resonantes es localmente equivalente con
su parte lineal y el Teorema de Dulac en C" que dice que un campo con autovalores

resonantes es localmente equivalente a un campo polinomial.

PALABRAS CLAVES: CAMPOS VECTORIALES HOLOMORFOS
LINEALIZACION
POINCARE-DULAC
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Abstract

LILTANA OLGA JURADO CERRON
MAYO-2012

Adviser : Dr. Renato Benazic Tomé.

Obtained title: Graduate in Mathematics.

This work studies Ordinary Differential Equations Systems Complex and prove the
following theorems, Theorem Poincaré Linearization in C" which says that a field with
non-resonant eigenvalues is locally equivalent to its linear part and Theorem Dulac says

will show that a field with eigenvalues resonant is locally equivalent to a polynomial field.

KEYWORDS: HOLOMORPHIC VECTOR FIELDS
LINEALIZATION
POINCARE-DULAC
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Introduccion

La teoria de las Ecuaciones Diferenciales Ordinarias (EDO) se convierte en una disci-
plina Matematica de las mas importantes no sélo en la Matematica sino en otras ramas
del conocimiento, como la Fisica, Quimica, Biologia, Ecologia, Economia e Ingenieria. En
la mayoria de las EDO no es posible obtener una soluciéon explicita, por este motivo se
tuvieron que crear técnicas y una base tedrica adecuada para estudiar la existencia y el
comportamiento de las soluciones de una EDO dada. La teoria de los Sistemas Dindamicos
tiene por finalidad entender el comportamiento cualitativo de las soluciones de una EDO
dada con el objetivo de predecir los resultados. Una técnica bien usada en los Sistemas
Dinamicos es la clasificacion de las Ecuaciones Diferenciales de acuerdo a ciertas propie-
dades que se desean estudiar ( topoldgicas, diferenciales, analiticas, etc). La clasificacion,
en una vecindad de un punto regular de una EDO, esta determinado por el Teorema
del Flujo Tubular y por tal razon la preocupacion mayor es en los puntos singulares de
dicha EDO. El comportamiento de las soluciones en un punto singular es muy rico en el
sentido topoldgico y para su estudio se emplean otras teorias como : Analisis en Varias

Variables Reales y Complejas, Topologia Diferencial, Topologia Algebraica y otros temas.

El problema de Linealizacion de Sistemas de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias
Complejas comenzé a estudiarse a finales del siglo XIX con los trabajos pioneros de
H. Poincaré y Dulac (dimensién n=2) en la decada de los 50 del siglo XX, Siegel hizo
contribuciones importantes al tema,estudiando los casos que Poincaré y Dulac habian
dejado pendientes. En la decada de los 70 del siglo XX se trataron de extender los tra-
bajos de Poincaré, Siegel y Dulac a dimension n cualquiera. Las hipotesis mas generales

fueron obtenidas por Brujino (1971) .
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En el primer capitulo del presente trabajo se introducirda conceptos y resultados de

caracter general que seran utilizados a lo largo de la tesis.

En el segundo capitulo estudiaremos campos en C? cuya parte lineal es no nula, se
probara que para campos cuyos autovalores estan en el Dominio de Poincaré es local-

mente equivalente a su parte lineal o a un campo polinomial.

En el tercer capitulo estudiaremos ecuaciones diferenciales que podemos transformar-
las a formas mas simples sin resolverlas. La reduccién a formas normales es efectuado
por medio de series de potencias. El método actiia sobre series que pueden o no ser con-

vergentes y es 1til en el estudio de las ecuaciones diferenciales ordinarias.

En el cuarto capitulo se probara los teoremas principales de este trabajo sobre cam-
pos holomorfos en el dominio de Poincaré: Teorema 4.1 (Teorema de Linealizacién de
Poincaré en C") que dice que un campo con autovalores no resonantes es localmente
equivalente con su parte lineal y el Teorema 4.2 (Teorema de Dulac en C") que dice que

un campo con autovalores resonantes es localmente equivalente a un campo polinomial.



Capitulo 1

Preliminares

1.1. Espacios normados y espacios de Banach

Definicién 1.1 Sea M un espacio vectorial sobre K. Una norma sobre M es una apli-

cacion x — ||z||, de M en R, verificando:

|z >0 Vo € M

lz|]| =0 si y sélo six =0

[ +yll < [l + llyll, Yo,y € M

llaz|| = |all|z||, Yo € K, Vo e M

En este contexto un espacio normado es llamado (M, || - ||) con norma || - ||.
Por otro lado podemos definir una distancia en M. Concretamente podemos ver facil-

mente que la aplicacion

d:MxM—R

definida por:
d(z,y) = |z =yl
es en virtud de las propiedades de la norma, una distancia en M, llamada distancia

inducida por la norma ||.|| y cumple:

w d(z,y) >0,Ve,y e M
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» d(z,y) =0siysélosiz =1y
" d(l’,y) = d<y7$)7 Vaﬁ,y eM

» d(v,z) <d(v,y) +d(y,2), Vo,y,z € M

Definicién 1.2 El par (M,d) es un espacio métrico si y sélo si M es un conjunto no

vacio y d: M x M — R es una métrica sobre M.

Los conceptos de funcién continua y funciéon Lipschitz entre espacios métricos son
definidos de manera natural. En efecto, sean (My,d;) y (Ma,ds) dos espacios métricos
y consideremos una funcién f : M; — M. Decimos que f es continua en el punto
xo € M siy sélo si si dado un € > 0 existe un § > 0 tal que si dy(z,z9) < 0 entonces
do(f(x), f(xo)) < €. Se dice que f es continua en M si y s6lo si f es continua en x
para todo xg € M;. Decimos que f es lipschitz en M si y sélo si existe una constante
K > 0 tal que da(f(x), f(y)) < Kdi(x,y), para todo z,y € M;. Cuando la constante K

es menor que uno, decimos que f es contraccion .

Una sucesién en el espacio métrico (M, d) es una funcién que a cada nimero natural

n le asocia un elemento x de M llamado n-ésimo término de la sucesién. En simbolos:

x: N — M
N T =Ty
Como de costumbre, el simbolo (z,) € M significa que (z,) es una sucesién en el

espacio métrico M.

Sean (z,) € M y x € M, decimos que x es el limite de la sucesién (x,) cuando n
tiende al infinito, lo que denotamos lim d(z,,z) = 0 si y s6lo si dado un £ > 0 existe un
n—oo

no € N tal que si n > ng entonces d(z,,r) < e.

Una sucesién (x,) € M es llamada convergente si y sélo si tiene limite, es decir

dr € M tal que lim d(z,,x) = 0. En caso contrario, decimos que la sucesién (z,,) es
n—oo
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divergente.

Una sucesion (x,) € M es llamada sucesién de Cauchy si'y sélo si dado € > 0, existe

un ng € N tal que si n, m > ng entonces d(z,, z,,) < €.

Es claro que toda sucesion convergente es de Cauchy, sin embargo el reciproco no
siempre es cierto. Aquellos espacios métricos en los que toda sucesion de Cauchy es con-

vergente, son llamados espacios métricos completos.

El siguiente es uno de los teoremas mas importantes de los espacios metricos comple-
tos que sera de utilidad para prueba del teorema Poincaré-Dulac, una demostracién del

mismo puede encontrarse en [13].

Teorema 1.1 (El Teorema del Punto Fijo para Contracciones) Sea (M,d) un espacio
métrico completo y £ : M — M wuna contraccion. Entonces existe un unico punto

xo € Mtal que:
v F(xg) = o (es decir, o es punto fijo de F).

» lim F"(x) =z, Vo € M (es decir, zo es un atractor de F).
n—oo

Definicién 1.3 Se dice que un espacio normado M es un espacio de Banach si toda

sucesion de Cauchy en M es convergente a un punto de M. En este caso diremos que la

norma de M es completa.

Veamos que la completitud de un espacio de Banach se transfiere a sus espacios

cerrados. Las proposiciones q se pasan a enunciar se puede encontrar la prueba en [§]

Proposicion 1.1 Sea M un espacio de Banach y X un subespacio de M. St X es cerrado

en M, entonces X es un espacio de Banach.

Proposicién 1.2 Sean M, N dos espacios normados y F : M — N un isomorfismo.

M es de Banach si y solo si N es de Banach.
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1.2. Funciones holomorfas de varias variables com-
plejas

Denotaremos por C" al conjunto de todas las n-uplas (n> 1) de ndmeros complejos,

es decir:

C"={z=(21,-y2n); 21, ---, 2n € C}

Los elementos z = (21, ...,2,) € C" son llamados puntos de C" y los nimeros comple-
jos z1, ..., 2, son las coordenadas complejas de z. Donde z; = z; +iy; ; z;,y; € R, asi

z = (21, ..., 2n) se puede expresar como

2= (T1, Y1y, Tny Yn) € R

Sean z = (21, ..., 2,) y w = (wy, ..., w,) puntos de C" y a € C.

Definimos la suma y el producto por un escalar como:

z4+w=(z1 +wy,..., 2n + Wy)
az = (azy,...,az,)

Es inmediato ver que con estas operaciones C" es un C-espacio vectorial de dimensién
compleja n.

Denotaremos a C™ de la topologia producto:

Un polidisco abierto ( respectivamente cerrado) en C" de centro a = (aq, ...,a,); € C" y
poliradio r = (r1,...,7,) € (R™")T, denotado por A(a;r) (respectivamente Ala;r]), es el

conjunto definido por:

Ala;r) ={z = (21,...,2n) € C"; |z; —a;| < 71;,V1 < j <n}

respect. (Ala;r] = {z = (21, ..., 2n) € C";|2; —a;| <71;,V1 < j <n})

Observe que

A(a;r) = Dy (ay1) X ... X D, (a,) y Ala;r] = Dy la1] X ... X D, [a,]
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Donde:
D, (a;) ={z € C;|z —a;| <r;} y Dy a;] = {2z € C;|z —a;] < r;}

Es claro que C™ dotado de la topologia cuya base es generada por los polidiscos abiertos
es un espacio topolégico quivalente a R?" dotado de la topologia cuya base es generada
por las bolas abiertas. Asi todos los resultados conocidos de la topologia de los espacios

euclideanos R?" pueden ser aplicados a C™.

Definicién 1.4 Un Multi-indice de dimension n, es una n-upla de enteros no negativos

a=(ag,....,a,), su NORMA se define como:
lal = a1 + ... + a,

Sea z = (z1,...,2n) € C" y o = (a1, ..., 0,) € C" definimos:

a

2% =272

n

Definicién 1.5 Sea U C C" abierto y f : U — C decimos que [ es Analitica en
a = (a1, as, ...a,) € U si y sdlo si existe polidisco abierto A centrado en a tal que f tiene

una erpansion en serie de potencias.

f(z)= Z Co (21 —a1)™ (22— a2)™ oo (2 — ay)™" (1.1)

a=(a1,02,...,an)=0

la cual es convergente Vz = (z1, 22, ...2,) € A

Notacion:

AU)={f:U—C, f es analitica en U}
Sea U C C" abiertoy f : U — C como C" puede ser identificado con R?" via
z = (Zh EEEE) Zn) = (xla Y1y ooy Ty yn)

tenemos que f (2) = u(z) + v (z) = (u(z),v(2)).
Las funciones :

u,v:UCR™ 5 R
son llamadas Parte Real y Parte Imaginaria de f

La prueba de la siguiente proposicién se puede encontrar en [3].
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Proposicién 1.3 Sea U C C™ abierto y f : U — C tal que f(2) = u(z) + v (2), f es

continua en U si y sdlo siu,v € C (U, R).

Definicién 1.6 Sea U C C" abierto y f = (u,v) € C*(U)(en el sentido real) para

j=1,....n defintmos los operadores a%j Y % como:
of 1(8u 5’U> i(av au)
— = — 4+ — )4+ — - —
O0z; 2 \0x; Oy 2 \0x; Oy;

of 1 (0u 0Ov +z’ 8v+8u
82 N 2 8l’j 8yj 2 al’j 8yj
Observacién 1.1 Si U C C abierto y f = (u,v) € C* (U) del andlisis en una variable
compleja sabemos que [ es holomorfa si y solo si u y v satisfacen las condiciones de
Ju — Qv g Ju — _ v o T,

Cauchy-Riemann en U es decir: 3% = oy Yoy = " om

Usando los operadores 2 y 2 tenemos: Sea U C C abierto y f = (u,v) € C* (U), f es

g Of
holomorfa en U si y sélo si 5z = 0.

z ’ - . /
Mds aun en caso afirmativo se tiene que f = %.

Definicién 1.7 Sea U C C" abierto y f : U — C. Decimos que f es Holomorfa en U si
y sdlo si f € C(U) y%zOVlgjgn.

El siguiente teorema nos permite expresar toda funcion holomorfa como la expansion

de una serie analitica. La prueba se puede encontrar en [3].

Teorema 1.2 Sea U C C" abierto y f : U — C. Las siguientes afirmaciones son equi-

valentes :
1. feO ()
2. f es holomorfa en U

La siguiente proposicién y corolario su prueba se puede encontrar en [3].

Proposicién 1.4 (Regla de la Cadena): SeanUC C", V C C™ abiertos ' = (f1, ..., fm) :
U — V tales que fi,..., frn € C1(U) y g € C* (V). Entonces goF € C*(U) y para cada

7 =1,..,n se cumple:
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d(goF) zm: { 99 0fx . 9 0716}

82] Owy, 0z; 8@k 0z;
g O90F _ 99 Ofk L 99 dg 9f,
-0z Owy, sz owy 0z; |

Corolario 1.1 Sean U C C*, V C C™ abiertos F = (f1,..., fm) : U — V tales que
fises fm € O(U) y g € O (V) entonces goF (U).

Dado U C C™ abierto, una funcién F : U — C™. Como F' (z) € C™ entonces existen

m funciones fi, ..., f,, : U — C llamadas funciones coordenadas de F' tal que F (z) =

(fl (Z) PR fm (Z)) :

Definicién 1.8 Con las notaciones anteriores, decimos que:

= (f1, ..y fn) : U — C™ es una Funcion Holomorfa si y sdlo si f1, ..., fm € O (U).

Notacion:

O(U,C™")={F:U—C™, F es holomorfa en U}
Proposicién 1.5 Sea U C C*, V C C™ abiertos F € O(U,V) y G € O(V) entonces
GoF € O (U).

Observacion 1.2 Podemos generalizar el resultado anterior. Sea U C C*, V C C™

abiertos, F' € O (U,V), G € O (V,CP) entonces Go F € O (U,CP) .

Definicién 1.9 Sea U C C" abierto y F' = (f1,..., fn) € O (U,C™). La Matriz Jacobiana

de F en a € U, se define como:

agl(a) 3)@”1(11)

8(f17"'7fm) 5 -

JF _ _ . . .
(a) 0 (21, 2Zn) af'( | : Bf.( |
o Tam

gf? en U entonces
Zj

En la definicién anterior como f; € O (U) para i = 1,...,m existen

existe la matriz jacobiana de F en a € U (JF (a)).

Definicién 1.10 Si m < n decimos que a € U es un Punto Reqular de F si y solo si
ran (JF (a)) = m es decir el numero de vectores filas (o vectores columnas) son lineal-

mente independientes de la matriz JF (a) es m.
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Notaciones:

1. C" =C"™ x C™;m < n. En este caso un punto z = (z1, .., 2,) € C" serd escrito

como: z = (2/,2") donde 2’ = (21, .., Zn—m) , 2" = (Zn-m+1, - 2n)

2. Escribiremos:

JF(a) = |JF (a),JF" (a)] e Cmxn

donde:

, O(frs s fm)
JE (a) = (21, s Zn-m)

v O (fry e fn)
JF <a)_8(zn—m+17"72”>

(a) € C™m

El siguiente teorema nos servira para la demostracion del Teorema de la Funcion Inversa.

Una demostracién se puede encontrar en [3].

Teorema 1.3 (Teorema de la Funcion Implicita) Sea U C C™ abierto conezo.
F=(fi,.,fm) € OUC™) ,m<n .S acU esun punto reqular de F tal que:
rang (JF” (a)) = m entonces existe un polidisco A (a,r) = A (a',7") x A (a”, ")y CUy
3G € O (A (a', r') ,A (a”, r”))tal que:

/ "

1. G(a):a

2. F7Y(F(a))NAf(a,r) = Graf (G)

Definicién 1.11 Sean U,V C C" abiertos y F': U — V. Decimos que F' es un Biholo-

morfismo entre U y V si y sélo si se cumplen:
1. F es una biyeccion entre U y V
2. FeO(UYV)

3. F71 € O(V,D)
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A\

a a(afl?,.!) Cn—m

Denotamos por Bihol (U, V) al conjunto de todos los biholomorfismo F entre U y V.

Definicién 1.12 Sea U C C" abierto y F : U — C" una funcion. Decimos que F' es un
Biholomorfismo Local si y solo st Vz € U, 3,V, CU y W, C C" abiertos con z € V,
y F (z) € W, tales que F € Bihol (V,,W,).

Un resultado importante es el siguiente Teorema del Mapeo Inverso, proporciona las
condiciones suficientes para que un mapeo holomorfo sea biholomorfo en una vecindad

de un punto. A continuacién el enunciado y su prueba.

Teorema 1.4 (Teorema de la Funcion Inversa) Sea U C C" abierto y F € O (U,C") y
a€U. Si JF (a) € GL(C") entonces existen abiertos V, C U,W, CC" cona €V, ,
b= F(a) € W, talque F € Bihol (V,, W,).

Prueba:
Se define:
H:C'xU— C", H=(¢,2")=F(¢")—2". Haciendo H = (hy, ..., h,) y F = (f1, ., fn)

F(a)

,ﬁ:m
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luego:
H(z1y s 2n) = F(znt1, ooy 220) = (21, ooy 20) = (J1(Znatys s 2o0) =21, ooy fr(Znt1y oo 22n)—2n)

luego hj(z1, ..., 2n) = fj(Zn41s o, 220) — 2 (1 < j < ).

Se sigue que H es holomorfa en C" x U ya que cada coordenada de H es holomorfa

y H(b,a) = F(a) —b=0.

Por otro lado :

Oh, af;
= <k<
azn+k (217 ) 2271) 8Zn+k (Zh 72271) \V/1 ~ k SN
a(hlv"ahn) a(fla"afn)
ba) = — JF(a) € GL(C™
8(zn+1, ceny Zgn) ( a) a(an, ceey Zgn) (CL) (CL) ( )
O(hi, ... )

= rang| (b,a)] =n

3(Zn+1, ceey Z2n)

y por el teorema del mapeo implicito 3 A(b,d) x A(a,r) C C" x U polidisco abierto y
3G : A(b,0) — A(a,r) mapeo holomorfo tal que

G)=a y H0)(A®,6) x Ala,r)] = Graf(G),

es decir: 2/ = F(2") <= 2" = G(') en A(b,6) x A(a,r).
Por lo tanto : G = (F /A(a,r))™". =

1.3. Campos vectoriales holomorfos y sistemas de
ecuaciones diferenciales
Definicién 1.13 Sea U C C” abierto. Un Campo Vectorial Holomorfo es una funcion
Z:U0—C"
sizelU, Z(z)=(Z1(2),22(2),..., Zn (2)) tal que :

1. Zy,Z, ..., Zy € O (U)
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2. Siz € U entonces Z (z) € C" es un vector cuyo punto de aplicacion es z.

Notacion:
X(U)={Z:UCC"—C",Z es un campo vectorial holomorfo en U}

Definicién 1.14 Sea U C C" abierto y Z € X (U). Un punto zy € U es llamado
Punto Singular de Z si y solo si Z (z9) = 0, caso contrario zy es llamado punto regular

de 7.

Notacion:

Sing (Z) ={z0 € U,zy es punto singular de Z}

Definicién 1.15 Sea U C C" abierto, Z € X (U) , zy € U y su expansion en serie de

potencias Z es

Z(z) = Z Cla (2 — 20)", Z Coa (2 — 20)" ;.o Z Cna (2 — 20)”

la|>0 o] >0 o] >0

Sea k > 0, El Jet de Orden k o k-JET de Z = en zy se define como:

k

JE(Z) = Z C1a (2 — 20)", Z Coa (2 — 20)" oo, Z Cna (2 — 20)”

|a|=0 =0 laf=0

Observacién 1.3

1. Si J;?O (Z) = (017(0707._70), ey Cn,(O,O,..,O)) luego 2 € Smg (Z) siy sélo si JSO (Z) =0

2. z € Sing (Z) entonces J (Z) = Z' (%) (2 — 2), donde J. (Z) es llamado Parte Lineal
de Z.

Definicién 1.16 Sea U C C" abierto, Z € X (U).

1. La EDO asociada al campo holomorfo Z es dada por:

7 =7(z) (1.2)



UNMSM. FCM 14

2. Una solucion de la EDO (1.2) es una funcion holomorfa ¢ : D — U, donde

D C C es un disco abierto, tal que

Observaciéon 1.4 1. 2/ = j—;,T eC

2. 7 =(Z1,..,%,) € X(U) y z=(z1,..., 2n) entonces (1.2) es equivalente a:

21 = Zy(z1, ey 20)
Zé = ZQ (Zla---7zn)
2t = Zn (21, 2n)

3. @ = (¢1,...,on) es solucion de (1.2) entonces:

o1 = Zi(p1(2),02(2), .., 0n(n))
0y = Zo(p1(2),02(2), .00 (n))
Cn = Zn(p1(2),02(2), .., 0n(n))

Definicién 1.17 Sea U C C" abierto, Z € X (U), 2o € U, Ty € C

1. El P.V.I asociado a Z, zy y Ty es dado por:

2 = Z(2)
Z(T()) = 20

(1.3)

2. Una solucion de (1.3) es una funcion holomorfa ¢,, : D — U donde D C C

donde D C C es un polidisco abierto tal que:
L] To S D
- ¢, (T) = Z(p(T)) VT € D

= 0., (To) = 20



UNMSM. FCM 15

1.4. Ecuaciones no lineales con parte lineal no nula

Sea U C C™ abierto, Z € X (U) y 29 € U entonces podemos definir su flujo local

vz Ds[0] x A [zo,rl} — Az, 7]

(T, 21) — ¢z (T, 21) = ., (T)

Definicion 1.18 Sean U, U,y C (O abierto, Z1€X ([Ul) ,dy € X (Ug) ,p1 € Uy, py € Uy

y consideremos los flujos locales asociados

o1 Ds[0] x A [pl,r/] s Alpy, 7]

o Ds[0] x A [pg,rl] — Alpo, 7]

Decimos que Zy es localmente topoldgicamente (respect. analiticamente) conjugado a Z,
alrededor de py y p2, lo que denotamos Zy =iy, Zo (Zy Rana Za2) si y solo si existen
vecindades abiertas Vi C A (pl,r/) Vo CA (pg, r’) de p1 y po y 3h : Vi — V5 homeo-
morfismo (respect. biholomorfismo) llamado Conjugacién Topoldgica (respect. Analitica)

local tal que :
h(p1 (T, 2)) = 2 (T, h(2)) V(T 2) € D5 (0) x V3

La siguiente proposiciéon proporciona un criterio bastante 1til para determinar si dos

campos son conjugados, sin necesidad de usar los flujos.

PI'OpOSiCiéIl 1.6 Sean Ul,UQ,Vl,Vg Q Cn,ZI € X(Ul),ZQ € X(Ug),pl € Vl g

Uy, pp € Vo C Uy y h: Vi — Vs bitholomorfismo son equivalentes:
1. h es una conjugacion analitica local entre Z1 y Zo alrededor de py y po
2. W (2)Z1(2) =Zy(h(2) ¥V z€V,

Prueba:

1) = 2) Por hipétesis :

h(p1(T,2)) =2 (T,h(z)) Y(T,z) € Ds(0) x Vy
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W (o (1,2) 22 (1, 2) = 22 (0 n () (T, 2) € Dy (0) x ¥,
T=0
W (00 (0.2) 222 (0,2) = 22 (1 (2)) vz eV,

h (2) Z1 (91 (0,2)) = Za (92 (0,1 (2))) Vz €V,

W (2) Zy (2) = Zy (h(2) VzeV,
2) = 1) Dado z € V; definimos :

U:D;(0) — Vo 3 W(T)=h(pi(T,2))

U:D;(0) — Vo 3 W(T)=h(pi(T,2))

U (0)=h(p1(0,2)) =h(2) luego ¥ es solucion del PVI

w = Zy (w)
w (0) = h(z)

cuya solucién viene dada por ¢y (T, h(z)) ¥V T € Ds(0).

Por unicidad : h (¢ (T,2)) =V (T) = o (T,h(2)) VT € Ds(0)

1.5. Series de potencias formales y convergentes

En la siguiente seccién se definirda una serie formal de potencias, sus operaciones y
proposiciones que utilizaremos més adelante en la demostracién del Teorema Poincaré-

Dulac en CZ2.
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Definicién 1.19 Una serie formal de variables X1, Xs, ..., X,, con coeficientes en C, es

una expresion de la forma :

A= aaXPIX2 X0

>0

Donde a, € C,V «a = (a,q,...,a,) € N El conjunto de de tales series formales

serd denotado por C|[[X1, Xo, ..., X,]].

Observacién 1.5 Si denotamos C[X1, Xs, ..., X,,] al conjunto de todos los polinomios

con coeficientes complejos y variables X1 , Xs ... , X, entonces:
Cl[Xy, Xo, ..., X,)) € C[[ X1, Xay ..., X3
Sean A, B € C[[X1, Xo, ..., Xi,]],

A— Z aaXillXQOQ'-'XTC;n B = Z baXlo‘lX§‘2,..Xgn

la[>0 la[>0

Definimos la suma y el producto como:

A+ B =" (an+ba) X{1 X5 X"

lor|>0

AB= ) anbp X TPXgets Xt
e +18]20

Proposiciéon 1.7 Se cumple:
1. (AB)C = A(BC), VA, B,C € Cl[X1, Xa, ..., X,]]
2. A(B+C)=AB+AC y (A+B)C =AC+BC, VA B,C € C[[Xy, Xy, ..., X}}]]
3. a(AB) = (a@A)B=A(aB), VA, B,C € C[[Xy,Xy,....X,]] VaeC
4. AB=BA, VA B,C e C[[Xy,Xs,..., X,]]

5.3 EeCl[[X1, X, ..., X,]] talgue AE =FA=A, VAecC[[Xy,Xo,...,X,]]
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Prueba:

3) Sean A=Y a;X{"..X;" B=> bX{". . X]"yaecC.

11120 17[>0

a(AB)=a | Y a X XD b XX =a |l > ab, X

110 17120 |1]+1J[20

= Z aaby X = Z (vay) bJXI+J Z aay X]1 XI" Z b X‘]l...X;{"
T|+]J]|>0 \T|+]J]>0 11]>0 |7]>0

= (aA) B.

=Y wX{ XY XX = Y ab X = > bya X = BA

[7]>0 [7]>0 [T|+]J|>0 |J|+]1]>0

5) Sea E = ZbJXJ tal que by =1si J = (0,..,0) y by =0si J # (0,..,0)

|J]20

=S a X xS XX = Y b X =3 XX = A

[11=0 |J]=0 []+]J|=20 [11=0

Definicién 1.20 Dado A = 37 5 a.X{" X5? X7 X0 € C[[X1, X, ..., X,]] defini-

e [X1, Xs, ..., X,,]] como
0A
D5 e

|| >0
Definicién 1.21 Definimos el operador a%

8iXi: C[[X17X27---7Xn“ — C[[Xl,XQ,...,XnH

0A
0X;

A —
Proposicién 1.8 Se cumple:

1. (g;B) 8X + ax , VA, B € C[[X1, Xy, ..., Xi]]

2. g;;? = a4 VA€ C[[X1,Xs,..,X,]], VaeC
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3. 240 — JAp | APE YA B e C|[X1,Xa,..., Xu]

De manera analoga podemos definir las derivadas parciales de orden superior.

Definicién 1.22 Sea A =37 ;aaX{".. X" € C[[X1, Xo, ..., X]] definimos:

Dy=1 (21,.,20) €EC" Y aazt..zim € C

o] >0

D 4 esta formado por los puntos en C” tal que Z\aIZO Ao 27" ...28m es convergente. Donde
D # @ yaque (0,...,0) € Dy.
Vamos a buscar condiciones tal que D4 tenga interior no vacio y asi tener un abierto en

D 4. Denotamos Rf = [0, +00).

Definicién 1.23 Sea A = 7,50 X" . XT" € C[[X1, Xo, ..., X,,]] definimos el con-
junto
Ta=< (ri,.om) € (RY)"; Z lag |t ..rom < o0
|| >0
Observe que I'y # ® ya que (0, ...,0) € ['4.

La siguiente proposiciéon nos permite encontrar un abierto en D 4.
Proposicién 1.9 Si (rq,...,r,) € I'a entonces A[(0,...,0), (r1,...,7)] € Da.

Prueba: Sea (21, ..., z,) € A[(0,...,0), (r1,...,7n)] ¥y k € N, se cumple

k

k
Z laa| 21" .o 20| < Z |ag| Tyt

|a|=0 |ee]=0

An

o es absolutamente convergente y por

Luego la serie de niimeros complejos g an 2tz
a>0
lo tanto convergente, luego (21, ...,2,) € Da [

Definicién 1.24 §i A =30 aa X{" X52.. X2 € C[[X1, Xo, .., X,

definimos a la serie formal A de términos no negativos en X1, Xs, ..., X,, como

A= Jag| X1 X582 X

la|>0
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y definimos A a la serie formal de términos no negativos en X como
A= E |ag| XU X2 X,
o >0

Definicién 1.25 Definimos los siguientes operadores

®: C[[Xy, Xy, ..., Xp)]] — RE[[X, X, ..., X]]
A—dA)=A
U Cl[Xy, Xy, .., X)) — R [[X]]

A—TU(A)=A
Proposicién 1.10 Si U (A) = A es convergente en Dy [0] entonces (R, ..., R) € T.

Prueba: Dado k € N, se cumple

k k k 0o
D ol BB =Y ao| R =T aal | R <D | D laal | Y < 400

jal=0 jal=0 n=0 \Jal=0 n=0 \Jal-0

luego Z ajo R ...R®™ < 400 y por tanto (R,...,R) € T'4. n
la|>0

Observacién 1.6 Por la proposicion anterior tenemos, sea A € C[[ X1, ..., X,]], si

U (A) = A es convergente en D [0] — A[(0,...,0), (R, ..., R)] C Dy. luego A es con-

vergente en A.

Sean: A = Z an X7t X B = Z bo X1t ... X Definimos

n
la] >0 >0

A< B+ |aa| < |bal

Observacién 1.7 Sabemos que dado A € C[[Xy, ..., X,,]] se puede escribir A =3 Ay,
donde:

An =D an X X0

|a|=n

es un polinomio homogéneo de grado n en las variables X, ..., X,,. Se cumple:

—_—~

A<B+—>A,<B, VYn>0.
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Proposicién 1.11 Se cumple VA, B € C[[X4,...,X,,]]; 8 € C

—

1. A+B<A+B

2. BA= || A

J. AB < AB
Prueba:
3) Sean A, = Y a; X'y By =Y b;X’
[I|l=n |J|=n
A, B,, = Z arby X7
[I|+|J|=n+m
ABp= Y by X< N a| by X = A,B,
||+ J|=n+m ||+ J|=n+m

4) Como (AB),, = Z arby X't/ se tiene

[I|+]J|=n
AB), = 3 laby /X" < ¥ |a1||bJ|Xf+J:(E§)
| |+1J]=n I|+]7]=n "

—

Se sigue que AB < AB

21



Capitulo 2

Teorema de Linealizacién y

Poincaré-Dulac en C?

2.1. Conjugacion formal y resonancias

Sea U C C? abierto, 0 € U, Z € X (U) con singularidad aislada en 0.

Z(z) = (M2 + Z ar,a2”, Aazo + Z a2,02%)

laf>2 | >2

Z con parte lineal no nula, es decir:

A O
Z'(0) = #0
0 X
Su EDO asociado es:

2y = Aozo + Ag (2)

donde
A (2) =D a0z (= 1,2)

laf>2
A continuacién se demostrara el teorema de linealizacién de Poincaré.Para la demos-
tracién de este teorema un cambio de coordenadas formal del tipo pertubacion de la

identidad .

22
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Teorema 2.1 Dada la EDO

21 =Mz + Z ar 2" (2.2)

|a|>2
/
Zy = o2y + E as o 2"
|| >2

Eziste un cambio formal de coordenadas del tipo perturbacion de la identidad

21 =Wy + Z fl,awo‘ (23)
S

n=wr+ Y Eyau”
|| >2

que transforma (2.2) en la EDO

U)ll = )\121)1 + Z blyawo‘

|a[>2

U); = )\ng + Z bgyawa

|a[>2

En donde & o y bj o satisfacen la relacion:

bj@ = O, St 5]’,04 = )\j — Oél)\l — CYQ)\Q 7& 0
gj,a = 0, St (5]‘7(} = /\j - Oél)\l - Oég/\g = 0.

Prueba: Sea ¢ (w) = (& (w), & (w)) = <Z|a|22 §1,aW, D 1050 527awa> Vamos a procurar
que & transforme (2.2) en la EDO

wi = )\111)1 + Bl(w)

wé = )\QU)Q + Bg(w)

Como z; = w; + §;(w) tenemos

~

Nzt A(z) = 2
_ 22:_5
—~ duw

0
s + +Z affk )y + Belw)).

<.
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2

= \j(w; + & (w)) + A;(§(w)) = \w; + Bj(w) + Y L (w) (Awg + Bi(w)).
k=1
Cancelando y reordenando tenemos

7w Zkakjgﬂ S B = 3 G e, (24

w
k k=1

6 .
como wk%(w) = 2 jafz2 W&jaw®, tenemos:

2
A& (w Z Aty 2 agj —Bi(w) = > N&Gaw" =Y MDD o) = Y bjaw®

la|>2 k=1 |a|>2 la|>2
= § /\ - § )\kak £ja - a]
|| >2

Denotando 6, = A\j — 22:1 Aray, y reemplazando en (2.4) para j = 1,2 obtenemos:

0&;

D (6j.0ja — bja)uw® = a—ujl(w)Bl(w)—l—a—m(w)BQ(w)—Aj(é“(w)) = cjaw® (25
la>2 laf>2
Trabajando en el lado derecho de (2.5): |a| =2 = ¢j o = —aj4. Si |a] > 2 entonces ¢; 4

es funcion de ay 4/, @20/, b1.0/, b2y E1.00 Y E2.0r, donde |@'] < |af. Igualando terminos en
(2.5) tenemos:
ol =2 ja8ja = bja = —0ja (1 =1,2)
Si 0j,ac = 0 entonces hacemos &, = 0y bj o = ;4. Si dj, # 0 entonces hacemos
a/.

@u=0Y§a=—§ﬁ
Jrx
¢j.o depende de ay o/, G20/, b1ors Do, E100 ¥ E2.0r, donde |o'] = 2, los cuales ya han sido

Para |a] = 3 tenemos §;4&ja — bja = ¢jo (j = 1,2), donde

calculados en el paso anterior. Si 6, v = 0 entonces hacemos {;, =0y bj o = —¢jq. Si
. Cj . .y .
dj, # 0 entonces hacemos b, =0y & = (5]—(1 Por induccién el se sigue. "
j?a

Observacién 2.1

» Dada la EDO (2.2) el procedimiento anterior nos permite construir el cambio de

coordenadas y la EDO transformada.

» Fl teorema anterior mo nos da informacion sobre la convergencia de las series

formales Z|a|22 oW Y 2\0422 bjatw®.
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» Note la importancia de 10s 0j, = N\j — oq Ay — g Si 00 = 0;Vj =1,2;V|a| > 2
entonces £, = 0;Vj = 1,2;V |a| > 2 luego el cambio de coordenadas es la identidad
y no hemos ganado nada.
El otro extremo ocurre cuando 6, # 0;Vj = 1,2;V |a| > 2en este caso la EDO se
convierte en

/

w, = )\111)17
!/

Wy = )\Q’LUQ.

Es decir (2.2) se linealiza por un cambio de coordenadas formal.

Definicién 2.1 Decimos que (A1, A\y) € C* x C* es un par resonante si y solamente

st, 3, a1, a0 € N con oy + ag > 2 tales que A\ = ap A1 + asdg 0 Ay = ag A\ + an s,

Ejemplo 2.1 Sea (—1,2i) € C* x C*no es un par resonante.

En efecto: Sea a = (o, ) € N? con oy + ag > 2

Sa=AM—qA —ade=—14+a; —a2i=(—1+a1) — @2 #0
Joa =X — A —ade =20+ a3 —2i = (1 —ag)2i+ oy #0

Definicién 2.2 Decimos que un par (A1, A\y) € C* x C* esta en el dominio de Poincaré si

y sdlo si i—f ¢ R™, caso contrario decimos que (A1, \2) estd en el dominio de Siegel.

Denotaremos de la siguiente manera:
Dp={(A,\) €C* xC5 /N ¢ R},
Dg = {()\1,)\2) eC" xC M/ € R_}.
Proposicién 2.1 Si (A, A\2) € Dp son equivalentes:
1. (A1, A9) es un par resonante.
2. 4 unico m > 2 tal que Ay = mAy 0 Ay = mAq.

Prueba:

(1 = 2) Supongamos existen aj,as € N con ag + ay > 2 tal que A\; = ag A\ + az)\s ;
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Aa/A1 = (1 —aq) /ag ¢ R™ por tanto a3 = 0 y es tnico ag > 2y A\; = ags.
(2= 1) 3 dnico m > 2 tal que A\; = mAy 0 A2 = m\;. En el primer caso podemos escribir
A =0A +mAy ;a1 =0,a0 = m; a1 + as = m > 2 en el segundo caso: Ay = mA; + 0y

. =m,an =001 + g =m > 2.

Proposicién 2.2 Si (A, A\2) € Dg son equivalentes:
1. (A1, \2) es un par resonante.
2. Existen mqi,my € Z7 talque: miAi + maXy = 0.

Prueba:

(1 = 2) Supongamos existen aj,as € N con ay + ay > 2 tal que A\ = a1\ + agh;
Xo/A=(1—ay)/az € R™ portanto (a3 — 1) >0y 0= (a1 — 1) Ay + agAs.

(2 = 1) Por hipétesis existen my,mqg € Z* tal que: miA; + made = 0 entonces A\ =
(1 4+mq) Ay + moXy donde oy = 1 + my,ap = my entonces oy + ap > 2 por lo tanto :

(A1, A2) es un par resonante.

2.2. El teorema de linealizacion de Poincaré

En la presente seccién, vamos a demostrar que si (A, Ag) € Dp es un par no resonante,

entonces existe un biholomorfismo que transforma la EDO.

Zi = )\121 + 2‘0422 al,aza
zh = Aozo F 2\0422 a2
en su parte lineal
Zi = )\121
Zé = )\222

Proposicién 2.3 Si (A, \s) € Dp es un par no resonante entonces

d=inf{|0jal,]|a| >2;J=1,2} >0 donde §;, = \j — Ay — az\s.

Prueba:

CASO 1: Im (i—;) # 0 dado a = (ay, an) € N? con |a] > 2 tenemos dos posibilidades:
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o on # 15 [l = (1= 00) = azdo] = Pl [(1— ) 3 —
> Ao ((1 — ) % - 042)
= (1—a1)lm< ) =[1—a|

Jm< >‘>Im

=y = 15[010] = |aada| = aa [Aa| > [Ag]
Concluimos que : [0 4| > min {\)\2 ‘Im (/\_1) ‘}

|09.0] > min{|)\1| , ‘Im (é) ‘}
> )\1

CASO 2: Im (:\\—1> = 0. Como (A1, X2) € Dp se tiene que 5 ﬁ > 0 mdas aun como (A1, Ag)
(1 — CYl) AL

/\_
> ol (3 - 722 = |

Analogamente

es par no resonante ’\1 AQ ¢ {2,3,4,..},[61.0] = |2 — g

Mo _an
Ao 11—

" ¥ > 1 ‘51a| = ‘)\2‘ |1 —Oél‘

o (3

>/|H
N—

= a1 = 1 entonces as > 1 y se cumple

61,0 = [A2]] — 2| > |As]

= a; = 0 entonces ay > 2 y se cumplen

|>\2||——042|

Denotemos a = ’A\—; y [a] =méaximo entero de a. Si a > as entonces ay < [a] < a

MzH——C@\ la —ag| =a—ay=(a—[a]) + ([a] —a2) >a—[a] >0
Si a < ay entonces a < |a| + 1 < ao, luego
Xo|| — —aa|=la—a]=as—a=(ag—|a] = 1)+ (1+|a] —a) >1+]a| —a >0

Si hacemos C; = min{\)\Q\i—;, |Aal, | A2l(a@ — [a]),|A2](1 + |a| — a)} > O entonces
|517a| > Cl, V|Oé| > 2.

Anélogamente se prueba que existe Cy > 0 tal que |02, > Co, V|a] > 2. De estas dos
ultimas desigualdades, el resultado se sigue. [
Otro resultado que usaremos, proviene de la teoria de funciones de varias variables

complejas y cuya demostracion se puede encontrar en el libro de Gunning-Rossi.
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Teorema 2.2 (Teorema de la Funcion Implicita)
Sea f: A(z,7) C C?> — C funcidn holomorfa en A (zp,7) tal que:f (z20) =0y aj;(zzo) #
0. Entonces 3 polidisco abierto A (zg, R) = Dg, (23) X Dg, (22) C A (zp,7) y 3 tnico

funcion holomorfa tal que:

¢ Dg, (20) — Dn, (20) ;tal que, () =25 y f(z,¢(2)) =0; Vz € Dg, (%)

Teorema 2.3 Si (A, \2) € Dp es un par no resonante entonces el cambio formal de

coordenadas dado en el teorema es convergente en una vecindad del origen.

Prueba:

9

811)2

2

8w1

Y (Giabja —bja)w® =

o >2

(w) By (w) + === (w) By(w) — A;(§(w))

Como (A1, A2) € Dp es un par no resonante entonces B (w) = By (w) =0

Z 0j0&jaw® = —A; (W + & (wy, wa) , wo + &, (w1, ws)) .
la|>2

Denotando: Pj (w1, w2) = 3,152 0j,a&jewi " w5* tenemos:

~

P; (wy,ws) < 2; (wl + §A1 (wy,ws) , wo + 52 (w1, w2)> . (2.6)

De la proposicién , § =inf {|d;q|, |a| > 2;J = 1,2} entonces:

Py (w1, ws) = Z|a\>2 0.0l &0l wws® = 5Z\a|>2 |&jal wWitwy? = 6&; (w1, wo)

De (2.6) para j = 1,2 tenemos :

06 (w) = 6 (w,w)

IN

E<w+5(w,w),w+f§ w,w)
4 (w+& (W), w+ & (w)

< A (046 @) + & W) w+ & (w)+ & (w)
) )

w

A; (w—i—gl(w WA+ & w)

(
(
(
(

entonces

& (w)+ & (w 2: (w0 & ), w+ &), (2.7)

Por lo visto anteriormente es suficiente probar que 3,R = 0 talque & (w) + & (w) sea

convergente en Dg (O).
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Denotemos

F(w) =870, Ay () = ¥mp Juw; donde 3, = 671301, (Jaral + [azal)

S (w) =& (w) + & (w) = 3,15 64w donde 36, = 67130, ([€ral + [620])

De esta manera por (2.7) tenemos: S(w) < F(w + S(w))

Observe que F es una funcién holomorfa en una vecindad del 0 € C';mientra que S es una

serie formal. En una vecindad del 0 € C?, definimos f a valores complejos como:

fw,v) =v— F(w+wv).

Observe que:

f(0,0) = 0
%(w,v) = 1—F'(w+v)
af

= EE(OJD — 17é0.

Por el Teorema de la funcién implicita existe una funcién analitica

v : Dg(0) = Dg/(0) tal que R < e 9(0) =0y f(w,p(w)) =0 Yw € Dg(0).
= p(w) = F(w+ p(w)); Yw € Dg(0).
Ademas

P(w) = Flw+ow)1+¢(w); Vwe Dr(0)

#'(0) = F(0+¢(0)(1+¢(0) =0

Por lo tanto:
o(w) = chw”; YVw € Dg(0),
n>2
luego tenemos

Z R T— Z fn(w + cow? + csw® +..)"

n>2 n>1
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Igualando términos de orden n

Co = f2
c3 = 2cafa+ f3

cy = Cgf2 +2focs +2f3c0 + fa

entonces ¢, > f, Vn > 2 ; p(w) es una serie de terminos no negativos.
Ahora como

S(w) < F(w + S(w))

se tiene que 6, < f, <¢, ,Vn > 2.

Como E c,w™ es convergente entonces S(w) = E dpw" es convergente en Dg(0).
n>2 n>2

Es decir & (w) + &(w) es convergente en Dy (0)
= & (w), & (w)son convergentes en Dg(0),
= & (wy,ws) v &a(wy, we) son convergentes en A((0,0), (R, R))

= £ (wy,wsy) es convergente, asi queda probado el Teorema. [

Teorema 2.4 (Teorema de Linealizacion de Poincaré) Sea U C C? abierto, 0 € U
y Z € X (U) tal que 0 es una singularidad aislada de Z. Si la parte lineal de Z en 0 es NO
NULA y sus autovalores es un par no resonante en el dominio de PO[NCARE, entonces

Z es localmente analitico conjugado a su parte lineal.

Prueba: Ahora sea {(w) = (wy + & (w), ws + §(w)) el cambio de coordenadas tipo per-

turbacién de la identidad que transforma la EDO asociada a Z a

(>\17~U17 )\211)2)

10
Sabemos que & es holomorfa en una vecindad del 0y £'(0,0) = € GL(C?)
01

Por el Teorema de la funcién inversa; existen abiertos(polidiscos) Ay, Ay C C? de 0
tal que:

&|a, : N1 = Ay es un bioholomorfismo
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Si denotamos h = £[} como w = h(z)

= w' =h'(z)7
= (AMwy, Awsy) = KW (2)Z(z)
= W(w)="n(2)Z(z)

Entonces h es una conjugaciéon analitica entre Z y W. [
El Teorema de Linealizacién de Poincaré en C? se puede extender a C* cuya prueba

se vera en el capitulo 4.

El siguiente teorema fue publicado en PESQUIMAT XII, cuya prueba fue realizada en

el curso de Tesis 2, con el profesor Renato Benazic y los alumnos Claudio Espinoza y

Liliana Jurado.

2.3. Teorema Poincaré-Dulac en C?

Sea U C C? abierto ,0 € Uy Z € X (U) tal que 0 es una singularidad afslada de Z. Si
la parte lineal de Z en 0 es no nula y sus autovalores (A1, As) € Dp es un par resonante,

entonces ya no es posible transformar la EDO asociada a Z en una EDO lineal.

Teorema 2.5 (Poincaré-Dulac en C?) Sea U C C? abierto, 0 € U, Z € X(U) tal que
0 es singularidad aislada de Z. Si la parte lineal de Z en 0 (Z'(0,0) = diag[A, X)) es
no nula y sus autovalores (A1, A2) € D, es un par resonante entonces Z es localmente

analitico conjugado al campo W € X(U) definido por:

W(U)l, ”LUQ) = ()\1’(1)1 + aw;”, )\2'LU2)

W(wl, UJQ) = ()\1’[1}1, )\21112 + bw’f‘)
en donde m > 2 es tal que A\ = mAy 0 (Ay = mAq).

Prueba: De acuerdo al teorema anterior tenemos que existe un cambio formal de coor-

denadas

o_ 9
Z 5j,a€j,a — bj,aw = 8—20]1(10)31 (U)) +

|or|>2

2

8w2

(w) Ba(w) — A; (§(w)).
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Como (A1, A2) € D, es un par resonante, 3 | m > 2 tal que A\; = mAy 0 Ay = m;.
Trabajando en el primer caso y denotando ay = (0,m) tenemos que 01, # 0,V # ap
y 020 # 0,V|a| > 2. Esto implica que by, = 0,V|a| > 2,0 # ag y bao = 0,V]|a| > 2.

Entonces

w) = E b1.aW™ = by o,w™

laf>2

Ademads como 014, = A1 — 0 A —mAy =0 = & o, = 0. Reemplazando en la igualdad

inicial tenemos:

. 0
j=1: |§>:2 01,061,0W" — by gw™ = aill( W)by 4w — Ay (&(w))
j =2: Z 52 52 w® = %(w)bl w* — AQ(f(U)))
,aS2,« awl ,a0

o] >2

Como

W= Y Gau = 2 w) = 3 Gaaredus

la|>2 la|>2

0&; W
:>wla] Zgjaqlw :> Zgja
w1y
jal>2 o >2
0
afj ( bl oW w = Z albl ao 5] aw
! || >2

reemplazando y ordenando obtenemos:

G=1:) (610 — 1bia, 1)51aw = b1 apw™ — A1 (€(w))

|| >2

m

J=2: Z 62a_a1b10¢0 1)§2aw __A2(€(w))a

|| >2
denotando
wm
Pj(whw?) = z|>:2 (5ja a1by a0 w1 )g] QW

= Pi(wi,wy) = b1 q,w™ — A1 (§(w)) y Po(wy,wz) = —Az(§(w)).
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Afirmacién: Aj(ﬁ(w)) < Aj(wl + él, we + éz(w))

Es trivial pues

Aj(Ew) =D lajal(wr + & (w))™ (wa + &(w))™

laf>2

< Z |l (w1 + & (W)™ (wa + &(w))*? = Aj(wy + &1, ws + & (w)).

o[ >2

Entonces:
Py(wy, ws) =< by qwe + Ay (§(w))
< |Brag W™ + Ay (wy + &, ws + & (w))
Py(w, ws) = —Ax(E(w)) = Aa(§(w)) < As(wr + & (w), ws + &(w)),

luego, tomando w; = wy = w, tenemos

Py(w) = Pi(w,w) < [by,ap 0™ + Ay (w + & (w), w + &2(w))

Py(w) = Py(w,w) < Ay(w + & (w),w + &(w))

Sumando ambas expresiones tenemos

Pi(w) + pz(w) < by ap ™ + fll(w + &, w+ 52) + flz(w + &, w+ 52)

< by oo W™ + Ay (w 4 &) + Eg,w + &+ &) + Ag(w + & + &, w + & + &)
= |by a0 0™ + fll(w + 51 + ég) + flz(w + 51 + 52)

En conclusién, tenemos
Pr(w) + Py(w) < [byaglw™ + Ay (w + & + &) + Ao(w + & + &)

Luego:
2 2 2
> Pi(w) < [braolw™ + Y Ay (w +3 gj(w)) (1)
j=1 k=1 j=1
Recordemos que

Pi(w) = Y 1850 — by | alwll. (%)

la[>2

Para continuar probaremos el siguiente Lema.
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Lema 2.1 Para € > 0 suficientemente pequeno tenemos que
inf{l0ja — 1bia,w™ | (4, a) # (1,a0) A |w| <€} >0.

Prueba: Tomando

1

T Pagt™
e=|mz|" > 0; tenemos que |w| < €= %‘<%
Sea K = Re (%) = K] < %
Caso 1 Sij=2
Entonces  (j,a) # (1, )
= }Sj,a - Oé1b1,a0wm71‘ = |>\2 — Q1A — QA — lelvaowmil‘
b
= Pl |1 - aum — g — oy o2t
Ao
bl ag  m—1
> ol [Re(l = aim — a3 — a1 522w )
2

= |)\2||1—0z1m—0z2—0z1K|

> [Xef(am+ o K +ay—1)
> || (ari(m+ K) +ay —1)
> | A (&1 (2— %) + g — 1)
W (ga1+a2_1)

> | Ao| (a1 +ay — 1)

> [As]

Caso 2 Sij=1

Entonces a # ag = (0,m)
Analicemos el valor de |m — aym — ay — ag K|
Sia; =0:
aFa = ayF£Em
= |m—am—ay; — o K|

= Im—ay| >1

FCM 34
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SiOq:lZ

m—aym— as — a K|

Sia; > 2:

m—oaym — as — a1 K|

Entonces

m—1
|5j,a — a1y oW ‘

En conclusion; si € = |
1,9

inf {|(5j7a — Ozlbl,aowmfl‘ (4, ) # (L,ap) A

2)\2 m—1

v

>

, entonces:

v

Vv

|)\1 - al)\l - Ofg)\g - alblmw

m —mnm — 0oy — 1 ———Ww

AV AVARRN AV
28 8
+ 1+
S wim R
|
|
|
—_

v

am+ oy + o1 K —m

m(a1 — 1) + g + OélK

2(041—1)4—042—%
%—2+a2
041+Oé2—2+%
aq

2

1

m—l}

Lao  m—1

A2

b
Re (m —am — g — alﬂwm_l) ‘
A
Ao Im — aym — ay — ag K|

(Por el paso anterior).

Ao

\w\<e}27>0

FCM 35
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En (%) veamos el Lema:

Piw) = Y |00 — arbraw™ | [0l w!

jal>2

)\ (0%
> Z %Kﬂ}a’wl |

e

Esto es valido pues cuando (,a) = (1,aq) tenemos que & 4, = 0

Denotando b = 2 b0 ,S(w) = Zéj(w) y F(w) = 2 Z Aj(w)

= S(w) < bw" + F(w+ S(w)) A>0
2Xy

bl,oc()

_1
m—1

Viw| <e=

Como S(w) < F(w + S(w)) + bw™.

En una vecindad del 0 € C2, definimos f a valores complejos como:
fw,v) =v— F(w+v) —bw™.

Observe que:

—(w,v) = 1—F(w+w)

= ~2(0,0) = 1#0
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Por el Teorema de la funcién implicita existe una funcién analitica

¢ : Dr(0) = Dgi(0) tal que R < e p(0) =0y f(w,p(w)) =0 Yw € Dg(0).
= p(w) = F(w+ ¢(w)) +bw™; Yw € Dg(0).
Ademas

Plw) = Fw+ew)(l+¢'w)+bmuw™"; Yw € Dg(0)

£'(0) = F(0+¢(0))(1+¢(0)) =0.

Por lo tanto:

p(w) = chw"; Yw € Dg(0).

n>2

Luego tenemos

Z cpw” = Z fon(w + cow? + csw® +..)" 4 bw™

n>2 n>1

43 7

Igualando términos de orden “n

Cy = f2 \ Co = fg +0b
c3 = 202f2 V C3 — 2C2f2 +b

Cy = C§f2+2f203+2f302+f4

entonces ¢, > f, Vn > 2 ; p(w) es una serie de términos no negativos.

Ahora como

S(w) < Flw+ S(w)) + bw™

:>SQ

IN

fg V 52§f2+b202+b
Sy < 2S5 fs < 2cfs = c3 \Y Sz <c3+b

Sy < S3fo+2f 2S5+ 2f35 + fa < c3fa+ 2facs + 2fsc0 + f1 = ¢y

Prosiguiendo tenemos S, < ¢, Vn > 2.

Como E c,w" es convergente entonces S(w) = E Spw™ es convergente en Dg(0).
n>2 n>2
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Es decir & (w) + &(w) es convergente en Dy (0)

= & (w), &(w)son convergentes en Dg(0)

= & (wy, wsy) v & (wr,ws) son convergentes en A((0,0), (R, R))

Ahora sea £(w) = (wy + & (w), we + &(w)) el cambio de coordenadas tipo perturbacion

de la identidad que transforma la EDO asociada a Z a

(/\1w1 + b1, 0,m) w3, )\2w2)

10
Sabemos que & es holomorfa en una vecindad del 0 y ¢'(0,0) = € GL(C?)
01

Por el Teorema de la funcién inversa; existen abiertos(polidiscos) Ay, Ay € C? de 0
tal que:

&|la, : N1 — Ay es un biholomorfismo

Si denotamos h = 5\;11 como w = h(z)

= w' =h'(z)7
= ()\111}1 + bLan;n, )\ng) = h/(Z)Z(Z)
= W(w)="h'(2)Z(z)
Entonces h es una conjugacién analitica entre Z y W. [

El Teorema de Linealizaciéon de Poincaré-Dulac en C? se puede extender a C" cuya

prueba se vera en el capitulo 4.



Capitulo 3

Formas Normales de Ecuaciones

Diferenciales Formales

3.1. Campos vectoriales formales

Definicién 3.1 La n-upla A = (A1, Ao, .., An) de autovalores de A es llamada resonante,

si existe j € {1,2,..,n} y existe 5 = (B, B2, .., fn) € N" con |G| > 2 tal que:
A= Bidi
i=1

donde utilizaremos la notacion (5, \) para expresar Zﬁi)\i por tanto \; = (B, \)
i=1

El nimero |§| = Z B; es llamado el orden de la resonancia de la relacién A\; = (5, \) ;

8] = 2
Ejemplo 3.1 Sea A = (A, \g, \3) € C?

1. 0= A1 + Xy es una resonancia de orden 3 ya que 0 = A1 + Ao si A3 =1 X Ay + 1 X
)\2 + 1 x )\3 tal que )\3 = <ﬁ,/\> donde )\ = ()\17>\2,>\3) Yy B = (ﬁl,ﬁg,ﬁg) = (]_, 17 1)

2. 3\1 = 2X3 no es una resonancia ya que no es posible expresar \; = (B, \) para

algun] Yy 6 - (61762763)

39
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Retomando a la serie de potencias valuadas formales, denotamos con C [[z1, 29, .., 2,,]] al

conjunto de todas las series de potencias formales con coeficientes en C.
S(z) € Cllz1, 29, -, 2nl] ;2 = (21, 22, -y 20)
y sblo si S (z) es de la forma:
S(z)= Z $a2% VaeN"
|a|>0

Definimos por polinomio homogéneo en las variables zi, z9,...,2, y de grado k a una

expresion de la forma :

Sk (2) = Z Daz®

|a|=F
Denotemos por Hy [[21, 29, .-, z4]] €l conjunto de todos los polinomios homogéneos en las

variables z1, 29, ..., 2, de grado k, es decir:

Hy [[z1, 22, -, zn)] = Z haz%; he € C
|ae|=k
Por lo tanto toda serie de potencias formal puede ser escrita como una suma infinita de

polinomios homogéneos, es decir:

S(z)=> Sk(2); Sk(2) € Hellz1, 22, . 2l

k>0

El orden de S (2) € C|[[z1, 22, .., 2n]] ; S (2) # 0 serd denotado por ord (S) y es el menor

nimero entero no negativo r tal que S, € H, no es identicamente cero, es decir :
ord(S)=r siy sélo si Sy=..=8_1=0y S, #0

Si S (z) = 0 diremos que ord (S) = —c0

Se cumplen las siguientes propiedades :
1. ord (S +T) > min{ord(S),ord(T)}; VS (z),T (z) € C[[z1, 22, .., Z0]]
2. ord(cS) = ord(S);VS (z) € Cl[z1, 22, .., 2n]] nonuloyV ¢ € C no nulo

3. ord(ST) =ord(S)+ord(T); ¥ S(z),T(z) € C[[z1, 22, -, Zn]]
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Denotemos por P [[z1, ..., z,]] el conjunto de todos los polinomios en las variables z1, ..., z,

es decir:

P21,y 2a]] = {zm: Py (2); P (2) € Hi[[21, 22y oy 2n) ], VO < k < m}

k=0
Denotaremos por C" [[z1, ..., 2,]] al conjunto de todos los campos vectores valuados for-
males, es decir:
C"[[z1, oy 20]] = Cllz1, ooy 20)] X oo X Cll21, .., 20]] (0 veces)
Sea Z (z) € C"[[#1, ..., z»]] es una n-upla
Z(2)=(Z1(2) ., Zn(2)); Zj(2) €Cllz1, 2] VI<j<n

Definicién 3.2 Definimos el siguiente operador,

' C[ 2y, Za)] — CM ([ 2y, Za, e, Zin)

0Z1 . .. 073

0z Ozn
Z — 7' =

0z1 Ozn *

El orden de Z (2) = (Z1(2),Z2(2) ,.... Zn (2)), Z (2) # 0 denotado por ord(Z) y es el

minimo de los ord (Z;), es decir:
ord(Z) = min{ord (Zy),ord(Zy) ,...,ord (Z,)}.

Sea Z;j (z) € C[[z1, ..., z0]] V' 1 < j < n entonces podemos escribir Z; (2) = 3150 Pk (2),
donde cada Pjj (2) es un polinomio de grado k.

Denotamos:
Z(k) (Z) = (Pl,k (Z) ) ey Pn,k (Z))

entonces se cumple:

La parte lineal de Z (z) es el campo homogéneo Z) (2) = (P11 (%), ..., Py1(2)) y puede
ser representado por Az; A € C™*" es decir Z; (z) = Az.

Por otro lado denotaremos H} [[21, ..., z,]] como:

HE 21, - 2a)] = Hi |21, oy 20]] X oo X Hi [[21, -, 20]] -
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Las pruebas de las siguientes proposiciones se puede encontrar en [14].

Proposicién 3.1 Si Zy) (2) € Hp [[z1, ..., z0]] ¥ Quy (2) € H' [[21, ..., 2] con k,r > 1
entonces

Z(k)O (I + Q(r)) (Z) = Z(k) (Z) + W (Z)

donde W (z) € P™[[z1, ..., zn]]; ord (W) > max {k,r} .

Proposicién 3.2 Si 7 (2) = >, Zuy (2) € X [[z21, .., z]]; ord (Z) =1y
Q) (2) € H [[#1, ..., 2,]] entonces

Zo (I +Quy) (2) = Z (2) + W (2)

donde W (z) € X [[z1, ..., zn)]; ord (W) > r.

3.2. Ecuaciones diferenciales formales

Dado un campo vector formal Z, consideremos la ecuacion diferencial ordinaria:

donde Z (2) = (Z1(2),22(2),...,Zn (%)) , 2 = (21, 22, .., Zn). Asumiremos en todo lo

sucesivo que ord (Z) = 1. Escribamos entonces:

Z(z)=Az+ Z Z (2)

k>2

Proposicién 3.3 La ecuacion diferencial

z':Az+ZZ(k)(z); r>2

k>r

puede ser transformada en la ecuacion diferencial :
w = Aw+ [Zg) () — (@) (w) Aw = AQq (w) )| + W (w)
por el cambio de variables:
z=w+ Q) (w); Q) (w) € H) [[wy,...,wy]] 5 (r>1)

donde ord (W) >r+1.
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’

Prueba: Sea z = w + Q) (w) entonces: 2’ = (] + Q/(T) (w)> w

(1 +Qp (w>) w' = Aw+ AQu) (w) + Y Zuy (w+ Q) (w))

k>r

= Aw+ AQqy (w) + Y [Zgo (I +Q (r))] (w)

k>r

= Aw + AQ ) (w) + Zpy (w) + W (w)

tal que W (z) € X [[z1, ..., zn]]; ord (W) > r multipliquemos por la izquierda a ambos

-1
lados de la ecuacién; la matriz (I + Q/(r) (w))

/

(14 Q@) = 1= Qi () + (@ (@)~ .

tenemos entonces:

w = Aw+ AQu (w) + Zyy (w) + W (w) — Ql(r) (w) Aw — Q'(T) (w) AQ ) (w)
~Qry (W) Zry (w) = Qpy (w) W (w) + ..
= Aw+ [Z) () = (Q)) () Aw — AQu) (w))] + W (w)

donde W (w) = W (w) — Q) () AQ) () — Q) (1) Zsy (w) — Q) (1) W (1) + ..

un campo vectorial formal con ord <W> >r+1.

Corolario 3.1 La ecuacion diferencial ordinaria:

d = Azt Zo) (2) o Zon) () + 20y (2) + Y Dy (2
k>r+1

puede ser transformada en :

W' = Aw+ Z) () + o+ Zeyy () + [ Zy (w) = (Qfy) (w) Aw = AQy (w) )| + W (w)

por el cambio de variables:
z=w+Qu (w); Qu)(w) € H [[wy,..,wy]] (r >1)
donde ord (W) >r+1.

Prueba: Se sigue la misma idea de la prueba de la proposiciéon anterior.
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Observacién 3.1 Un cambio de coordenadas del tipo z = w + H (w) es llamado pertu-

bacion de la identidad.

La Proposicién 3.2.1 y su corolario nos dice que H (w) es un campo polinomial de grado
1; el cambio de coordenadas z = w + Q) (w) transforma el cambio polinomial Z) (w)
en [Z(r) (w) — (Q'(r) (w) Aw — AQ (w))] y deja invariante a Z(y), ..., Z—1). Es decir si
queremos que la ecuacién transformada no posea términos de grado r, necesitamos elegir

un apropiado Q) (w) € H)' [[wy, wa, ..wy]], (r > 1).
Definicién 3.3 Dada A € C"™ yr > 1 definimos:
La: H (|21, 20, .20)] — H [[21, 22, --2n]]
Qr (2) — La(Qr (2))

donde L (Qe (2)) = Q'(T) (2) Az — AQ(ry (2) 52 = (21, 22, .., 2n)

H, [[#1, 22, .., 2zn]] es un C- espacio vectorial generado por {z%; |a| =7}, = (1, g, .., )
De esta manera H" [[z1, 22, .., 2,]] es un C-espacio vectorial cuya base es dada por

{z%s ; |a| =r,s =1,2,....,n}; donde ey es el vector candénico de C". Es facil verfificar

que Ly es una transformacion lineal H [[z1, 22, .., z,]] en H [[21, 22, .., 2n]]-

Lema 3.1 Si A € C™" es una matriz diagonal entonces la matriz asociada a la trans-
formacion linal La : H[[z1, 22, ..2n]] — H[[21, 22, ..2n)] tambien es diagonal.Los au-
tovectores de L son los monomios z%es, y sus autovalores dependen linealmente de los

autovalores de A, es decir:
Laz%s = [{a, \) — \g] 2%
donde A1, ...\, son los autovalores de A y (o, \) = Y aj);

Prueba: Como A € C™*" es matriz diagonal con autovalores A, ...\,, tenemos que:
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Por definicién:

/

La(2%;5) = (2%5) A(z) — A(2%y5) ;o) =r,s=1,..,n

0 o - 0 A121
(zaes)/ A(z) = Gze @2za ... fuge AoZe
0 0 0 0 AnZn
0
= | (a1 A+ ... F o) 2® | = (@, ) 2%
0

Por otro lado tenemos, A (z%) = 2% (Ae,) = 2%Xses = A2y

Luego reemplazamos y tenemos:
La(z%4) = (o, \) 2% — A\sz2%s = [{a, \) — ] 2%

Como {z%, |a]=r,s=1,2,...,n} es una base de H [[z1, 22, ..2]|, se sigue que la

matriz asociada a la transformacion lineal L 4es diagonal.

Observacion 3.2 Si todos los autovalorees de Ly son diferentes de cero, entonces es

tnversible.

Corolario 3.2 Si A € C""es una matriz diagonal cuyos autovalores son no resonantes

entonces la transformacion lineal
La: H (|21, 20, .20)] — H [[21, 22, --2n]]

es tnversible para todo r > 1.
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Prueba: Sea S (z) € H] [[#1, 22, ..z S(z) = Z Zaa,sz“es
jal=r =1
LAS(Z) = Z ZLA(aa s< 65)
laf=r i=1

Los autovalores son no resonantes entonces (a, \) — \, # 0. Existe L' tal que:

L'sz =% R i;_ As)z%s

la|=r i=1
Corolario 3.3 5i A € C""es una matriz diagonalizable y sus autovalores no presentan
resonancias de orden r > 2 entonces dado P, € H' [[z1, 22, ..zn]| existe una dnica solucion

Q. € H[[21, 22, ..24]] de la ecuacion

para todo r > 1.

Prueba: Sea S(z) € H [[21, 22, ..2n)]. Como

LaLy'S(2) = > Y (@A) = A)ag,.2%, = S(z)

la|=r i=1

L3'LaS(z) = L3 Y > ({0 A) = Aaas2%, = S(2).

jaf=r =1
Por tanto L4 es biyectivo por lo tanto sobreyectivo entonces dado un P. € H" [[21, 22, ..25]]

existe un Q, € H [[z1, 22, ..z, tal que:

La(Qr(2)) = B (2)

3.3. Dominio de Poincaré y Siegel en C"

Consideremos el espacio complejo n-dimensional

C"={A= (A, M)A €C VT < <n}
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estamos considerando C™ como el conjunto formado por todas las posibles n-uplas de

autovalores de A € C"*", donde A es cualquier matriz compleja cuadrada de orden n.

Definicién 3.4 Dados s € {1,...,n} y m = (my,..,m,) € N, definimos el conjunto

Hs7m = {()\17 7>\n) € Cnv)\(s) = <m7 >‘> 7ij > 27mj > O}

Jj=1

que es llamado el plano resonante.

Observe que haciendo variar m y el indice s, se obtiene un conjunto numerable de planos

resonantes.

Definicién 3.5 Una n-upla \ de autovalores de A € C"*" pertenece al dominio de
Poincaré, si la capsula convexa formada por los n-autovalores Ay, ...\, en el plano com-

plejo no contiene al cero.

Definicién 3.6 Una n-upla A de autovalores de A € C"*" pertenece al dominio de
Siegel, si la capsula convexa formada por los n-autovalores Ay, ...\, en el plano complejo

contiene al cero.

Teorema 3.1 Asumamos que la n-upla A = (A1, ..\,) de autovalores de A € C"*" per-
tenece al Dominio de Poincaré. Cada punto del dominio de Poincaré satisface no mas
un nidmero finito de relaciones resonantes Ay = (m,\) ; m € N* | |m| > 2 y tiene una

vecindad que no intersecta los otros planos resonantes.

Prueba: En el plano de niimeros complejos existe una recta L ,que pasa por el origen de
tal manera que la capsula convexa formada por los autovalores de A € C™*™ no contiene
al cero y no intersecta a la recta L. Sea L* la recta ortogonal de L. Consideremos las
proyecciones ortogonales de los autovalores sobre Lt, que se encuentra a una distancia
d > 0, del plano de nimeros complejos. Por una rotaciéon de coordenadas adecuada

hacemos que la recta L es el eje Y y la recta Lt es el eje X.
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Ll ylL y“L
L
A 5
% 2
\ A L a \ b
\32 x Q \\3‘3 L1=-
'r' \\
. 5
A H ,’J
" .’.3\3 3‘7.1\-//
e —mm - - A1
3n—l

Observe que todos los autovalores tienen parte real positiva. Dado A = (A1, ..., \,) € Dp
sea Proyyx (Auts) = [a,b]; a > 0,b > 0 a < ProyxA; < b V1 < j < n. Sea

j=1 j=1

Entonces Proyp. (m, A) = Proyx (m,\) = 1", m;a;
Afirmamos:
Proyx (m,\) > Proyx\;; para cada 1 < j <n,m € N*,|m| > N donde N es suficiente-
mente grande.
En Efecto: Como a > 0 y b > 0 entonces existe N € N talque Na > b

Zamj < ijozj

j=1 j=1
entonces: a|m| < Proyx (m,\) como b < aN < a|m|, tenemos que:Proyx (m,\) > b ;
sabemos que ProyxA; < b para cada 1 < j < n luego: Proyx (m,\) > Proyx\;; para
cadal < j<n;méeN" |m|>N.Concluimos que si existe j € {1,..,n} tal que
Aj = (m,A); m e N" |m|> N entonces Proyx (m,\) = Proyx\;, m € N* |m| >
N (contradicion) .

Veamos ahora que tiene una vecindad que no intersecta a los otros planos resonantes.
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Dado e >0 ; definimos L. = UB (z);z € Capa.
Afirmacion: L. es convexo.

En efecto: Sean p,q€ L. entonces:
p€DB.(x) ; we€Capa

peB(y) ; yeCapa

Seaz=(1—t)z+ty € Caps; parate[0,1]:

(A=t)p+ttg—=z = [1-t)(p—2)+t(g—y)
< (T=t)|p—a|+tlg—yl
< (1] = t)e+te

= €

Entonces (1 —t) p + tq € B.(z); para cada t € [0, 1]

(1—t)p+tq € L; para cada t € [0, 1].

Afirmacién: ProyxCapa = |a,b] entonces ProyxL. C (a —€,b+€)

En Efecto:

Sea p € L. Entonces existe x € Capy tal que p € B, (x)

|Rep — Rex| < |p—z| <e

Para cada A € Capy a < ProyxA <b Proyx\ = ReA por lo tanto a < Re\ < b; para
cada A\ € Clapy tenemos —e + Rex < Rep < Rex +¢ 1z € Capy

Por lo tanto: a — € < Rex — € < Rep < € + Rex < €

De ahi tenemos que a — e < Rep < e+ b; p € L., esto prueba finalmente que Proyx L. C
(a —¢€,b+e).

Afirmacién: |3, — \;| <¢; para cada 1 <i¢ <n entonces Capg,. g, C L.

En efecto:

Sea 3 € Capa entonces f =410+ ... + .0 5t >0, > 0 ti=1

Sea x € Capa; x =t A1 + ...+t A v |Bi — Ni| <€
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1B—xz] = [t (B —A)+ o+t (Ba— M)
< 4B = M|+ | B — A
< tie+ ...+ t,e€

= €

entonces 5 € B () , luego f € L.

De las afirmaciones tenemos :

|Bi — \il <€ paracadal <i<n entonces Capg, g, C L.

Entonces ProyxCapg, .. s, C ProyxL. C (a —€,b+€)

Afirmacién: Si 8= (8, ..., 8,) € Dp tal que |B; — \i| < ¢; paracada 1 <i<n
entonces ¢ H;,, para ningun m € N* | |m| > N.

En efecto:

Sea f3; = (ay, xi); para cada 1 <7 < n entonces:

Na—b
N+1

a— €< Proyxf; < b+ e ; tomemos € <

Sim = (my,...my) € N* ,|m| >N

Proyx (m, 3) :Zmiai > Zmi(a—e) =|m|(a—¢)>N(a—e€)>b+e.
i=1 i=1

Supongamos que existe i € {1,..,n} y existe m € N, |m| > N tal que § € H,,, entonces:
Bi = (m, ) ; |m| > N luego Proyx3; = Proyx (m, ) > b+elo que es una contraddiccién

Por lo tanto queda probado que 5 ¢ H;

Teorema 3.2 Asumamos que la n-upla X = (A1, ..\,) de autovalores de A € C"*" per-
tenece al Dominio de Siegel Dado X\ = (A1, ...\,) en el Dominio de Siegel y dado € > 0,

existe un plano resonante H tal que dist (A, H) < e.

PRUEBA: Una demostracién de este resultado se puede encontrar en [1]



Capitulo 4

Teorema Normalizacion

Poincaré-Dulac en C"

4.1. Preliminares

En el contexto de la seccién 1.5 denotaremos por:

CllZy,..,Z))] =< f= Z anZ”; aq € C; f es una serie formal
lo|>1
C"[[Z1, ..., Zn)] = {F = (Z arz%, ..., Z aZZO‘) ;al, € C; F es una serie (vector) formal}
o] >1 o] >1

De ahora en adelante vamos a utilizar zy, 29, ..., 2, en vez de Zy, Zs, ..., Z,.

Definicién 4.1 El operador mayorante es un operador no lineal que actia sobre las

series formales y series (vector) formales reemplazando todos los coeficientes por sus

modulos.
. n n
M : C"[[z1, 22, ..y Z0)] — C" [[21, 22, -y Zn]
para n=1
M g Co2t — g |calz®
| >1 || >1
para n>1
. 1 _«o 2« n . o 1 «@ 2 «@ n «@
M : E a.z%, E az%, ..., E alz® | — E |ag| 2%, E |aZ| =%, .., E lal| z
o >1 o >1 o >1 oo >1 o >1 lo|>1

o1
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Definicién 4.2 La norma mayorante p |.||, sobre el espacio de las series formales

Cllz1, 22, -, 2n]] definido como:

Ifll, = M[f(p,p ... p) < 00

Denotemos por B, al conjunto de todas las series formales que tiene norma mayorante

finita, es decir

B, = {f € Clle1, 22, s 2]l 5 |Ifl, < oo}

No es dificil probar que B, es un subespacio.

Observacién: Sea f (z) = Z anz® € Cllz1, 22, ..., 2], f se puede escribir como

|| >0
f(z)= Z fn (2) donde f, (z) = Z a,2" es un polinomio homogéneo de grado n.
n>0 |a|=n
1= 2 | Do @™ ||| =2 | 22 laal o™ | = D _IAull,
n>0 \ |a|=n n>0 \ |a|=n n>0

p
Definicién 4.3 La norma mayorante p ||-||, sobre el espacio de las series (vector) for-

males C" [[21, 22, ..., z4]] es definido como:

IE, = 1, + 1], + 4 Ll
para  F(2) = (F(2),Fy(2),...,F,(2) = Z alz®, Z a’z®, ..., Z alz*
o >1 la>1 o >1

Denotemos por B, al conjunto de campos formales que tiene norma mayorante finita, es

decir

B, = {F () € C"[lz1, 20, 2l I, < o0}
No es dificil probar que B, es un subespacio.
Proposicién 4.1 El espacio B, con norma |-, es completo.

Prueba: Primero probemos B, con norma ||-||, es completo. Previamente recordemos el

espacio [y

I = {x: ()25 E(C/\Z|a:i| <oo}.

1=1
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Se define la norma en [y
o
o] = il
i=1
Se demuestra que [; es completo con la norma |-|. La demostracién la puede encontrar
en [8].
Por otro lado consideremos una biyecciény : N* = N x N x ... x N — N biyeccion.

Para o = (aq, as, .., a,) € N™ existe un 3; € N tak que ¢ (o) = ; entonces a = ¥~ (5;).

Dado f € C|[z1, 22, ..., z,)] entonces f (21, 22, ..., 2n) = Z g2
la|>1
Para (21, 29, ..., 2,) = (1,1,...,1) tenemos:

f(,1,..,1) = Z an = Zaw—l(ﬂi) (Z ‘@w—l(ﬁi)l < oo). De f(1,1,...,1) se tiene la

lal>1 ieN ieN
sucesién infinita (%—1(51)7 Aop=1(By) s =5 (ap=1(Bn) ) .

Si p =1, sea la funcién ¢ definida:

d: B — I
f - ¢ (f) = (aw—l(/gl), Qop=1(Ba)s =y Bp=1(By) ) .

Sea f,g € By y A € C entonces:

f (2, - Z aoz® Yy g (21, .y 2n) = Z b2

o] >1 o] >1
(F+9) (Ztrnz) = D (@0 +ba) 2y (Af) (21,000, 20) = Y (Mag) 2°
lof>1 o] >1
Evaluando en (21, ...,2,) = (1,...,1)
1) = Z Qo = Zaw , se tiene la sucesiéon infinita ( “1(B1)5 s Qap=1(Bn) )
|a|>1 €N
= Z ba Z by-1(s,), se tiene la sucesién infinita (by-1(s,), ..., by-1(5,) ---)
la|>1 i€eN
(f+9)(1,..,1)= Z (o +by) = Z Ao+ Z ba, esta igualdad se cumple ya que cada
o =1 =1 lo =1
serie es absolutamente convergente por lo tanto convergente.
(f+9) Z Ay=1(8;) —i—Z by-1(8;) Z (ay-1(5) + by-1(5,)) se tiene la sucesion
ieN €N ieN

infinita (aw 1(81) + bw 1(B1)s Q=1 (B2) b¢ 1(By)5 - ) = (Cllwfl(lgl),aq/,fl([b), ...)—i—(bdﬁl([gl), bw71(62),
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(M) ( Z Ay = A Z Ay = )\Zc% 1) = ZA(@ 1(3,) se tiene la sucesion

|a|>1 |a|>1 i€N 1eN
infinita ()\aw 1(81)s )\aw (B2)s -+ )\aw—l(ﬁn), ) = (aw_l(gl), yp=1(Ba)5 --+» Ap=1(B,) )

Que cumple:
= O (f +9) = (ap-1) + by-1(61), Qw1 (8 by1(80)s ) = ©(f) + 2 (g)
n O (Nf) = (Aag-1(8,), ANay-1(,), ) = AP (f)
n O (f) =04 (ag-1(8),-.) =(0,0,...) <> ay-15) =0;:=1,2,..,n 4 f=0.

» Sea (¢, co,...) € [ tal que Z lei| < 00. Como Ftp : N* — N biyeccién . Dado i € N
ieN
Ja' = (a},...,a!) € N" tal que ¢ (a*) =i entonces o’ = ¢! (i) y |a’| > 1. Sea la

serie formal f (z1,...,2,) = Z caiz® tal que Z leqi| = Z lei| < o0.
lai>1| lai>1| 1€N
Por lo tanto es ® sobreyectiva.

Como [y es de Banach y ® es un isomorfismo entonces B; es de Banach. Para el caso

general para un p arbitrario, definimos la funcién 2.

Q: Bl — Bp
fo= Q) =7r(2)

Que cumple:

Qf +9)(2) = (f+9) (p2) = Q(f) (2) + 2(9) (2)

QAS) (z) = (M) (p2) = A2 () (2)

= Q(f)(2) =0 ¢ f(p2) =04 f(p21,p%0) = D aa(pz)™ (pzn) = 0

lo|>1

F(pz1, e p2n) = D aap™Z'2® 0 PNy a2 =04 f =0

|a[>1 la|>1

Sea f € B, = sea f () = () = Q(F) (2) =  (p2)

Como B; es de Banach y 2 es un isomorfismo entonces B, es de Banach.

Lema 4.1 B, con norma .||, es completo.
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Prueba: Sea (F),,) C B, una sucesién de Cauchy Ve > 0 , Jky € N tal que k,r > k
1B Fll, <
(FL) € B, es de cauchy — JF" € B,,.

|p: ||Fk—Fr||p <€

Por lo tanto Ve > 0, 3s; € N tal que m > s; — ||Fi — Fin < £ V1 <i < n tomemos
s = max {1,852, .., Sn} ; [|[Fas — F'||, < ¢/n.

Entonces Ve > 0;m > s ||[Fp — F|, = [(Fy,, By ooy Fip) — (FLF2 L PP

= ||FL — F1Hp —|F2 — F2Hp — || E = F”Hp <e€e/n+e/n+..+e/n=ce
Por tanto B, con norma |||, es completo. =

Para los siguientes calculos veamos las siguientes definiciones.

» Sean a = (ay,as,...,a,) ,b = (b1, by, ..., b,) € R"
Definimos a < b si y s6lo si a; < b;; Vi € {1,2,...,n}
= Sean f(z) = Z anz%, g(z) = Z boz® € Cl[z]] con coeficientes positivos.
lof>1 la[>1
Definimos f < ¢ si y sélo si a, < by; Voo € N
» Sean F'(z) = (F1, Fy, .., F,) (2), G (2) = (G1,Ga, .., Gy) (2) € C*[[2]] con coeficien-
tes positivos.

Definimos F' < G'si y sélosi F; < Gy; Vi€ {1,2,...,n}

» Sea I (z) € C™[[z]] con coeficientes no negativos. Sean a,b € R™

Definimos F' (a) < F'(b) si y solo si a < b.

Sea a = (ayq, ..., ) € N". Definimos en operador D¢

olel

)0 —
a1 "
0z7...02¢

: C[z1, 22, -y 2n]] — Cl[21, 225 -0y 20]]
Z an2® — D¢ Z an 2t = Z Qo D2
|a[>0 |o|>0 ||>0

Sea f (z) € C[[z1, 22, ..., 2n]] sSu expansién es

f(z) = Z Df(0) 2% 2= (21,22, 2n)

|| >0
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Sea g (z),h(z) € Cl[z1, 22, ..., 2,]] la derivada del producto es

D (gh)= Y <Z)Da5gD5h

1BI<]c

Lema 4.2 Se cumplen las siguientes propiedades:

1. Para dos series f(z),g(z) € C[[z1, 22, ..., 2a]| ¥ para algin p

1fgll, < [1711, gl

donde todas las normas son finitas.
2. 81 f(2) € Cllz1,22]] ¥y G (2) = (g1, 92) (2) € C?[[21, 22]] entonces se cumple

M (foG) < (Mf)o(MG))

3. Si F(z) € Cllz1, 22y ooey 20)] Y G (2) = (g1, -y gn) (2) € C"[[21, 22, ..., 2n]| entonces se
cumple

M (FoG) < ((MF)o(MG))

4. S1G(z2),G(2) € C"[[z, 22, ..., 2n]] dos series formales entonces para la composicion

tenemos

[FoGl, <|[IFl,, donde o =G|,

Prueba.

1. Sea

fF2)=Y az" y g(z)=) b’

la|=0 18]=0

f v g se puede escribir como :

f:anyg:Zgn.Dondefn:Zaazaygn:Zbazo‘

n>0 n>0 |al=n |al=n
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Afirmacion: || fngsll, < [|fmll, g5l ,-
En efecto:

Sea f,, = E a2z empezemos suponiendo que g, soélo tiene dos términos g, =
|a|=m

(brz' +by27) tal que I # J y |I| =|J| = s.
Donde todas las n-uplas « + I son diferentes dos a dos y las n-uplas o + J son
diferentes dos a dos disjuntas tal que |a+1I| = m+ sy |a+J| = m +s. Se

agrupara los términos homogéneos y se tendra:

[ 0T 02}, = || 3 aabe= 4 Y by

|a|=m |a)|=m
P

= Z (aa_]b] + CLa_JbJ) Za + Z aaza

|a|=m+s |a|=m+s o

= > laa—sbr+aa_sbs| p™+ ) laalp”
[a|l=m+s lor|=m+s

< D laasbil +laa-sbsl o™+ Y laal o
[@|=m-+s |or|=m+s

= > laal o™ (Ibal " + 11 07) = 1 funll, 15,
la|=m

Para g, en general g, = Z boz® en el producto de f,,9s agrupando los términos
|ar|=s
homogéneos de manera andloga al caso particular y aplicando la definicién de |||,

y la desigualdad triangular seguira que:

[ fmgsll, < [ fmll, 195l

Luego:

<D > Ml

m>o j=0

23

m>o

Ifgll, =

<SS Ul ol = (Z ||fn||p> (Z Hgnup> = 1171l llal,

m>o j=0 n>o n>o

P p
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1
2. Seaf(z):ZaDaf( 2%y gi (2 Z Do‘gz ) z% para i € {1,2}

laj>0 |a|>0 ‘

s(z) = (fo(g1,92)) (2) = Z Daf (Z 'Da91 a) (Z éDagz (0) Za)

|a|>0 ! |a|>0

1 1 1
() = MFoMG (z) = ) —'D“f(())‘ (Z — D1 (0) za) (Z — D2 (0) za)
x| >0 || >0 |a|>0
P = Y 0 (0):
|| >0
Afirmacién: M (s) < r es decir | 5D%s (0)| < LDr (0); Yo € N2

En efecto:

Paraa =0

éDas (2) =s(2)
éDas (0)=s(0)=>" $D“f (0) (91 (0))™ (92 (0))™
|a>0
$Das(0)': ™ LD (0) (g1 (0)° (2 (0))™
' |a>0

Por otro lado:

aDar (z2) =7r(2)

éDO‘r 0 =r@©)=3"

|a|>0

DOl O™ (2 0"

Por lo tanto: Para v = 0 | 2D%s (0)| < 2D (0). Para o = (1,0)
1 fel 1 o (1,0) a1 %
D% ()= 3 D (0) DO [(g0)" (02)".

al !
|| >0

donde:

—~
—_
(=}

~—

DI [l (0] = (
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a1—1
1 1 a1—1 o
= A Z aDagl (0) 2 Z aDagl (0) arz" 125" | go
la]>0 la]>0
az—1
1 (e} (0% 1 « a1 — Q
Thay Z aD 92(0) 2 Z aD g2 (0) a2 1252
o[>0 o]0
1 (03

2. éD“f (0) [ar (91 (0)™ 1 (D", (0)) g2 (0) + g1 (0) a2 (92 (0))** " (D"Vgz (0))]

ja|>0

Por otro lado:

éDo‘r (z) = Z -

|a>0

1 o

>

la[>0

Por lo tanto: Para o = (1,0) | D%s (0)| < L D°r (0)

1 (0%
—Df(0)

(a1 (191 )~ (DU g1 (0)1) Ig2 (0)] + g1 (0)] a2 (Ig2 (©))™* " (DO g5 (0)] )]

Veamos en general la prueba sea a € N?

O que es lo mismo probar

|D%s (0) | < D% (0)

Antes probemos la siguiente afirmacion

Afirmacion:

|D*g"|(0) < D*(Mg)"*(0) Vo € N, Vo, € N. (4.1)

En efecto: Por induccién sobre v; € N

01:1

9= 9"

[8]=0
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Mg =" lgsl="

|81>0
Se tiene |D%¢[(0) = |ga| y D*Mg(0) = | g4

Supongamos se cumple para un v; € N es decir |[D%g"*|(0) < D*(Mg)"(0)

Veamos para vy + 1

|D%g"+1[(0) = | D™ g(0)

=150 (5) oo vl
2
<BZ( )2 1Dl

Por hipotesis
<y ( )Da (Mg)" (0) D (Mg)(0)
B<a
= D*(Mg)*(Mg)(0)
= D*(Mg)" ™.

Ahora veamos la prueba en general: En efecto

D (0)] = | 3 D¥F (0) D (g1 at*) (0)
|v|>0
<> DUf(0)[|D(g g5%) (0) |
|v|>0
— Y 1D HZ( )Da 540 (0) D7g2 (0)
10]>0 B<a
<> DUF0)> (“)|D“ 7gv1(0) DP gs2 (0)|
[v]>0 b \P
_ v a a— ﬂ v1 B va
=Y D0 (5)|D 0)[1D%652(0)|
[v]|>0 /3<04

Por (4.1)

< X 1070113 (5) 0 (o)™ 00" (g0
B<a

|v|>0

= |D"f(0)[D*((Mg1)™ (Mgs)™) (0) = D*r(0).

[v|>0
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3. Antes de ver la prueba veamos la siguiente afirmacion

Afirmacioén:
[D*(91" 95" -9, )| (0) < D*(Mg1)" (M g2)*..(Mgn)™(0) Ve €N (4.2)
En efecto: Por induccién sobre n
n=1; Por (4.1) se tiene
|D%g7"((0) < D*(Mg1)™ (0).
Supongamos que se cumple para un n es decir
1D(g7" 95°--9,")1(0) < D*(Mg1)*" (Mga)**..(Mgy) ™ (0).

Veamos para n + 1

|D%(g1" 9" 9,55)1(0) = [ D™ (91" -9 ) (9,711 1(0)

= |Z( )Da lgr g5 .-gem) D" (gir)1(0)

BLa

<3 (510t a D a0,

B<a

Por hipotesis

<;( )Da B(Mga)" (Maa)™ -(Mg,)™) (0)DP (Mgpar)™+ (0)
= D (Mg0)" (Mga)™.(Mgo)")(Mgn)*+)(0)
— D (M) (Mgo)..(Mgy) ™ (Mgas) ™) (0).

Ahora veamos la prueba de 3; siguiendo las notaciones de la prueba de 2

|D*s()0| = | Y D" f(0)D*(g3" g3*..g5")|(0)
v>0
<> IDUF(0)[[D* (g7 g5 gim)] (0)
v>0
<3 I f(0 \Z( )\Da (g g.g2 )| (01D (g2 (0)
v>0 B<a

= D%r(0).
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4. MG (p) = (MG, ... MGy) (p) = (MG (p) , s MG (p)) = y < 0 = (01, .0, )
o =G,
1FoG|, = [|F10G|, + ... + [|Fa0G], < (MFy) 0 (MG)), + ... + (MF,) o (MG)),
= MF, (y)+ ...+ MFE, (y) < MF, (0)+ ...+ MF, (0) = | F\|l, + .+ | Fall, = |||,

Lema 4.3 Si A € Mat (n,C) es una matriz diagonal de autovalores no resonantes en
el dominio de Poincaré entonces el operador L, tiene inversa acotada en el espacio de

campos vectores con la norma mayomnte.

Prueba.
La:C"[[z1,29, .., 2n]] — C"[[21, 22, ..y 20]]
chaz“ek — cha (<a, A > —=X\g) 2%
k,a k,«
Entonces: Lt C[[z1, 29, vy 20]] — C™[[21, 22, .-y 20]]

Cka
2 : o § : e
Cka?R €k — Z €eL
o o (< a, A > _)\k)

_ Cka
Lt cro2ler | = — 2%
A Zka F Z<a,/\>—/\k F

k,a ,Q

L;ll (E ckazo‘ek>
k,a

o Cla a Cla a
_Hza:(<a,)\>—)\1)z o ‘Za:(<a,)\>—)\n)z
p

p p

1
< - 12 L+ Cra 2™
Tanfo < a, A > =g ; lo , ; ne ,
1 (0%
- Cra e
infal< a,X > =\ kz; ho Tk

Entonces:

1
—1
HLA Hp < iNfeal< o, A > =g

como los autovalores se encuentran en el dominio de Poincaré se puede acotar por un

£ > 0 por el Teorema 3.1 por lo tanto : entonces:

1
<
Z'TL.]C]C’,l |< «, A > _>\k|

123, < 00
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Definicién 4.4 Sea F = (Fy, Fy, ..., F3) : C* — C™ un campo holomorfo definido en
algin disco cerca al origen; F(0) = 0 El operador ARGUMENTO SHIFT es el

operador:

Sp: C[[2]] — C*[[]]
h(z) — F(z+ h(z))

S actua sobre la serie (vector) h que no posee término independiente; h (0) = 0.

Consideremos el espacio de Banach B, indexado con el pardmetro real p € R. Sea B,
un subespacio de B,, V 0 < p < ¢ es natural considerar la inclusién id,, : B, — B, que
es continua. Sea S un operador definido en todo espacio para un suficiente valor pequeno
p; consideremos una familia de operadores S, : B, — B,, vamos a omitir el subindice

en la notaciéon S, = S.

NOTACION:O (z,) Zalx a; € RY

>n

Definicién 4.5 El operador S, = S es una contraccion fuerte si:
LIS (0),=0(*.

2. 8 es Lipschitz sobre la bola A, = {Hth < p} C B, con la p—norma mayorante

para algin p con la constante de Lipschitz no mayor que O (p) .

Lema 4.4 Sea F': C" — C" es holomorfa cerca al origen tal que F (0) = 0y (%£) (0) =

0. Entonces el argumento de shift es una contraccion fuerte.

Prueba:

1L h=0y (%)(0)=0

ISF (0)], = |1 F (= (Z apz® Yz, Yy agza)

lal>2 laf>2 jal>2

p

g al 2*

laf>2

+ Zaiz

lor| >2

+ot

Zaz

|a|>2

P P

para p un suficientemente pequeno.



UNMSM. FCM 64

2. Sea h,h € A, = {||h|| < p} C B,, dos campos de vectores.
g=Sph—Sph=Fo(id+h)—F (id+ h) (4.3)
puede representar como:

g(2) :/0 <€;—]:> (z4+th(z)+ (1 =t)h(z) (h(2) = h(2))dz

por el Lema 4.2, desde que ¢ € [0, 1], tenemos:

Ial, < | (55)| v, (4.0

o=z +th(z)+ 1=, <2l +[[th(z) + 1= t) R }|<H!\+nwaMH

donde:

Donde [[h]|, < p, HE” <pentonces c < pn+p=(n+1)p

%F es una matriz cuyos términos son de orden > 1 por lo tanto aplicando la norma
de una matriz .
OF
0z
H <C(n+1)p=0Ip) (4.5)
De (4.3),(4.4) y (4.5) se tiene
|Seh — Skh||, < O (p) || = h]| - (4.6)

De esta manera queda probado el Lema.

En C[[z1, 22, ..., 2,]] definimos el subconjunto m

m = {f € Cl[z,2,..,2]]; f(0) =0} = ¢ Y 02"

|| >1
Afirmacion: m es un ideal maximal.

En efecto: Sean f,g e my A € C tal que f(z Z caz® g (2 Z doz®

la|>1 la|>1
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s (ft9) () =f()+g() =) a2+ D daz® =) (catda)2” €m

laf>1 la|>1 la>1

» Sear(z) € Cllz]], f(2) = Z Caz” € m

la>1

(rf)(z)=r(2)f(z) =71(2) Z caz®; (rf)(0) =7 (0) f (0) = 0 entonces rf € m.

la>1
Por tanto m es un ideal en C[[z]]. Ademds, es un ideal maximal, pues si un ideal U

contiene a m y U # C][[z]], entonces hay una funcién g (z) = Z doz* €U g(z) ¢ m.
laf>1

Como ¢ (z) ¢ m, g(0) = 8 # 0. Entonces h (z) = g (2)— S es tal que h (0) = ¢g (0)— = 0,
luego h (z) € m C U. Pero g (z) esta también en U; luego 5= g (z) — h(z) € U y por lo
tanto 1 = 387! € U. Luego para cualquier ¢ (z) € C[[z]], t (z) = 1.t () € U, por tanto
U =ClJ] =

En C|[[z1, 22, ..., 2,]] definimos el subconjunto m***

m = FeCE f(2) = ) ca®

|| >k+1

es un ideal en C[[z1, 22, ..., 2 ]]-

Para algtn finito £ € N el k-orden jet ser describe como el cociente.

Cll]]

krn __
I = i

Donde J*C™ es un anillo cociente. Como C [[2]] es conmutativo y tiene elemento de unidad

JFC™ también es conmutativo y tiene elemento unidad.

Definicién 4.6 La truncacion de una serie formal de orden k-finito es la proyeccion
canonica:

§*: Cl[z]] — JFC"

f — fmodm"*!

Es decir sea : f = Z caz® tal que g=fmodm*+!
|| >0

g:f+mk+1
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k
g= E o2 +mF

la|>0
El nombre natural proviene de la identificacién de J*C" con un polinomio de grado < k
en variables 21, ..., 2,.

Sea g,h € C[[z]] y a € C se cumple:
7 (g+h) = 5" (g9) + " (h)
7" (ag) = aj* (9)

Lema 4.5 Sea F' = (Fy,Fs, ..., F,) y el conjunto C = {F;j"F; =0} entonces C es

cerrado.

Prueba.

§* Cl[z]] — JFC"

n k
F=Y e — ()= |3 et

|a[>0 ||>0
Entonces si F™ = (F/", Fy", ..., F™) tal que F™ € C es decir j*(F™) = 0 donde
G (limF™) = lim (j*F]") = 0
Por lo tanto

lim (F™) = (limF{", limFy", ..., limE") € C

4.2. Teoremas Principales Poincaré - Dulac en C"

Teorema 4.1 (Teorema de Linealizacion de Poincaré) Sea U C C™ abierto; 0 € U
y Z un campo holomorfo en U tal que 0 es una singularidad aislada de Z. Cuando la
parte lineal de Z en 0 es no nula y sus autovalores (A, ..., \,) € Dp determinan una

n-upla no resonante. Entonces Z es localmente equivalente a su parte lineal.
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Prueba: Sea 7 (z) = A(2)+F (2); z€ U.Donde A (2) = (A121, ..., \n2n); ord(F) > 2
Sabemos que probar Z localmente equivalente a su parte lineal A es equivalente a probar

que existe H = I 4+ h biholomorfismo tal que:

MA@ =2 () (47)
(z’d—l—%) A(z)=Z(z+h(2))
A(z)+%A(z) —A(z+h(2)+ F(z+h(2))
%Ah(z) —Ah(z) =F(z+h(2))
Lah = Sgph
h=L,'oSr(h). (4.8)

Para que se cumple (4.8) serd suficiente probar que L;'oSp : B, — B, es una
contraccion fuerte.
Afirmacién: L;'Sr : B, — B, es una contraccién fuerte para un p suficientemente
pequeno.

En efecto: Veamos primero que L, oSy esta bien definido

1. Por el Lema 4.4 Sg es una contraccién fuerte para un p < ry LZl es un operador
acotado cuya cota es independiente de p.

Sea h € B,
|LatoSe (W], < O (1) ISk (W), < OO () 1bll, = O (o) Al (4.9)
Por otro lado como

h’rr[l)O(:zr) =0 para e=c<1,390 >0 tal que =<y se tiene O (z)<c
z—>

(4.10)
Por (4.9) y (4.10) sea p < {do,r} se tiene

| L3Sk (W)]|, < O (o) 1], < ellhl], < oc.
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Entonces L, 0SF esta bien definido sobre B,,.

Veamos que L;'0Sp es lipschtiz, sean hy, hy € B,
|L3'0Sk (h1) — L oSk (hQ)Hp = ||L;'0SF (b — hg)Hp <O )|k (ha = ha)ll,

<O@M)O(p) || = hall, = O (p) |11 — hal|,

Por lo tanto:

| L' oSk (h1) — L oSk (hz)Hp <O (p) lhy = ha, - (4.11)

Como L' preserva el orden
[L3oSk (0)]| = O (p%). (4.12)

Para p < {do,7} por (4.11) y (4.12) tenemos que L, 0Sr es una contraccién fuerte.
Por el teorema del punto fijo existe un h € B, que verifica (4.8).

Por lo tanto existe H = i¢d 4+ h holomorfa que conjuga el campo Z y su parte lineal,
ademds como 22 (0) # 0 € GL(C") por el Teorema de la funcién inversa H en una
vecindad cercana al origen es un biholomorfismo.

Entonces H es una conjugacion andlitica por lo tanto Z y su parte lineal son localmente
equivalentes. [

En el caso resonante consideremos el campo Z (z) = A(z) + F (z) ; ord(F') > 2 con
A que tiene autovalores en el dominio de Poincaré

Sin perdida de generalidad si es necesario podemos tomar el campo ¢Z (¢ # 0) tal que

los autovalores de A satisfacen a condicion :
1< Re\j<r; Vj=12.n (4.13)
para algun r € N.

Teorema 4.2 (Dulac) Sea U C C™ abierto; 0 € U y Z un campo holomorfo en U tal
que 0 es una singularidad aislada de Z que cumple (4.13). Cuando la parte lineal de Z
en 0 es no nula y sus autovalores (A, ...,\,) € Dp determinan una n-upla resonante.

Entonces Z es localmente equivalente a un campo polinomial m-jet; m > r + 1.
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Prueba: Supongamos que los autovalores de A cumplen la condicién (4.13).

H = h + I es una conjugacion analitica de Z y Z + ¢ si se cumple:

(aa_fj) (Z) = (Z+g)H (4.14)
(%) A(z) — Ah = (F(id+ h) — F) + g (id + h) — (%) F. (4.15)

Consideremos ahora los tres operadores :

Tr:h— F(id+h) — F

S, h —> g (id+ h)

oh

Entonces la ecuacién diferencial (4.15) puede escribirse de la forma siguiente:
Lah =Tph + Sgh + Yh
donde : Tp =T,5, = S, tenemos
h=(Ly'Tr+ L;'S,+ L;'¥) h.

Estrategia: En este caso a diferencia del caso anterior L4 no es invertible, para eso

haremos nuestros calculos en un subespacio de banach en el que L4 sea invertible y
—1 -1 —1 ‘s

(L3'Tp + L' Sy + L") sea una contraccion.

Sea C del Lema 4.5, consideremos el conjunto
Bn,=CnB,={F = (1, F,....F,) /j"F, =0} N8B,

Observemos que es un subespacio en el espacio de Banach B, con la norma mayorante
||.l],- Como C es cerrado por el Lema 4.5, B,, , es de Banach.

Afirmacién: Si g es un campo holomorfo cerca al origen cuyo ord(g) > m + 1 entonces
S: Bn, — By
h  — g(id+h)
es una contraccion fuerte para un p suficientemente pequeno.

En efecto : Veamos primero que S esta bien definido
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n

1. g es un campo holomorfo existe un r > 0 talque g(z) = ( Z atz?, ..., Z alz®)
|a|>m+1 || >m+1
es absolutamente convergente en B, (0) = {w; |w| < r} entonces

lgll, <00 para s< g (4.16)
Sea h (z) = ( Z bL2%, ..., Z bl z)
|a|>m+1 || >m+1
z4+h(z)=( Z 21+ bLeY o 2, Z b z®)
|| >m+1 || >mA+1

T@a)=lz+h@l,=c+ Y [+ +z+ D |pofal

lo|>m—+1 || >m—+1

lim T (z) =0 para €= %,350 tal que x <&y se tiene T (z) <e= (4.17)

z—0t

=3

Tomemos p < menor {g, T 60}

1S (W, = llg (id + h)ll,, = llgll,  donde o =]z +h ()],

Como p < dg por (4.16) y (4.17) o =T (p) = [z + h(2)||, <e= 7y lg(id+h)|, =

lgll, < oo.
2. Sea h € B, , entonces ord (S (h)) = ord (g (id+ h)) > m+ 1.

Por (1) y (2) S = S, esta bien definido. Por otro lado por el Lema 4.4 S es una contraccion
fuerte.

Afirmacion:
T . Bmw — Bm,p

h  — F(id+h)—F

es una contraccion fuerte para un p suficientemente pequeno.

En efecto :Veamos primero que 7" esta bien definido
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1. F es un campo holomorfo existe un m > 0 talque F(z) = (Z alz® ..., Z alrz®)
la[>2 o] 22
es absolutamente convergente en B,, (0) entonces

|Fll, <oo para s< % (4.18)
Sea h(z)=( Y by .., > bpz)
|oz\>m+1 |o| >m+1
z4+h(z)=( Z 21+ b2, Z bl z)
jal>m+1 o >mt1
T@)=lz+h(),=z+ Y |oala+. +z+ D ||zl
|| >m—+1 |a| >m+1

lim T (z) =0 para €= E,Eléo tal que x < 9y se tiene T (v) < €= o
z—0t 4 4
(4.19)

Tomemos p < menor {’;, a 50}
1T M, = I1F (id+h) = Fll, = |[Fll, + | Fll, donde o=|z+h(z)],.

Como p < &g por (4.18) y (4.19) o = [z + h ()|, <e= T, [|[F[[, < ooy [|[F[|, < o0
entonces

| F (id + h) = F||, < oo
2. Sea h € B,,, entonces ord (T (h)) = ord (F (id+h) — F) >m+1

Por (1) y (2) T = TF esta bien definido.

Por otro lado sea hy, hy € By, ,
|7 (h1) =T (ha)|, = || (h1) = S (h2)|l, (4.20)

Por (4.20) y el Lema 4.4 T' es una contraccién fuerte.
Afirmacién: El operador L' preserva el orden de los monomios, y sobre el espacio B ps
es invertible para un m suficiente grande.

En efecto :

Lzl (Bm7p) . Z CkaZ e — Z m a (% (421)
|a|>m+1,k |a|>m+1,k
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preserva el orden. Sea |a| > r + 1, donde r es fijo y por (4.13):
1< RB)\]‘

a; < Re (o))
la] < Re (< a, A >)
Re)j <r <r+1<|a| < Re(al)
0 < Re(<a,A>=)j).

Por tanto < a, A > —\; # 0. Entonces L' es invertible y es acotado sobre B,, , siguiendo
el mismo procedimiento del Lema 4.3.
Tambien

Re); <m < |a] < Re(< a, A >)

la| —m < |Re(< a, A > —=\)) | <|a, A > =\ (4.22)

Por la desigualdad del Lema 4.3 y (4.22) se tendra:

1
e, <o (5 ) i, (1.23)

para todo h € B, , y m > r + 1.

Afirmacion:
—1
L, 0SBy, — By,

es una contraccion fuerte para un m > r 4+ 1 y un p suficientemente pequeno.

En efecto :Veamos primero que L;'0S esta bien definido.

1. S es una contraccién fuerte sobre B, , con cota O (p) para un p < 1y y L' es
acotado por (4.18) por una cota independiente de p.

Por otro lado

1
lim+O () =0 para € =c¢; < Z,Elél tal que x < 0, se tiene O (x) < €= ;.
r—0
(4.24)
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Sea h € By, ,
L3S (W), <O M) IS (B)l, <O M) O(p)[Ikll, = O (o) 1A, - (4.25)
Por (4.24) y (4.25) para p < menor {ry,d;} se tiene

|L3'0S (h)Hp <O (p)|Inll, < e flhl, < oo. (4.26)

2. Sea h € B,,, => S (h) € By, como L preserva el orden ord(L;'0S (h)) > m+1

De (1) y (2) L;'0oSr esta bien definido sobre B, ,.
Sea hy, hy € By, , y por (4.26) tenemos

| L4305 () — L;"0S (h2)||p <O (p) |hs = hall, < exllhy = o (4.27)
Por otro lado,
|L4'0S (O)Hp =0 (6™ =0 (p*) donde o =0 (p°) (4.28)

De (4.27) y (4.28) L;'0S es una contraccién fuerte.

Afirmacion:
1 .
L, ol : By, — Bn,

es una contraccion fuerte para un m > r + 1 y p suficientemente pequeno.
En efecto: Siguiendo el mismo procedimiento de la afirmacién anterior, para p <
{rs, 00, } se tiene L 0T es una contraccién con cota ¢y < 1.

Solo queda probar que
Lzlog/J i By — By

es una contraccion para un m > r + 1. Consideremos los vectores normalizadores :
hipg = pBlPe, YE=1,2,..,n ; V || > m y de ahi espanderemos en el espacio B, ,.
Afirmacion:

[ L3 ]|, < O (o) Il (4.29)
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para |B] > m y todo k donde |||, = 1.

En efecto:
0 0 0 Fy
Ohes ) : : : : : o 5
hon = F=pBl| B8 82,8 ... Bu.B - Bl LB,
w kg ( 0z ) P z1z ZQZ an Fk z:;p aZZZ ik
0 0 0 0 F,

donde ||Fj|[, = O (p?) sustituyendo en la definicién de la norma mayorante tenemos:

[¥hwsll, Zﬁz ) sl = BO (p) [ sl
Desde que el operador z—BFl de orden no menor a |5| + 1 por (4.23) se tiene:

[L3" s |,, < 7270 (p) 1hall = O (p) ks |

lﬂ |
uniformemente para todo 8 con || > m > r + 1. Por lo tanto queda probado (4.29).
Afirmacién: ¢ y L' es lineal.

En Efecto:

= U(h+g) = (ML) F = 2F + 228 = (h) + ¥ (g)

« U(ch) = (%) F = cBiF = cp (n)

ACro + bdka

s Ly (ahtbg) = L3 | @ ) cuotet b ) diazte’ | = ), mEatet =
|a|>m |a|>m |a‘2m
Cka a,s dka s 1 1
N b — =al, (h)+0L
a||z> <a,A> /\Z€+ lz <o\ > )\’26 aA()+ A(g>

Asi tenemos que ¢ y L;ll es lineal por lo tanto se tiene Lzlw es lineal.

Afirmacion:
-1 .
Ly oY: By, — B,

para un p suficientemente pequeno L;llow esta bien definido.

En Efecto: Veamos primero que Lglow esta bien definido
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h = Z ckazaek = Z dkﬁhkﬁ

s,lal>m+1 k.|| >m+1

Al = > ldislllbnsll,

k,|B|>m+1

12 W) o = 123" | D crazer | b= 1220 [ D dishus | Il

k,la|>m k,|B|zm

=1 D L' (p) Lo < Y |disllIL3' (s) |l

k,|B|=m k,|B|zm
< > 1dslO) sl = O(p) 1]l

Como |[|h||, < oo para un p < {§;} existe un c3 < 1.
L2 () 1l < eslBll,-

2. Sea h € By, como ord(h) > m + 1 se tiene ordy)(h) = ord (3) F > m + 2 por lo

tanto como Lzl preserva el orden

ord(L;'h) > m + 1.

De (1) y (2) L, 0oy esta bien definido. Por otro lado L' es lineal lo que implica que
L ot es una contraccion.

Por las afirmaciones anteriores para p < {51, 03, 03, %} se tiene:

L210S : B,y — By, , s una contracciéon con cota ¢

L;loT : Bim,p — By, €s una contraccion con cota ¢y

Loy : By, — By, es una contraccién con cota cz

Entonces L;'0 (T + S + ) : Byny — By, €s una contraccion.

Por el Teorema del punto fijo para contracciones entonces existe un tnico h € B,,, tal
que verifica:

h=L"o(T+S+1)h.
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Por lo tanto existe H = id + h holomorfa que conjuga el campo Z y Z + g , ademéas como

91 (0) # 0 € GL(C") por el teorema de la funcién inversa H en una vecindad cercana al

origen es un biholomorfismo.

Donde :
Z = Z1 —+ ZQ + ...+ erl -+ Zr + ...+ mel -+ Zm -+ Zm+1 —+ ZerQ + ...
g= i1 — Zomrs — ..

Z+g:Z1+ZQ++Zr_1+ZT++Zm_1+Zm

Entonces H es una conjugacién analitica por lo tanto el campo Z y el campo polinomial

Z + g, son localmente equivalentes cerca al origen. [



Conclusiones

Como conclusiones de este trabajo de tesis podemos decir lo siguiente:
Para la prueba de el teorema de linealizaciéon de Poincaré y el teorema de Dulac se uso
formas normales y resultados de Analisis Funcional como Espacios de Banach, obeservar

que existen otras técnicas de probar estos teoremas.

La importancia de estos teoremas esta que cuando uno estudia una EDO compleja si
sus autovalores cumplen ciertas condiciones es equivalente a estudiar su parte lineal o un
campo polinomial y asi evitamos estudiar con la EDO original que podria tener infinitos

términos.

7
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