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Resumen

Sobre el Algebra geométrica del espacio-tiempo

de Minkowski

PAPUICO BERNARDO VICTOR JOHNNY

DICIEMBRE-2012

Orientador: Dr. Edgar Vera Saravia

Titulo obtenido: Licenciado en Matematica

En este trabajo presentamos AG(4, 1), el dlgebra geométrica del espacio-tiempo de Minkowski
R*!, adaptando el caso euclidiano tridimensional. En este contexto AG(4, 1) contiene una subal-

gebra, AG(4,1)%, isomorfa a AG(3), y esto permite obtener varios resultados interesantes.
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Abstract

On the geometric algebra of Minkowski

space-time

PAPUICO BERNARDO VICTOR JOHNNY

DECEMBER-2012

Advisor: Dr. Edgar Vera Saravia

Degree: Licentiate in Mathematic

This work introduce AG(4, 1), the geometric algebra of Minkowski space-time R*!, adapting the
euclidean three dimensional case. In this context AG(4, 1) contain a subalgebra, AG(4,1)%, iso-

morphic to AG(3), and this permit to obtain many interesting resoults.
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Introduccion

El dlgebra geométrica es un modelo matemaético que permite el estudio de la Mecdnica relativista
y de la Mecénica cudntica. Sus origenes se remontan a la fusién, que en 1878 realiz6 Clifford, de
los cuaterniones presentados, en 1844, por Hamilton y del dlgebra de extension de Grassmann en
el mismo afio [1, 3]. En relacion a la Mecdnica relativistica, debemos mencionar que Minkowski
fue profesor de Einstein. En 1907 colaboré con la sustentaciéon matemdtica de su Teoria de la Re-
latividad dandole una forma geométrica definitiva.

En el presente trabajo, ofrecemos una introduccién al dlgebra geométrica asociada al espacio—
tiempo de Minkowski y para tal fin:

En en Capitulo I, damos algunas propiedades de los espacios de Minkowski; finalmente nos enfo-
camos en las transformaciones de Lorentz, las cuales preservan las isometrias de los espacios de
Minkowski[3].

En el Capitulo II, damos més detalles sobre los espacios de Minkowski; mostramos tres ejemplos
concretos prestando mucha atencion al caso R"", necesario para nuestro trabajo[2].

El Capitulo 111, lo iniciamos definiendo el dlgebra geométrica del espacio euclidiano R?, denotada
por AG(3). Debemos mencionar a modo de comentario que AG(3) ofrece un modelo matemadtico
alternativo para el estudio de la mecénica cudntica usando la teoria de Pauli[6].

En el Capitulo IV, abordamos el tema central del presente trabajo: El dlgebra geométrica del es-
pacio seudoeclidiana de Minkowski AG(4, 1); su relaciéon con AG(3). Aqui debemos de comentar
que AG(4,1) resulta ser el ambiente natural para desarrollar la teorfa de Dirac[4, 5, 7, 8].

En el Capitulo V, presentamos el concepto de espacio seudoeclidiano, que tiene al espacio candnico
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R™%y alos espacios de Minkowski como casos particulares[1, 9].

En el capitulo VI, enfocamos nuestra atencion en la construccion del dlgebra de extension de Grass-
mann, tomando como caso particular el espacio R3. Como consecuencia se obtiene de forma alter-
nativa AG(3).

Finalmente en el capitulo VII, se exponen comentarios y unas breves notas acerca del contexto
histérico en el que se desarrolla las dlgebras geométricas, el dlgebra de extension de Grassmann.
Ademads de una breve discusion del porque el dlgebra presentada por Gibbs no resulté ser un modelo

matematico apropiado.
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— Capitulo 1

Espacios de Minkowski

1.1. Generalidades

Definicion 1.1. Dadosn € N,q € {0,1,2,....,n}ei,j€{1,2,...,n}

1 ,s1 1<i=757<n—q

se denomina (n, ¢)—delta de Kronecker.

Definiciéon 1.2. El espacio métrico R”, provisto de la métrica euclidiana, cuya base candnica

{e1,€2,. .., €ngs€n_qt1,---,€n_1, €y } satisface la condicién de Dirac
e — NMY
ei-ej =0,

se denomina espacio seudoeuclidiano canénico de dimension n e indice ¢, denotada por R™? y el
conjunto { e, ey, ..., e, } se denomina (n, g)—base de R™7.

Definicion 1.3. Sea el espacio seudoeuclidiano canénico R™¢

» si g = 0 entonces R™” = R" se denomina espacio euclidiano.
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= si ¢ # 0 entonces R™? se denomina espacio propiamente seudoeuclidiano. Dentro de los

espacios propiamente seudoeuclidianos se distinguen los siguientes:

e si ¢ = n, R™" se denomina espacio antieuclidiano.

e sig =1, R™! se denomina espacio de Minkowski.

Notacion 1.1. La matriz asociada a la (n, ¢)—base de R™?, denotada

10 0 0
01 0 0
I = (07 nxn =
00 .. -1 0
00 0 ~1

Cuya diagonal esta escrita en el orden indicado y donde la cantidad de signos negativos es igual al
indice de R™?, es una forma alternativa de referirse a la signatura de R™? denotada por (+ + ... +
+ — —... — —), donde la cantidad de signos negativos es igual a ¢, la cual hace referencia a la

(n,q)—base de R™1.

1.2. Propiedades de los espacios de Minkowski

Definicién 1.4. Los elementos de R™! se denominan eventos o sucesos. Una secuencia continua

de puntos se denomina linea del universo.

Definicién 1.5. Un evento x € R™! se expresa
r =2x1€1 + Toos + ...+ xTpHe,

Los x; se denominan funciones coordenadas. Si ¢ = 1,2,3,...,n — 1 entonces x; se denomina

1—eésima funcién coordenada espacial y x,, se denomina coordenada temporal.
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Observacion 1.1.

n n
= Sean dos vectores v = E Vi€ y w = E w;e; pertenecientes a R™!. El producto escalar se
i=1 =1

define
n—1
V-w = E vw; | — v,wy,
=1

El cual se denomina producto escalar de Lorentz.

= El médulo de v = Z v;e; € R™! se define

i=1

[o]l = /v - vl

» La distancia entre dos eventos a, b € R™!, denotada por d(a,b), se define

d(a,b) = [|b — all

Definicién 1.6. Sea v € R™!
= v se denomina vector temporal, siv - v < 0.
= v se denomina vector espacial, si v - v > 0.
= ¢ se denomina vector luz, siv - v = 0.

La existencia de vectores luz, distintos del vector nulo, estd garantizada por la eleccién de la forma

bilineal para el producto escalar. Por ejemplo, siv =e; + €,

v-U:(61+en)~(61—|—en):ef+ei:1+(—1)20
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Definicién 1.7. Sea 2° es un punto arbitrario fijo de R™!
Coo={zeR" /d(z,2") =0}

se denomina cono isotrépico o cono de luz de vértice z°.
Intuitivamente, C,o consiste de todos los eventos para los cuales el vector desplazamiento v = z—x°
es un vector luz, a esto se debe el nombre isotrépico. La recta que pasa por 2 en la direccién de v se

denomina rayo de luz. La recta que pasa por 2° en la direccién de un vector temporal se denomina

rayo temporal o recta temporal.

Definicion 1.8. El interior del cono de luz C,o = { x € R™! /d(z,2°) = 0}, denotada por Int C,o,

se define
IntCp = {z e R™ /d(z,2") <0}
El interior de C se divide en dos conjuntos disjuntos, que se denominan huecos
IntCpo ={z €IntCp [z, > )} U{z € IntCp [z, <)}

Proposicion 1.1. {z € IntCpo /x, > 29}y {x € IntCpo / z, < 22 } son conjuntos convexos.

Proposicion 1.2. El conjunto 7 = {v € R™! /v - v < 0} de todos los vectores temporales forma
un cono convexo con vértice en el origen de coordenadas. La frontera 07, conformada por los

vectores IU.Z, €S un cono no convexo.

R™! — C,0 se denomina regién presente(donde C,o denota la cerradura del conjunto) y estd confor-

mada por los vectores espaciales.
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Seav = Zvi € oT
=1

(1.1)
(1.1) define el cono de luz, del cual se obtienen los conjuntos
Cooy = (1.2)
Coop = (1.3)
Coorr = (1.4)
Coorp = (1.5)

(1.2) y (1.3) se denominan cono de luz futuro y cono de luz pasado respectivamente; (1.4) y (1.5)

se denominan cono temporal futuro y cono temporal pasado respectivamente.

Proposicion 1.3 (Desigualdad de Schwarz invertida). Sean v,w € T se tiene

o w] = vl {lwl]

La igualdad se cumple si y solo si son paralelos.
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Proposicion 1.4 (Desigualdad de triangular invertida). Sean v, w € T se tiene
[v 4wl = [Jo]] + [[w]

La igualdad se cumple si y solo si son paralelos.

Proposicion 1.5 (Desigualdad de Schwarz). Sean v y w vectores pertencientes a la region presente
o w] < vl {lwl]

La igualdad se cumple si y solo si son paralelos.

Proposicion 1.6 (Desigualdad de triangular invertida). Sean v y w vectores pertencientes a la region

presente
[o +wll < vl + [Jw]

La igualdad se cumple si y solo si son paralelos.

1.3. Grupo de Lorentz

Definicion 1.9. Una aplicacion, que lleva rectas en rectas, se denomina colineal; si ademads es una

biyeccion se denomina transformacién afin.

Proposicion 1.7. Las funciones coordenadas ¢g; : R” — R de una aplicacién colineal ¢ =

(g1,---,9n) : R" — R” son lineales; es decir, son de la forma
gi(T1,Tay ..., Ty) :Zqz'jxj‘i_bi (1.6)
=1

Donde los b; € Ry Q = (g;;) € GL(n).

Demostracion. Véase [2]. ]
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Corolario 1.1. Si g : R" — R" es colineal entonces ¢ es lineal.
Demostracion. Véase [2]. ]

Proposicion 1.8. Ag. = { f: R” — R™ / f es una transformacién afin } es un grupo, denominado

grupo afin de R".
Definicion 1.10. Una aplicacion ¢ : R® — R" se denomina isometria, si preserva la distancia entre

puntos; es decir

lz =yl = lle(x) —p(y)|| , paratodo z,y € R"

En otras palabras conserva la forma métrica de R".

Definicion 1.11. Sea g una transformacién afin en R™!. g se denomina movimiento, si ¢ es una

isometria en R™*,
Proposicion 1.9. El producto escalar es invariante bajo movimientos.

Demostracién. Sean g un movimento en R™! y dos vectores u, v € R™! cualesquiera

[ull = llgt)ll vl =gy llu=vll = llg(u) = g(v)]
(u=v)* = (9(u) — g(v))*
entonces u-v = g(u)-g(v)

Teorema 1.1. Todo movimiento en R™! es una transformacién lineal.
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Demostracién. Sean u,v y w vectores en R™!

g(w) - lg(u) +g(v)] = w-(u+v)

g(w) - [g(u+v) = g(u) —g(v)] = 0

glut+v) = g(u)+g(v)
Sea o € R, entonces (au) - v = g(au) - g(v) y a(u-v) = alg(u) - g(v)] = [ag(u)] - g(v)
glau) - g(v) = [ag(u)]-g(v)
gloau) = ag(u)

O]

Corolario 1.2. Todo movimiento lleva una base ortonormal de R™! en una base ortonormal de

R™1,
Corolario 1.3. Sea g un movimiento en R™!' y 2% € R™!. Si g(2°) = 2° entonces ¢ (Cpo) C Cyo.

Demostracion. Sea x € Cyo

— 0
d(g(z),2") = 0
g(x) € Cyo
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Proposicion 1.10. Sea una transformacién afin

g:R”’1 — R

x:(ﬂfl,.’EQ,...,ﬂfn) - gw):(ylay%"'ayn)
Yi = ZQikxk+Ci,i:1,2,...,n
k=1

g es un movimiento si y solo si Q = (g;) € M™"(R) satisface QT I™1Q = ™.
Demostracion. Véase [2]. O

Proposicién 1.11. El conjunto Mgn,1 = {g: R™! — R™! /g es un movimiento } es un grupo,
cuyo producto estd dado por la composicion de movimientos. Mg»,1 se denomina grupo de movi-

mientos de R™1.

Proposicién 1.12. Denotemos por Ag.1 al grupo de todas las transformaciones afines de R™!,

entonces Mg»,1 es un subgrupo de Agn.1.

El movimiento g de la Proposicion 2.10 se denomina transformacion general no homogénea de

Lorentz y la matriz () asociada al movimiento se denomina matriz de Lorentz.

Proposicion 1.13. Denotemos por Lg~: al conjunto de todas las transformaciones generales de

Lorentz en R™!, entonces Lg»1 es un grupo llamado Grupo general de Lorentz.

Notacién 1.2. Denotemos por L™ = { Q € GL(n) /QTI™'Q = I"™' } el conjunto de todas las

matrices asociadas a transformaciones de Lorentz.
Proposicién 1.14. £™*™ es un subgrupo de GL(n) C M™"(R).
Proposicion 1.15. Lgn1 = L%

Definicién 1.12. Sea g un movimiento en R™!, el cual mantiene invariante cada uno de los huecos

de un cono de luz, entonces g se denomina transformacién de Lorentz.

Proposicién 1.16. El conjunto de todas las transformaciones de Lorentz en R™!, denotada por

Lg-.1 es un grupo llamado Grupo de Lorentz de R™!.



Capitulo 1. Espacios de Minkowski 14

1.3.1. Subgrupos del Grupo de Lorentz £***
Observacién 1.2. Sea ) = (¢;;) € LAx4

1. De QTI*'Q = I** se tiene

Gi+ Ga+ G —ay = —1
qf4+q§4+q§4+1 = Qi4>1

quu=>1 0o qu<-—1

2. QT = (g;) € L**, pues por lo anterior
5 2 2 9
Qi+ Qi+ Gz — Qaa = —1

3. det(Q) = 1odet(Q) = —1

q11 qz21 431 —dqau

12 422 432 —q42

q13 q23 433 —d43
—q14 —q24 —q314 (a4

Esto implica que £*** sea no conexo, conformada por cuatro componentes desconectadas entre sf,

caracterizadas por los signos del det(Q) y ¢i1.

Proposicion 1.17. Los conjuntos

L, = {QeL" /det(Q) =1}

L, = {Q=(q5) €L Jqu=>1)}

Lo = {QeLY/det(Q)=1, qu>0}
Ko = {1, —r, - ()" 1}
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son grupos. Donde I € M***(R) es la matriz identidad. £, se denomina Grupo de Lorentz Uni-
modular, £; Grupo de Loretz Ort6crono, £, Grupo de Lorentz Propio y Ky Subgrupo Finito de

Lorentz.

Demostracion. Es evidente que £, y Ky son grupos. Veamos para el caso de L;, es claro que

I € L;. Sean Q, R € L, entonces gy4 > 1y ryy > 1. Denotemos S = QR = (s;;) € L;. Por
4

demostrar que s € L;; es decir s,, > 1 o en forma equivalente Z GaiTia = 1.
i=1

(ga1714 + Quaras + Q437“34)2 < <QZ1 + QZ2 + 923) (7’%4 + 7“34 + 7’34) = (qz4 - 1)(7"24 —1)
entonces

2 2 9
(qa1m14 + Quoros + qusTse)” < QT

|qa1714 + Quoros + Qu3rss] < quaTa
—q41714 — q42724 — q43734 < (44744

0 < quiT1a + Qaoros + Qu3ras +a4aTaa = Sy

Como @ y R son matrices de Lorentz, S también lo és y por tanto sy4y > 10 sy < —1ydela
ultima igualdad se tiene s44 > 1.
Sea ) € L;, hay que probar que para @' = (r;;) se cumple que r44 > 1, lo cual resulta de la

dltima observacion. ]

El nombre ort6crono de £; proviene del hecho que para un evento (1, T, x3, 14) € R**, x, repre-
senta la coordenada temporal y por tanto la dltima componente de los vectores es la componente
en la direccién del eje temporal. Las transformaciones ortécronas son aquellas que llevan vectores
temporales en vectores temporales y ademads conservan la orientacién de estos; como veremos en
el siguiente capitulo la orientacion de un vector temporal esta dada por el signo de su coordenada
temporal; es decir, una transformacién ortdcrona preserva el signo de la coordenada temporal de

un vector temporal.
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L, C L,y ademas L, es no conexo al igual que £, pues contiene transformaciones con determi-
nante 1 o -1. Se puede demostrar que Ky es conexo y mds especificamente /Cy estd constituido por
toda la componente conexa del grupo de Lorentz que contiene a la matriz identidad (Ver, Hermann,
Lectures on mathematical Physics, vol. 11, Benjamin, Reading, 1972).

L; es el grupo mas importante de los subgrupos de Lorentz. Su importancia fisica radica en su

conexidad y conservacion de la orientacion de los vectores temporales (es ortocrono).



— Capitulo 2
Espacios de Minkowski R*! R3! y R*!

2.1. Espacio de Minkowski R*!

Veamos el caso candnico; el cono de luz con vértice en el origen de coordenadas
Coo) = {2z €R> /d(z,(0,0)) =0}

del cual se obtiene

C(O,O) = { (.1]1,372) < R2’1 /xl = T9 } U { (171, I‘Q) < R2’1 /.771 = —XT9 }
C(O’O)T}' = {l’ = (.Tl,l’Q) € [ntC((),()) /.’132 > 0}
C(O’U)TP = {Z[‘ = (Il,l'g) € ]ntC(()’o) /$2 < 0}

Observacion 2.1.

1. Los vectores espaciales pertenecen a una hipérbola al igual que los vectores temporales, pues

siv = vie; + vgee; € R*! es un vector espacial entonces

v? — v =712 (r e R—{0})

lo cual nos lleva
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ysiv =uvie; + vgey € R*" es un vector temporal, entonces
vi—vs=—1r* (re R—{0})

de donde <%)2 — (ﬂ>2 =1.

T T

2. Sean zy € R*!' y p € C,, entonces el vector Top € Caop (0 Cyy 1)

Para mas detalles ver Figura 2.1.

Vector temporal ~Vector espacial
g I9 Imitc
\ y X 4 ' C
Presente
I
Presente
< Ea e
2 =6

. Inte
Vector luz g

Figura 2.1: Espacio de Minkowski R?!

2.2. Espacio de Minkowski R*!

Ver Figura 2.2.
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1 T3

A\, s Vector espacial

Figura 2.2: Espacio de Minkowski R%!

2.3. Espacio de Minkowski R*!

El espacio de Minkowski R*! se denomina en el ambiente fisico espacio—tiempo de Minkowski.

Sea © = x1e1 + Xoes + X33 + x4€4 un evento en R, 2; se denomina funciones coordenadas
relativas a la base e; para¢ = 1,2, 3, 4. Nos referiremos a ey, e5 y e3 como las direcciones espacia-
les unitarias, las cuales dirigen tres ejes denominados espaciales y a e, como direccién temporal
unitaria la cual dirige un cuarto eje denominado temporal, asi nos referiremos a x4 como funcién

coordenada temporal y a las restantes como funciones coordenadas espaciales.

Definicion 2.1. Sea z, € R*!, orientar temporalmente R*! es elegir uno de los conos temporales

de C,,.

Definicion 2.2. Si v € R*! es un vector temporal o luz, se denomina causal; es decir, v es causal,

si v? <0.
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4 4
Teorema 2.1. Sean v = E Ve un vector temporal y w = E wgey, un vector causal no nulo, en

k=1 k=1
R*!, entonces v w, > 0siysolosiv-w < 0.

Demostracion. Por hipétesis

V=0l +vi vl —vi <0 = vl>0v 40l + ol

2 2 2 2 2 2 2 2 2

w'=w] +w; +w; —wy; <0 = w; > w] +w; + w;
2,2 2,2 .2 2 2 2
vywy > (vl + v + U3) (w1 + w; + w3)
2,2 2
viwy > (viwy + vaws + v3ws)

|"U4w4’ > |vlw1 + vowq + UgUJ3|

St vgwy > 0

vgwy = [vgwy| > |viwy 4 vews + vsws| > viw; + vaws + vsws

0 > viwi + vawse + v3w3 — VaWy

Por tanto v - w < 0.

St vgwy < 0

—vgwy = |vgwy| > |viwy + vows 4+ v3ws| > — (V1w + Vaws + V3w3)

v1w1 + Vaws + v3ws —vgwy > 0

entonces v - w > 0. En conclusion, vyw, > 0siy solosiv-w < 0. ]

Corolario 2.1. Sean v un vector temporal en R*' — {0} yv!t = {w € R*' /v-w =0}.Siw € vt

entonces w es espacial.

Demostracion. Sea w € v entonces v - w = 0, usando la reciproca del teorema anterior, w no es

causal, por tanto w es espacial. [
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4
Teorema 2.2. Seav = Z v;e; un vector temporal en R*! — {#}. Existe una base ortonormal B de
k=1
R*!, tal que v € B.

.. ~ v . - .
Demostracion. Como v es temporal v2 < 0. El vector © = Tl satisface 92 = —1 < 0. Si
v

4
u= E uze; € R*" — {0} es un vector ortogonal a ©, entonces

k=1

A~

V-u = @1U1 + @QUQ —|—QA13U,3 — 194’&4 =0

plantearemos un sistema de ecuaciones, donde las variables a calcular serdn las coordenadas de u

b 0y 0y —bs \ [ w 0
00 0 0 uy || 0
00 0 0 ws | |0
00 0 0 s 0

como v # 6, el rango de la matriz del sistema es 1, por tanto las soluciones del sistema forman un

subespacio vectorial de dimensién 3 y podemos elegir una solucién no nula u = (0, 0, 04, 03). De
4

manera analoga, si p = Zpiei € R*' — {f} es un vector ortogonal a ¥ y a u, es decir,p- 0 =0y

k=1
p-u = 0 entonces calcular las coordenadas de p implica resolver el siguiente sistema de ecuaciones

U1 Uy U3 —U4 Y4 0
0 0 04 —173 D2 B 0
0 0 0 0 P I
00 0 0 Pe 0

las soluciones del sistema forman un subespacio vectorial de dimensién 2, asi podemos elegir la

solucion p = (0,92 —02 | G903 , D204). Finalmente, se debe de hallar un tercer vector w que satisfaga
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v-w=0,u-w=0yp-w=0,locual implica resolver el siguiente sistema

() Uy U3 — 10y w1 0
0 0 ’&4 —@3 wao o 0
0 QAJE - f)g @2@3 —62@4 ws a 0
0 0 0 0 Wy 0

las soluciones del sistema forman un subespacio vectorial de dimensién 1, una solucién no nula
esw = (=02 — 02 + 02, Dydy , D30y, D40;). El conjunto { u, p,w,d } estd formado por vectores

linealmente independientes ortogonales dos a dos, ademds por el corolario anterior u,p y w son
U P w v

lull ™ flpll ™ flwll ™ o]
R 0

vectores espaciales. Asi el conjunto B = { } es una base ortonormal de

Proposicion 2.1. Sea B = {ey, €9, €3, €4} una base ortonormal de R*!, donde e, denota la direccién

temporal, se tiene

R4’1 = £(€4) @& 61‘
donde L(e4) denota el subespacio de R*! generado por e,.

Demostracion. Sea w € L(ey) entonces w es temporal, pues w = ey (A € R) y por tanto
w? = —\? < 0, ademds todo vector de e; es espacial. L£(es) Ner = {(0,0,0,0)}. Seav € R*Y,

consideremos el vector u = v + (v - e4) e, € R*! entonces
u-eg=v-e4+ (v-eg)eg-e4=0

asiu €e; yv=(—v-e))es+u € Ley) ®ef O

Definicién 2.3. Sea zy € R*! y consideremos C,, . El conjunto
L={zeR"/z=z+tv,teR}

, donde v es un vector temporal, se denomina rayo temporal.
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Sea ry € R, el IntC,, estd constituido por rayos temporales.
Proposicion 2.2. Dos vectores luz en R*! — {6} son colineales si y solo si son ortogonales.

Demostracion. Si vy w son vectores luz tales que v = Aw (A € R) entonces v - w = v - \v =

Av? = 0. Reciprocamente, sin pérdida de generalidad podemos suponer que v = (vy,v9,v3,1) y

w = (wy, wsy, ws, 1). Por hipétesis v? = w? = v - w = 0, asi

1 = vjw; + vows + v3ws
1 = vi+v;+03
1 = wi+w;+w]
V1w + vawy + vsws = (0F + 05+ v3) (W] + wi + wi)

por la desigualdad de Cauchy-Schwarz en R? existe A € R tal que (vy, ve,v3) = A wy, ws, ws),

luego

[[(v1, 02, 03) || = [A] || (wr, w2, ws) |
de donde |\| = 1. Si A = —1 entonces 1 = (—w;)w; + (—w2)ws + (—w3)ws = —1 lo cual es
absurdo, por lo tanto A = 1 y asi v = w. 0

Proposicion 2.3. Si dos vectores causales son ortogonales entonces son vectores luz y colineales.

Demostracion. Sean v y w vectores causales ortogonales. Si v es temporal, w € v* y por tanto
w es espacial, lo cual es una contradiccion; lo mismo ocurre si suponemos que w es temporal. En

conclusién, v y w son vectores luz y por la proposicion anterior son colineales. [
Denotemos por 7 al conjunto de todos los vectores causales en R* — {#}. Se define la siguiente
relacion en T

v~wsiysolosiv-w <0, paratodov,w € T

Proposicion 2.4. La relacion ~ definida en 7 es de equivalencia y Z estd formado por solo dos

~

clases de equivalencia.



Capitulo 2. Espacios de Minkowski R%!, R%! y R*! 24

Demostracion. Por demostrar que ~ es de equivalencia. Sean u, vy w € T, tales que u ~ v, como
w?=u-u<0yu-v=uvu<0setieneu ~ uyv ~ u. SUPONZamos qUe U ~ vy v ~ w, entonces
u-v<0yv-w <0,asf ugvy > 0y vqwy > 0, donde uy, v4 y wy son las coordenadas temporales de
u, vy w respectivamente. Esto implica que u4 y w, tienen el mismo signo, es decir, uqw, > 0. Del
Teorema 2.1 u-w < 0dedonde u ~ w. Ademds [v] ={w e T Jv~w}={weT /vw, >0},
es decir, [v] estd formado por todos los vectores temporales cuya coordenada temporal tiene el

mismo signo de vg4; el cual satisface v, > 0 0 vy < 0. Asi las clases de equivalencia se reducen a

las siguientes

7-+ = {U:(U17U27U37U4)€7—/U4>0}
= {U: (U17U27037U4> ET//U4 <0}

= THuT"

I

O

Orientar el espacio de Minkowski es elegir uno de los conos temporales, por tanto todos los vectores
que se encuentran en 7+ o 7~ tienen la misma orientacién. Los elementos de 7 se denominan
vectores causales (si estdn en el interior del cono se denominan vectores temporales) en direccién

futura, mientras que los vectores en 7~ se denominan vectores causales en direccion pasada.
Proposicion 2.5. 7+ y 7~ son conjuntos convexos.

Demostracion. Sean v, w vectoresen R*! y A € R*. v € T siysolosivy > 0siysolosiAvy >0
siysolosi \v € TT. Ademds v, w € T siysolosivy > 0ywy > 0siysolosivy+wy >0siy

solosiv+w e TT. O

Notacién 2.1. Sea z;, € R*!

(IntCy)" = {zeRY /z—zeT "} =IntCNT"

(IntCp)” = {zeRY /x—ayeT }=IntCNT"
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Proposicion 2.6. Sea v un vector luz, no nulo y fijo en R*!. Si existe w € 7 tal que v - w > 0,
entonces v - u > 0 para todo u € 7. Si existe w € T tal que v - w < 0, entonces v - u < 0 para

todo u € T . De forma andloga se cumple para 7 .

Demostracion. Supongamos que existen @ y w vectores en 7 ' tales que
veu>0y v-w<0

En primer lugar, de darse el caso que |v - w| = v - @, entonces

como w + @ € T entonces v debe ser temporal, lo cual es una contradiccién y por tanto la

proposicién estd probada. En segundo lugar, si |v - w| # v - 4, podemos reemplazar 1w por A\ el
v-Uu v-u

cual pertenece a 7+, donde A = — =
jo-wf  —(v-w)

vl = Av-w)

= —v-u<0

|v - M| = v - 4. Andlogamete para 7 . O

Definicién 2.4. Sea w un vector luz en R*!, se dice que w esté en direccién futura, si w - v < 0

para todo v € T y en direccién pasada, si w - v > 0 paratodov € T .

Sea xy € R*!, los conjuntos definen los vectores en direccién futura y pasada

Coor = {xeCmO/(x—xo)'v<O,VUeT+}
Coop = {2€Cu/(x—20) v>0,YveETT}
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Proposicion 2.7. Sean v y w dos vectores luz, no nulos, no paralelos y no ortogonales en R*!, v y

w tienen la misma orientacién siy solo siv - w < 0.

Demostracion. Supongamos que v y w tienen la misma orientacién, entonces v y w pertenecen a
TToT .Siv=(vy,v9,v3,v4) yw = (wy,wsy, w3, wy) estdn en 7 entonces vy > 0y wy > 0.

Ademas como son vectores luz se tiene

vi+vs+ui =

Vw4 wd+wi o= wy

entonces

vy = \/vf+v§+v§\/wf+w§+w§
> |U1’w1 + V2W2 + U3w3|
> vw; + Vawa + V3Ws

0 2 V1w + VW2 + V3W3 — V4 Wy

o
WV

v-w
como v y w no son ortogonales v - w < (. Reciprocamente, si v - w < 0 entonces v ~ w, con lo
cual v y w tienen la misma orientacion. [

Teorema 2.3 (Desigualdad de Schwarz invertida). Sean v y w vectores temporales en R*!, entonces

[0 w] = vl {lwl]

La igualdad se da si y solo si v y w son vectores paralelos.

Demostracion. Si uno de los vectores fuese el vector nulo la igualdad es inmediata, por tanto
supongamos que ambos vectores son no nulos. Ademds v - w # 0, pues si v - w = 0 uno de los

vectores seria espacial lo cual es una contradiccion. El vector \v — ¢gw, donde A = v - wy ¢ = v?,
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es espacial o nulo, pues

(A —ow)-v = M®—¢w-v

= (v-w)v? —v*(w-v)

=0
por tanto
0 < (Ww—oguw)
0 < AP+ d*w® — 20é(v - w)
22p(v-w) < A7+ p*w?
2(v-w)r?(v-w) < (v-w)*? + (v?)*w?
2v-w)* = (v-w)?+v*w?
(v-w)® > v = [v?] v’
(v-w)? = V[v?] |Jw?]
[v-wl = ol fw]

La igualdad se cumple si y solo si u = ; es decir, A\u = gw.

Reciprocamente, si v = Aw (A € R)

2
[l flwll = A lw]

= |v-w\

]

Teorema 2.4 (Desigualdad triangular invertida). Sean v y w vectores temporales en R*!, los cuales

tienen la misma orientacion, entonces

[o 4wl = [Jo]] + [lw]
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La igualdad se da si y solo si v y w son vectores paralelos.

Demostracion. Por hipétesis, v y w pertenecen al mismo cono y por la convexidad v + w pertenece

al mismo cono que los anteriores y es temporal
0> (v+w)?=0v>+2v-w+w

como v y w tienen la misma orientacién v - w < 0; es decir, |v - w| = —v - w
0> @w+w)? = v*+2v-w+w

entonces

(v +w)?] = —v*=2v-w—w

= |112‘ + 2w+ ]w2|

> |+ 2wl + jw¥] = (vl + [lwl)?
(v +w)?[ = vll + [[wl]
lv+wl = flvll + [Jwl]



— Capitulo 3

Algebra geométrica del espacio euclidiano R?:

AG(3)

Definicion 3.1. El dlgebra geométrica del espacio euclidiano tridimensional, denotada por AG(3),

es el R-subespacio vectorial, de dimensién 8, del anillo de polinomios R [o1, 09, 03]

3
AG(S) = {ao + Z a;0; + Z Clz‘jO'iO'j + a1230'10'20'3/(lk € R}

i=1 1<i#j<3

donde el producto de polinomios se procesa bajo la identidad de Dirac
0;0; + 0;0; = 252’]0

con el cual recibe el nombre de producto geométrico. Los elementos de AG(3) se denominan
multivectores.
Notacion 3.1.

® 0102...0 = 012k

» 0193 = ] yestal que I = —1.

= AA...AA = A¥, paratodo A € AG(3).

29
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AG(3) posee los siguientes subespacios

AGO(3) = {Ac€ AG(3)/A=al,acR} (0-vectores o escalares)

3
AG(l)(B) = {A € AGB3) /A= Zaiai, a; € ]R} (vectores)
=1

AGP(3) = {A € AG(3)/ A= Z ;i , Qij € R} (2-vectores o bivectores)

I<i#j<3

AG®(3) = {A€ AGB3)/A=al,acR} (3-vectores o trivectores)

3

La dim (AG(]")(S)) = O} para k = 0,1,2,3. De la definicién AG(3) = @ AG™(3) se tiene que
k=0

dim (AG(3)) = 2* = 8.

Notacion 3.2. A; denota la parte k-vectorial de A = a + a0, + a;j0;; + a;l € AG(3) para

k=0,1,2,3, es decir

Ay=a, Ay = a0, , Ay = a0 , Az =arl

3
Por tanto un multivector A € AG(3) se escribe de manera compacta A = Z A;, donde A; €
i=0

AGW(3).

3 3
De la igualdad de polinomios, dos multivectores A = Z Ay B = Z B; son iguales si y solo si
=0 i=0

A; = B;parai =0,1,2,3.

3.1. Automorfismos en AG(3)

Definicién 3.2. La aplicacién

A:ZAi — (A=A, , k=0,1,2,3
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se denomina proyeccién sobre AG™*)(3).

Propiedades 3.1. Sean A, B € AG(3) y paratodo o € R
= (@A + B), = a(4), £ (B),
» SiAe AGY(3), (A), = 0p A

Definicién 3.3. La aplicacion

se denomina conjungacion espacial.
Propiedades 3.2. Sean A, B € AG(3)ya € R

» cA+ B=aA+ B

|

=A

Definicion 3.4. La aplicacién

T AG(3) — AG(3)

3

3
A=3"4 —» A=Y (-)"FA

i=0 i=0
se denomina reversion.
Propiedades 3.3. Sean A, B € AG(3)ya e R
» (0A+ B)T = aAl + BT

. ()

k
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Definicién 3.5. La aplicacion
T AG(3) — AG(3)
A = A=A
se denomina transposicion o conjugacion de Clifford.

La transposicion satisface las mismas propiedades que las anteriores aplicaciones.

Proposicion 3.1. La conjugacion espacial es una automorfismo. La reversion y la conjugacién de

Clifford son antiautomorfismos. Es decir, si A, B € AG(3)

AB = AB
(AB)! = AtBf
AB = AB

3.2. Producto escalar y modulo en AG(3)
Definicién 3.6. La aplicacion
-t AG(3) x AG(3) — R
(A, B) — A-B=(A'B),

se denomina producto escalar de multivectores.
Propiedades 3.4. Sean A, B,C € AG(3)ya € R

m A-B=B-A

» A-(B+C)=A-B+A-C

» (0dA)-B=A-(aB)=a(A-B)
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Definicién 3.7. La aplicacion

I ll: AG(3) — RT
A — JJA|=VA-A
se denomina maédulo.
Paratodo A € AG(3) y a € Rsetiene ||a Al = |a| || A]|.

Definicion 3.8. Sean A, B € AG(3).Si A- B = 0 entonces A y B se denominan multivectores

ortogonales.

Definicion 3.9. Sea A € AG(3). Si ||A| = 1 entonces A se denomina multivector unitario o

normal.

Proposiciéon 3.2. El conjunto B = { 1,01, 09,03, 012,013,093, } C AG(3) es una base ortonor-

mal de AG(3).
Demostracion. Ver 8, Teorema de Riesz]. OJ

Proposicion 3.3. Sean A, B € AG(3) entonces
|A- Bl < [l A]l]1B]

La igualdad se cumple si y solo si existe A € R tal que A = \B.

Proposicion 3.4. Sean A, B € AG(3) entonces
A+ Bl < [|A[l + | B]]

La igualdad se cumple si y solo si existe A € R tal que A = \B.
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3.3. Dualidad

La dualidad se define de forma andloga a la dualidad de Hodge. La cual es usada en la teoria
de Formas diferenciales y debido a esto se seguird usando la misma notacién. La dualidad fue
introducida por W.V.D Hodge, esta establece una correspondencia entre los k-vectores y los (n—k)-

vectores, la cual resuelve la definicién de un producto cruz en el dlgebra del espacio tridimensional.
Definicion 3.10. La aplicacion
*x: AGW(3) — AGEM(3)
A — xA=A'I
se denomina dual o dual de Clifford.
Proposicion 3.5. La dualidad es un isomorfismo entre espacios vectoriales.

Proposicion 3.6. El dual de un k-vector A es el (3 — k)-vector xA, ortogonal a A.

Demostracion.

(A %A) = <ATATI>O

< k 1)kA )(kfl)kA[>0
= (4

0

> , A2’eR

O]

Por ejemplo, el dual de o, es xo; = JI[ = 01/ = 0403, en donde se hace evidente la propiedad

geométrica.

Teorema 3.1. AG®(3) y AG™M(3) son isomorfos a AG®)(3) y AG®)(3) respectivamente, como

espacios vectoriales.
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Demostracién. La prueba se sigue de lo antes expuesto y de la dimensién de AG™*)(3) para k =

0,1,2,3. O
Observacion 3.1.

» Sea ajpois + a13013 + a3093 € AG?)(3) entonces

12012 + 13013 + A23023 =  @1203] + a13021 + agz0q]

= (CL120'3 + 1309 + CL230'1)I

AGOB)» AGY(3) = {a+ Bl AG(3)/a,8€ AGV(3)}
AGYB)» AGP(3) = {v+wle AG(3)/v,w e AGW(3)}

= AGO(3) & AG®(3) = C

3.4. Subalgebra AG(3)*
Definicién 3.11. Sea A € AG(3). A se denomina multivector par, si A = A y multivector impar,
si A= —A.

A € AG(3), podemos expresarlo de la siguiente manera
A= <A>0 — (A) + (A)y — <A>3

Observacién 3.2. Parak = 0, 1 los elementos de AG®*)(3) son multivectores pares y los elemen-

tos de AG¢+1)(3) son multivectores impares.
Notacion 3.3.

m Sea A € AG(3). At = (4),+ (A),y A~ = (A), + (A), denotan a los multivectores par e

impar respectivamente, asociados a A. Por tanto podemos escribir A = AT + A™.
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» AG(3)" y AG(3)™ denotan al conjunto de todos los multivectores pares e impares, respecti-

vamente, de AG(3). Asi

AG(3) = AG(3)" & AG(3)~

Teorema 3.2. AG(3)" es un subélgebra de AG(3) denominada subélgebra par.

Demostracion. La prueba se realizard para el caso AG(4, 1) en el siguiente capitulo. [



— Capitulo 4

Algebra geométrica del espacio-tiempo R*':

AG(4,1)

Definicion 4.1. AG(4,1) es el R-subespacio vectorial de dimensién 16 del anillo de polinomios

R [v1,72,73, 74
AG(4,1) = {ao + ayi + aijyij + QijiYijr + Grasayizsa /1 <@ < j < k < 4}
El producto geométrico en AG(4, 1) es el producto de polinomios, el cual se rige por la identidad

de Dirac

1

Yu =W = 5 (7uu + 71/#) = 5;41/’7]1;

AG(4,1) se denomina dlgebra geométrica del espacio—tiempo y sus elementos se denominan multi-
vectores o nimeros de Dirac. {71, V2, V3,74 } denota la base canénica de R*!, donde 7, se denomina
vector unitario temporal y los restantes vectores unitarios espaciales. Denotaremos 75 = 71234 Y S€

denomina unidad seudoescalar.
Observacion 4.1.
] 752 = —1

= 5 anticommuta con los vectores y trivectores, y commuta con los escalares y bivectores.

37
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4
= AG(4,1) =P AGM(4,1); AGO(4,1) =R,
k=0

4
» Un multivector A € AG(4,1) se escribe A = Z (Ag).

k=0

Sea A € AG(4,1). Se tiene
= Conjugacién espacial o involucién graduada: A = (A), — (A), + (A), — (A), + (A),
= Reversion o conjugacin hermitiana: AT = (A), + (A), — (A), — (4); + (A),

= Transposicion o conjugacion de Clifford: A= (Z)*

4.1. Producto escalar y médulo en AG(4,1)

Definicion 4.2. La aplicacion

t AG(4,1) x AG(4,1) — R
(A, B) — A-B=(A'B),

se denomina producto escalar de multivectores.

Definicién 4.3. La aplicacién

Il : AG(4,1) — R*
A = |A|l=VA- A

se denomina mddulo.

4.2. Subalgebra AG(4,1)" y su relacion con AG(3)

Definicién 4.4. Sea A € AG(4,1). A se denomina multivector par, si A = A y multivector impar,

siA=—A.



Capitulo 4. Algebra geométrica del espacio-tiempo R*': AG (4,1) 39

Para k = 0, 1, 2 los elementos de AG*¥) (4, 1) son multivectores pares, mientras que para k = 0, 1

los elementos de AG®**1)(4,1) son multivectores impares.
Notacion 4.1.
» Sea A € AG(4,1).
A= ((A)g+ (A)y + (A),) = (A); +(A)y)
Asi A= A"+ A~.Donde A" = (A), + (A), + (4), y A~ = (A), + (A), denotan la parte
par e impar, respectivamente, de A.

» AG(4,1)" y AG(4,1)” denotan el conjunto de todos los multivectores pares e impares,

respectivamente, en AG(4,1).

AGD(4,1) N AGY(4,1) = {0} parai # j. Ademds
2
AG(H, 1) = @DAG(4,1)
k=0

1
AG(4,1)” = PAGHI(4,1)

k=0

1
Recordemos que AG(4,1) = @ AG™ (4,1), as
k=0

AG(4,1) = AG(4, 1)t & AG(4,1)"

Proposicion 4.1. AG(4,1)" y AG(4,1) son espacios vectoriales reales.

Proposicion 4.2. AG(4,1)" y AG(4,1)~ satisfacen las siguientes relaciones, con respecto al pro-
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ducto geométrico

AG(4,1)TAG(4,1)" = AG(4,1)* 4.1)
AG(4,1)"AG(4,1)” = AG(4,1)” (4.2)
AG(4,1)"AG(4, )" = AG(4,1)” (4.3)
AG(4,1)"AG(4,1)" = AG(4,1)* (4.4)

Demostracion. comenzamos con 4.1. Sea A = ag+ a;;7i; +asvs Y B = by + b;j7y;; + bsys pertene-
cientesa AG(4,1)", AB = co+c;7i+¢57s5, donde ¢y = co(ag, by, as, bs), ¢ij = cij(ao, bo, aij, bij, as, bs)
y ¢5 = co(a;j, bi;) son obtenidos a través del producto geométrico. Asi AG(4,1)TAG(4,1)T C
AG(4,1)". Ahora 1 € AG(4,1)" y para cualquier A € AG(4,1)" se tiene A = Al € AG(4,1)"
entonces AG(4,1)" C AG(4,1)TAG(4,1)%, luego AG(4,1)TAG(4,1)" = AG(4,1)". De la mis-

ma forma podemos demostrar 4.2y 4.3. Sean A = a;y; +a;xVijr Y B = bi7yi +bijiijk pertenecien-
tesa AG(4,1), AB = ¢y + ¢ + 575 € AG(4,1)7, luego AG(4,1)"AG(4,1)- C AG(4,1)".

Sea A € AG(4,1)*

= Qg+ a12712 + @13Y13 + Q14714 + A237Y23 + Q24724 + A347Y34 + G575

= QY11+ @12712 + @13713 + Q14714 + A23V1123 + A24V1124 + A34Y1134 + A57Y1234

= 7 (g1 + a1272 + a137y3 + @1aya + A23Y123 + A2a7V124 + Q347134 + A57Y234)
entonces A € AG(4,1)"AG(4,1)", luego AG(4,1)"AG(4,1)” = AG(4,1)*. O
Proposicion 4.3. AG(4,1)" es un subélgebra de AG(4, 1), denominada subélgebra par.

Demostracion. La prueba resulta de la proposicion 4.1y 4.2. [

4.2.1. Cuatro isomorfismos especiales

Teorema 4.1. AG(4,1)" es isomorfo a AG(3).

Demostracion. AG(4,1)" y AG(3) son R—espacios vectoriales de dimensién 8, entonces podemos
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definir en forma natural un isomorfismo entre ellas que preserve las propiedades del producto en

ambas. La aplicacion
v AGMH4, )T —  AG(3)
definida

Y(ao + a12712 + 13713 + A14Y14 + Q23723 + Q34734 + A57Y5) =

ap + a12012 + 13013 + Q1401 + Q230923 + Q2402 + A3403 + as]

es una biyeccion. De la tabla del producto geométrico )(AB) = (A)y(B) para todo A, B €
AG(4,1)". Por tanto AG(4,1)" = AG(3). O

Cabe mencionar que este isomorfismo proviene de haber fijado la coordenada temporal v, y luego

hacer la identificacién, para k = 1, 2, 3.
Ok S V4
Denotemos
H = {ap+ i+ ayj+ask/o; eRi* =35> =k =ijk=—1,ij =k}
yH =H" & H™, donde

HT = {ozo—i-oq(ij)/aie]R}

H- = {Oél’t.—i-Oézj/Oéi € R}

Teorema 4.2. AG(3)" es isomorfo al dlgebra no commutativa de los cuaterniones H.
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Demostracion. La aplicacion

¢: AG(3)" — H
a+ ajp019 + a13013 + Ag3023  — @ — da3t + a13] — aizk
satisface p(AB) = ¢(A)p(B) paratodo A, B € AG(3)™, por tanto AG(3)" =~ H. O
Teorema 4.3. H es isomorfo a C.
Demostracion. La aplicacion
p:HY — C

Qg + Oégij — Qg+ 0631:
satisface p(AB) = ¢(A)p(B) paratodo A, B € AG(3)", por tanto H™ = C. O
Teorema 4.4. C* es isomorfo a R.

Demostracion. C = Ct @ C~ = R @ iR, donde > = —1. La aplicacién identidad Id : Ct — R

es un isomorfismo. O]

AG(4,1)

AG(4,1)T = AG(3) AG(4,1)”
AG(3)T 2 H AG(3)~
HT = C H-

CT=R][C

Cuadro 4.1: Isomorfismo de subdlgebras pares
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4.3. Dualidad

Definicion 4.5. La aplicacion:

*x: AGM(4,1) = AGYM(4,1)
A — *:AT’}%
se denomina dual.

Proposicion 4.4. La aplicacion x es un isomorfismo de espacios vectoriales.

De la proposicién anterior AG((4,1) = AG?W(4,1) y AGM(4,1) = AG®)(4,1), de donde a
los elementos de AG™(4,1) se les denomina seudoescalares y a los elementos de AG®)(4,1)

seudovectores.
Proposicién 4.5. Sea A € AG*)(4,1). Se tiene A - xA = 0.

Demostracion.

A-xA = (ATAlys) = (1) FA%y) =0

4.4. Subespacio de bivectores: AG?)(4,1)

Observacion 4.2.

= 95 = lparai=1,2,3y~} = —1parai#j # 4.

= A través del isomorfismo del teorema 4.1 AG®) (4, 1) = £ {14, Y24, Y34} D L {712, 113, Y23}
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Notacion 4.2. Denotemos

AG(Q)(4,1)E = L {v14,724,734} Dbivectores espaciales

AGP(4,1)p = L {712,713, 723} bivectores temporales
Proposicién 4.6. Sean B, € AG®? (4,1)py By € AG®(4,1)r. Se tiene

B1-B1 20, By-By <0

4.5. Bivectores simples

Los bivectores surgen del producto exterior de dos vectores, los cuales determinan un segmento
de plano, pero en dimensiones mayores a dos existen bivectores obtenidos por la suma de otros
bivectores, que no se pueden expresar como el producto exterior de dos vectores (ver [9, pigina
24]).

Intuitivamente, un bivector B es un bivector simple, si existen v, w € AG()(4,1) no nulos tales

que B = v A w. Por ejemplo, los bivectores de la base son bivectores simples.
Definicién 4.6. Sea B ¢ AG®(4,1). B se denomina bivector simple, si B2 € R.

En dimension dos y tres, segun la anterior definicion, todos los bivectores son simples (ver [9,
pagina 24]), pero en cuatro y mds dimensiones no todo bivector es simple, pues su cuadrado no es

un ndmero real.

Proposicién 4.7. Sea B € AG®(4,1). Existen B, y B, bivectores simples, tales que
By -By=0, Bf>0, Bi<0y B=a;B; + B,

los bivectores B; y By se denominan componentes simples de 5.



Pr. GeomL. 1-vector 2-vector 3-vector 4-vector

1 2 3 4 12 13 14 23 24 | 34 | 123 | 124 | 134 | 234 5

1 1 12 13 14 2 3 4 123 | 124 | 134 | 23 24 34 5 234

Lvector 2 -12 1 23 4 -1 | -123 | -124 3 4 234 | -13 | -14 -5 34 -134
3 -13 | -23 1 34 123 -1 | -134 | -2 | -234 | 4 12 5 -14 | -24 124

4 -14 | 24 | -34 -1 124 | 134 1 234 2 3 -5 -12 | -13 | -23 123

12 -2 1 123 | 124 -1 23 | =24 13 14 5 -3 -4 | 234 | 134 -34

13 -3 -123 1 134 | 23 -1 34 | -12 -5 14 2 234 -4 | -124 24

7 -vector 14 -4 | -124 | -134 | 11 24 34 1 5 12 13 | -234 | -2 -3 -123 23
23 | 123 -3 2 234 | -13 12 5 -1 34 | 24 -1 | -134 | 124 -4 -14

24 | 124 4 | -234| -2 -14 -5 -12 34 1 23 | 134 | 123 -3 -13

34 | 134 | 234 -4 -3 5 -14 | -13 | 24 | -23 1 | -124 | -123 1 2 12

123 | 23 -13 12 134 -3 2 234 -1 | -134 | 124 | -1 -34 24 -14 -4
3-vector 124 | 24 -14 -5 -12 -4 | 234 | -2 134 1 123 | 34 1 23 -13 -3
134 | 34 5 -14 | -13 | -324 | -4 3 -124 ] -123 | 1 24 | -23 1 12 2

234 | -5 34 24 | 23 | -134 | 124 | 123 -4 -3 2 14 13 -12 1 -1
4-vector | 5 | -234 | 134 | -124 | -123 | -34 24 23 -14 | -13 | 12 4 3 -2 1 -1

Cuadro 4.2: Producto geométrico en AG(4,1)
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Espacios seudoeuclidianos

5.1. Generalidades

V' hard referencia a un espacio vectorial real n-dimensional con base B = {ej,es,...,e,} y 0

denota al vector nulo de V.
Definicion 5.1. La aplicacién ¢ : V' x V — R se denomina

= Forma bilineal, si es lineal en cada una de sus variables, es decir

p(au+ fo,w) = ap(u,w) + Bp(v, w)

p (u, a0 + fw) = ap(u,v) + fp(u, w)

para cualesquiera u, v y w € V' y cualesquiera o, 5 € R.
= Simétrica, si p(v, w) = p(w,v) para todo v,w € V.

= No degenerada, si parav € V fijoy para todo w € V'

(v, w) =0 entonces v =0

Definicién 5.2. Una forma bilineal, simétrica y no degenerada ¢ : V x V' — R, se denomina

producto escalaren V.

46
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Notacion 5.1.
= o(u,v) = u- v, donde ¢ es un producto escalar fijo y arbitrario en V.

» Sea B = {ej,ez,...,e,} C V base de V, denotaremos e, - e; = ¢;;, 1 < ¢, < n'y por
G = (9i5) € M™ " (R), la cual se denomina matriz asociada al producto escalar asociada a

la base .
Observacion 5.1.
= La definicién anterior determina la existenciade v € V, tal que v - v < 0.

» Paratodov € V,setiene 6 -v = 0.
n n
= Seanv = Z eV yw = Z ejw; vectores en V'

i—1 j=1

n
Vew = E giﬂ)i'w]’

ij=1
el lado derecho de esta igualdad constituye una forma n-lineal.
Proposicion 5.1. Sea G la matriz asociada al producto escalar, entonces (Gg) € GL(n).

Demostracion. Supongamos que det (Gg) = 0. Paracada j = 1,2,...,n consideremos el sistema

lineal E 9i;v; = 0 cuyo determinante es nulo y por tanto el sistema posee infinitas soluciones;
i,j=1
n n
podemos considerar un vector solucién no nulo v = E v;e; € V tal que para todo w = E ejw; €
i=1 j=1

v

n
v-w = E gijviwj

ij=1
n n
= E E GijUi | Wy
=1 i=1

j
= 0
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dado que el producto escalar es no degenerado v = 6, lo cual es una contradiccion. Asi det (G) #

0y por tanto Gz € GL(n). O

Proposicion 5 2. Una condicién suﬁcwnte para que la aphcacmn YV xV — R, definida por

P(v, w) Z hijviw;, donde v = Z eiv; y W = Z ejw; sea un producto escalar, es que la
3,7=1 =1 7=1
matriz H = (h;;) sea simétricay H € GL(n).

Demostracion. Es evidente que 1) es una forma bilineal y simétrica. Para la tercera condicién, sea

v € V tal que ¥ (v, w) = 0 para cualquier w € V, entonces

Z hz‘jUz‘U)j = Z (Z hm’?)j) w; = 0
j=1 =1

ij=1

considerando w = (1,0,0,...,0), Z hijv; =0paraj =1,2,... ,n;comodet(H) # 0, el sistema
=1
posee una tunica solucion, luego v; = O parat = 1,2,...,n; por tanto v = 6. [

El hecho que un producto escalar sea no degenerado equivale a la regularidad de la matriz G,

debido a esto dicha condicion se denomina condicidn de regularidad.
Definicion 5.3. v, w € V se denominan ortogonales, si v - w = 0.

Definicion 5.4 (Forma Métrica). La aplicacion

E:V — R

v = k(v)=v-v

se denomina forma métrica de V.
Definicion 5.5. El mddulo de un vector v € V, denotada por ||v||, se define como ||v|| = /|k(v)].

Definicion 5.6. La distancia entre dos puntos a = (ay,as,...,a,) y b = (by,ba,...,b,) en V,

denotada por d(a, b), se define como

d(a,b) = [|b — all
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Definicion 5.7. Un vector v € V' se denomina
m Unitario, siv-v = 1.
= Unitario imaginario, siv - v = —1.
= [sotrépico, si siendo v # 0 se tiene que v - v = 0.
Definicion 5.8. La forma métrica k de V', se denomina
= De signo definido

e Si k(v) > 0 para todo v € V. La forma métrica se denomina definida positiva.

e Si k(v) < 0 paratodo v € V. La forma métrica se denomina definida negativa.
= De signo variable, si k(v) toma valores positivos y negativos.
De la teoria de formas cuadréticas se tiene la siguiente equivalencia.
Proposicion 5.3. Si existe una base BdeV, que diagonalice la matriz Gz en una matriz D =
0 ,si i#j

(dij)nxn, tal que d;; = ~ ,entonces la forma métrica de V' se denomina
r#0 ,si i=

= definida positiva si y solo si d;; > 0.
= definida negativa si y solo si d;; < 0.
= de signo variable si y solo si d;; toma valores de distintos signos.

Proposicion 5.4. Sea 2° € V un punto arbitrario y fijo, denotemos por
By ={z €V /d(z,2%) =0}

Si k es de signo definido, B,o = {z°} y si k es de signo variable, B,o es un cono con vértice z".
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Demostracion. Bo # (), pues 2° € B,o. Sea x € B,o, entonces d(z,z°) = 0

n

ko —a%) = 3 (@, — a)(; — 2) = 0

ij=1

k es de signo definido, podemos suponer que k es definida positiva, es decir, existe una base I3 de

V para la cual G es diagonal y los elementos de la diagonal son positivas, asi
x—m Zgu ;i — 1) =0, gi >0

de donde z; — 2 = 0 para todo 4, lo cual implica que * = z°. Supongamos que k es de signo
variable entonces existe a € Byo, a # 2 tal que k(a — 2°) = 0. Denotemos por £, .o a la recta

que pasa por los puntos a y z°
Loo={peV/p=1"+Ia"—a),AeR}

Siy € By N L, .o entonces L, ;0 = L, 0. Debemos probar que B0 = U L, .0. En efecto, sea
:EEBZO

pE U L, .0 entonces existe € B,o tal que p € L, 405 es decirp = 2° + \(2° — )
wEngo
k(p—a") = k(A(z—2"))
= Mk (x — :I:O)

= 0

entonces p € B,o, de donde Byo N L, .0 C Byo. Seax € Byo, v = 2%+ (—1)(2° —x) € L, 0 C

U L, w0, por tanto B,o = U L, 0. Asi B,o estd formada por todas las rectas que pasan por
CﬂeBzo :BGBZQ
2%, por lo cual B,o es un cono con vértice en z°. O

Definicion 5.9. Una base B = {ej,es,...,e,} C V se denomina base ortonormal, si los vectores

de la base son ortogonales dos a dos y unitarios o unitarios imaginarios.
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Definicién 5.10. W C V subespacio vectorial, se denomina el complemento ortogonal de 1V al

conjunto W+ ={v €V /v-w =0 paratodo w € W}

Proposicion 5.5. Sea W un subespacio vectorial de V, el complemento ortogonal W+ es un subes-

pacio vectorial de V.

5.2. Estructura de los espacios seudoeuclidianos

Teorema 5.1. Sea V' un espacio métrico. Existe una base ortonormal B = {ej, ey, ...,e,} de V,
talquee;-e; =0.Si1<i#j<nye-e = Flparai = 1,2,...,n. Ademds el nimero

q €{0,1,2,...,n}, de vectores de la base para los cuales k(e;) = —1, no depende de la base.

Demostracion. Dado que el producto escalar es no degenerado, existe un par de vectores v y w
en V, para los cuales v - w # 0. Existe un vector u € V para el cual u?> # 0; en efecto, si
v? # 0 o w? # 0 entonces podemos considerar © = v o u = w y si v2 = w? = 0 entonces
(v+w)?* = 2v - w # 0, asi podemos considerar u = v + w.

La prueba del teorema sera por induccion sobre n. Si n = 1 por lo anterior, existe © € V tal que

u? # (. Podemos definir el vector e; = € V, parael cual ¢? = +1 entonces {¢;} = Besla

2
base requerida. Supongamos que n > 1y ’qqfle| para todo espacio métrico de dimensién menor que
n, existe una base que satisface las condiciones mencionadas. Como la dimension de V' es n, co-
mencemos eligiendo un vector u € V, tal que u? # 0y consideremos el vector e,, = \/%_2‘ eV,
para el cual e2 = +1. Denotemos por W = L {e,} el subespacio de V' generado por e,, entonces
dim (W) =1y e, ¢ W, pues de lo contrario €2 = 0. Asi r = dim (W) < n. La restriccién
del producto escalar a W+ x W+ es un producto escalar, luego la hipétesis inductiva nos asegura
la existencia de una base {ej,es,...,¢e,} de W paraelcuale; - e, =Oparal < j £k <ry
e?=+lparai=1,2,...,r.

El conjunto B = {ej, ey,...,€,,€,} es base de V. En efecto, observemos que  + 1 < n; supon-

gamos que B es un conjunto linealmente dependiente; es decir, existen a; € Rpara: =1,2,...,r
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no todos ceros y r + 1 # 0, tales que Z a;e; + a11e, = 0 luego

=1

T
€j - g ae; +appe, | =0, 7=1,2,...)r
i=1
entonces «; = 0 lo cual es una contradiccién por tanto B es un conjunto linealmente independiente.

Sea v € V un vector fijo y arbitrario. Definamos el vector

w=uv-—le;(v-e,)]en

2

v-ey)lent - e, = 0. Por tanto el vector w se puede
n(v-en)]en} p

entonces w € W+, pues w - e, = {v—[e

escribir w = aye; + ases + ... + a.e,.. Luego
v=w+ [efl(v-en)] e, = aie; + ases + ...+ aye, + [ei(v-en)} en

por tanto B genera V. Teniendo en cuenta la observacion inicial, 7 + 1 = n entonces B es base de
V.

Para probar que el nimero ¢ de vectores ¢; € B para los cuales ¢ = —1 no depende de la base,
procedemos como sigue:

Si ¢ = 0 entonces V' posee subespacios sobre los cuales la forma métrica es definida negativa y
por tanto tendrd un subespacio de dimensiéon maximal al cual denotamos 7, sobre el cual la forma
métrica es definida negativa.

Por demostrar que dim (H) = g, para ello ordenemos los elementos de 3 de la siguiente manera

{e1,€2,. ., €n_gt1,€n_gt2,- .., €} tales que

62:—1,i:n—q+1,n—q—|—2,...,n

1

Denotemos por X = L (€,_411,€n—g+2,- - -, €n) €l subespacio de V' generado por los e;. Como la
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forma métrica es definida negativa en X' y dim (X)) = ¢, tenemos ¢ < dim (). Definamos la

aplicacion

T"HCV —- X

w—Zwlel - T(w Z wW;€;

i=n—gq+1

T es lineal. Sea w € H;tal que T'(w) = Z wi;e; = 0, entonces w; = 0parat =n—q+1,n—
i=n—q+1
n—q
q+2,...,ndedonde w = Z w;e;. Por tanto
i=1

n—gq n—q
E w;e; E wje; | = wf >0
i=1 i=1

como la forma métrica es definida negativa en H, entonces w; = O parai = 1,2,...,n — ¢; con lo

cual w = 6. Asi Ker (T) = {0} lo que implica que T es inyectiva, luego T es un isomorfismo de

H sobre un subconjunto de X. Por tanto dim (H) < dim (X)) = q, asi ¢ = dim (H). O

Definicion 5.11. Del teorema anterior, el nimero ¢ se denomina indice de V. En este contexto 1/
se denomina espacio seudoeuclidiano de dimensién n € N e indice ¢ € {0,1,2,...,n} y denotada

por V"4,

Corolario 5.1. Sea V' un espacio métrico. V' es isométrico al espacio seudoeuclidiano canénico

R™4, paraq € {0,1,2,...,n}.
Observacion 5.2.

= El teorema anterior garantiza que todo espacio seudoeclidiano V™ admite una base ortonor-
n n

n
mal, tal que si u = E Ue; y U = E v;e; pertenecen a V' entonces u - v = E 5Z’quivj.
=1 =1 =1

» Fijado ¢ € {0.1,2,....n}, si en lugar de considerar ¢.;? consideramos J.;"" % se generan
) ) ) ) 1] 1]

dlgebras geométricas que no son isomorfas; solo por mencionar AG(4,3) es isomorfa al
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espacio de las matrices 2 x 2 con entradas cuaternionicas M**? (H) y AG(4,1) es isomorfa

al espacio de las matrices 4 x 4 con entradas reales M*** (R) (Ver [7, pagina 37]).
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Algebra de extension de Grassmann

Consideremos el espacio tridimensional real R? provisto del producto escalar.

2
Notacion 6.1. /\ (RB) denota el conjunto de todos los segmentos de plano en R3.

Definicién 6.1 (Producto exterior). Sean v, w € R3. La aplicacién
2
ANRIXRY 0 A (RY)
(v,w) — vAw
se denomina producto exterior.

El producto exterior asigna a cada par de vectores (v, w) el segmento de plano generado por v al

barrer w, cuya orientacién estd dada por la regla de la mano derecha.
Proposicion 6.1. Sean u,v y w vectoresen R3y A\ € R
s uUANWwW=—wAu

s uAN(v+w)=uAv+uAw

(u+v)Aw=uANw+vAw

n (Au) Av=uA (Av) =AvAv)
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= ||u A v|| denota la magnitud del segmento de plano formado por los vectores u y v, la cual estd
dada por el drea del paralelogramo de lados dichos vectores. Asi ||u A v|| = |Ju|| ||v]| send,

donde 6 es el menor angulo formado por los vectores.

Como consecuencia para cualquier par de vectores u,v € R?

uAv=agz(e; Aeg)+ ags (e Aesg) + oz (ea Aes)

Es decir, cualquier bivector puede ser escrito como combinacién lineal de los elementos del si-

guiente conjunto {e; A ey, €1 A ez, e A e3}. Ademds

,S1 1 #£

,81 1=7

lles A esll =

Cuando hablamos de vectores paralelos hacemos referencia a vectores de la forma v y Av con
A € R, los cuales se denominan vectores linealmente dependientes. En el mismo sentido se dice
que dos bivectores B; y Bs son paralelos si y solo si existe A € R tal que B; = \DBs.

El producto por un escalar y la suma de bivectores se definen en forma natural.
2
Proposicion 6.2. /\ (Rg) es un R-espacio vectorial de dimension tres, cuya base es

BQ = {61 A €9, €1 A\ €3, €o A\ 63}

3
Notacion 6.2. /\ (]Rg) denota el conjunto de todos los segmentos de volumen (paralelepipedos)

en R3.

Definicién 6.2. Sean u, v y w vectores linealmente independientes en R3. El producto exterior del
bivector u A v con el vector w, denotado por (u A v) A w, se denomina trivector o segmento de

volumen, y viene hacer el paralelepipedo de lados estos tres vectores.

El produto exterior tiene la propiedad de la asociatividad

(uAvV)ANw=uAN(VAw)=uAvAw
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||lu A v A wl| denota la magnitud (volumen) del paralelepipedo de lados u, v y w.

Sean u, v y w vectores en R3

u/\U/\w:Oélgg(€1/\62/\€3) , 05123€R

3
Proposicion 6.3. /\ (R3) es un R-espacio vectorial de dimensién uno, cuya base es

Bg = {61/\62/\63}

Notacion 6.3.

0
. /\ (R?) = R denota el espacio de los O-vectores con base By = {1}.

1
. /\ (R3) = R? denota el espacio de los 1-vectores con base B; = {ej, €3, €3}.

k
Definicion 6.3. Sea A € /\ (R3), k=0,1,2,3. A se denomina k-vector simple y k£ se denomina

el grado de A.

1
En el caso de los elementos de /\ (R3), se dice que dos vectores son iguales si tienen el mismo
2

sentido, direccién y magnitud; pero en el caso de los elementos de /\ (Rg) esta definicién de
1

1
igualdad no se cumple. Por ejemplo, sean v, w € /\ R*) yu=v+Iwe /\ (R?)

uhw=@w+Iw) ANw=vAw+ANwAw)=vAw

Proposicion 6.4. dim ( /k\ (R3)> = Z = dim <3/_\k (R3))

Definicién 6.4. Sean A € /\ (R*) yB € /\ (R?) (r,s = 1,2,3). El producto exterior A\ B €
k
/\ (R3), k = 1,2, 3, se define de forma natural como el producto exterior de los vectores que los

forman.
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Veamos un ejemplo
(uAV)A(a) =uAvAa

Podemos extender nuestra definicién del producto exterior, de forma que podamos considerar los
0

elementos de /\ (R3) (escalares), a través de la siguiente convencion.

1
SeanaeRyve/\(R3)
alANv=vANa=aqav

1 r
Definicién 6.5. Sean a € /\ (R*) y A € /\ (R*) (r = 1,2,3). El producto escalar a - A €

r—1

/\ (R?), 7 = 1,2, 3. La definici6n del producto escalar se basa en la siguiente férmula

r—1

v-(@anbre)=(v-a)bAc)+ (v-b)(ahe)+ (v-c)(anb) € )\ (R®)

1
Seana € Ryw € /\ (R?), consideremos la siguiente convencion

Para extender el producto escalar al producto entre dos multivectores, tengamos en cuenta el si-

guiente ejemplo

(vAw)-(anb) = v-(w-(aND))

= v-((w-a)b—(w-b)c)

= (w-a)(v-b)— (w-b)(v-c) € ]\ (R?)

Donde el grado del multivector resultante estd dado por la diferencia positiva de los grados de cada

multivector.
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6.1. Algebra de extension de Grassmann G;

Consideremos el espacio /\ (R?) = é /k\ (R?). Sean A, B € /\ (R®) y A € R. La suma
A+Be \(R*)yrde A (R®) se dl;(;en de forma natural.

Proposicién 6.5. /\ (R?) es un R-espacio vectorial, de dimensién 8.

La aplicacion

A \®R) x AR - A (R

(A,B) - AAB

se denomina producto exterior de multivectores, el cual posee la propiedad de la distributividad

respecto a la suma de multivectores.

Definicién 6.6. ( A\ (R*), A) se denomina algebra de extensién de Grassmann asociada a R3 y se

denota por Gs.

Gs es un dlgebra graduada o también llamada Z,-graduada, la cual se puede descomponer en una

suma directa de subespacios homogéneos de grado definido y menor o igual a 3.

6.2. Producto geométrico

Definicion 6.7. La aplicacion:

A ®) x \ (R®) — G

(a,b) — ab=a-b+aANbd

se denomina producto geométrico.
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El producto geométrico es no conmutativo. Ademads en base a ella podemos escribir el producto

exterior y escalar

2(a-b) = (ab+ba)
2(anb) = (ab—1ba)

El producto geométrico contiene informacién geométrica relevante.

Proposicion 6.6. Dos vectores son colineales si y solo si su producto geométrico es conmutativo.

Dos vectores son perpendiculares si y solo si su producto geométrico es anticonmutativo.

Propiedades 6.1. Sean a,b,c € /1\ (R?) y X € R, se tiene
m a(b+c)=ab+acy(a+bjc=ac+bc
= Aab) = (Aa)b=a(\b)
= a(bc) = (ab)c=abc

Definicion 6.8. Sean a € /1\ (R3) y A € G3, entonces
aA=a-A+aNA
Observacion 6.1. Sean A, B € G3, debemos de tener en cuenta lo siguiente
AB#A-B+ANB

Definicion 6.9. El dlgebra geométrica asociada a R?: AG(3), se define como el espacio vectorial

G5 provisto del producto geométrico.



— Capitulo 7

Comentarios y notas historicas

Segun la teoria de la relatividad, el espacio donde ocurren los eventos es un espacio cuadrimen-
sional llamado espacio—tiempo. Compuesto por las tres direcciones espaciales ya conocidas y una
cuarta de cardcter temporal. Ademads el espacio—tiempo no posee estructura euclidiana como la
del espacio tridimensional. El espacio—-tiempo posee una estructura seudoeclidiana. El pensar en
cuatro dimensiones nos dificulta el pleno entendimiento y apreciacion de una teoria de la relati-
vidad. Por ejemplo, la imposibilidad de la visualizacion. La tnica manera de poder explorar este
mundo cuadrimensional es a través de un modelo matemaético. A través de ella surge la necesidad
de formalizar adecuadamente los conceptos para su plena comprension e interpretacion. Ademaés
podremos generalizar dichos conceptos en un sentido que puedan ser utilizados para estudiar es-
pacios de dimensién n € N. Este es el caso del dlgebra vectorial de Gibbs, presentada en 1901 en
su trabajo Vector Analysis. El cual es un espacio vectorial provisto del producto vectorial o cruz de
vectores; gla cual no existe ni en dos ni en cuatro dimensiones. Por tanto, la estructura de Gibbs no
es util, ya que no puede ser generalizada a través de comparaciones. El dlgebra de Gibbs fue pre-
sentada como una unificacion y posterior generalizacion de los sistemas de Grassmann y Hamilton
en 1866. Ademas existe otra desventaja; en una estructura cerrada como en el caso de un dlgebra,
el resultado del producto de dos elementos debe de seguir siendo un elemento del dlgebra, lo cual
no ocurre en el dlgebra de Gibbs. El producto vectorial de dos vectores no es un vector. Debido
a esto se debe la denominacién de seudovector. Lo que necesitamos es una estructura matematica
basada en la definicién de un nuevo producto vectorial, sobre la cual podamos formular los con-

ceptos y teorias fisicas que tienen lugar en el espacio tridimensional, pero que no se limiten solo a
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ella. El dgebra de Clifford o dlgebra geométrica es una alternativa para el estudio de la teoria de la
relatividad. Antes del avance del dlgebra vectorial de Gibbs, W. R. Clifford present6 su estructura
en 1878; el cual no tenia los problemas del dlgebra de Gibbs. Ademds de no limitarse solo a tres
dimensiones. La diferencia entre ambas dlgebras estd en la definicién del producto de vectores. El
producto geométrico ya habia sido descubierto por Grassmann en forma independiente. Su motiva-
cién para introducir un nuevo producto fue mostrar que el dlgebra de los cuaterniones de Hamilton
podia ser incrustada en su propia dlgebra de extension. El producto geométrico se puede definir en
cualquier espacio vectorial independiente de su dimension. Ademds contiene mayor informacién y
propiedades que el producto de Gibbs. Por ejemplo la asociatividad, la existencia de un elemento
inverso, orientacion, etc.

El dlgebra de Clifford es de cierta forma la fusion de dos sistemas: los cuaterniones de Hamilton y el
algebra de extension de Grassmann. Los cuaterniones de Hamilton son una generalizacion natural
del sistema de los nimeros complejos, el cual surgio en 1844. La disputa entre adeptos y criticos
de los cuaterniones no llevé a nada fructifero, por el contrario desvié la atencién del sistema de
Grassmann; quien entendi6 el concepto de vector en el sentido en que este objeto se define por las
relaciones que satisface y no por su naturaleza en si.

En relacion con la fisica, resulta particularmente importante el espacio de Minkowski de dimension
cuatro con signatura (+ + +—) al cual se denomina el espacio-tiempo de Minkowski. El concepto
de espacio—tiempo dentro de la teorfa de la relatividad, fue introducida por Hernann Minkowski en
1908 y por eso es comun usar la denominacion espacio—tiempo de Minkowski.

El producto geométrico de AG(n) une el producto escalar de R" y el producto exterior de G,
uniendo la informacién geométrica de ambas; de ahi el caracter unificador del dlgebra geométrica.
AG(3) sirve como ambiente natural al estudio de la mecdnica cudntica; a través de la teorfa de
Pauli, donde podemos redefinir el producto vectorial del dlgebra de Gibbs mediante la dualidad.
AG(4,1) sirve de ambiente a la teorfa de Dirac que abarca el estudio de la mecdnica cudntica y la
electrodindmica cudntica.

Hermann Minkowski, matematico alemén, profesor de Albert Einstein en Zurich, en 1907 dio la

forma geométrica definitiva a la teoria de la relatividad. La cual empez6 a ver la luz con los trabajos
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de Lorentz y Poincairé. La geometria a la que més se adecuaba la teoria era la de una no euclidia-
na tetradimensional donde el espacio y el tiempo estdn intimamente ligadas, Minkowski le dio el
nombre de espacio—tiempo.

La teoria de la relatividad especial usa como ambiente de trabajo el espacio tetradimensional de
Minkowski. Este a su vez usa la métrica de Lorentz o de Minkowski; la cual a diferencia de lo que
ocurre en los espacios euclidianos, los cuales son invariantes bajo rotaciones y traslaciones, es in-
variante bajo transformaciones de Lorentz. Minkowski descubri6 que si a un evento s = (z, y, z, t),
el cual mediante la métrica euclidana s = 22 + y? + 2% 4 t2, se le agrega la unidad imaginaria 1,
de la siguiente manera s = (x, v, z,1t) entonces s? = 2% + y% + 22 + (2'15)2 es invariante bajo trans-
formaciones de Lorentz. Como consecuencia directa de esto se obtiene la formula para la métrica
del espacio—tiempo

52:x2+y2+z2—t2

7.1. Algo del algebra de extension de Grassmann

El matematico aleman H. G. Grassmann generalizé una construccion, la cual tuvo origen en su
trabajo denominado Cdlculo del Baricentro de Mdobius. Donde la expresion AB fue usada para
denotar la linea que une el punto A con el punto B 'y ABC' para denotar el tridngulo definido por
los puntos A, B y C; algo que rescat6 fue lo siguiente: si en la expresiéon AB se intercambia el
orden entonces B A representa la misma linea, pero en sentido opuesto al inicial. Grassmann pensé
en la linea AB como el producto de los puntos A y B; luego al pensar en A y B como vectores
el resultado AB serd el paralelogramo de lados A y B. Asi no solo se tiene puntos, segmentos de
recta, segmentos de plano; también segmentos de volumen tridimensionales. Ademas de considerar
entre estos conjuntos al campo de los escalares sobre los cuales se estd trabajando.

El producto escalar y el producto exterior expresan nociones geométricas que ayudaron a responder
una pregunta: ;cudl es la diferencia entre escalares y vectores?, una respuesta es sus interpretacio-
nes geométricas. El producto escalar de vectores estd ligado al segmento de recta orientada obtenida

al dilatar la proyeccion de un vector sobre la magnitud de otro. La magnitud y la orientacién del
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segmento de recta resultante es un escalar al que conocemos como producto escalar. Grassmann de-
fini6 originalmente este producto haciendo uso de la correspondencia con la proyeccién ortogonal;
asi el producto escalar puede ser definido abstractamente como una regla que relaciona escalares
con vectores, el cual tiene la propiedad de ser commutativa. El producto escalar se relaciona con
direcciones relativas, pero no puede expresar el hecho geométrico: dos segmentos de recta no pa-
ralelas determinan un paralelogramo, esto es solucionado por el producto exterior de Grassmann.
El producto exterior y el escalar se complementan describiendo relaciones geométricas indepen-
dientes. Existen muchos productos que tratan de expresar nociones geométricas, por ejemplo el
producto vectorial o cruz. El producto geométrico o producto de Clifford simplifica y sintetiza los

productos mencionados y por tanto retne sus significados geométricos.



Apéndice A
Sobre el caso AG(n, q)

Considere el conjunto de los polinomios de n variables R [x1, xo, . .., z,] el cual es un R—espacio

vectorial y un subespacio vectorial de este, denotado por
AG(n,q) C Rz, z9, ..., 2]
Usando la convencion de la suma, podemos escribir los polinomios de grado k, tenemos
AG(n,q) = {ao + aix; + aijTij + QijpTiji + - .. + @12 nT12.0 / ar € R}

El producto en AG(n,q), al que denominaremos producto geométrico, satisface la identidad de
Dirac

rix;+a;+ ;= 25;;-”
Definicion .1. AG(n,q) C Rz, z9,...,x,] dotado del producto geométrico, define un dlgebra
al que denominaremos presentacion polinomial del dlgebra geométrica o de Clifford asociada al

espacio seudoeclidiano R™9.

Cabe destacar que las propiedades y resultados obtenidos no dependen de la forma como se pre-
sentan las dlgebras geométricas; sino de las operaciones a usar y esto es lo que permite extender

nuestros resultados a espacios vectoriales de mayor dimension.

AG(n,q) = @ AG™(n,q), donde AG®) (n,q) =Ry AGV(n,q) = L[x1,29,..., 2, =R

r=0
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Proposicion .1. Sea VV un R—espacio vectorial de dimension n, entonces el dlgebra geométrica,

asociada a V', AG(n, ¢q) tiene dimensién 2".

- n
Demostracion. AG(n,q) = EB AG™ (n, q), como dim (AG™ (n, q)) = , entonces

dim (AG(n,q)) = 3 (dim (AG™ (n, q))) = 2"

]

Proposicion .2. Sea V un R—espacio vectorial de dimensién n, entonces la subdlgebra par AG(n, q)7,

asociada a AG(n, q), tiene dimension 2",

n

10 2 _ n n—k, k . _ _
Demostracion. Se sabe que (x +y)° = Z 2" "y", haciendo x = 1 e y = —1 tenemos
k=0
0=2 (~1*). entonces ) | = . por lo tanto dim (AG(4,1)*) =
k=0 k par k k impar k
2TL
- = 2%71. D
2

Notacién .1. Sean u,v € AG(n, q), denotaremos

Uv + VU

u-v = —
2

A UV — VU

unNy = —
2

donde u - v se denomina parte simétrica y v A v se denomina parte antisimétrica del producto

geométrico.

El producto geométrico de dos vectores se puede escribir en funcién de sus partes simétricas y

antisimétricas de la siguiente manera

UV =u-v+uNv



Apéndice B

Algebras matriciales de Pauli y Dirac

AG(3) es isomorfo al dlgebra de las matrices de Pauli P, a través de la siguiente identificacion

entre sus elementos de la base

€1 <> 01, €3> 09, €3 <> 03 (1)
donde
0 1 0 1 1 0
01 = , 02 = y 03 =
10 —t 0 0 —1

se denominan matrices de Pauli.

P es usado en Mecdnica Cuéntica y las matrices de Pauli generan M?*?(C); es decir
AG(3) =P = M***(C) (2)

este es un isomorfismo como dlgebras asociativas y no como dlgebras de Clifford, pues el producto
de dos elementos de AG(3) puede ser un nimero real; mientras que en M?*?(C) el producto de
dos matrices sigue siendo una matriz. Debido a esto AG(3) se le denomina dlgebra de Pauli y sus

elementos se denominan p-nimeros.
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AG(4,1) es isomorfo al dlgebra de las matrices de Dirac D, a través de la siguiente identifica-

cion entre los elementos de sus bases

14>V, E24> Y2, €342 )3, €44 Yy (3)
donde
0 0 0 -1 1 0 0 O
0O 01 0 0 -1 0 O
M= y V2 =
0O 1 0 O 0 0 1 0
-1 0 0 O 0 0 0 -1
01 00 0O 1 0 O
1 0 00 -1 0 0
Y3 = , Y4 =
0 0 01 0O 0 0 -1
0010 0O 01 0

se denominan matrices de Dirac.

Las matrices de Dirac generan M4*4(C), de la siguiente manera
AG(4,1) =D c M**4(C) “4)

el cual es un isomorfismo de dlgebras asociativas. Debido a esto a AG(4, 1) se denomina algebra

de Dirac y sus elementos se denominan d-nimeros.



Apéndice C

Producto vectorial ante la conjugacion espacial

Como se mencioné el producto vectorial o cruz del espacio vectorial R3, posee desventajas, por
ejemplo no puede ser extendida a mas dimensiones o en dos dimensiones no podemos hablar de
vector ortogonal a dos vectores cualesquiera. Aqui presentamos otra desventaja, para ello haremos
uso de la conjugacion espacial.

Sean dos vectores a = (ay,as, az) y b = (b1, bs, b3) en R3, el producto vectorial se define como

a X b= (azbs — asby, asby — a1bs, a1by — asby)

el cual es ortogonal a ambos vectores.

Definicién .2. Se define la aplicacion

denominada conjugacién espacial, la cual es un automorfismo que revierte el sentido de los vectores

en el espacio.

Este automorfismo nos dice lo siguiente: «todo vector, en el espacio, cambia de sentido al aplicér-

sele la conjugacidn espacial». En base a esto veamos cual es defecto del producto vectorial. Sean v
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y w dos vectores en el espacio

|
X
£
I

(4
X
S

como

se tiene
VX W=V XW

lo cual nos lleva a concluir que v X w no es un vector, ya que no cambia de sentido ante una
conjugacion espacial. El problema radica en la definicién del producto vectorial, para describir un

vector ortogonal al plano generado por otros dos vectores.
Definicion .3. La aplicacion
x : AGW(3) x AGY(3) — AGW(3)
(v,w) = vXxw=x(vAw)
Se denomina producto vectorial.

Por lo visto en capitulos anteriores v X w = —(v A w)I. Con esta definicién v X w es un vector
ortogonal a v y w, pues es el dual de un bivector en AG(3). Por tanto v X w estd bien definida.
La definicién del producto vectorial no depende de la dimensidn, es por ello que es aplicable en

cualquier espacio n—dimensional. Ahora vamos a ver como soluciona el problema que existe con
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el producto vectorial

La definicién del producto vectorial proviene de lo siguiente

o1 092 O3 0'2/\0'3 0'3/\0'1 0'1/\0'2
vxw=| vy vy v y VAW = U Uy U3
wr Wz W3 w1 %) w3

a través de la dualidad

*(0'2 VAN 0'3) *(0’3 VAN 0'1) *(0’1 AN 0'2)

vXwW = V1 V2 U3
wy W2 w3
vXw = *(vAw)

Aunque parezcan semejantes, las expresiones de la ultima igualdad, la diferencia radica en que el
producto exterior no requiere de una métrica; mientras que el producto vectorial requiere o induce

una. La métrica estd involucrada en la posicion que toma v X w respecto al plano v A w.



Apéndice D

Producto geométrico y rotaciones

Un ndmero z + 1y € C puede ser identificado con un vector (z,y) € R?. Al multiplicar x + iy con
la unidad imaginaria se obtiene un vector (—y, x) = —y + iz ortogonal a este. El inconveniente es
como saber si este vector ortogonal fue obtenido al rotar = + 2y en sentido horario o antihorario.

Para ilustrar esto consideremos AG(2) e I = ejes.

61] = €9 s ]61 = —€2

62] = —€1 s ]62 = €1

En el caso de e; se puede obtener dos vectores ortogonales es y —eo, donde el primero fue obtenido
al hacer rotar e; 90° en sentido antihorario y e5 al rotar 90° en sentido horario. Lo mismo ocurre
en el caso de e,. Por tanto el producto geométrico describe mucho mejor la forma en la que se

obtienen estos resultados haciendo uso de / como un operador.
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