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RESUMEN

Sucesiones Dobles sobre el Cuerpo K =R o C

y sus Aplicaciones

Lidizeth Kiara Alejandro Moreno

Asesor : Mg. William César Olano Diaz

TITULO OBTENIDO : Licenciada en Matematica,

En este trabajo investigamos la construccion y propiedades de las suce-
siones dobles en el campo de los nimeros reales R o sobre el campo de los
nimeros complejos C. Nuestra investigacion considera en la teoria de suce-
siones dobles, las relaciones existentes entre la unicidad del limite doble, los
limites iterados y el intercambio del orden para la sucesion doble. Investi-
gamos el Criterio de Cauchy para sucesiones dobles, las subsucesiones y los
limites dobles mondtonas y acotadas. Las sucesiones dobles se aplican a los

limites inversos y continuos enrejados.

PALABRAS CLAVES : Sucesiones dobles. Criterio de Cauchy y unicidad
del limite para sucesiones dobles. Sucesiones do-
bles acotadas y sucesiones dobles monétonas. Li-

mites inversos . Continuos enrejados.
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ABSTRACT

Double Sequences in K = R o C and its

Applications

Lidizeth Kiara Alejandro Moreno

Assesor : Mg. William César Olano Diaz

Degree qualification : Licenciada en Matematica

In this work we study the construction and properties of double sequences
in the field of real numbers R and in the field of complex numbers C. Our
investigation considers in the theory of double sequences, the relations exis-
ting between the uniquences of the limit of the double sequences, the limits
and the exchange of order of these. We also study the criterium of Cauchy
for double sequences, the subsequences, the monotonous double limits and

double bounded sequences.

KEYWORDS : Double sequences. Cauchy criterion and unisequences of the
limit for double sequences, double bounded and monotone

sequences. Inverse limits. Continuous trellises.
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Introduccion

En el presente trabajo de tesis investigamos el estudio de las sucesiones
dobles tomadas como una extension de las sucesiones simples sobre el campo

de los niimeros reales R o sobre el campo de los niimeros complejos C.

Las sucesiones dobles pueden construirse mediante dos métodos : el geométri-
co y el algebraico. El primero a partir de una disposicién cuasimatricial de
filas y columnas que permite la ubicacion del elemento de la sucesion doble
correspondiente a la n-ésima fila y m-ésima columna y que es denotado por
Xpm 0 (Xy,Y:). El método algebraico presenta una sucesién doble sobre R

o C como una funciéon con dominio N x N y contradominio R o C.

Los resultados obtenidos para sucesiones simples constituyen una teoria
que gran parte de ella puede desplazarse a las sucesiones dobles, tales como
los conceptos de convergencia, oscilacion, subsucesiones, unicidad y existen-
cia del limite y el Criterio de Cauchy. Sin embargo existen resultados para
sucesiones simples que no se verifican en las sucesiones dobles. Tal es el caso
del concepto de punto cumbre o pico, usado para probar el Teorema de Bol-
zano - Weierstrass.

Para sucesiones dobles, es necesario un analisis diferenciado. Lo desarrolla-

mos en la parte de subsucesiones.

Una seccién interesante es la que se refiere a los limites iterados. Se pre-

sentan dos situaciones, la primera es cuando los limites iterados existen y la



segunda es bajo que condiciones se pueden intercambiar los limites iterados.

Estudiamos las propiedades de las sucesiones dobles iteradas, el algebra

de las sucesiones dobles y las sucesiones de Cauchy.

La distribucién del trabajo es de la siguiente manera.
En el capitulo I desarrollamos la construccion algebraica y geométrica de las
sucesiones dobles. El criterio de unicidad de los limites de sucesiones dobles.
Sucesiones dobles acotadas. Las sucesiones de Cauchy, los limites iterados y
el algebra de limites para sucesiones dobles. En el capitulo II estudiamos las
propiedades del limite de una sucesion doble, las propiedades de las sucesio-
nes dobles mondtonas y luego abordamos las principales propiedades de las
subsucesiones dobles. En el capitulo III veremos algunas aplicaciones de las

sucesiones dobles.



Capitulo 1

Preliminares

Una sucesion doble es una extension de una sucesion simple sobre el
campo de los nimeros reales R o sobre el campo de los niimeros complejos

C.

Toda sucesion doble puede construirse mediante los siguientes métodos:
1. Método geométrico , y

2. Método axiomaéatico.

1.1. El Método Geométrico

El método geométrico consiste en la disposicién rectangular siguiente :



12 Col 22 Col 32 Col 42 Col 52 Col m-ésima Cok-eee

12 Fila

22 Fila T I, N—

38 Fila

42 Fila

52 Fila

Figura.l

1. Un subindice de la sucesién doble corresponde al punto de interseccién
de la n- ésima fila en la m- ésima columna. Este punto lo escribiremos
simbodlicamente como un par, donde la primera componente es la n-
ésima fila y la segunda componente la m- ésima columna, esto es, el
par ordenado (n, m) representara el subindice de la n- ésima y m- ésima

elemento de la sucesion doble, que lo escribiremos como
XTL m

)

2. Los subindices obtenidos verifican la ecuacién

(n,m)—l:p

donde p es el punto que corresponde a la interseccién de la n- ésima

fila con la m- ésima columna en la siguiente disposicion.



12 Col 28 Col 32Col 42Col 52 Col m-ésima Col-----

12 Fila ! : 4 . > LIS ..........
22 Fila 2 3 S 5 6 LR
s . 3 4 5 6 7 mt2

42 Fila 4 o b 7 8 m+3

52 Fila / 8 9 Lz 38

n-ésima Fila Jn ln+l ln+2 ln+3 L'H"df lrn*-r(n—l:} .......

Figura.2

3. Por ejemplo, el subindice del elemento de la sucesiéon doble correspon-

diente a la tercera fila y la cuarta columna serd el par (3,4) y verifica

que
(3+4)—1=6

que es el punto correspondiente a la interseccién de la tercera fila con

la cuarta columna en la Figura.2

El elemento correspondiente en la sucesion doble sera
a3.4

4. En general el subindice del elemento de la sucesion doble correspon-

diente a la n-fila y m- columna se escribird como

Anm

3



y la sucesion doble correspondiente sera

(a’nym)?:m:]_ i

5. La doble sucesion asi obtenida también podra denotarse por

(an,m)zc:mzl = (X, Ym);fmzl'

1.2. Meétodo Algebraico

Este método de construccion de sucesiones dobles difiere del método
geométrico en cuanto se refiere a su metodologia, pero coincide hacia el mis-
mo fin, cual es, la obtensiéon de una sucesion doble en el campo de los niimeros

reales o en el campo de los niimeros complejos.

1.2.1. Sucesiones sobre K

Observacién 1.1. .

1. En lo sucesivo denotaremos por K el cuerpo de los niumeros reales R
o el cuerpo de los niumeros complejos C indistintamente, salvo alguna

especificacion particular.

2. Daremos a continuacion la definicion algebraica de una sucesion doble
sobre K. Esta sucesion es una funcion con dominio el producto carte-

stano N x N y contradominio el cuerpo K.



Definicién 1.1. Sean (X)), y (Yi,)o_, dos sucesiones sobre K .

Una sucesion doble sobre K es una funcion

w:NxN-—K

((Xn), (Yin)) m— w(Xy, Vi) = (XmYm)f:m:l'

Observacion 1.2. La sucesion doble (X,,Y,;,)>° _, de la Definicion 1.1 en

n,m=1

realidad representa el par de sucesiones simples (X,,,Y,,) sobre K, esto es.
W(erym) - (Xn7 m)%?mzl

Para mejor manejo operativo, las sucesiones dobles asi definidas las repre-

sentaremos por (X,,Yy) = X, siempre sobre el cuerpo K.

1.2.1.1 Ejemplos

1. Sea la sucesiéon doble S = X, ,,, tal que

1
n+m

Xn,m -

Fijando n y haciendo variar m en N obtenemos los elementos de la

sucesion doble dada

1 1 1 s R
147 T42 T42 T44

S — 1 1 1 1
| 241 242 248 24

1 1 1 1
341 342 343 3+4



o también

T 1 11 . h
2 1 &
N N
S=13 i 5 &
T 01011
4 5 6 7

2. Ahora consideramos la sucesiéon doble U = U,, ,,, tal que

1
2n . 3m

un,m -

Fijando n y haciendo variar m en N obtenemos los términos de la

sucesién doble U.

1 1 } 1
23 2.32 233 2734
U — 1 | 1 1
223 22,32 2233 22 34
1 3 1 1
23.3 23,32 2333 2334
esto es,
/| 1 1
6 118 514 1?2
1
U=l & 8¢ md 20
1 1 1 1
24 72 216 648




1.2.2. Convergencia y Unicidad de Sucesiones Dobles

Definicion 1.2. Sean
Xnm : una sucesion doble sobre K
L : un numero en K.
Si X m se acerca hacia el nimero L cuando n y m crecen indefinidamente,
entonces decimos que la sucesion doble X, ,, tiende hacia el valor L y se

denota por

lim X,,, = L.
n,m—-+o0o
Observaciéon 1.3. A partir de la Definicion 1.2 podemos obtener otra defi-

nicion de convergencia de una sucesion doble.

Definicion 1.3. Sean
Xnm : una sucesion doble sobre K
L : un numero en K.
Decimos que la sucesion doble X, ,,, converge hacia el nimero L en K, si
para cada € > 0, existe § = 0() > 0 tal que si n,m > §, entonces se verifica

que
| Xm — L| < e.

En la siguiente figura tenemos que los términos X, ,, de la sucesion doble
tales que n > 6 ym > § ocupan el cuarto cuadrante y son aprorimadamente

tguales al niumero real L.



H-ésima Columna

X11 B2 manimenmms .27 J————

X21 ) . Ko s
b-ésima Fila

Xa1 Xs2 Xss

................................................................ L L

................................................................ L L

1.2.2.1 Ejemplos

1. Sea la sucesion doble S = X, ,, tal que

1
Xpm = .
o n—+m
, 1
Tenemos entonces que lim =0.

n,m—oo 1, + M

2. Sea la sucesion doble X, ,,, tal que X,,,, = k con & € R. Tendremos

que
kK k k I moee
‘\rn,m o k k k kR cosse
k k k T e

Luego lim k=k.

7,Mm—00

10




3. Sea la sucesién doble X, ., tal que

n—m

Xnm:

)

n+m

Observamos que el limite de la sucesién doble no existe, pues tenemos

que

n,m—oo N + m

Esto puede observarse en el grafico siguiente

2z 3 — 1
3 4 5
1 0 1 2 —> 1
5 3 \‘ 5 6
4\.'!..'!! — 2 2 0 1 == 1]
4 \7‘
A °
1 1: 1 \0

Observaciéon 1.4. FEl siguiente teorema de los numeros reales es muy util

para probar algunos teoremas sobre limites dobles.

Teorema 1.1. Dado € > 0. Si | z |< € entonces x = 0.

Demostracion

11



x
Supongamos que x # 0, luego | © | > 0. Tomando ¢ = u > 0 y como

2
|z | 1

| x| < e tenemos que | x |< B entonces 1 < 3

Este resultado es una contradiccion y se debe a la falsedad de la hipotesis

auxiliar.

Luego x = 0. |

Teorema 1.2. “(Unicidad de limites dobles)
El limite de una sucesion doble convergente en R es unico.

Demostracion

Sea una sucesion doble X, , sobre R .

Supongamos que exista :

1. I € R que verifica la propiedad : Para cada g > 0, existe 6 =0d(g) >0
€

tal que st n,m > 9y , se cumple que | Xy m — 1 |< 5

2. L € R que verifica la propiedad : Para cada % > 0, existe 63 = () >0

£
tal que si n,m > 9y , se cumple que | X, — L |< 5

Tenemos de (1) y (2)

0<|L—=1]|=[(Xnm—L)+ Xpm—1)]|
:|Xn,m_L|+|Xn,m_l|

<S4t
2 2 7

Entonces | L —1|< e y del Teorema 1.1 se concluye que L = 1.

Ast el limite de X, ,, es unico”.

12



Observacién 1.5. Si la sucesion doble X,,,, converge al nimero real L,

decimos que la sucesion es convergente y simbolicamente escribimos

lim X,,=1L

n,m—-+o0o

o también

Xpm — L

)

L se llama el limite de la sucesion doble. Si no existiera el numero L decimos

que la sucesion doble X, ,,, es divergente.

Definicién 1.4. Sea una sucesion doble X, ,, sobre K. Diremos que la su-

cesion doble X,, ,, , tiende a +o0o y escribiremos por

lim X,,=00 o X, — +00

n,m——+oo

st para cada e >0, 36 =109(¢) > 0 tal que sin,m > ¢ , entonces

Xom > €.

)

Definicién 1.5. Sea una sucesion doble X, ,, sobre K. Diremos que la su-

cesion doble X, ,, , tiende a —oo y escribiremos por

lim X, ,=-00 0o X,,, — —00
n,Mm—00

st para cada € >0, 30 =109(e) >0 tal que sin,m > ¢ , entonces

Xom < —€.

)

13



Definicién 1.6. Sea una sucesion doble X, ,, sobre K. Diremos que la su-

cesion doble X, ,, es propiamente divergente en dos casos si

lim X,m=00 o0 lim X, , = —oc.
n,m—-+oo n,m—-+oo

Definicién 1.7. Sea una sucesion doble X, ,, sobre K. Diremos que la su-

cesion doble X, ,, es oscilante sila sucesion doble X, ,, no converge y no

o0

es propiamente divergente en dos casos a medida que Xy m = (Xn, Y )pon=1

esté acotado o no.

Observacién 1.6. Recordemos

1. Dada la sucesion (X,,Yy) sobre K, si X,,,Y,, crecen acercdndose al

numero L cuando n y m crecen indefinidamente entonces se dice que

la sucesion tiende a L cuando n — 0o y m — 00 y escribiremos por

lim (X, Yy) = L.

n,m—» 400

Es decir, dado cualquier nimero real € > 0 , existe otro numero N =

N(e) tal que

| X, Y, — L| < e para todo n,m > N.

Como se puede ver en el siguiente esquema

14



n-ésima Columna

all a12 ............................ a]_N ....................................
azj_ azz ............................ aZN ....................................
n-ésima Fila
(/%) Uy Unw E L
................................................................ L L L
L L L
Figura.3

Los elementos ay ., de la sucesion doble tales quen > N , m > N son
aproximadamente iguales a L y ocupan el recuadro inferior derecho de

la Figura 3.

2. Sea la sucesion doble X,, ,,, sobre K. Consideremos los siguientes limites

asociados a X, ., :

a) L= lim (X, Y,)

n,m——+0oo

b) M= lim ( lim (X,,Yn.)).

n—-+o0o0 m—-+o00

c) N= lim ( lim (X,,Y,).

m—+00 n—+400

1.2.3. Ejemplos

Ejemplo 1.1. Sea la sucesion doble X, ,, tal que

1

entonces  lim =0
nm——+oco N -+ M

15




Demostracion

Esta sucesion converge. En efecto :
Primero observamos que st No € N yn,m € N son tales que n,m > Ny .

Se tiene que

2

< =
+ =N

1
m

S|

2
Ahora, sea e >0 , y sea N € N tal que — < N. ( Por la propiedad arquime-
€

diana)

Para n,m > N se tiene que :

1

n—+m

JE— £
N

1
m

‘ 1
<=+
n

Por lo tanto se tiene que X, ,, converge a cero.

n
Ejemplo 1.2. La sucesion doble X, ,, = es divergente.
n+m
Demostracion
1 1
Notemos que X, , = 3 y Xpon = 3
1
Para n,m € N con n =m se tiene X,,,, = 3
1
Paran,m € N con n = 2m se tiene X,, 2, = 3

Por la unicidad de limite, la sucession X, ,, no converge.

Por lo tanto X, , es divergente.

Ejemplo 1.3. “Sea la sucesion doble X, ,,, = n+m , entonces X, , es pro-

piamente divergente a 400.

16



Demostracion

Sea k >0y N =k . Se tiene que si n,m > N, entonces
Xpm=n+m >2N =2k > k.

Por tanto X,, ,, es propiamente divergente a +00.”

Ejemplo 1.4. “Sea la sucesion doble X,,,,, =1 —n —m , entonces X,,,, €s
propiamente divergente a —oo.

Demostracion

Sea <0 ykeN tal que <k.

Sin,m >k , entoncesn+m >2k>1—0
Esto nos dice que

l—-m—m<1-2k<p

”»

Por lo tanto X, ,, es propiamente divergente a —oo”.

1.2.4. Sucesiones Dobles Acotadas

Definiciéon 1.8. “Sea una sucesion doble X, ,, sobre K. Diremos que la
sucesion doble X, ,, es acotada si existe M > 0 tal que | Xpm |< M para

todo n,m € N.”

Teorema 1.3. “Toda sucesion doble convergente sobre K es acotada.
Demostracion
Supongamos que X, ,, — a, cuando n,m tiende a +00. Tomando € =1
, existe N € N tales que si n,m > N , entonces | Xpm —a |< 1

Como || Xym| — la|| < |Xpm —al| se tiene que

17



| Xy | = | @ |<| Xppn —a|< 1.

Por tanto | Xpm |< 1+ ]a| , Yn,m > N.
Sea
M = mam{| (171)7010,771:1 |7| (172)?1?771:1 |v| (271)?1?771:1 |7"'7| (N_ LN —

1)3?771:1 ‘7| a | +1} .

M :=max{| (3, ) |, 14 | a | donde 1 <i,j < N} .

o)
n,m=1

Concluimos que | Xpm |< M para todo n,m € N 7.

1.2.5. Sucesion Doble Cauchy

Definiciéon 1.9. “Sea una sucesion doble X, ,, sobre K. Diremos que la
sucesion doble X, , es de Cauchy sipara cada e > 0 existe N = N(¢) € N

tal que
| Xpg = Xom |<e, Vp>n>N,Vg>m>N"

Teorema 1.4. “(Criterio de Convergencia de Cauchy para Suce-

stones Dobles)

Sea una sucesion doble X,, ,,, sobre K. Son equivalentes las siguientes afir-

maciones :
1. X, m es convergente .
2. Xpm es Cauchy .
Demostracion
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(1) = (2) Asumimos que X, m, —> a cuando n,m — 400 para un a € K.

Luego, dado € > 0 ,existe N € N tal que | X,,,, —a |< % ,Vn,m > N.
Entonces,

Vp>n>N,Vg>m>N

se tiene

|Xp,q_Xn,m ‘ :|Xp,q_a+a_Xn,m’
< Xpg—al+ | Xom—al

<S4S
2 2 7

Por lo tanto, X, es una sucesion de Cauchy.

Asumimos que X, , es una sucesion de Cauchy. Dado e >0 . Toman-
do m = n y escribiendo X, ,, = b, , es inmediato que existe k € N tal
que | b, — b, |<e , Vp>n>N .

Por el Teorema 1.4, la sucesion (by,) converge hacia a € K.

Entonces
3
I N, €N tal que |bn—a|<§ , Vn > Nj.
Como X, , es una sucesion de Cauchy
€

3 Ny €N tal que |Xp7q—bn|<2 , Vp,g>mn > N.

Sea M := max{Ny, No} y escogemos n > N.
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Luego obtenemos que :

|Xp,q_a|§|Xp,q_bn’+|bn_a‘

9 g
< -4+ -= Vp,q > N.
2"‘2 € p,q =z

Por lo tanto X, ,, converge hacia a”.

El siguiente teorema, conocido como el Teorema de Sandwich funciona

solo cuando K = R.

Teorema 1.5. (Sandwich)

Sean las sucesiones dobles X, 1, Apm, Bnm sobre R. Supongamos que

para cada n,m € N tenemos

An,m < Xn,m < Bnm

— — ’

y supongamos también que

lim An.,= Ulim B,,=a.
n,m—+4o0o n,m—+4o0o

Entonces X, ,, converge y
lim X, =a.
n,m—s-4oo ’

Demostraciéon

Tomemos € > 0, existe N € N tal que si n,m > N, entonces
| Ay —al<e y |Bym—al<e

Entonces
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—e<Aym—a<Xym—a<B,,—a<e
Por lo tanto

lim X,.n=a.
n,m—s—+o00 ’

1.2.6. Limites Iterados para Sucesiones Dobles

Dada una sucesion doble X, ,,, se puede fijar cualesquiera de las dos va-
riables para obtener una sucesién simple.
En esta seccion estudiamos como se relacionan el limite simple y el limite

doble, para ellos introducimos el concepto de limite iterado.

Definicién 1.10. Sea una sucesion doble X, ,,, los limites

1. lim ( lim Xn,m> Y

n—>-+oo \ m—-+oo

2. lim <lim Xmm)
m—r—+00 \ n—+00

se llaman limaites iterados .

Observaciéon 1.7. La Definicion 1.10 conlleva a la siguiente interrogacion.
¢ Si existen los limites iterados, ellos son iguales?

Estudiamos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.5. Sea X, ,,, = . Se tiene que

n—+m

para todo m € N,  lim X,,, =1

n—> -+00

Entonces
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lim ( lim X,m,) =1
m—>+00 n—»+00

Para todon € N,  lim X,,, =0

m——+00

Entonces

lim ( lim X,m)=0.

n—-—+o00 m——+0oo

Observamos que el limite doble de la sucesién doble no existe, esto es, la

sucesion doble X, ,,, = es divergente.

n—+m
En efecto, para todo n, m € N suficientemente grande con n = m tenemos
1
que X, = > mientras que para n, m € N suficientemente grande con n =
2
2m tenemos que X, ,, = 3 Esto implica que la sucesiéon X, ,,, no converge

hacia el punto u, para algin u € R cuando n, m crecen indefinidamente, esto

es, cuando n, m —» 400

Observacién 1.8. Si una sucesion doble X, ,,, es convergente, nos pregun-
tamos: ; Ezistirdn los limites iterados?

La respuesta es no. Lo ilustramos mediante el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.6. Sea la sucesion doble

1 1
Xom = (1)t (= + —).
= (21 )
Claramente,
lim X, ., =0.
n,m——+00
En efecto :
1 €
Dado e >0,3d N €N tal — <=
aao € s S al que N 5’

ast, st m,m > N entonces
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(1t )| <

+1<2<
—< —=<e.
m -~ N

S|

Por otro lado

1 1
a) Para cada n € N fijado, el limite simple  lim (—1)"t"(= 4+ —) no

m—>—+00 n

3

existe.

Por tanto el limite iterado, lim ( lim X, ,,) tampoco existe.
n—>+o0 m—>+oo

1 1
b) Para cada m € N fijado, el limite simple lim (—=1)"""(=+ —) no
n—>-+oo n m
eziste.

Por tanto el limite iterado, lim ( lim X, ,,) tampoco existe.
m—>+00 n—>+0o0

Por tanto ambos limites iterados no existen.

“En el siguiente ejemplo proporcionaremos una sucesion doble para la

cual los limites iterados y el limite de la sucesién doble coinciden.”
1
—

1
Ejemplo 1.7. Sea la sucesion doble X, ,,, = — +
n

Haciendo unos cambios al Ejemplo 1.7., se puede mostrar que

1 1
lim (— + —> = 0.
n,m——+0o n m

En efecto :
1 €

Dadoe > 0,3 N €N tal — < =,

ado € , aqueN 5

ast, st m,m > N entonces
1 1 1 1 2
-+ —|=—+—<=<c¢
nom n m~ N
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Ademads
1 1
lim Xpm=— vy lim Xpm=—".

n—>-+o0o m m—->—+00

Se deduce que los limites iterados también existen y

lim ( lim Xmm) = lim ( lim Xn,m) = 0.
n—-+4oo \ m—-4oo m—+oo0 \ n—400
Es decir
1 1 1
lim ( lim <— + —)) = lim —=0.
n—-+o0o0 \ m—-+o0o n m n—-+oo N,
1 1 1
lim < lim <— + —)> = lim —=0.
m—>+o0 \ n—+o0 n m m——+o00 T,
“En el siguiente ejemplo proporcionaremos una sucesion doble para la

cual existe su limite doble y sin embargo, uno de sus limites iterados no

existe.”

Ejemplo 1.8. Sea la sucesion doble

o= (4 1)

1
Sabemos que lim — =0, por argumentos similares que se dd en el Ejemplo

n—-+oo N
1.7.
En efecto :
1 €
Dado e >0,3d N €N tal — < -,
ado € al que N <3
ast, sin,m > N entonces
1 1 1 1
| Xom |:‘(—1)m(—+—)'§—+—<5.
n o m n o m

Por lo que



Ademdas los limites iterados

1 1
a) Para cadan € N, lim (—1)™ <— + —) no existe.

m—>—+00 n m

Por lo tanto lim ( lim X, ,,) no existe.
n—-+o0 m—+oo

n—>-+4oo n m m

1 1 1™
b) Para cada m € N, lim (—1)" (—+—) :( ) .

Por lo tanto  lim ( lim X, ) =0.
m—>+00 n—400

Observacién 1.9. “Podemos tener sucesiones dobles en la que ni el limite

de la sucesion ni los limites iterados existan”.

1.2.7. Algebra de Limites de Sucesiones Dobles

“En esta seccion se estudiaran algunos resultados que nos permitan eva-
luar el limite doble y el limite iterado de una sucesion doble”.

El resultado siguiente proporciona una condicién necesaria y suficiente
para la existencia de un limite iterado de una sucesion doble convergente.

En este contexto estudiaremos el limite doble como producto y el limite

doble como suma.

1.2.7.1 Limite doble como Producto

Teorema 1.6. Sea la sucesion doble X, ,, sobre K, tal que puede escribirse

por
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Xn,m = anbm

y para cada limite sean lim a, =11 y lim b, =1,.

n—-4oo m—>—+00
Entonces
lim  X,m= lim (lz’m Xnm)
n,m—s—+00 ’ m—s+oo \ n—s+o00 ’

= lim < lim an)

n—-+4oo \ m——4oo

- ll.lg .
Demostracion

Por hipotesis se tiene

1)

lim ( lim X,m)= lim ( lim ayby)
n—+00 Mm—>+00 n—»+o0 m—»>+oo
= lim an lz’m b,
= lils.
y
lim ( lim X,.,)= Ulm ( lim a,by)
m—+00 n—r+00 m—r+00 Nn—r+00

= lim b, lm a,
m—>+00 n—>-+400

- lgll .

Por lo tanto
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lim ( lim Xom)= lim ( lim X,,)=10.l.
n——+00 m-—-+00 m—+00 n—>+00

ii) Probaremos que  lim X, ., = 1.l
n,m—-+0oo

Sea € > 0 dado. Por el Teorema 1.3 existe k>0 tal que | a, |< k,
VvV neN.

Como a, — l; y b, —> Iy, entonces existe N € N tal que

€

g
2% Y

n_l < )
[an = & 2

by, — o] < VY n,m>N.

donde b:=max{k,|l|} entonces tenemos que para cada n,m > N :

|Xn,m — l1l2| = |anbm — anlg -+ anl2 — lll2|

< an||bm — lo| + |an — b |la]
g
2b

9 9

€
< o%— =g,
_2b2b €

< S an] + = by
_an
2 2

Por lo tanto X,, ,,, — lily, cuando n,m — +o00 Es decir

lim Xnm = lllg.
n,m—s—+00 ’

Ejemplo 1.9. Sea una sucesion doble

1
lim X,m=——, Vn,meN.
nm

n,m——+oo



Escribimos X, m = anby, = (l) (l) ,Vn,meN.
n m
1
b

Sabemos que a, = y b, = — convergen a cero cuando n — 400,
m

S|

m — 400 respectivamente. Entonces

. . 1
lim a,= lim —=0
n—>-+4oo n—-4oo N,
‘ . 1
lim b, = lim — =0.
m—>—+00 m—>—+00 T,

Entonces

lim L: lim ( lim L)

n,m—+oo 1N, M n—-+oo \ m—+4oo N, M
. ) 1

= lim ( lim ——

m—+o00 \ n—+oo0 N, M

. 1 , 1
= ( lim —) ( lim —)
n—-+oo N, m—>—+o0 M,

1.2.7.2 Limite doble como Suma
Teorema 1.7. Sea la sucesion doble X, ,, tal que
Xn,m =a, + bm

y para cada limite sean lim a, =1; y lim b, =ls.
n—»-4o0o m—>+00
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Entonces

lim ( lim X,m)= lim ( lim X,m)
m——+00 N—+00 n——+00 m—-+00

= lim X,
n,m—:+o0o

=1l + ls.

Demostracion
Por hipdtesis se tiene
i)
lim ( lim X,m)= lim ( lim (a,+bn))

n—-4o0o0 m—+4oo n—-+4+o0o0 m——+4o0o

= lim a,+ lim b,
n—>-+oo m—>+00

- ll +12

lim ( lim X,m) = lim ( lim (a,+bn))

m—+00 n—r+400 m—+00 n—+400

= lim a,+ lim b,
m—400 n—-4oo

=1l + ls.

Por lo tanto

lim ( lim X,,,)= lim ( lim X,,) =UhLl.
n—-—+o00 m—-+0o m—+00 nN——+00
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i) Probaremos que lim X, =1 + ls.
n,Mm—>00

Sea € > 0 dado. Erxiste N € N tal que, |a, — 1] < % Y

€
|b — lo] < 5 para todo n,m > N. Entonces

‘Xn,m - (ll + ZQ)‘ = ’(an + bm) - (ll + ZZ)‘

S ’@n - ll’ + |bm - 12|

e, E
2 2
= £.

Entonces X, — (I3 + 12), cuando n,m — +oo .

Por lo tanto

lim Xn,m = ll -+ lg.

n,m—+4oo

Ejemplo 1.10. Sea una sucesion doble

) 1
lim  Xpm=—+—
n,m—-+o0o n m

vV n,m € N.

En el Ejemplo 1.8 mostramos que

1 1
lim X,,m= lLim <— + —) = 0.

n,m—+oo n,m—+oo
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Por el

Teorema 1.7 , tenemos

, <1 1 )
lim —+—| =
n,m—-+oo \ N m
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Capitulo 2

Propiedades

2.1. Propiedades del Limite Doble

Teorema 2.1. “Sea X, ,,, una sucesion doble sobre K y a € K . Son equiva-

lentes las siguientes afirmaciones

1. lim < lim Xn,m> =aq .

m—>+00 \ n—+400

2. lim X, existe para cada m € N.
n—-+o0o

Demostracion

(1) = (2) La condicion necesaria es inmediata ya que si,

lim ( lim Xn’m) =a

m——+00 \ n—>+00

necesariamente debemos tener que

lim X,m
n—s—+o0o ’
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existe.

Ahora, para la condicion suficiente asumamos que

lim X,m,m=0Cy

n—-4oo

para cada m € N. Debemos mostrar que C,, — a cuando m — +00.

En efecto: Sea € > 0 dado.
Como X, ,, — a cuando n,m — +o0, existe Z; € N tal que si

n,m > Zi, entonces

3

Xom—al <
[ Xon —al < 5

Como para cada m € N, X,,,, — C,, cuando n — 400, eziste

Zy € N tal que si n > Zy, entonces

3
Xom —Cn| < =.
X = Conl < 5

Ahora tomemos n > méax{Zy, Zy}. Para m > Z; tenemos que

|Cr — a|l = |Cpy — Xy + Xppm — al

S |Cm - Xn,m| + |Xn,m - a’|

<5+€
2 2
=e.

Por lo tanto, C,,, — a cuando m — +00”.
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Observaciéon 2.1. “En el Teorema 2.1, es importante considerar el orden

de las hipotesis. Ya que podemos tener que

lim X, existe,
n,m—>00

Y que

lim X, existe.
m—s00 ’

Sin embargo tener que

lim lim X,,,=a.”
m—>s00 N—300 ’

Veamos el siguiente.

(-1

Ejemplo 2.1. Sea la sucesion X, ,, =
m

1
Sea e > 0. Sabemos que a,, = — converge a cero, cuando m — oo . Entonces
m

1
existe N € N tal que — <e sim > N . Asi, sin,m > N , entonces
m

—-1)" 1
’( ) < —<e.
m m
Entonces
lim X, ., =0.
n,m—+oo
Sin embargo,
_1)n

m—>—+00 m

no existe, al igual que

lim  lim
m—r+00 n—r+00 m
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Teorema 2.2. Sea una sucesion doble X,, ., tal que lim+ Xn,m = a, donde
n,m—>-+oo

a € K, entonces son equivalentes las siguientes afirmaciones :

m—+00 \ n—>-+00

1. lim < lim Xmm) =a.

2. lim X, ., existe para cada n € N.
m—400

Demostracion

El resultado se llega de manera similar al del Teorema 2.1. n

Combinando los resultados de los Teorema 2.1 y Teorema 2.2 |

obtenemos el siguiente resultado.

Corolario 2.1. Sea una sucesion doble X, ,, sobre K y a € K, entonces

lim ( lim Xn,m> Y lim < lim Xn,m>
n—oo \ m—+00 m—>+00 \ n—>+00
existen y son iquales a a si y solo si

(1) lim X, existe para cadan € N y

m—»+00

(i1) lim X, existe para cada m € N.
n—> 400

nm

Ejemplo 2.2. Sea una sucesion doble X, ,, = —— .
’ n? + m?

Se tiene que para cada m € N,

. nm
lim ———— =0
n—soo n2 4+ m2

y para cada n € N,



Sin embargo,

) nm .
litm ——— no existe.
n,Mm—>00 n2 -+ m2

1 2
Ya que sin =m, entonces X,, , = 3 y sin = 2m, entonces X,, y, = £

Podemos concluir que los limites iterados existen y la sucesion no es con-

vergente.

Definicién 2.1. “Sea {f,}nen una sucesion de funciones, decimos que con-
verge uniformemente a [ sobre el conjunto X si para cada € > 0, existe

N(e) € N tal que
si n> N entonces |fn(x)— f(x)] <e para toda x € X”.

A continuacién daremos un resultado asociado al (Ejemplo 2.2), el cual
nos proporciona condiciones para que los limites iterados y el limite doble

sean iguales.

Teorema 2.3. “Sea una sucesion doble X, ,,, sobre K y a € R que satisfacen

las siguientes condiciones :

1. lim < lim Xn,m) =aq.

m—>+o0 \ n—+00
2. lim X,,, existe y converge uniformemente con respecto a m € N.
n—s—+0o ’
Entonces lLim X, = a.
n,m—-+0oo

Demostracion

Para cada n € N, definimos a f, sobre N de la siguiente forma
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Se tiene por el Teorema 1.4 para sucesiones de funciones que para cada

e > 0, existe Ny € N tal que si n > Ny,
| Xm — f(m)] < % para todo m € N.
Ahora, por (1)

lim f(m)=a.

m——>00

Dado € > 0, existe Ny € N tal que si m > Ny, entonces

fm)—a] < 5.

Tomando N := méx{Ny, No} yn,m > N, entonces

|Xn,m - CL| = |Xn,m - f(m) + f(m) - CL|

< |Xn,m - f(mﬂ + ’f(m) - a|

- € n €
2 2
=e.
Por lo tanto  lim X, ., =a". -

n,m—~+00

Observaciéon 2.2. “Es de gran importancia mostrar que la sucesion converge
uniformemente, ya que de lo contrario no podremos garantizar la igualdad
entre limite doble y los limites iterados. Como se muestra en el siguiente

ejemplo”.

37



Ejemplo 2.3. “Consideremos X,, ,, = nm

n? +m?2’
. . nm
1. Sabemos que lim X, ,,= lim ———— =0.
n—s—+00 ’ n—s+oo N2 4+ M2

2. Como consecuencia de (1) tenemos que

ltm lim X,m| = lim lim — | =0
m—r4o00 \ n—>+00 ’ m—s+oo \ n—r+o0o N2 + m?2
3. La convergencia en (1) no es uniforme con respecto a m, ya que para

cadan €N :

1
Dt [ Xl = 5.

En efecto : Para cada x € R™ | definamos

nx
fa(@) = | Xpm| = PR
Como
n® — nx?
/ —_—
f (I) - (TL2+.Z'2)2

entonces f'(x) =0 si y sélo si n® = 12, esto es, sin = x.

Por el criterio de la sequnda derivada, f alcanza el supremo cuando

n=ux. Asi

1
SUP,peN |Xn,m| = 2

Por lo tanto X, ,, no converge uniformemente ya que si tomamos

”

1 1
824_1’ para toda N existe m = n tal que |f, —m :§>8.
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2.2. Propiedades de las Sucesiones Dobles Monéto-

nas

Definicién 2.2. La sucesion doble X, ,, sobre K serd creciente si
Xom 2 X5 & n<jym<kenN,

Definicién 2.3. La sucesion doble X,,,, serd decreciente si
Xom=Xjp © n<jym<kenN,

Definicién 2.4. Sea una sucesion doble X, ,,, creciente o decreciente, enton-

ces decimos que es una sucesion doble mondtona .

Observaciéon 2.3. ( Axioma del Supremo )

Todo conjunto no vacio y acotado superiormente en R posee un supremo.

Teorema 2.4. ( Convergencia Mondtona )
Sea una sucesion doble mondtona X, ,,. Son equivalentes las siguientes

afirmaciones :
1. X, es convergente.
2. X, m es acotada.
Ademas

(a) Si X, m es creciente y acotado superiormente, entonces

lim X, =sup {X,m | n,meN }.

n,m—>—+00
Osea

39



lim (lim Xmm): lim ( lim Xmm): lim  X,m

m——+00 \ n—+00 n—-—+oo \ m—-+o0o n,m——+oo
=sup {X,;m | n,meN }.

(b) Si X, ., es decreciente y acotado inferiormente, entonces

lim X,m,m=hf {X,,, | n,meN }.

n,m—>~+00

Osea

m—>—+o00 \ n—+o00 n—-+4oo \ m—+4o00 n,m—-+o0o

lim (lz'm Xmm): lim ( lim Xn,m): lim X, m
=imf {X,n, | n,meN }.

Demostracion

Se vid en el Teorema 1.3. que toda sucesion doble convergente sobre
K es acotado.
A la inversa, sea X, ,, una sucesion mondtona acotada, entonces X, ,, es
creciente o decreciente.
(a) Primero tratamos el caso que X, ,,, es creciente y acotado superiormente.

Por la Observacidon 2.3., el supremo existe a* = sup {X,., :n,m € N}.

Mostraremos que los limites dobles e iterados de X, ,,, existen y son iguales
a a*, es decir que la sucesion doble converge a a*.
Sea ¢ > 0 dado, entonces a* — ¢ no es un limite superior para el conjunto

{Xnm | n,m e N} ; porlo tanto existen k() y j(e) tal que

a* —e < Xy
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Como la sucesion es creciente, para cada (n,m) > (k,j) se tiene que

a* —e < Xp; < Xom.
Por la propiedad del supremo, tenemos que

Xpm <a*<a*—e vV (n,m) > (k,j)

Por lo tanto

a*—e< X, <a®—e
st solo st

| Xm — | < e.

Ya que € > 0 fue arbitrario, se demuestra que la sucesion X, ,, converge al

punto a*.

A continuacion, para mostrar que

lim (lim Xn,m): lim X, =a".

m—+o0o0 \ n—+0o0 n,m—4oo
Teniendo en cuenta que dado X, ,, es acotada superiormente entonces para
cada m € N fijo, la sucesion simple {X,,,, | n,m € N} es acotada superior-
mente y creciente.

Ast, por el Teorema 1.4 para sucesiones simples, tenemos que

lim X,m=sup{Xym | neN}=1[, VmeN.

n—>-+4oo

Entonces, por el Corolario 2.1 los limites iterados existen y

lim lim X,m| = Um X,,,=a".
m—s+oo \ n—+o0 ’ n,m—s—+00 ’
De igual forma se puede demostrar que
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lim < lim Xn,m): lim X, =a".

n—-—+oo \ m—-+o0o n,m——+0oo

(b) Si X,m es decreciente y acotada inferiormente, entonces la sucesion
—X,.m es creciente y acotada superiormente.

Por lo tanto, por la parte (a) se tiene que

m—+00 \ n—+00 n—-—4oo \ m—+o0o

lim (lim —Xn,m>: lim ( lim —Xn,m>: lim =X, m
n,m—-+o0o

=sup {—X,m | n,meN}
= —inf {X,,n, | n,meN }.

Por lo tanto se deduce que

lim (lz'm Xn,m>: lim ( lim Xn,m): lim Xy,

m—+00 \ n—>+00 n—-+oo \ m—-+oo n,m—>~+00

=inf {X,,, | n,meN }.
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2.3. Propiedades de las Subsucesiones Dobles

Definicién 2.5. Sea una sucesion doble X, ,,, sobre K y sea
(k1,m1) < (kay12) < ... < (kn,7rn) < ... una sucesion estrictamente cre-

ciente de pares de numeros naturales. A la sucesion Xy lo llamaremos

n,T'm

subsucesion de X, ,,.

Las subsucesiones dobles de sucesiones dobles convergentes también con-

vergen al mismo limite, como lo muestra el siguiente resultado.

Teorema 2.5. “Sea una sucesion doble X, ,,, sobre K y 1 € K. Si la sucesion
doble X, ,, converge a l, entonces cualquier subsucesion de X, ,, también
converge a l.

Demostracion

Sea ¢ > 0, existe N € N tal que si n,m > N entonces
| Xom — 1] < €.

Sea Xk, r, una subsucesion de X, ,, como (k,,mm) es una sucesion estric-
tamente creciente de pares de niumeros naturales, entonces existe ng, mg € N
tal que kyy > N y 1y, > N. Porlo tanto k, > N yr,, > N para toda n > ng

ym > mg. Asi, sin,m > max{ng, mo} entonces

|an,7"m — l| <e”.

Lema 2.1. Sea una sucesion doble X, ,, sobre K y sea X, una subsuce-

n,T'm

sion de Xy m. Si para cadan € N, lim X, ,, = f(n) existe, entonces
m—>—+00
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= f(k,) para cada n e N

Demostracion

Por hipdtesis el  lim X, ,,, = f(n) existe para cada n € N, entonces
m—>+00

lim Xy, .= f(k,) para cada n € N.

m—r>r+0o0
Tomando a {Xx, r,, }oo_; como una subsucesion de la sucesion simple { Xy, m}oo_;,

tenemos que

= f(k,) para cada n € N.

Lema 2.2. “Sea una sucesion doble X,, ., sobre K y sea Xy, ;.. una subsu-

cesion de X, , que satisface 1lim lim X,,.| = a, entonces
’ n—s+4o0o0 \ m—+oo ’

lim ( lim karm):a.

n—-—+oo \ m——+oo
Demostracion
La hipdtesis implica que 1lim X, ,, = f(n) luego eziste, para cada n €
m—+00 ’

Ny lim f(n)=a. Porel Lema 2.1. se tiene que:

n—>-+4o00

= f(k,) para cada n € N.

Siendo { f (k,) }2°_, una subsucesion de la sucesion { f(n)}o_, y h’ni f(n) =
n—--—+oo

a, entonces lim f(k,) = a. Concluimos que
n—>+00

, , »
lim  lim Xy, ,, =a.
n—>+00 m—+00
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Observacién 2.4. “Si intercambiamos los papeles de n,m se verifican re-

sultados similares a los lemas 2.1. y 2.2.7. Es decir, si

lim Im X,,.|=a
n—s4o0o \ m—s+oo ’

entonces

lim lim Xy, .. | =a.
n—s—+o0o \ m—s—+oo ’

“Los lemas 4.1 y 4.2 nos ayudan a demostrar el siguiente resultado”.

Corolario 2.2. Sea una sucesion doble X, ,, sobre K y existen los limites

iterados que satisfacen

n—-+oo \ m—-+4o0o

1. lim ( lim Xn,m>:a,

2. lim ( lim Xn,m) = q.

m—+400 \ n—+400

entonces los limites iterados de cualquier subsucesion doble Xy, ;. existen, y

satisfacen

1. lim ( lim an,rm>:a,

n—-+oo \ m—-+4o0o

2. lim ( lim an,rm> =a.

m—+00 \ N—>+00

“Observese que para el caso de una variable, llamamos Punto Cumbre
de una sucesion {a,}>°; a un numero natural n tal que a,, < a, para todo

b

m > n.

El concepto de Punto Cumbre es utilizado para demostrar el siguiente

Teorema:
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“ Cualquier sucesién {a, }5°, contiene una subsucesién monétona ”.

Y asi demostrar el Teorema de Bolzano - Weiestrass para sucesiones.

Ahora, aplicaremos el enunciado anterior para sucesiones dobles.

Definicién 2.6. “Sea una sucesion doble X, ,, sobre K. El término (k,r) es

punto cumbre si
Xir > Xpm para todo (n,m) € NxN tal que n <k ym <r.
Es decir, Xy, no es excedido por algun otro término”.

., Cualquier sucesién doble tendra punto cumbre? La respuesta a la pre-

gunta es no, veamos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.4. “Sea una sucesion doble X,, ,,, = n+m . Utilizando la defini-

cion de punto cumbre tenemos que si

n<k y m<r,
entonces

n+m<k+r.
Por lo que X,, ,,, no tiene punto cumbre”.

Ahora si damos una sucesién acotada. ; Tendra punto cumbre ? La res-
puesta a la pregunta es no, veamos el siguiente ejemplo.

1
n-—+m

Ejemplo 2.5. “Sea una sucesion doble X, ,, = — . Obtenemos que

| Xm| < 1.
St
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1 1

< .
n+m k+r

n<k y m<rentonces —
Por lo que X,, ,, no tiene punto cumbre”.

Teorema 2.6. “Toda sucesion doble X, ,, sobre K tiene una subsucesion
doble mondtona.

Demostracion

Se tiene los siguientes casos:

Caso 1. La sucesion doble X,, ., tiene infinitos puntos cumbre. En este caso,
Stk <ko<...<k,<...yri<ry<...<r,<...sonlospuntos cumbre,
entonces Xg, ry > Xiyry > ..., de modo que Xy, .. es la subsucesion (no
creciente) deseada.

Caso 2. La sucesion doble X, ,,, tiene solamente un nimero finito de puntos
cumbre. En este caso, sea (ky,11) mayor que todos los puntos cumbre. Puesto
que (k1,7m1) no es un punto cumbre, existe algin ke > ki y ro > ry tal que
Xkyry > Xpy ry - Puesto que Xy, », no es un punto cumbre, existe algun ks > ko
y r3 > 1o tal que Xyy g > Xiyrp. Continuando de esta forma obtenemos la
sucesion (no decreciente) deseada.

Caso 3. La sucesion doble X,,,, no tiene puntos cumbre. Este caso se

resuelve de manera similar al caso anterior.”

Teorema 2.7. “ ( Bolzano - Weiestrass ).
Toda sucesion doble acotada X, ,, sobre K tiene una subsucesion mondtona
convergente.

Demostracion
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Sea X, una sucesion doble acotada sobre K. Sabemos por el Teore-

ma 2.6 que X, ,, tiene una subsucesion doble Xy mondtona. Siendo

n,T'm

que Xy, .., €s también acotada, entonces por el Teorema de convergencia

monotona Teorema 2.4 concluimos que Xy, .. es convergente.”

Corolario 2.3. “Sea una sucesion doble acotada X, ,, sobre K, entonces

existe una subsucesion convergente Xy, .. tal que

n—>-+oo \ m—-+oo

1. lim ( lim karm> Y

2. lim (lim an,rm>

m—+00 \ n—>—+00

existen y son iguales a el limite doble

nyT'm*
n,m—s-+o00 ’

Demostracion

Sea X, una sucesion doble acotada sobre K por hipdtesis y sabemos por

el Teorema 2.7. que X, ,, tiene una subsucesion mondtona Xy, .. tal que

n,m——+0oo

existe.

n,T'm

Ya que la subsucesion es acotada, implicamos por el Teorema 3.1 que

lim ( lim kam): lim <lz’m karm>: lim  Xg, 57

n—-4oo \ m—-+4o0o m—+00 \ n—+00 n,m—»-+o0o

Teorema 2.8. “ (Criterio de Divergencia).
Sea X, una sucesion doble acotada sobre K y | € K, entonces son equiva-

lentes las siguientes afirmaciones :
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1. X, ,m no converge a l.

2. Para cada k € N, existe un g9 > 0 tal que

’Xng,mo - ” 2 €0,

para cada ng, mo > k.

3. Existe eg > 0 y una subsucesion X, de X, tal que

n,T'm
| Xk e — | > €0 para toda n,m € N.

Demostracion

(1) = (2) Negando la definicion de convergencia tenemos esta implicacion.

(2) = (3) Euxiste eg > 0 yny,my € N tal que ny,my > 1, implicamos que

‘an,ml — Cll > £0-

Ahora , sea ny, my € N tal que si (ng,ma) > (ny +1,my + 1), entonces

|Xn2,m2 — Cll Z €0-

Continuando con este proceso obtenemos una subsucesion Xy, .. es-

trictamente creciente de pares ordenados en N X N, tal que

‘an,?"m — Cl‘ Z €0-

(3) = (1) Es una equivalencia del Teorema 2.5.”
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Teorema 2.9. “Sea X, ,, una sucesion doble acotada sobre K yl € K. X, ,,
tiene la propiedad que toda subsucesion es convergente, entonces la sucesion
Xn.m converge a l.

Demostracion

Supongamos que X, ,, no converge a l. Entonces por el Criterio de Di-

vergencia tenemos que existe g > 0 y una subsucesion Xy, ,.. tal que

[ Xkenrm = U = €0 (1)

n,T'm

para cada n,m € N.
Siendo X,, ., acotada, entonces una subsucesion Xy, .. también lo es. Ahora,
por el teorema de Bolzano-Weierstrass Xy, ,, tiene una subsucesion Xy, .

convergente. Por lo tanto,

.. Ea ]
1,]—>+00

esto significa que para cada €9 > 0, existe N € N tal que Vi,j > N implica

que

| Xk, — 1] < g0 (2)

0575

Ya que todo término de Xy, ., es término de X, r,,, vemos que (2) es una

2

contradiccion de (1). n
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Capitulo 3

Aplicaciones de las Sucesiones

Dobles

3.1. Aplicaciones

En esta parte de nuestro trabajo demostraremos aplicaciones de las suce-
siones dobles en la rama de la topologia general, conocida como la teoria de
los continuos.

Como sabemos, la teoria de los continuos es una rama en expansiéon de la
topologia general.

Un continuo es un espacio métrico no vacio, compacto y conexo con mas

de dos puntos.
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3.2. Primera Aplicacion

Daremos a continuacién la definicién de sucesion inversa via sucesion

doble.

Definicién 3.1. Sean
{X,}52, - una sucesion de espacios métricos
{ 1Y ey - una sucesidén de funciones continuas llamadas funciones
ataduras.

Para cada n € N tenemos que f*: X, .1 — X,, es una funcién atadura.

Entonces, la sucesion doble {X,,, f*1} de espacios métricos y funciones con-
2 rJdn

tinuas en teoria de continuos se llama una sucesiéon inversa y se represen-

ta por

n

12 f3 " n—
X & Xy Xge— o — X X, X

Observacién 3.1. Sim,n € N yn > m entonces " = fmtlo. ..o fr vy

= 1x,, donde 1x, denota la funcion identidad sobre X,,.

Definicién 3.2. Sea
{X,, fo1} - una sucesion inversa de espacios métricos y funciones
atadura.

El limite de la sucesion {X,, "1} se denota por
lm{ X, f**1} o por X
<—

y es un subespacio del espacio topologico producto

X

—13

n=1
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representada por :
lim{ X, 741} — {(xnml € T X | s (tnes) = para cadaneN}
— n=1

Definicién 1.1.4 Si {(X,,,d,)}5>, es una sucesién de espacios métricos,

con métricas acotadas, definimos una métrica p, para un producto carte-

slano
1 X, =A{(xn)2, | z, € X, para cada n € N}
n=1
> 1
p((En)nzr, (T0)aze) = 20 o dn(Tn, 20)

Observaciéon 1.1.5 Desde que las métricas, d,, son acotadas, p estd

bien definido.

Lema 1.1.6 Si {(X,,d,)}>2, es una sucesién de espacios métricos, con

métricas acotadas, entonces p es una métrica.

Observacion 3.2. 53

1. {X,, fo1Y es una sucesion inversa de espacios métricos y funciones
atadura, entonces su limite inverso X, es un espacio métrico. ([5],

Lema 1.1.6).
2. A continuacion desmostraremos via sucesiones dobles, que el limite in-

verso X €S un continuo.

Definicién 3.3. Sea
{X,,, fo1} : sucesidn inversa

Para cada m € N definimos los conjuntos siguientes

5, = {(xm;:;l € T X | f5¥ (ts) = o1 < b < m}
n=1
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Definiciéon 3.4. Sean
{X,,, [} - sucesidn inversa de espacios métricos y funciones ata-
dura.
Xoo : limite inverso de la sucesion dada.

Entonces las funciones continuas

T o ] X — X
n=1

se llamardan funciones proyeccion.

Definicién 2.1.7 Si {(X,,, f/7"!)} es una sucesién inversa de espacios
métricos con limite inverso X.
Para cada m € N,sea
[&.°]
Sm={(@n)7z1 € II X0 / flfﬂ(xkﬂ) =z, 1 <k <m}
n=1
El resultado siguiente puede consultarse en el (Teorema 1.1.9, [5])
Teorema 1.1.9 Sea Z un espacio métrico.
Si {(X,,dn)}o2, es una sucesion de espacios métricos, entonces una fun-
cién
[e.o]
f:Z— 1] Xu
n=1
es continua si solo si m, o f es continua para cada n € N.
Teorema 1.1.11 Si {(X,,,d,)}32, es una sucesién de compactos entonces

oo
[ X, es compacto.
n=1

Teorema 1.7.2 Si Z es un espacio métrico compacto y sea {X,,}°° ; una
sucesion de subcontinuos de Z tal que X,,.; C X,, para cada n € N.
Entonces :

Si X =2, X, entonces X es un subcontinuo de Z.
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Proposicién 3.1. Sean
{X,,, [} - sucesidn inversa de espacios métricos y funciones ata-
dura.
X : limite inverso de la sucesion {X,,, fm}.

Entonces se verifica que :

(a) Para cada m € N, el conjunto S,, es homeomorfo al producto topoldgico

X

g=r

(b) La sucesion {S,,}2_, es una sucesion decreciente de espacios métricos

compactos y Xeo # 0. (0 es el conjunto vacio).

(c) Si X, es un continuo para cada n € N, entonces el limite inverso Xo

es también un continuo.
Demostracion

(a) Sea h: S, — lo_o[ X, tal que h((2,)521) = (22)5%,,-

n=m

Desde que m,0 h es continua para cada m > m, tenemos que h es
continua. (Teorema 1.1.9,[5]).

Sea ahora la funcion g : [] X, — Sm tal que g((x,)22,,) = (Yn)S2 4,

n=m

donde y, = x, sin>m , y, = [ X,,) sin < m.

Desde que m,0 g es continuo para cadan € N, por (Teorema 1.1.9, [5])
, g resulta ser continua.

Observamos que go h =15 yho g=1 = entonces h es biyectiva.

n
n=1

Por tanto, h es un homeomorfismo y por consiguiente Sy, y [] X, son

n=1

homeomorfos.

95



(b) Por definicion Sy,+1 C Sy para cada m € N.

Por la parte (a) cada S,, es un espacio métrico compacto (Teorema

1.1.11, [5]). Obviamente Xoo = () Sim.
m=1

(c) Esta parte se desprende de (b) y del (Teorema 1.7.2, [5]).

oo
En efecto, por (b), Xoo = () Sm y tenemos que X, es un continuo.

m=1

3.3. Segunda Aplicacién

Observacién 3.3. Otra aplicacion de las sucesiones dobles se presenta cuan-
do probamos que el limite inverso X es un continuo indescomponible. Con
esta finalidad primero definiremos el compacto de sucesion inversa indescom-

ponible.

Definicién 3.5. Sea
{ X, [P} - una sucesion inversa de continuos y funciones atadura.

Entonces,
{X,,, [} se llama una sucesidén inversa indescomponible, siempre

que para cadan € N, A, 1 y B,y1 son subcontinuos de X, 1 tales que
Xn+1 = An+1 U Bn+1

Y tenemos que

fqg—’—l(An—i-l) =X,

o bien

fi (Bug) = X
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Proposicién 3.2. Sean
{X,,, [} una sucesion inversa indescomponible.
Xoo : limite inverso de la sucesion dada.

Entonces, X es un continuo indescomponible.
Demostracion

Por la Proposicion 3.1 el limite inverso Xo, es un continuo.
Vamos a suponer ahora que X, es un continuo descomponible.
Entonces existen dos subcontinuos propios A y B de X tal Xoo = AU B.
Por proposicion(2.1.15, [5]) existe n € N tal que si m > n, entonces f,,(A) #
Xon ¥ f(B) # Xon.
Desde que por definicion las funciones continuas atadura, f**' son suryec-
tivas, las funciones continuas proyeccion son también suryectivas.
En consecuencia,

X2 = for2(Xoo) = fry2(A) U frya(B).
Esto implica que
Xn1 = f:jr_f(Xn—l-Q) = (f:fif © fn+2) AU (f:if © fn+2) (B)
Por hipotesis tenemos que
(frdf 0 far2) (A) = Xopa
o bien
(fgif © fn+2) (B) = X1

Pero esto contradice la eleccion de n.

Por lo tanto, esta contradiccion se debe a la falsedad de la hipotesis auxi-
liar, hemos supuesto que el limite inverso X, es un continuo descomponible.

Por lo tanto X, es un continuo indescomponible.
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3.4. Tercera Aplicacion

Observacion 3.4. Una tercera aplicacion de las sucesiones dobles es a la
topologia general, en los continuos casi enrejados y continuos enrejados. Ve-

remos a continuacion la definicion de estos conceptos.

Definicién 3.6. Una grdfica es una estructura formada por un conjunto no
vacio V' cuyos elementos son llamados vértices y un conjunto E de pares no
ordenados de vértices llamadas aristas. Por comodidad una arista (u,v) serd
denotada por uv.

Una grdfica se puede representar geométricamente mediante un dibujo en
el cual los vértices son puntos y las aristas son lineas que conectan a los
puntos. Si el nimero de vértices y de aristas del grdfico es punto, se dice que
el grdfico es finito.

Ejemplo.
Sea la grdafica G definida por el conjunto de vértices
V = {Uh VU2, U3, U4}
y por el conjunto de aristas
A = {U1U2, V2Us3, U3Vy4, U4’U1}

G es una grdfica finita.

Vz

Vs
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Definicion 3.7. Sean
X :un continuo
§(X)={x € X | x tiene una vecindad G en X tal que G es una
grdfica finita }
P(X)=X - 9(X)

Entonces,

(a) X se llama continuo casi enrejado si G(X) es denso en X, esto es,

§(X) =X

(b) Un continuo casi enrejado X se llama continuo enrejado, si X tiene

una base de vecindades B tal que para cada V € B si verifica que

V —P(X) es conezo.

Ejemplo 3.1. El continuo del siguiente grifico se construye de la siguiente
manera :

Tomamos el conjunto

X = (11 x{ohHU (LEJN ({% . {O’ %D)

X provisto con la topologia usual, 7,5, de R? es un continuo. En este continuo

X se tiene que

PX) = {(0,0)}

El continuo X es casi enrejado, pero no es continuo enrejado, pues si toma-
mos cualquier abierto V- C X tal que (0,0) € V, verifica que V — P(X) no

es conexo.
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P(X)

CONTINUO CASI ENREJADO NO ES ENREJADO

Ejemplo 3.2. La siguiente figura representa un continuo enrejado

CONTINUO ENREJADO

El continuo del grdfico se construye del siguiente modo.

Para cada n € N consideramos los conjuntos
A, ={(z,27") eR?* /0<z <1}
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Ag={(z,00eR? /0 <z <1}
Ahora consideramos los conjuntos
Bpm ={(m27"1y) €R? | 0<y <27}

para cada n € NU {0} y cada entero m tal que 0 < m < 27F1,

Luego, consideramos

x=(0a)u(8(Gr)

X es un continuo enrejado. En este espacio tenemos
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