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RESUMEN

ALGUNOS RESULTADOS EN ESTEREOMETRIA
UTILIZANDO EL ALGEBRA GEOMETRICA

JORGE GERARDO BELLIDO TOHALINO

Diciembre - 2018

Asesor : Dr. Edgar Diégenes Vera Saravia.
Titulo Obtenido : Licenciado en Matematica.

Muchas demostraciones que se ofrecen en la Geometria, tanto la clasica
como la analitica, se inician recurriendo a trazos geométricos, en algunos
casos intuitivos, continuando con un proceso estrictamente geométrico.
Surge por lo tanto la siguiente pregunta:

.Es posible complementar esas demostraciones estrictamente geométricas?.

La respuesta es afirmativa porque existe la estructura matematica que
permite esto: El algebra geométrica que enriquece las demostraciones tradi-
cionales con un sustento matemaético algebraico, sin proponer que se prescin-
da de los trazos geométricos.

Palabras Claves : ALGEBRA GEOMETRICA
BIVECTOR UNITARIO
PROYECCION ORTOGONAL
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ABSTRACT

SOME RESULTS IN STEREOMETRY USING THE
GEOMETRIC ALGEBRA
JORGE GERARDO BELLIDO TOHALINO

December - 2018

Adviser : Dr. Edgar Di6genes Vera Saravia.
Obtained Degree : Mathematician.

Many demonstrations that are offered in Geometry, both classical and
analytical, are initiated by using geometric traces, in some cases intuitive,
continuing with a strictly geometric process.

Therefore, the following question arises: Is it possible to complement these
strictly geometric demonstrations?

The answer is affirmative because there is the mathematical structure
that allows this: The geometric algebra that enriches the traditional demons-
trations with an algebraic mathematical support, without proposing that the
geometric traces are ignored.

Keywords : GEOMETRIC ALGEBRA
UNIT BIVECTOR
ORTOGONAL PROJECTION
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Introduccion

El objetivo de este trabajo es presentar, recurriendo al algebra geométrica
una demostracién alternativa de algunos resultados, que se estudian en geo-
metria euclideana tridimensional.

La parte de la geometria que se dedica al estudio de las figuras situadas en el
espacio, se denomina Estereometria, que proviene del griego oTepocpuetpra
(stereometria), stereo que significa sélido y metria que viene de la raiz me-
tron que significa medida.

Etimologicamente, Geometria quiere decir medida de la tierra. Esta denomi-
nacién griega es justificada por el historiador Herodoto (siglo quinto A.C.),
que atribuyo a los egipcios el origen de esa ciencia. Segun él, el impuesto que
pagaban los propietarios de tierras en Egipto era directamente proporcional
al area de cada lote. Los rebalses del rio Nilo muchas veces hacian desaparecer
parte de las tierras de los agricultores. Entonces los cobradores de impuestos
del Faraén tenian que recalcular cada area para que la cobranza fuese ajusta-
da. También era necesario, para efectos del comercio, que se supiera calcular
el volumen de cada depdsito de grano.

Asi, el célculo de areas y volimenes es un asunto milenario, cuya importan-
cia se revel6 muy temprano, aun en las civilizaciones organizadas de forma
simple en relacién a los patrones actuales.

Descubrimientos histéricos recientes revelaron que los conocimientos ma-
tematicos de los babilonios (denominacién genérica para los diversos pueblos
que, durante 3,000 anios, ocuparon sucesivamente Mesopotamia, regién apro-
ximadamente correspondiente al Irak de hoy) eran méas extensos y avanzados
que los de los egipcios. Esto es particularmente cierto en Algebra y en calcu-
los numéricos, pero también ocurre en Geometria, donde ademas de conocer
las areas y volimenes de figuras geométricas simples, los babilonios sabian
resolver problemas que incluian la relacion de Pitagoras, que les era familiar
mil anos antes que los pitagoricos.



Por lo tanto, sea en Egipto o Babilonia, areas y volimenes fueron las prime-
ras nociones geométricas que despiertan el interes del ser humano. (Ver [11])

En tal sentido, este trabajo expondra resultados con relacién a &areas y
volimenes. Pues, como veremos en el desarrolo del mismo, el médulo de
un bivector es el area del paralelogramo que determinan el par de vectores
correspondientes y el médulo de un trivector es el voliimen del paralelepipedo
que determinan la terna de vectores correspondientes.

Veremos que un bivector unitario 4,5, determinado por dos vectores lineal-
mente independientes a,b € R3, es la generalizacién del bivector unitario
determinado por dos vectores linealmente independientes de R? (la unidad
compleja i), de tal modo que i, se relaciona con el plano determinado por
los vectores a,b € R? de modo completamente similar a como % se relaciona
con R?.

La motivacion para desarrollar este trabajo es que la estructura del algebra
geométrica y las herramientas que nos brinda permite demostraciones pura-
mente algebraicas; es decir, sin la necesidad de realizar algtin trazo o grafico,
lo que no sucede cuando se estudia del modo tradicional, por lo general ocu-
rre que, llegado el momento de interpretar algin enunciado es indispensable
realizar un bosquejo o grafico que permita visualizar una estrategia adecuada
que permita probar dicha afirmacion.

El presente trabajo esta estructurado de la siguiente manera:

En el Capitulo 1 se exponen: La definicion de dlgebra geométrica euclideana
tridimensional AG(3), que emplearemos a lo largo de este trabajo, algunos
resultados fundamentales que nos llevara a desarrollar definiciones como: la
subdlgebra par y el R-espacio vectorial impar de AG(3), el producto inte-
rior y el producto exterior de multivectores, asi como el producto escalar de
j-vectores de AG(3).

En el Capitulo 2 hablaremos de la Geometria Afin, esto con el propdsito de
no tener ninguna restriccion con respecto al origen.

En el Capitulo 3 exponemos algunas definiciones con relacién a la des-
composicion del producto geométrico entre un vector y un multivector de
AG(3) y como consecuencia de esta, resultados que nos facilitardn desarro-
llar el capitulo siguiente.

En el Capitulo 4 presentaremos resultados de la Estereometria empleando
las herramientas desarrolladas en los capitulos anteriores.



Capitulo 1

El Algebra geométrica

euclideana tridimensional

El algebra geométrica fue creada por William K. Clifford, entre los anos 1873
y 1879, como una estructura matematica para algebrizar la geometria. Lo hi-
zo conjugando los aportes pioneros que Grassmann (creador de las dlgebras
de extensién) y Hamilton (formalizador de los niimeros complejos y creador
de los cuaterniones) presentaron en 1844 y 1843, respectivamente.

No se ha difundido como debe ser debido a que, de un lado la versiéon ma-
tematica, llamada Algebra de Clifford, tiene un desarrollo sofisticado y, de
otro, porque la interpretacion incompleta del tema que realizé Gibbs a fines
del siglo XIX, al crear los espacios vectoriales, parecio ser la estructura ma-
tematica suficiente durante el siglo XX; atin cuando en la segunda década de
dicho siglo Heisenberg manifest6 que la fisica requeria una matematica com-
pletamente nueva, que incluya algebras no conmutativas. Fue precisamente
lo que trabajaron Pauli y Dirac. (Ver [10] y [3])

En este Capitulo presentamos un proceso de abstraccion de las ideas an-
teriores. Usando una estructura similar a las algebras de matrices, sin usar
matrices, lo que permite un mayor contenido algebraico-geométrico.

Para simplificar la notacién, escribiremos

€12 = €1€2, €31 = €1€3, €23 = €2€3 Y €123 = €1€2€3.

La eleccién de las variables e; es intencional porque pretendemos identificarlas
con los elementos de la base canénica del R-espacio vectorial R?. Para mayor

4



referencia pueden consultar los siguientes: [7] y [9)]

Definicién 1.0.1. El dlgebra geométrica euclideana AG(3) serd el si-

gquiente R-espacio vectorial en las variables vectoriales e, eq 1y e3.
AG(S) = {CLQ + ai1e1 + age9 + ases + age12 + asez1 + ageosz + a7€123; A4j c ]R}

provisto del producto distributivo y asociativo pero no conmutativo, llama-
do producto geométrico: AG(3) x AG(3) — AG(3) una funcion bilineal

determinada por la siguiente tabla.

1 €1 €2 €3 €12 €31 €23 €123
€1 1 €12 —€31 €2 —€3 €123 €23
€2 —€12 1 €23 —€1 €123 €3 €31
ez | e | —ea3 | 1 €123 | €1 | —€x | e
€2 | —€ | € ei23 | —1 | e | —e31 | —e3
€31 €3 €123 —€1 | —€23 -1 €12 —€2
€23 €123 —€3 €2 €31 —€12 —1 —€
€123 €23 €31 €12 —€3 —€2 —€1 -1

TABLA DEL PRODUCTO GEOMETRICO DE AG(3)
La tabla es construida utilizando las 3-condiciones de Dirac,
e;ej +eje; =20;; donde, 1,5€{1,2,3}.
Proposicién 1.0.2. De la definicion anterior se tiene

1. La condiciones de Dirac son equivalentes a las condiciones de

Grassmann-Clifford

eie;=1 y eje; =—ee; dondei,je{l,2,3}

b}



2. Dados
eiejer Yy eeme, con 0 <1 <j<k<3y0<I<m<n<3
se tiene
eejepeieme, = eqegep con 0 <r <s<t<3

Es decir, ademas de asociativo y no conmutativo, el producto geométrico

es cerrado en AG(3)

3. Dado a = a1eq1 + ases + azes se tiene

3 3 3
a’ = 5 a;e; g a;e; | = E a? >0
i=1 i=1 i=1
4. Dado A = ay0e19 + azies; + asszeaz se tiene
2 _ e = — 2
A = (E aijeij> (E azﬁw) = E a; <0
i<j i<j i<j

Demostracion. Prueba del Item 1. Basta observar las 3-condiciones de Di-

rac.

Prueba del ftem 2. Sea A = {r € Z/0 <r <3}, luego los indices i, j, k,[,m,n €

A.
Como son 6 indices y cada uno puede tomar 4 valores, esto nos permite

analizar los siguientes casos.
Caso 1.0.3. Siempre 4 indices son diferentes dos a dos.
Entonces al menos un indice es cero, luego se tiene

eiejereieme, = ejegezeres con 0 <r < s <3

=de,ee; con 0 <r<s<t<3.



Caso 1.0.4. Siempre 3 indices son diferentes dos a dos.

Sin pérdida de generalidad el conjunto {i, j, k}, cuyos elementos son dos a

dos diferentes, asi se tiene {l,m,n} C {i, j, k}, esto implica que
eiejereieme, = tepe, con 0 <r < s < 3.

Caso 1.0.5. Siempre 2 indices son diferentes.

Asi obtenemos
eiejepeeme, = tepey con 0 <r < s < 3.
Caso 1.0.6. Todos los indices son iguales.

se sigue que

eiejereeme, = 1.

Por lo tanto
eiejepelemen, = epege, con 0 <r < s <{¢ < 3.

Prueba del ftem 3.

Sea a = aieq + ases + ages, se tiene que

3 3

2 _

a- = E a;€; E a;€; |,
i=1 i=1

2
= aj] + aijageiez + ajaseies + asa1€2€1

2 2
+ a5 + agasezes + azaeze; + asageses + €3,

por el [tem 1, se obtiene

3

2 2 2 2 2

a” =aj+a;+az = E a; > 0.
i=1



Prueba del [tem 4. Sea A = ajseqs + az1e31 + aszeas, luego se tiene

2
A= E Q;5€45 E QAr1€ki

i<j k<l
2
= —a7y + A12013€12€13 + A12023€12€23

2 2
— Q73 + A13023€13€23 + A23G12€23€12 + A23A13 — Ga3,

por el [tem 1, obtenemos

2 _ 2 2 2 _ 2
A ——alz—a31—a23——§ :aijéo'
i<j

Los siguientes resultados serdn usados posteriormente
Corolario 1.0.7. 1. AG(3) es no conmutativa.

2. Las variables e; son raices cuadradas de 1.

3. Los productos e;e; son raices cuadradas de -1 sii # j.

4. eieses es raiz cuadrada de -1

7 7
5. Dados A = E ae; y B= E be;
i=1 i=1
(recordar que €y = 1, €4 = €12, €5 = €31, € — €23 Yy er = 6123)

7
se pide calcular los ¢; y verificar que AB = Z Ci€;
i=1

Demostracién. Prueba del Ttem 1.

El producto geométrico definido en AG(3) es no conmutativo, debido a las

3-condiciones de Dirac, en consecuencia AG(3) es no conmutativa.

Prueba del Item?2. Bastars observar las 3-condiciones de Dirac.



Prueba del Item 3. Sf i # j, entonces
(eiej)” = (eiej)(eiey),
por la Proposicién [1.0.2] [tem 1
(eiej)” = (eiej)(—ejeq),
por asociatividad del producto geométrico
(eiej)2 = —ei(eje;)e; = —e;(l)e; = —eje; = —1.
Prueba del Item4.

(616263)2 = (616263)(616263),

por asociatividad del producto geométrico y por la Proposicion 1.0.2, Ttem

1, tenemos

(e1e9e3)? = erea(—eres)eses = (e1e))esezenes = (eze3)?,

por [tem 3, se tiene

(616263)2 =—1.

Prueba del Item 5.



7 7
Sean A = Z ae; 'y B= Z b;e;, entonces

i=1 i=1

e () )

= a1b; + a1bses + ajbses + ajbaes + arbses + aibreg + ajbger+
— agbseq + agby + asbges + asbieqy — asbres + asbseg — asbser+
— agbse; — agbges + azbs + asbrey — asbies — azboeg + asbger+
agboer — asbres — asbres — asby + asbges — asbses + asbzer+
asbse; + asbrea — asbies — asbges — asbs + asbieg — asboer+
— agbreq + agbses — agboes + agbseqs — agbses — aghg + agbier+

— arbser + arbses — arbses + arbses — azbaes + arzbieg — azby

7
= E Ci€4,
=1

luego observando la expresion de arriba podemos decir como son los ¢;.

O
Proposicién 1.0.8.
B ={1,e1, e, €3,€12, €31, €23, €123} €s una R-base de AG(3).
Demostracion. Antes de probar el resultado probemos que la familia
{1, €123} es linealmente independiente. (1.1)

En efecto. Sean a,b € R tales que a + beja3 = 0, luego se tiene que

0 < a® = (—beaz)? = b*(ere2e3)?,

10



por Corolario 1.0.7, [tem 4, se tiene
a’ = —b*> <0,

en consecuencia se tiene a = b = 0.

Ahora probemos que 8 es una R-base de AG(3). Sean ay, ..., a7 € R tales que
7

Z a;e; = 0, es decir
i=0

QAo + a1e1 + ages + ases —+ ageq12 + a5€31 + ag€e23 + ar€123 — 0. (12)
Multiplicando a la izquierda y a la derecha por e, y por Proposicion [1.0.2
Item 1, se obtiene

Qago + a1€1 — Ag2€9 — A3€3 — A4€12 — A5€E31 + ag€a3 + a7€1923 — O, (].3)

luego sumando ([1.2)) y (1.3)) se obtiene

ag + are1 + agag + ar€193 = 0, (14)

multiplicando a la izquierda y a la derecha por ey, y por Proposicién [1.0.2

Item 1, tenemos

ag — a1€1 — Ag€as + a7€123 = O, (15)

luego sumando ([1.4)) y (1.5]), obtenemos

ap + areiag = 0,

por (1.1]), se tiene que

a0:a7:O.

11



Asf reemplazando en ([1.2), se tiene

aie1 + agsey + azes + aseia + ases; + ageaz = 0, (1.6)
multiplicando a la izquierda y a la derecha por ey, en , se obtiene

(161 — A€y — A3€3 — (4€19 — A5€31 + Ageaz = 0, (1.7)
sumando y , tenemos

aje; + ageaz = 0,
finalmente por , se obtiene
a, = ag =0,
siguiendo este proceso de forma andaloga, se obtienen:
Ay =asz = a4 = as = 0.

Por tanto # es una R-base de AG(3).

1.1. El subespacio de los j-vectores

Definiciéon 1.1.1. En esta definicion transcribimos la terminologia de los

polinomios al contexto de las dlgebras geométricas

1. Los elementos de (AG(3));, la familia de los polinomios homogéneos de

grado j de AG(3), serdn llamados j-vectores, j € {0,1,2,3}.

2. Los elementos de AG(3) serdn llamados multi-vectores.

12



Definicién 1.1.2. FEl operador grado
()1 AG(3) — (AG(3));

Observacién 1.1.3. El operador grado es lineal (Ver [7])
Corolario 1.1.4. De la proposicion [1.0.8, se sigue que
1. Los (AG(3)); son R-subespacios vectoriales de dimension C3.

2. Todo elemento M de AG(3) se escribe de manera unica como suma de

j-vectores:

M = i(M% donde (M); € (AG(3));

J=0

esto es equivalente a la identidad

AG(3) = P(AGA3));

j=0
Demostracion. Prueba del Item 1. Por Proposicién [1.0.8] se tiene que
{1}, {e1,ea,e3}, {e12, €31, €23} v {€123} son conjuntos Li, luego estos generan
los siguientes conjuntos:
{a:a € R},
{are1 + ages + azes : ay, as, a3 € R},

{bre12 + baegy + bzeas 1 by, by, by € R}

{aeqa3 : a € R},
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Por Definicion [1.1.1] estos conjuntos son, respectivamente, iguales a:
(AG(3))o, (AG(3))1, (AG(3))2, (AG(3))s.

Finalmente podemos observar que estos subconjuntos de AG(3) tienen es-

tructura de R-espacio vectorial y cuyas dimensiones respectivamente son:

g, CF, G2y C3.
Prueba del ftem2. Sea M € AG (3), por Proposicién 1.0.8] se tiene

7
M = Zaiei, con a; € R.

=0

Esta expresién para M es unica. En efecto, supongamos que existan b; €

R coni € {0,...,7} tal que

7
M = Z biei,
=0

restando estas dos expresiones para M, tenemos

luego por Proposicién [1.0.8, se tiene que
b; = a; para todo i € {0, ..., 7}.
Por otro lado, por lo expuesto en la demostracion del [tem 1, se tiene que

M = Zaiei =) (M); donde (M); € (AG(3));,

luego (AG(3)); N (AG(3)); = {0} para todo i # j.

Por lo tanto

AG(3) = H(AG(3));.

J=0



1.2. Subespacios y subalgebras de AG(3)

Corolario 1.2.1. una vez mds de la proposicion[1.0.8, se sigue que

1. (AG(3))o ® (AG(3))3 es una subdlgebra conmutativa de AG(3)
2. (AG(3))o ® (AG(3))2 es una subdlgebra no conmutativa de AG(3)

3. De lo anterior tenemos que existen las siguientes igualdades, como R-

espacios vectoriales,
<AG(3)>0 =R Yy <AG(3)>3 = Relgg.
En particular tenemos que todo trivector es multiplo de eq93.

4. Existe un isomorfismo natural, como R-espacios vectoriales
(AG(3)), = R®.
En lo que sigue identificaremos estos dos R-espacios vectoriales.

5. Del Item 3 del Corolario 1.0.7 sigue que existe un isomorfismo natural,

como subalgebras no conmutativas
C CH = (AG(3))o ® (AG(3))2.
En lo que sigue identificaremos estas dos R-dlgebras no conmutativas.

6. Las identificaciones realizadas nos permiten considerar los siguientes

encajes de dlgebras
R < C < AG(3) y H < AG(3) , también R®> C AG(3)
y escribir la siguiente identidad, como R-espacios vectoriales,
AG(3) =R @ H @ Reyas.
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Demostracion. Prueba del ftem 1. La estructura de AG(3), al ser un espacio
vectorial y como el producto geométrico es distributivo, asociativo y bilineal.

Entonces V A, B,C € AG(3)

y a € R se cumple:
1. (¢A)B = A(aB) = a(AB),
2. (A+B)C =AC+ BC,
3. C(A+B)=CA+CB,
4. (AB)C = A(BC).

De acuerdo con las Propiedades del 1 — 3 hacen de AG(3) un R-dlgebra. Con

la Propiedad 4 hace de AG(3) un R-dlgebra asociativa.

Ahora probemos que (AG(3))o@(AG(3))s es una subdlgebra conmutativa de AG(3).
En efecto. Como (AG(3))o @ (AG(3))s C AG(3), entonces las propiedades

del 1 — 3 son transferidas. Asi, es una subdlgebra de AG(3).
(AG(3))o @& (AG(3))s es conmutativa.
En efecto. Sean A = ay + ase123 ¥ B = by + baeqas, luego se tiene

AB = a1by + aibseqag + asbieq2s — agbs,
= bya; + baajei23 + braseias — baas,

= BA.

Prueba del Item 2. La prueba de subdlgebra es analoga al [tem 1. Probemos

que no es conmutativa.
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Sean A = a1 + ag€19 + a3€31 + A4€23 y B = b1 -+ 62612 + b3€31 + b4€23, se tiene

AB = Cllbl — CLQbQ — &3b3 — Cl4b4 + (albg + agbl — &3[)4 + G4b3)€12+

(a1b3 + a2b4 + a361 — a4b2)€31 + (a1b4 — agbg + a362 + a4b1)623,
ahora

BA = b1a1 — bQCLQ — b3a3 — b4@4 -+ (bla2 + bgCLl — b3a4 + b4a3)€12+

(byaz + baay + bsay — byas)esy + (bras — boas + bzas + byaq )eas,
se observa que AB # BA.
Prueba del ftem 3. Por Definicién [tem 1 y por inclusiéon de conjuntos.

Prueba del Item 4. Basta considerar la siguiente correspondencia biunivoca

(AG(3)); — R3
e — (1,0,0)
e «  (0,1,0)
e3 > (0,0,1).

Prueba del Item 5. Es andlogo al ftem 4

(AG(3))o @ (AG(3))y — M
e1ésy — 1
eres —
ese3 — k.

Prueba del Item 6. Basta observar el Item 2 del Corolario m y los [tems

3, 4 y 5 anteriores.
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Definicién 1.2.2.
La subdlgebra no conmutativa (combinacion lineal de multivectores pares)

AGT(3) = (AG(3))o ® (AG(3))2 = H

es llamada subdlgebra par de AG(3), por cuestiones de unificacion también

la llamaremos dlgebra de los nimeros complejos tridimensionales

El R—subespacio vectorial (combinacion lineal de multivectores impares)
AGT(3) = (AGB3)h @ (AG(3))s

es llamado R—subespacio impar de AG(3).

Lo hecho hasta ahora nos muestra que es mas cémodo trabajar con AG(3)
debido a su directa vinculacién con R, R3, C y H, pero esto es solo el comien-
Z0.

1.3. Producto interior, exterior y escalar
Definicién 1.3.1. Dados A; € (AG(3));, Br € (AG(3))r y M € AG(3).

1. A; | By = (A;By)j—k  siJ,k#0 1y cero de otro modo,

es llamado producto interior del j-vector A; con el k-vector By.

2. Aj T By = (A;Bi)jwr sij+ k<3 ycerode otro modo,

es llamado producto exterior del j-vector A; con el k-vector By,.
3. A;.B; = (A;B;)¢ es llamado producto escalar de los j-vectores A; y B;.

4. 1451l = v/]A;.4;| es llamada j-magnitud euclideana del j-vector Aj;.
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5. [|M]|, donde
3
IM]? = 1), 1°
=0

es llamada magnitud euclideana del multivector M.
6. Diremos que los multivectores A; y By, son ortogonales si A; | B, =0
7. Diremos que los multivectores A; y By, son colineales si A; 1 B, =0

Proposicién 1.3.2. Tenemos algunas consecuencias importantes de la defi-

nicion anterior

1. Considerando la 1-magnitud euclideana de (AG(3))1, del Item 6 del
Corolario resulta que la estructura de dlgebra geométrica de AG(3)

determina la métrica euclideana candnica de R3.

2. De 3y 4 de la Proposicion[1.0.

Aj c <AG(3)>] =54 Aj.Aj = AjAj

3. (eraseiejer) | (eiejey) =0 donde 0 <i<j<k<3

4. De la conocida descomposicion de un producto en su parte simétrica y

antisimétrica, aplicada al producto geométrico vw de dos 1-vectores,

VW + wu VW — WU

PW = 5 + 5
se tienen las identidades
VW + WU
v = 5 (AG33))o
VW — WU
vtw="""" e (4G()),



5. De lo anterior resulta que la descomposicion del producto geométrico
de dos 1-vectores, en su parte simétrica y antisimétrica, es equivalente
a la descomposicion unica del producto geométrico de dichos 1-vectores

como suma de un 0-vector con un 2-vector

vw =v.w +v T w.

Demostracién. Prueba del Ttem 1.

Prueba del ftem 2. Sea A; € (AG(3));, por Definicién m ftem 3, se tiene
A; A = (A A5)o,
para j = 0, tenemos
Ap-Ag = AgAo,
para j = 1, sigue que A; = ae; + bes + ces, por Proposicién [tem 3
A+ 02+ = A4,
luego se tiene que
(A1Ar)o = A1 Ay,
por Definicién [1.3.1], obtenemos
A Ay = Al Ay,

para j = 2, sigue que Ay = aejs + beys + cesz, por Proposicion [tem 4,

tenemos
—(CL2 + b2 + 02) = A2A27

(A2Az)0 =
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por Definicién [1.3.1

AQ.AQ = AQAQ,

para j = 3, se tiene Az = aeqa3, entonces

—ay = AzAs,
(A3Az)o =
por Definicién [1.3.1
A3 Az = A3 As.

Prueba del [tem 3. Es inmediato verificar que

e162€3 si, i=j=%k
(eresesee er)(eejer) =
—ejege3  Si,  es otro caso

entonces

teienes si, t=3
<(€1€263€i6j6k)(eiej@k:))t = (1-8)
0 si, es otro caso

llamemos A,, = ejezese;e e, n-vector y B, = e;e;ex, m-vector.
J ’ i )

Por Definicién [1.3.1] ftem 1

Si|n—m|=3implican=3ym=0o0n=0ym =3, en cualquiera de

estos casos, de acuerdo a Definicién [tem 1 , se tiene que
A, l B, =0.
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Por otro lado, si | n —m |# 3, entonces por (L.§)), se tiene
A, l B, =0.
Por lo tanto se tiene
(er23eiejer) I (eiejep) =0 con0<i<j<k<3.

Prueba del Item 4. Sean los l-vectores v = a1e] + ases + ases y w =

bier + baes + bzes, se tiene

VW = a1b1 + ngQ -+ a3b3 + (Cllbg — a2b1>€12+

(a163 — a3b1)€31 + ((lgbg — agbg)egg (19)
de forma similar

wv = a161 + G/QbQ + CL3b3 + ((Zgbl — a1b2>612+

(a3b1 — a1b3)€31 + ((13172 - a2b3)623 (110)

sumando, luego restando ((1.9) y ([1.10) respectivamente, se tienen

VW + WU
2
VW — WU

2

por Definicién ftem 4 y por 1) obtenemos

= a1b1 + a2b2 + Clgbg, (111)

= (a1b2 — a2b1)€12 + ((111)3 — CL3b1)€31 + (a2b3 — CL3[)2)€23, (112)

v.w = <’UUJ>0 = a1b1 + agbg + &363,

por ([1.11]) se tiene
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Por Definicion ftem 2 y por ((1.10)), se obtiene

(v T w = (vw>2 = (CleQ — a2b1>€12 + (a1b3 — agbl)egl + (CLzbg — a3b2)€23,

por (1.12)) se tiene

VW — WU
viw= —s

Prueba del Item 5. Bastaréa ver el [tem 4. O

Definicién 1.3.3. 1. La aplicacion

M e AG(3) > e193M € AG(3)
es llamada operador dualidad geométrica de AG(3).

2. El llamado producto vectorial de Gibbs es definido, del modo
apropiado, mediante

VX W= —e3v T w.
Observaciéon 1.3.4. De las definiciones anteriores tenemos:

1. El operador dualidad geométrica de AG(3) lleva j-vectores en
(5-j)-vectores y reciprocamente, donde j € {1,2,3}, es decir se cumplen

las identidades
e123(AG(3)); = (AGQ3))s-; (& €123{AG(3))3-; = (AG(3));)
En particular
VX Ww=—€e30 Tw <= 0vTw=env X w.

2. Aj S <AG(3)>] = (6123A]’) i\ Aj = 0.
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3. Las igualdades del Item 5 del Corolario muestran el caso parti-

cular j = 0 de las dos primeras identidades arriba.
4. AG(S) =R D Rg () 6123R3 D elggR.

5. Cuando se trate la version alternativa de las formas diferenciales se
verd que el operador estrella de Hoesh estd relacionado naturalmente

con el operador dualidad geométrica.
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Capitulo 2

Sobre Espacios Afines

Ofrecemos una introduccion geométrica del espacio euclideano tridimensio-
nal E? utilizando el enfoque geométrico del R-espacio afin tridimensional.
Estas notas, dirigidas a docentes universitarios de Fisica y Matematica, tra-
tan de emular lo propuesto por Felix Klein en la primera década del siglo XX.

En su Erlanger Programm de 1908 Felix Klein propuso: Un docente puede
abordar con mayor solvencia y conviccién el tema de matematica que le
corresponda transmitir a sus alumnos, estudiando previamente dicho tema
desde un punto de vista matematico avanzado. Klein plasmé sus ideas en
su libro, para docentes preuniversitarios de Matematica, Matematica Bésica
desde un punto de vista superior acorde con la evoluciéon matematica hasta
el siglo XIX.

Pretendemos hacer Matematica Basica para docentes universitarios de Fisica
y Matematica, (Ver [3], [4] y [6].)

= Mostrando el aspecto avanzado de la misma y

= Acompanando su evolucién hasta el siglo XX.
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2.1. Bosquejando el Espacio Euclideano Tri-

dimensional

Ofrecemos un enfoque geométrico del espacio euclideano tridimensional E3
mostrando que se trata de un tipo de variedad que tiene la propiedad de que
tanto ella como su fibrado tangente TE3 = E? x E* — E? son representados
en un mismo ambiente.

Para tal fin el espacio euclideano tridimensional E3 es matematizado como
el conjunto de ternas ordenadas de ntimeros reales 83 = R x R x R en el
siguiente contexto:

EA1.- Con R? denotaremos el conjunto Rz provisto de la estructura usual de
R-espacio vectorial.

EA2.- Todo punto sirve de origen de una estructura de R-espacio vectorial
isomorfa a R3:

EA3.- Representaremos E? del modo tradicional y/o mediante cortes bidi-
mensionales, usando una pizarra, una hoja de papel o una pantalla, que
denotaremos P ; de tal modo que:

1. Cada elemento P € E? es representado por un punto P € P. Usaremos
la misma letra P en ambos casos.

2. Cada elemento (P; Q) € TE? es representado por una flecha PQ C P,
con origen el punto asociado a P y extremo el punto asociado a Q).
También usaremos P(Q para referirnos al par ordenado (P,() y en
ambos casos serd llamado vector tangente de E* en P € E* (también
llamado vector libre).

TpE? = { P} x E? indicar4 la familia de los vectores tangentes de E? en
P € E3; representados con flechas con origen en P.

EA4.- Se establece una conexién entre los diferentes espacios tangentes me-
diante la llamada traslacion paralela que establece:

1. Cada vector tangente XY € Tx[E? es biunfvocamente asociado a un
vector tangente XY := OY — OX € TpE3; donde O = (0;0;0);
determinando un isomorfismo, como R-espacios vectoriales, TxE? =
ToE? = R3.

2. Se dice que

PX e TpR?* y QY € TQR3 son igualmente paralelos <= PX = QY.
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3. Paracada R € R3 se establece la suma de vectores libres, con valores
en TRrR?; mediante:

PX +QY = RZ + PX + QY = RZ.

4. Finalmente ampliamos el producto geométrico de vectores libres me-
diante

(PX)(QY) = (EX)(QY).

Donde el bivector (PX)(QY") es representado con el paralelogramo que
representa (PX)(QY) trasladado paralelamente del punto O = (0;0)
al punto que interesa.

Para concluir, presentaremos algunos resultados que nos permitan extender
el dlgebra geométrica AG(3) del espacio vectorial euclideano R?; al dlgebra
geométrica afin AG(3) del espacio afin euclideano E?; asi por ejemplo, dados
AB € T,E? y XY € TxE? dos vectores libres no nulos consideraremos

[AB|| := |AB| y [ XY]] := [| XY

» Para cada R € E3 se establece la suma de vectores libres, con valores
en TRrE3: mediante:

AB+ XY = RZ «<— AB+ XY = RZ.

» El producto geométrico de vectores libres mediante
(AB)(XY) = (AB)(XY).

Donde el bivector (AB)(XY) es representado con el paralelogramo que
representa (AB)(XY') trasladado paralelamente del punto O = (0;0;0)
al punto que interesa.

» De esto y la identidad geométrica de Euler en AG(3) se obtiene la
siguiente Identidad Geométrica de Euler (Vea |3.23)) Afin en AG(3):

(AB)(XY) = [|AB[|| XY [|e",

donde 0 = ud(AB; XY) € | — m; 7] es el correspondiente dngulo orien-
tado. ( convenio : £(AB, XY), el dngulo orientado de AB hacia XY.)
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Capitulo 3

Preliminares

El objetivo de este capitulo es exponer algunos resultados importantes del
algebra geométrica, tales como las Proposiciones [3.1.1] [3.3.1] y [3.4.1}, con el
fin de abordar y desarrollar el capitulo siguiente con mayor facilidad. (Ver

1, . [, 0], [@2] y [14]).

Definicién 3.0.1. El producto geométrico entre un vector a de (AG(n))1 y
un r-vector A, es

aA,=al A +at A,.

Esta definicion generaliza el producto geométrico entre vectores.

El producto interior y exterior son dados por:

1
al A = é(aAr — (=1)"Aa) = (1) A, | a, (3.1)

1
at A, = é(aAT +(-1)"A4,a) = (-1)"A, T a. (3.2)
Observacién 3.0.2. Podemos hacer uso frecuente del hecho quea | A, es

un (r-1)-vector (un escalar sir =1y denotaremos en este caso con . en vez

de | ), mientras a1 A, es un (r+1)-vector.

28



Se deriva la regla asociativa para el producto exterior, a partir de la asocia-

tividad del producto geométrico

a(bc) = (ab)c.
a(b.c+b1c)=(a.b+atb)c.

albc)+al(btec)+at(bte)=(ab)c+(atb)lc+(ath)te

Ahora identificamos los términos a(b.c),a | (b T c¢) como vectores, y el
término a T (b1 ¢) como un trivector.

Puesto que los vectores son diferentes de trivectores, podemos separar igual-
mente parte vector y trivector en cada lado de la ecuacion y asi obtenemos:

asoicatividad del producto exterior
at(bte)=(ath)te (3.3)
Ademas, obtenemos la siquiente identidad algebraica
a(b.c)+al (bte)=(ab)c+ (atd)]ec
Gracias a la Deﬁmcio’n Y , obtenemos
Ara=(-1)"al A —atA). (3.4)

En particular en este trabajo usaremos el caso cuando r = 2, asi el producto

geométrico entre un bivector y un vector serd
AQGZGTAQ_CLJ,AQ. (35)

Proposicién 3.0.3. En (AG(3))1 el producto escalar es bilineal, simétrico

y el producto exterior es bilineal, asimérico.
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Demostracion. Vea []. O

Proposicién 3.0.4. Siv € (AG(n))1 y B € (AG(n))s, entonces se cumplen

las siguientes proposiciones:
1. vB=v]|B+v71B.
2. Bu=Blv+ B 1.
3. v]B=-Blw.
4. vt B=B7Tw.

Demostracion. Prueba del Item 1. Por hipdtesis se tiene que v y B son res-
pectivamente de la forma
n
v = Zaiei; B = Z brkeri,
i=1 1<r<k<n
luego se tiene

vB:Z Z a;b,reiert,

i=1 1<r<k<n

= E a;byreier, + § aybyrerer, + E a;brreier

1<i<r<k<n |<imr<k<n 1<r<i<k<n
+ E agbrrererr + E a;bypeier,
1<r<k=i<n 1<r<k<i<n

empleando la condicion de Dirac, tenemos

vB = Z a;brreiry + Z a,bypep + Z a,biperei

1<i<r<k<n 1<r<k<n 1<i<r<k<n
— E arbrre, + E arbirereir,
1<r<k<n 1<i<r<k<n

30



usando la condicién de Dirac, se obtiene

vB = Z a;brpCirt + Z aybrpey — Z arbigeirk

1<i<r<k<n 1<r<k<n 1<i<r<k<n
— g apbrre, + g agbir€irk.-
1<r<k<n 1<i<r<k<n

Agrupando convenientemente, se tiene

vB = Z (arbrrer — arbrrer) + Z (aibrk — arbi + arbiy)eirr,

1<i<r<k<n 1<i<r<k<n

(3.6)

luego podemos observar que

v] B= Z (arbrrer — arbrre,) € (AG(n))1,

1<i<r<k<n
y
) T B = Z (aib'r'k’ — Clrbik + akbir)eirk € <AG(TL)>3,
1<i<r<k<n
entonces

vB=v|B+v1B.

Ahora probemos el Item 2. Procedemos de forma analoga al ftem 1:

Bv = a;brrerits,
> 2.

=1 i<r<k<n

= E aibrkerk’ei + E arbrkerker + E aibrkerkei

1<i<r<k<n 1<i=r<k<n 1<r<i<k<n
+ E arbrrerrer + g a;brrerits,
1<r<k<k=i<n 1<r<k<i<n
- § (akbrker - arbrkek) + § (aibrk - arbik + akbi'r)eirk-
1<i<r<k<n 1<i<r<k<n

(3.7)
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Asi, tenemos que

B i/ V= Z (@kbrker - arbrkek’)a

1<i<r<k<n
y
Btov= E (aibrk — a.bj, + akbir)eirka
1<i<r<k<n
entonces

Bv=Blv+ B1w.
De v (3.7), se tiene
vlB=—-BlvyvtB=DB"1uv,

esto prueba los items 3 y 4. O]
Proposicién 3.0.5. Sean a,b y ¢ € (AG(3))1, entonces

1. {a,b} es li. siy sdlo siaTb#D0.

2. {a,b,c} es li. siy sdlo siatT bt c#0.
Demostracion. Vea [T]. O

Definicién 3.0.6. Sea v € (AG(3))1, definimos el conjunto £, como el

subespacio vectorial unidimensional de AG(3) generado por v,

donde £, = {x € (AG(3))1; « T v =0}.

Definicién 3.0.7. Sea B € (AG(3))2, definimos el conjunto mp como el

subespacio vectorial bidimensional de AG(3) generado por B,

donde 7p = {x € (AG(3))1; v 1+ B =0}. (Ver [7])
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Sean a,b € (AG(3))1, denotaremos con 7[a, b] al subespacio vectorial bidi-
mensional de AG(3) generado por a y b, es decir

m[a,b] = maw = {x € (AG(3))1; = 1 (a1 b) = 0}.

En adelante. Al trabajar en un subespacio vectorial unidimensional (la recta),
lo haremos con un vector y con el subespacio vectorial bidimensional (el
plano), lo haremos con el bivector. Esto es justificado en el Capitulo 2.

3.1. Vector combinacion lineal

Se tienen tres vectores linealmente independientes de (AG(3))1, luego rea-
lizando una combinacién entre los productos interior y exterior, es posible
encontrar un vector en funcién de estos, con dos caracteristicas importantes.
Que hacen de él una herramienta importante en el desarrollo de este trabajo.

(Vea la figura|3.1])

Proposicién 3.1.1. Para todo a,b,c € (AG(3))1, se tiene la identidad

al (btc)=(ab)c— (a.c)b.

a

al(btc)

Figura 3.1: Vector combinacién lineal.
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Demostracion. Por Definicién B.1]

al(b1e)=gab o)~ (b1 c)a)
1, (bc—cb)  (bc— cb)

sl 9

por la bilinealidad del producto geométrico, se tiene

al(bte)= i(abc — acb — bea + cba),
4a | (b7 ¢) = abc — acb — bea + cba, (3.8)
por la asociatividad del producto geométrico, tenemos
da | (b1 ¢) = (ab)c — (ac)b — b(ca) + c(ba),
=(ab+atbec—(a.c+atc)hb—>blca+cTta)
+c(b.a+b7a),
por la bilinealidad del producto geométrico, se tiene
4a | (b1 c) = (a.b)c+ (a T b)c— (a.c)b— (a1 c)b— (c.a)b—b(cT a),
+c(b.a) +c(bTa)

= 2(a.b)c —2(a.c)b+ (a1 b)c—(atc)b—b(ctTa)+c(b1 a).

(3.9)
Desarrollando A = (a T b)c — (a1 ¢)b —b(c T a) + ¢(b T a), tenemos
A :%(abc — bac — acb + cab — bca + bac + cba — cab),
:%(abc — ach — bea + cba), (3.10)
reemplazando en , obtenemos
4a | (b1 ¢) =2(a.b)c — 2(a.c)b + %(abc — acb — bca + cba), (3.11)
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reemplazaando (3.8) en (3.11)), se tiene
4a | (b1 c¢) =2(a.b)c —2(a.c)b+2a ] (b1 ¢),
por lo tanto

al(btc)=(ab)c— (a.c)b.

Veamos ahora una version generalizada de lo anterior.
Proposicién 3.1.2. Para todo a, b € (AG(n)); y Cr, € (AG(n))k, k > 1,
entonces
al (b1 Cr)=(a.b)Cr—b7T (al Cy).
Demostracion. De la definicion tenemos
ab = —ba + 2a.b,

luego se tiene

abCy, = —b(aCy) + 2a.0C, (3.12)
de la deﬁnicién en (3.12)) tenemos

abCy = —b((—1)*Cra + 2a | C) + 2a.bC,

abCy = —(—1)*bCra — 2b(a | Cy) + 2a.bCy,

luego de esta tultima igualdad, se obtiene
1
2

= 2[a(b L Co+b1 G+ (“1) (b L Ce+ b1 Ci)al,

(a.b)Cy, — bla | Cr) = =[a(bCy) + (—1)*(bC)al,

[a(b | Cr) +a(b 1 Cr) + (=1)"(b | Cr)a

2
1
T2
+(=1)* (b Cy)a],
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luego reordenando, se tiene

mbX%—bmilk):%mw¢6@+%—nﬂb¢00@
+2la(b 1 ) + (~DH(b 1 Cal,

\)

como b | C es un k— 1 vector, b 1 C} es un k+ 1 vector, luego por Definicion

3.1} obtenemos

(a.b)Cr—=bl(alCr) =0T (alCr)=al (bl Cr)+al (bt Cy),
por igualdad de multivectores, obtenemos que
al (bt Cr)=(a.b)Cr—b1 (al Cy).

Ademas al (b] Cy)=—-bl (al Cy).
[l

La siguiente desigualdad es muy conocida. Ademés bastante utilizada en
diferentes areas de la matematica tales como la Geometria, Analisis, etc.

3.2. Desigualdad de Cauchy-Schwartz

Teorema 3.2.1.
|(v.w)| < ||vll||w]|| para todo v, w € (AG(3));.
Demostracion. Para todo o, € R; v,w € (AG(3))1 se tiene que;

0 < (av — fuw)?
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0 < (av — Bw)? = (av — Bw)(aw — fuw)

0 < a?v? — afvw — afuwv + [w?,
luego obtenemos

aB(vw + wv) < o*v® + B’
aB(2v.w) < ov? + prw?

208(v.w) < a0 4 fPw?, (3.13)

en particular tomando o = ||w|| y f = ||v||, y reemplazando en (3.13)), se

tiene que

2[wl[lv]l(v-w) < flw]*o* + [lv]*w?,

< wl*loll* + ol*llwl* = wl* v,
esto implica que
vaw < flofflw].
Anélogamente para —v en vez de v, se obtiene

(=v)w < Jjol|jw]]

—(vw) < [ollllwll,
por lo tanto

|(v.w)| < [Jolf[Jw]]
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3.3. Moddulo del bivector

A continuacion definiremos el médulo de un bivector, para ello necesitamos
del siguiente resultado, que nos brindara el camino correcto para hacerlo.
Pues como sabemos el producto exterior de dos vectores es anticonmutativo.

Proposicién 3.3.1. Un bivector al cuadrado es siempre menor o igual a

cero, esto es

(v 1t w)? <0 paratodo v,w € (AG(3));.

Demostracion.

(v w)? = (vtw)(vtw)

1
= Z(vw — wv)(vw — wv)
- i((MU)2 — 2w*® 4 (wv)?). (3.14)

desarrollando (vw)? + (wv)?, tenemos

(vw)? + (wv)? = (vaw +v T w)? + (wo +w T v)?
= (v.w)* + (v.aw)(v T w) + (v T w)(v.aw) + (v T w)?
+(w.w)’ + (w)(w T ) + (w T v)(wv) + (w T v)?

= 2(v.w)? + 2(v T w)?, (3.15)

reemplazando (3.15)) en (3.14)), se obtiene

(vt w)?= %(2(1}.10)2 +2(v 1 w)? — 2w?v?)

(vt w)? = (v.w)? — wh?
en consecuencia tenemos
(v 1 w)? R,
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Luego bastard, probar que (v.w)? —v?w? <0,
= (v.w)® < v*w?
= |(v.w)| < [Jollfjw],

que no es mas que la desigualdad de Cauchy-Schwartz, introducida en el

Teorema [3.2.1]

En adelante denotaremos |.| = |.|| al médulo o norma de un j—vector.

Definicién 3.3.2. Sean w,u € (AG(3))1, se define la norma de un bivector

como w1 u| = /(w1 u)(utw)= /w2 — (wu)

Proposicién 3.3.3. Sean w,u € (AG(3));. utw#0y B = fu_ﬁ
w T u

Se cumplen las siguientes proposiciones:
1. (wtuwu e (AG(3)):.
2. ((w 1T w)u).u=0.
3. (Bu).u = 0.
4. siu € S? entonces Bu € S2.
5. w1t ul = w.(Bu).
Demostracién. Prueba del ftem 1. Por , se tiene
(wtuyu=ut (wtu)—ul(wtu).

Por asociatividad del producto exterior (3.3)) y por Proposicién se tiene
que u T (w 1 u) = 0, entonces (w T wu = —u | (w T u), luego por

Proposicién se tiene u | (w T u) € (AG(3))1.
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Prueba del [tem 2. Por el Item 1 y por Proposiciéon , obtenemos

2w — (uw.w)u.

(w1t u)u=u
Asi obtenemos que
[(w 1 w)u].u = v?(w.u) — (ww)u? = 0.
La prueba del [tem 3 es consecuencia inmediata del Ttem 2
0= ((w T wu)u=((lwtuB)u)u

— w1 ul(Bu).u,

por hipétesis v T w # 0 en consecuencia |w T u| > 0.
Entonces (Bu).u = 0.

Prueba del [tem 4, por hipétesis u? = 1, entonces

2_;10— uwu2
(Bu)? = om0 = (wary)
—1 2 — (uw)?

= (e’ — ww)?)

por Definicién y como u? = 1, tenemos que |w 1 u? = w? — (v.w)?.

Entonces (Bu)? = 1,
por el Item 1 Bu € (AG(3));.

Finalmente probemos el [tem 5. Es claro que

wTu
fotal”
1

_ m(w.((w 1+ u)u)), (3.16)

luego veamos el desarrollo de w.((w T u)u).

w.(Bu) = w.(

w.((wu —wu)u) = w.(w — (wau)u) =ww — (w.u)? = (w1 u)(utw)

(3.17)
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por Definicién m (w1 u)(u T w) = |w 1T ul?. Luego reemplazando (3.17))
en (3.16)), obtenemos lo deseado

w.(Bu) = |w 1 ul.

3.4. Bivector unitario

Sean x,y € (AG(3)); tal que z Ty # 0, asi, se tienen el subespacio 7|z, y] e

: Ty

loy = 71,
ety

El siguiente resultado nos garantiza: Dado un subespacio vectorial bidimen-
sional 7w, queda determinado un bivector unitario, i, que hace el papel de
1 € C; es decir, i, queda relacionado a una orientacion de m y —i, a la

opuesta. (Vea la figura [3.2])

llamado bivector unitario respecto a m = m|x, y].

Uln

Figura 3.2: Bivector unitario.

Proposicién 3.4.1. Sean a,b,c,d € mw, subespacio vectorial bidimensional de
AG(3), son tales que {a,b} e {c,d} son Li.

Entonces
ath ::I:CTd.
la 10| lc 1 d|

Demostracion. Como a y b determinan una base, entonces ¢ y d pueden ser

expresados como una combinacion lineal de a y b. Existen A1, A9, (1, (2 € R,
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tales que
c:)\la—l—ﬁlb y d:)\ga—‘—ﬁgb,
luego realizamos el producto exterior ¢ con d, obtenemos

ctd=(Ma+Bib) T (Aaa+ Bab),

por la bilinealidad del producto exterior, se tiene

C T d= )\1/\2(a T a) + /\Qﬁl(b T CL) + 52)\1(& T b) + 6251(1) T b) (318)

Por Proposicién [3.0.3, se tienena ta =0, bTb=0y bt a=—(aTbh).
Reemplazando estos resultados en (3.18)), se obtiene

C T d= (62)\1 - /\gﬁl)a T b (319)

lc 1 d| = [B2A1 — AoBilla 1 0], (3.20)

luego tenemos que fBa\; — \of1 # 0, pues de darse lo contrario, es decir,
BaA1 — Aoy = 0, en ([3.19), tendriamos que ¢ T d = 0 esto implicaria que ¢ y

d sean [.d. que es una contradicciéon con las hipotesis.

Asi en ((3.20)), obtenemos

ctd _ (B2A1 — A2B1)(a 1 D)
lc 1 d| |B2A1 — X2fB1]|a T b '

Por lo tanto
atb  ctd
la 10| letd|

(ver figura |3.3))
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Observacién 3.4.2. Sean a,b,c,d € (AG(3)), tales que {a,b} y {c,d} son
l.i. Si dichos vectores pertenecen a un mismo subespacio vectorial bidimen-
stonal entonces g, = teq. Diremos que los vectores son coplanares.

Pero no necesariamente se cumple el reciproco. Pues si los subespacios vecto-

riales bidimensionales fuesen paralelos entonces no se cumple que gy = ieq.

d

a \ -
: ¢ iab:icd

b

Figura 3.3: Determinacion del bivector unitario.

Sean a, b, ¢ € S?, (esfera unitaria), linealmente independientes, se tiene la
siguiente identidad

ab = acch. (3.21)

Por otro lado se tiene la identidad (generalizacion de la identidad de Euler.)

ab = e*a = cosa + i sen a, (3.22)
b
con a = pf(a,b) €] —m [ e ip= |Z$bl'
En general sean a,b € (AG(3))1
ab=a.b+a?1b=|al|blcosa + |a||b|lsena iy = |a||ble. (3.23)

Convenio. A cada par ordenado (a,b) € 5% x 5% quedardn asociados univo-
camente

1. 4(a,b), el 4ngulo orientado de a hacia b.

2. ud(a,b) €] — m, x| la medida orientada de £(a,b), si a +b # 0y
pl(a,—a) =nVaeS%

3. a= pud(a,b) <= ab = e*a.
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Definicién 3.4.3. Dados los pares ordenados (a,b), (u,v) € S?* x S?, defini-

mos:
1. L(a,b) = L(u,v) y ud(a,b) = pd(u,v) si ab = uv.

2. L(a,b) = —L(u,v) y p&la,b) = —pud(u,v) si ab = vu, excepto si

a+b=0yu+ov=0.

Proposicién 3.4.4. Sean a,b,u,v € (AG(3))1, tales que {a,b} y {u,v} son
li. Sipd(a,b) = pd(u,v), entonces

a.b u.v latbl  |uto

lallbl — Jullol = lallbl — Jullvl”

Demostracion. Por la identidad (3.23]) y por hipdtesis, se tiene lo pedido. [J

Proposicién 3.4.5. Sean a,b,u,v € (AG(3))1, coplanares, tales que {a,b}

y {u,v} son li. Entonces

ab uv
pi(a,b) = pd(u,v) siy solo si = :
lallo] Jullv]
Demostracion. (<) Por Definicién [3.4.3]
(=) Por la identidad (3.23) y por Observacién [3.4.2} O

Proposicién 3.4.6. Sean a,b € (AG(3))1 tal que {a,b} es Li. Sic es

bisectriz del £(a,b), entonces

cT(a+%b):cT(b+||%l|a):0.

Demostracion. Por hipétesis se tiene pud(a,c) = pf(c,b).
Ademas a,c y b son coplanares, por Proposicién [3.4.5, obtenemos
ac  cb

al B’
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Por hipdtesis {a, b} es l.i. entonces existen «, # € R — {0} tales que

¢ = aa + Bb. Reemplazando en la identidad obtenida, tenemos ﬂ = m
a
|a] [b]

Por lo tanto ¢ = a(a + Wb) =B+ ma). O

3.5. Reflexion y Rotacién

Definicién 3.5.1. Dado u € S? (la superficie de la esfera unitaria), la apli-
cacion
pu i R3 — R?
W — —UWU.
es la reflexion respecto de m,, ortogonal a u.

Proposicién 3.5.2. Sea u € S?, entonces

1. p;l = Pu-

2. Toda reflexion es una isometria.

Demostracion. Prueba del Item 1. Sea v € R?, entonces

Pu(pu(v)) = pu(—uvu) = —u(—uwvu)u = v.
Por lo tanto p, ! = pu,
Prueba del Item 2.
(pu(v))? = (—uvu)? = (uvu)(uvu) = v? entonces |p,(v)| = |v|.
Por lo tanto p, es una isometria. ]
Definicién 3.5.3. Dados u,v € S?, 0 = u&(u,v) con 0 €] —m,7[ \ {0}, la
aplicacion

020 - R? — R?

w — e Y wee““’,
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es una rotacion orientada (en el dngulo orientado 26).

Proposicién 3.5.4. La composicion de dos reflexiones determinan una rota-
cion y reciprocamente, toda rotacion se descompone de ese modo, sin unicidad

de las reflexiones.

Demostracion. (=)

Sean u,v € S?, con 0 = p4(u,v), w € R? tenemos

—0Oiyy

po(pu(w)) = vuwuv = e we?™ = py9(w),

entonces p,p, = 020-

(<) Sean a,b € S? tal que 0 = u&(a,b) y x € R, tenemos
099(x) = e Viab gePiar = parab = pb(pa(x)),

entonces 929 = PppPq-

Pero no necesariamente u = a y v = b. O

3.6. Angulo entre bivectores.

En la geometria clasica al conjunto determinado por la unién de la intersec-
cion de dos planos diferentes no paralelos y los semiplanos determinados por
dicha interseccion, es llamada Diedro o angulo Diedro. En el contexto del
algebra geométrica es el angulo entre bivectores y para tal efecto veamos la
definicion.

Definicién 3.6.1. Sean a,b,c € (AG(3)): tal que {a,b,c} es li. Definimos
el diedro o dangulo diedro como el dngulo entre un par de bivectores, que

tienen un vector en comun.

Ademds los bivectores a1 b y ¢ T a determinan un diedro. (ver ﬁgum
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Se dice que el diedro se ubica en a y denotaremos al diedro de estos bivectores
como
LaTb; cta)=A(iawa; aie) = L(alap ; ieat),

donde, 14, = afb -, _cla e iwa, i, € (AG(3))1.

9 an
a1 0] ¢ T al

Figura 3.4: Angulo diedro.

Observacién 3.6.2. 1. Sea 0 =pf(atb; cta). Si 0=0
{a,b,c} es l.d., por definicion esto no puede ser entonces 6 #* 0,

andlogamente se tiene 6 # .

2. La medida del diedro se encuentra entre 0 y m, es decir,

0 <pllatb;cta)< .

3. aigy.a=0 y a.iga=0.
4. Los otros dangulos diedros son : £(btc; atb) y LctTa; bte).

5. Al vector comin entre los bivectores serd llamado arista.
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3.7. Resultados Auxiliares

En esta seccién presentamos y probamos algunos resultados que usaremos en
el capitulo siguiente, con el sélo propédsito de agilizar las demostraciones de
tal capitulo.

Proposicién 3.7.1. Sean a,b € (AG(3))1, {a,b} es l.i., entonces
la(a T0)] = [(a Tb)a] = [(a1b) | a] =la | (atb)|=allaTb]
Demostracion. Por Proposicion |3.1.1] tenemos

al(atb)=a*h— (ab)a,

lal (@10 = (a’ — (a.b)a)(a’b — (a.b)a),
luego se obtiene que

la | (a1 b)]* = a*b* — a*(a.b)ba — (a.b)a’ab + (a.b)*a?,

= a*b? — a*(a.b)(ab + ba) + (a.b)?a®.

Por la identidad del Item 4 de la Proposicion [1.3.2} del producto escalar, se

tiene

la | (a1 b)]* = a'h® — 2a*(a.b)* + a*(a.b)?

= a?(a®b® — (a.b)?),
por Definicién la T B> = a®b? — (a.b)?, entonces

ja (a1 b)) =a’latbf,
la ] (a1 b)] = lallat ], (3.24)

por Proposicién (@tb))a=—(al (at1h)),se obtiene
(@tb)bal=lal (@), (3.25)
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tambien se tiene por Proposicion y por ((3.5))

aatb)=—(atba=—(atb)la—(ath)ta=—(ath)la (3.26)

de (3.24), (3.25) y (3.26]), se tiene

la(a T0)] = [(a Tb)a] = [(a Tb) | a] =|a | (atb)]=allaTb]

Proposicién 3.7.2. Sean a,by ¢ € (AG(3)1) tal que {a,b,c} es l.i.

Entonces

cbtc). (cta)e=(b1c)c.clcta)=c*(P(b.a) — (ca)b.c)).

Demostracion. Por la Proposicién [3.0.4

(btee.cleta)= (1) et (bt to.lcd(cta)+et(cta)),
—(bto)be.cl(cta),

por las proposiciones (3.1.1)) y (3.0.4), obtenemos

(bt c)e. c(cta) = (c*b— (cb)c).(cPa — (c.a)c),
= *((b.a) — (c.a)(b.c)).
Anélogamente se tiene para c¢(b 1 ¢) . (¢ T a)c. O
Proposicién 3.7.3. Sean a,b,c € (AG(3))1, {a,b,c} esli. y
0 = pud(atc;bta), entonces
|(bxa)?t (axc)=|bxal|axc|send, (3.27)
(bxa).(axc)=—|bxallaxc|cosb. (3.28)
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Demostracion. Probemos (3.27). Hacemos u = aiy,. y v = ipea, luego por

(3.23)), tenemos
Gup|u| [v]sen € = u T v, (3.29)

como 0 = u(£L(at ;b1 a)) entonces | sen | = sen b,

luego de y por la tiltima relacion, se tiene
|ul [v] sen € = |u 1 v,
es decir
|aiqe||ipaa| sen O = |aize T ipeal, (3.30)
por Proposicion en , obtenemos
a’send = |aiqe 1 ipaal,

luego, por la identidad del Item 4 de la Proposicion del producto ex-

terior, se tiene
9 . . . .. . . .
a”senf = 5\(aza6)(zbaa) — (ipa) (alae)| = §|(—zaca)(—azba) — (ipa) (alge)|,
luego por asociatividad del producto geométrico
9 1. . . . 15 . .
a”senf = §|zac(aa)zba — ipe(aa)ige| = 50 liaciva — Tbalac/,

reemplazando i,., 73, respectivamente, se tiene

1
atellbtalsens = Zl(ate)bta)— (b1 a)at o)l
luego por la dualidad entre un bivector y el producto vectorial, se tiene

1
la T c||bt alsenfd = §|(6123 a X c)(ep3 b x a) — (e103 b X a)(ers a X )|,
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por asociatividad del producto geométrico

]aTchTa\senGz%](elggaxceug)bxa—(elggbxaeug)axd,
:%](axc)(bxa)—(bxa)(axc)],
=|(axc) 1 (bxa)

Ademds |afc=laxcl y |bTal=]bxal

Por lo tanto

l(axc)t(bxa)|l=|axc|l|bxalsend.

Ahora probemos la identidad ([3.28)). Se tiene que
|ipaa||@iae] cos O = (ipea) . (aiqe),

por Proposicién y por Lema

v
b1 alla 1

luego por Definicién (3.0.1))

a’ cosf =

(—al(1a)). (al(atc)),

—1
4[b 1 alla 1 ¢|
—1
Alb 1 alla 1 c|’
el producto vectorial entre vectores, en la ultima igualdad, se tiene

(a(bta)— (b1 a)a) . (alatc)—(atc)a).

a’cosf =

Denotemos con k = luego por la dualidad entre un bivector y

a? cos ) = k[a(e1ash x a) — (e123b x a)a] . [a(eiza x ¢) — (e1x3a X c)al,
luego por asociatividad y como aejo3 = ej93a, se tiene

a®cos ) = k(eiasa (b x a) — (e193b X a)a) . (e123a (a X ¢) — (e193a X ¢)a),

= k(eis[ a(b x a) — (b x a)a]) . (e1a3]a (a x ¢) — (a X ¢)a)),
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luego por definicién del producto exterior, se tiene

a? cos 0 = 4k[ers{a 1 (b x a)}] . [eras{a 1 (a x c)}],
luego por la dualidad entre bivector y vector, se tiene
a?cos = 4k[a x (a x b)] . [a x (¢ x a)] = 4ka*(a x b) . (c x a),

por lo tanto

(¢ xa).(axb)=—|cxallax b|cosb.

Observacion 3.7.4.

Sia=pudbta;cth)yp=pllctbatc), entonces

|(bxa)?T (cxb)|=1bxal|cxb|sena,

(b x a).(cxb)=—|bxal|cxb|cosa

|(¢ x b) 1 (axc)|=|cxb||axc|senp,
(e xb).(axc)=—|cxb||axc|cosp.
Proposicién 3.7.5. Sean a, by c € (AG(3))1 y{a,b,c} es li.

Oé:ﬂl<caa) ; xzui(bTQaTb)a
5:M4(a,b) ; y:MK(CTCL;bTC),
0 =pud(byc) ; z=pLlatbeta).
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Entonces se tienen las identidades:
b4 — (bibc.iabb>2 . b6|C T (Z|2
et — (Clg ipec)?  cSla 1 b’
a' — (aigp-icea)®  a®lb 1 cf?
b* — (bipe-igpb)? N bolc 1t al?’
Clea-ineC)®  Ola T b|?

Uigp.icaa)?  aSb 1 c|?’

t—(
a* — (
Demostracion. Probemos la primera, los otros son analogos. Reemplazando

ibw iaba Z.ca (S /l.bc, se tiene

[(bb1c).(atbb)

4 _
b= Giniah)? D |51 cPlat OP
A — (Cieg.ipeC)? “_ [(ccta)(btco))’
T allbt o

por Proposicion [3.7.2] obtenemos

~—
~—
~—

[\
—

b* — (bipe.iapb)? bt al?[la 10?01 ¢ — (b*(a.c) — (a.b)(b.c
A — (Cieg.ipeC)?  cHa 1T b2[|c T al2b 1 cf> — (c2(a.b) — (a.c)(b.c))?]’

Denotaremos con 7' al cociente

p_ et OP T = (B*(ac) — (ab)(b.c))?
lc 1 al?[b1 ¢ — (c2(a.b) — (a.c)(b.c))?
b2

Afirmacion 3.7.6. T = —-
c

~—
(V)

En efecto, por Definicién [3.3.2] tenemos

(a®b* — (a.b)?)(b?c® — (b.c)?) — [b*(a.c) — (a.b)(b.c)]?

I = = (ca?) (2 = (b)) = [(ab

SN~—
|
—
o
SN~—
N
=
)
N—
[\

desarrollando, se tiene

_ v*[a*b*c® — a®(b.c)? — *(a.b)? — b*(a.c)? + 2(a.c)(a.b)(b.
Ala?b?c? — a?(b.c)? — b%(a.c)? — 2(a.b)? + 2(a.b)(a.c)(b.c)]




b2
Asi, se tiene que T = —.
2

Luego por la identidad (3.31]), obtenemos

b4 — (bibc.iabb)Z . b6|C T a|2

4 — (Cleg-ipec)?  cSla 1 b2

C

Anélogamente se obtienen las otras identidades.

o4



Capitulo 4

Geometria euclideana

tridimensional

En este capitulo se estudia mas detalladamente que antes la parte de la geo-
metria relativa a la posicién de las rectas y planos en el espacio. La parte de
la geometria que se dedica al estudio de las figuras situadas en el espacio, se
denomina Estereometria.

En la Estereometria, al igual que en la Planimetria, las propiedades de las
figuras geométricas se establecen mediante la demostracién de teoremas co-
rrespondientes partiendo de las propiedades de las figuras geométricas ele-
mentales expresadas por los axiomas.

Las nociones principales de la Estereometria son el punto, la recta y el plano.
El espacio esté constituido por un conjunto infinito de puntos. Las rectas y
los planos constan de un conjunto infinito de puntos del plano y no coinciden
con todo el espacio.

Enunciemos los axiomas principales de la Estereometria.

Supongamos, que para cualquier plano del espacio se cumplan todos los axio-
mas, definiciones y teoremas de la planimetria. Supongamos ademas, que son
validos los siguientes axiomas de la Estereometria:

1. A través de dos puntos distintos cualesquiera se traza una sola recta.

2. Si dos puntos distintos de una recta pertenecen al plano, todos los
puntos de la recta pertenecen a este plano.

3. A través de tres puntos cualesquiera, que no estan situados en una
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misma recta, pasa uno y soélo un plano.

4. Si dos planos distintos se cortan, entonces se intersecan por la recta.
(Ver [1])

A continuacion presentamos resultados de la Geometria Euclideana tridimen-
sional, particularmente en Estereometria, desde el punto de vista del algebra
geométrica. (Ver [I] y [15] ).

Utilizando la estructura del algebra geométrica y los resultados expuestos en
los capitulos anteriores, hace posible el desarrollo de este capitulo. (Ver [2],

8y [L3]).

Antes de presentar dichos resultados necesitamos descomponer un vector en
otros que nos faciliten su estudio en relacién a un plano arbitrario.

4.1. Vector proyeccion a un plano

Sean a,b,c € (AG(3))1, {a,b, c} un conjunto linealmente independiente.
Luego trabajando en el subespacio vectorial bidimensional generado por a y
b podemos construir dos vectores con las siguientes condiciones.

1) ¢1 = Ma+ Aqgb,

2) g =c—cy,

3) ce.a =1co.b=0.
Asi, de la condicién 3, deducimos que existe A3 € R tal que

co = Ag(a x b),
también se deduce de las condiciones 1 y 3 que
c1.co =0,
finalmente el vector ¢ puede ser expresado de la siguiente forma
c=c1+c=Aa+ Ab+ A3(a xb).

Observamos que el vector ¢ puede descomponerse en suma de dos vectores,
uno pertenece a 7la, b| y el otro vector, ortogonal a todo vector de |a, b].
Esto motiva la siguiente definicién. (Ver figura [4.1])
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Definicién 4.1.1. Sea 7 un subespacio vectorial bidimensional yv € (AG(3));.

El vector v, € 7 es llamado vector proyeccion ortogonal de v sobre m y

v = v — vy es ortogonal a todo vector de m, es llamado vector ortogonal a
.
UII Y
v ’U" \
v
v, '

Figura 4.1: Descomposicién de un vector respecto a un plano.

Propiedad 4.1.2. En las condiciones anteriores se cumplen
1- vy v = 0.
2 _ .2 2
2- v7 = v + vl

Demostracién. Probemos 1. Por Definiciéon |4.1.1} vj.u = 0 para todo u € ,
como v, € m, entonces

U”.UL = 0.

Ahora probemos 2. Por Definicién4.1.1} tenemos que v = v—wv_, entonces
v? = (v 4+ v1)? = (v +vL) () + vi) = vjf + 2vp.01 + 07,

por lo tanto

v? = vﬁ + —i—vi.
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Lema 4.1.3. Sean a, b, ¢ € (AG(3))1. Si aTbTc#0 ya es ortogonal a

7[b, | entonces
a; =al(bte)=0,

donde ay es la proyeccion ortogonal de a sobre (b, c].

Demostracion. Por hipétesis a.b = 0y a.c = 0, luego se tiene
ar.b=(aj+a)b=0=(a+ar)c=qajct+a.c=a,.c,

entonces a, || aj, y por Propiedad (ar L a)), se tiene a; = 0.
Por otro lado por Proposicién [3.1.1] tenemos a | (b 1 ¢) = (a.b)c — (a.c)b,
luego por hipétesis a.b =0y a.c = 0, por tanto a | (b1 ¢) = 0.

O

Proposicién 4.1.4. Sean a, b, ¢ € (AG(3))1 tal que a T b T c#0ya, es

la proyeccidn ortogonal de a sobre w[b,c| es diferente de cero, entonces

ar#al(bto).

Demostracion. ( Vea la figura(4.2). Procedamos por contradiccién, suponga-
mos que

a; =al (b1 ¢), por la Proposicién [3.1.1] tenemos

a; = (a.b)c — (a.c)b,

a,.a = (a.b)c.a — (a.c)b.a,
entonces
O=ai.a=ai.(a +a)=a]
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entonces a, = 0, pero esto es una contradiccion.

Por otro lado
al(btc)#0.

En efecto, supongamos que
al(btec)=0siysolosi btc=06aLbyalc, (4.1)

entonces {b,c} es 1.d., 6 por Lema 4.1.3, a; = 0. En ambos casos hay

contradiccion. O

Observacién 4.1.5. Se verifica que a | (b1 ¢) L a.

En efecto, (al (b1 ¢)).a = (a.b)c.a — (a.c)b.a = 0.
Proposicién 4.1.6. Bajo las hipdtesis de la Proposicion[{.1.4, se cumple
al(btc) Lay.

Demostracidn. (Vea la figura [4.2). Por Definicién [4.1.1] se tiene que a =

a| + a, entonces

al(bto)=(g+a)l bt =albtotal®re. (42

Veamos ahora que a | (b1 ¢) = 0. En efecto. Por Proposicion y por D
efinicién [1.1.1] tenemos que

a l, (b T C) = (a”.b)c - (CLH.C)b = 0,
esta ultima relacién en (4.2)), se sigue que

al(bte)=arl(bto),
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realizando el producto escalar entre a; y lo anterior, se tiene
a;.(al(btc)=ar.(a | (b)),

por Proposicién [3.1.1] en el término de la derecha, sigue

ai.(al (btc) =ayrf(ar.b)c— (ar.c)b)l,
= (ar.b)(ar.c) — (ay.c)(aL.b),

=0.

Figura 4.2: Posiciones relativas entre vectores.

Propiedad 4.1.7. Asumamos las hipdtesis de la Proposicion [{.1.4)

Entonces a, satisface las siguientes condiciones:

1 CLJ_.CL”. = 0.

2a;.lal (b1c)=0.

Demostracion. La condicion 1 se satisface por Definicion y la condicién

2 se satisface por la Proposicion [4.1.6, O
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Proposicién 4.1.8. Asumamos las hipdtesis de la Proposicion |4.1.4). En-
tonces
todo vector de w[b, c| distinto de a | (b1 ¢) que satisface las condiciones de

la Propiedad[4.1.7], es paralelo al vector a .

Demostracion. Procedemos por contradiccién (Vea la figura . Suponga-
mos que existe un vector x € w[b, c|] que satisface las condiciones de la Pro-
piedad y ademas no es paralelo al vector a .

Luego por la condicién 2 de la Propiedad [£.1.7] se tiene que

{ai, al (b1 ¢c)} es l.i. entonces existen A\;, A2 € R tales que
x=MNa, + X al (b1 o). (4.3)
Luego por la condicién 2 de la Propiedad tenemos que

O=uz.al (b1 )
=[MayL +Xal (bt o)l]al (b7 )

— Masfal (b1 O]+ Al (b7 )

por la condicién 2, a,.la ] (b1 ¢)] =0 asi se tiene que
0= )‘Z[G } (b T C)]27

sifal (b1 ¢)]? =0 en consecuencia a | (b1 c) =0, por (4.1).

Se tiene que {b, c} es l.d. lo cual es una contradiccién 6 a es ortogonal a
7[b, c|, entonces a; = 0, que también es una contradiccién con las hipdtesis.
Asi tenemos que Ay = 0.

Luego en , se obtiene que x = Aja,, es decir, son paralelos lo cual es

una contradiccién con la hipdtesis auxiliar. ]
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Figura 4.3: Vector ortogonal al vector combinacién lineal.

Observacién 4.1.9. Como sabemos la relacion de paralelismo es transi-
tiva, este resultado lo justifica.

Dado un subespacio vectorial bidimensional y un vector no contenido en di-
cho subespacio. Una pregunta que nos planteamos, es la siguiente.

., Se podria determinar la proyeccion ortogonal de dicho vector sobre el subes-
pacio vectorial bidimensional, en funcién del vector y los vectores que generan
dicho subespacio 7.

La respuesta es afirmativa, el Corolario |4.1.11| responde esta interrogante.

Para ello veamos antes el siguiente teorema.
Teorema 4.1.10. Con las hipdtesis de la Proposicion[f.1.4], se sigue que
ir(al (b1 c)) es paralelo al vector a,,

donde i, = y 7 =mlb,cl

21¢
b1 ¢

Demostracién. Por Proposicién [3.0.4] se tiene

in(ad (b1 e) =inb(ad bt +int(ad(dTe).  (44)
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Por otro lado por Proposicion [3.1.1], se tiene

Bt (ad®te) =(b1 )T (@be— (@),
=(a.b)(btcte)—(ac)bTctb)=0.

En consecuencia
ir T (ad (b1c) =0,
asi en (4.4), obtenemos

ir(ad (bte) =izl (al(bt0)),

por Proposicién [3.1.1

ir(ad (b1 ) =1zl ((a.b)c— (a.c)b) = (a.b)ir L ¢ — (a.c)iz L b

substituyendo 2,

b b
ina 4 (01 ) = (@B 5T L= (ae) g L, (45)

luego por proposiciones y en (4.5)), se tiene que

ir(ad (b1 ¢)= 7 i 2 [(a.b)(¢*b — (c.b)c) — (a.c)((b.c)b — b7c)]

[ (a.b)? — (a.c)(b.c) (a.c)b® — (a.b)(c.b)
- () (M

El vector ir(a | (b1 ¢)) es una combinacién lineal de b y ¢, entonces pertenece

) c. (4.6)

al plano 7, asi, se tiene

lix(a ) (b1 )] =0. (4.7)

Por otro lado veamos que sucede con el producto escalar entre los vectores
lix(a L (b1 ¢))]y (@l (b70))
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El vector a | (b1 ¢) € 7, (plano), luego sabemos que el producto geométrico

™

entre un vector y el bivector ir, lo hace rotar 7 respecto de dicho vector, es

decir, para todo vector a € 7, (plano), se tiene que
a.(aiy) =0, (4.8)
asi tenemos que
lix(a L (0T ¢))](a L (b1 ) =0, (4.9)

por (4.6), (4.7) vy (4.9) el vector i (a | (b 1T ¢) satisface las hipdtesis de la
Proposicién [£.1.8] Por lo tanto i,(a | (b1 ¢)) es paralelo aa;.

[]

Luego el vector ir(a | (b T ¢) seria candidato a ser el vector proyeccién
ortogonal del vector a sobre .
El siguiente corolario nos dice como es el vector proyecciéon ortogonal .

Corolario 4.1.11. Con las hipdtesis del Teorema se tiene

o mifali) = <(a.b)c2’b—T(Ca|.2c)(b.c)) - ((a.c)b?b—T (;f)(b.@) .

Demostracion. (Vea la figura Por Teorema (4.1.10 existe un A € R tal

que
a| = )\iw(a \l/ (b T C))? (410)
por otro lado se tiene que

a;.b=a.b. (4.11)
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a,=in(a)in)

Figura 4.4: Vector proyeccién ortogonal a 7.

Anélogamente se tiene a,.c = a.c.

De y (4.10)), obtenemos
(Mb:A{(mmé—ww@@@)b%+(m@w—wwm@m)a47

b1 ¢l b1 c|
A — (c.b)z}
= MNa.b) | ———1,
| Z5rq
por (4.11)) y de la Definicién obtenemos
1

A= —.

b1 ¢l

Luego esta ultima relacién en (4.10)), sigue que

a; =ir(alir)

:(@wﬁgﬁﬁw@)b+<m@ﬁ;g?w@>a

]

Otro camino para llegar a este resultado es el siguiente. Para mayores detalles
vea la referencia [7].

Sean a € (AG(3))1y B € (AG(3)), tal que |B| = 1. Sia ¢ mp, por Definicién
[3.0.1], tenemos

aB=al B+atB.
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Por otro lado existe el inverso de B, denotado con B! = —@.
multiplicando a la derecha por B! en la relacién anterior, se tiene
a=(alB)B'+(at BB,

por hipoétesis, se tiene

a=—(al B)B— (a1 B)B,
— B(a) B) - (a1 B)B.

Luego se verifican que
1. B(a) B).(at B)B =0,
2. B(al B) € 7,
3. —(a1 B)B ¢ mp.

Finalmente denotamos con a; = B(a | B)y ay = —(a 1 B)B.

4.2. Teorema de las tres perpendiculares

Luego

Sea un plano y una recta perpendicular a dicho plano, el punto () es la inter-
seccion de estos, desde () trazamos una perpendicular a una recta cualquiera
contenida en el plano cuya interseccién es R, entonces toda recta que pasa
por R y un punto cualquiera de la recta perpendicular al plano, es perpen-

dicular a la recta contenida a dicho plano.

Veamos este resultado de la geometria tridimensional en el contexto del alge-

bra geométrica. Vea la figura [4.5

Proposicién 4.2.1. Sean a, b, v € (AG(3)); tal que a 1 b # 0.

St v es una combinacion lineal de a y b. Entonces

(axb+vig) L v,

b
donde m = wla,b] € i, = ath

a1 b
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Demostracion. Es claro que
(a x b+ vig)v=(axb)v+ (vig).v,

como (a x b).v =0y por (4.8) sigue que (vi;).v = 0.
Por lo tanto, (a X b+ vi,).v = 0.

]

Observacién 4.2.2. FEste teorema es conocido en geometria del espacio como
“El teorema de las tres perpendiculares”.
La primera perpendiclar es a X b, la sequnda vi, y la tercera a X b+ vi,, esto

con respecto al vector v.

axb+vin

axb+vin axb

’U’iﬂ:

Figura 4.5: Teorema de las tres perpendiculares.

4.3. Mobdulo del bivector proyeccién ortogo-

nal respecto a otro bivector.

En todo diedro el area de una regién contenida en un plano, multiplicado
por el coseno de la medida del angulo diedro, resulta ser el area proyectada
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en el otro plano.

En el dlgebra geométrica esta proposicion, se plasma, es el siguiente teorema.

(Vea la figura [4.6).
Teorema 4.3.1. Sean a, b, ¢ € (AG(3)); tal que aTbTc#0
y 0= pd(cta; btc).

Entonces

a; Tc=|ctal cosb iy,
donde ay es la proyeccion ortogonal de a sobre 7[b, c].

Demostracion. Por Corolario [4.1.11] se tiene

. <(a.b)02’b—T(Ca|.20)(b.c)) - <(a.c)67b—T(CCL|.2b)(b.c)> .

luego tenemos que

e ((a.b)cjb—T(aC’.c)(b.c)) .

Por otro lado se tiene que

|Cleal |ipec| cO8 0 = (Cicq)-(ipeC),

btc - cTa btc
b1 ‘(C|c¢a|)'(|b¢c|c>’
(e a)ll(b 1 c)el cosd = efe T ). (51 o)e,

cTa

&
e 1 al

Cc

por proposiciones: [3.7.1] y [3.7.2] en (4.13))

lc| et al |e| [b1¢| cosf = c2(c*(b.a) — (c.a)(b.c)),

b1 c| et alcosd = c*(b.a) — (c.a)(b.c).

Finalmente (4.14) en (4.12)), se obtiene

a; Tc=|cT al cosh ip.
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’]:bcc

Figura 4.6: Proyeccién ortogonal del bivector respecto a otro.

Observacion 4.3.2. Sea 6 = ud(c 1 a;b1 ¢), entonces

ai |lcearte=0

<:>|aTc|cost%bC:0<:>0089:0<:>6:g.

Ademdas en , tenemos (a.b)c® — (a.c)(b.c) = 0, en consecuencia obtene-

mos

(a.b)c* = (a.c)(b.c).

Andlogamente sea f = u£(b 1 c;a 1b), entonces
a |b e B= g & (a.0)b? = (a.b)(b.c).

Como ay 1 c=|cTa| cosB iy entonces |ay T c| =|c?T al|cosb.
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4.4. Diedros y angulos determinados por las

aristas

El angulo determinado por las rectas perpendiculares a los planos del diedro
y la medida de dicho diedro son suplementarios.(Vea [15])

Con el élgebra geométrica se reinterpreta como (Vea la figura
Teorema 4.4.1. Sean a, b, ¢ € (AG(3)); tal que a T b 1 ¢ # 0. Si 6 =

pd(atcbta) vy w=pudbxaaxc).

Entonces

w+0=m.

axc

Figura 4.7: Relacion del angulo diedro.

Demostracion. Por demostrar que
w60 =msiysolosi, senw=senf y cosf = —cosw.

Por Proposicion [3.7.3] se tiene |(a x ¢) 1 (b X a)| = |a % ¢| |b X a|sen 6.

Por otro lado, se tiene |(a x ¢) T (b X a)| = |a X | |b X a||senw|. Asi de estas
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dos ultimas relaciones, se obtiene
|senw| = sené. (4.15)

Por Proposicién 3.7.3 (a x ¢) . (b x a) = —|a x ¢||b X a] cos 6.
Por otro lado se tiene (a x ¢) . (b X a) = |a X ¢||b x a] cosw,
luego de estas dos tltimas relaciones, tenemos cos § = —cosw.
Finalmente de y esta tultima relacion, obtenemos w + 6 = 7.
O

Observacién 4.4.2. Sia = pf(b 1T a;ec 1 b), B = pl(c 1T bja 1 c), v =

pd(cxbybxa)yd=pud(axccxb), entonces

v+a=71 1y ¢+ p=m.

4.4.1. Ley de senos para el trivector

Sean «, 8 y 0 las medidas de las caras del dngulo triedro, y sean z,v, z las
medidas de los angulos diedros opuestos a estas caras respectivamente.

Entonces se tiene (4.16]). Con el dlgebra geométrica es (Vea la figura [4.8)).

Teorema 4.4.3. Sean a, by ¢ € (AG(3))1 tal que a T b 1T ¢ # 0y

denotemos
a=pl(c,a) ; x=pLbtcath),
B=pdla,b) ; y=pLlctabtc),
0 =puLbyc) ; z=pLlatbeta).
Entonces

sena  senf3  senf

(4.16)

senxr  seny senz
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icaa/ bec Lo C

a
Clea
Zabb

Figura 4.8: Ley de senos para el trivector.

Demostracion. Se tiene que
|bive T iapb| = |bive||iapb| s€n ,
por Proposicién [3.7.1] se obtiene
|bie T iapb| = b* sen x. (4.17)
Anéalogamente, se obtiene
|Cicq T ipec| = ¢ seny, (4.18)

luego dividiendo (4.17]) por (4.18)), tenemos

senz  *|biye T igpb|

seny B b2|Cica T ibcC|7
por Definicién [3.3.2

senz A[(bive)? (iaph)* — ((Dipe)-(iapb))?]
seny  b2[(Cica)?(16eC)? — (Cicq)-(ipec))2]M/2 7
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por Proposicién tenemos

senz _ 2[(0" — ((bine)-(iah))*]"/?
seny  b[(c — (Cica)- (inec))?] /2

por Proposicién [3.7.5 obtenemos

senz  AbPletal  |bllet al
seny  b2cflatb] ellatol

Asi, se tiene que

senx sen o«

seny senf’
entonces

sena  sen s

senx  seny
Anélogamente, se obtiene

sena  senf

senr  senz

4.4.2. Teorema de cosenos para el trivector.

Antes de presentar este teorema, veamos el siguiente lema que ayudara a
probar las siguientes proposiciones.

Lema 4.4.4. Sean a,b,c € S? tal quea bt c+#0. 5 a=pud(a,b),
B=puL(b,c)yd=pnl(ca), entonces

. -1
lealbe = W((c x a).(bxc)+ (ecxa)?t (bxc)),
fewior = ——— (e x a).(a x b) + (¢ x a) T (a x b)).

le X al|la x b
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Demostracion. Es claro que

.. (cTa b1c
Lea the = (’CTG’) (|bTC‘)7 (419)

por la dualidad entre bivector y vector, tenemos ¢ X a = —ej3(c T a) y

bxc= —6123<b T C).

Luego, reemplazando estas dos tultimas igualdades en (4.19)), tenemos

P = 6123(0 X CL) 6123(1) X C)
ca The lc x a bxc )’

1
= W(elgg(c X a)elgg)(b X C), (420)
por otro lado, se tiene que eja3(c X a)ejss = —(c¢ X a). Reemplazando esta
igualdad en (4.20]), obtenemos
o —(ecxa)(bxc) -1
anZbC: |C><(Z|’b><c| = |C><a|‘b><c|((cxa’)(bXC)+(Cxa)T(bXC)>
Anélogamente se prueba para i, iqp.
]

Esto nos lleva a formular la siguiente proposicion.

Proposicién 4.4.5. Sean a,b,c € S? tal queat bt c#0. Si a= uL(a,b),

B =pd(b,c), 0 =pud(c,a) y v=pud(cxa,bxc), entonces

cos av = cos f cos f — sen 6 sen [3 cosy (4.21)

sen viqy + cos 8 sen By + sen 0 cos [Biq, + sen fsen 5 sen yiy, = 0, (4.22)

donde iy = icxa bxe-
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Demostracion. Por (3.22) v (3.21)), se tiene
eYab = qb = qcch = ¢ Vicag e
luego por, la identidad generalizada de Euler, (3.22))

cos v + sen adg, = (cosf — sen B, )(cos B — sen Pipe)

= cosf cos 3 — cos O sen [Biy. — sen b cos Bi., + sen b sen PBig,ipe

(4.23)
por Lema en (4.23) e igualando términos, se tiene

cos a = cos flcosf3 + sen 6 sen BL((C xa).(bxc)), (4.24)

le x al|b x ¢
sen aig, = — cos 6 sen Biy. — sen f cos Bicg
(1)
_— . 4.2
+Sen98en6(|cxaHbXC‘)((cxa)T(bxc)) (4.25)

Por otro lado, tenemos

(¢ xa).(bxc)=(]cxallbxc|)cosy

(exa)t (bxc)=r1i,lcxallbxc|senr,

luego reemplazando estas relaciones respectivamente en (4.24]) y (4.25)), se

deduce que

cosa = cos f cos B — sen fsen 5 cosy

sen avigy + cos 6 sen Biy. + sen 8 cos fig, 4 sen O sen fsenyi, = 0.
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Observacién 4.4.6.

St v = 0 entonces cosy = 1. Esto nos llevaria a trabajar en el subespacio
vectorial bidimensional generado por los vectores a y b, el vector ¢ estaria

entre los vectores a y b luego reemplazando cosy =1 en , se obiene
cosa = cosf cos B — senf sen 3.

Ademdas, tenemos a = —(0 + [3) esto pues, manteniendo el sentido en el que
se han determinado los dngulos respectivamente y como la funcion coseno es

par, ast, se tiene la identidad trigonométrica conocida
cos(f + ) = cosf cos f — sen B sen f3.

Por otro lado los bivectores: iap, tbe, lea Y iy SON iguales (igy = lpe = leg = ivy),

es decir, geométricamente hablando serian coplanares y seny = 0, luego en

se tiene

sen v + cos O sen B 4 sen f cos 5 = 0.
Como la funcion seno es impar, se tendria la siguiente identidad trigo-
nométrica conocida
sen(f 4+ ) = cos O sen § + sen 6 cos J.
Ademds, si 0 = 3 no implica que i.q = Tpe.
El teorema de cosenos para un trivector es el siguiente corolario.

Sean «, 3,60 las medidas de las caras de un angulo triedro y w la medida
del d4ngulo diedro opuesto a la cara de medida «, entonces se cumple (4.26)

(Vea la figura
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Corolario 4.4.7. Sean a, b, ¢ € S? tal que a1 bt c#0. Si a = pd(a,b),

B=pL(bc), 0=plic,a) y w=pudlctabt o),

entonces
cos o = cos 3 cos ) 4 sen S sen 8 cosw. (4.26)
Demostracion. Sea v = uA(b x ¢,c X a), por Proposicion [4.4.5] se tiene
cos a = cos [ cosf — sen [ sen @ cos .
Luego por Corolario [£.4.1] se tiene
w 4+ 7y = T en consecuencia cosy = — Ccos w.

Por lo tanto

cos a = cos [ cos  + sen B sen 6 cos w.

Figura 4.9: Teorema de cosenos.
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4.5. Teoremas de trivectores

En todo tetraedro de aristas laterales de igual longitud se cumple que, el
circuncentro de la base del tetraedro es el pie de la altura del teraedro. (Vea

la figura (4.10)).

Proposicién 4.5.1. Sean w, u, v € (AG(3))1 y w[w,u], v ¢ 7[w,u| tal que

lw —v| = |u—v| = |v|, entonces
lw—vy|=|u—v|=|vy
Demostracion. El siguiente resultado se cumple
(w—v)* = vﬁ + (w — vy )>
En efecto

(w—v)* = (w —v)(w—v) =w® - 2w.v + v
:w2—2w.(v”+1@)—|—vﬁ+vi

= w® — 2w.y — 2w, + vﬁ +v? (4.27)

v es ortogonal a 7|w, u] en consecuencia w.v = 0, este tltimo resultado en

(4.27)), asi se tiene
(w — v)? :w2—2w.vL+vi+vﬁ = (w—vL)2+vﬁ,

luego por hipétesis |w — v| = |v], sigue que v? = (w — v)?, asf en la igualdad

anterior, obtenemos v} + v =v® = (w —v1)* + v, se sigue que

vy = |Jw—wv]. (4.28)
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U

Figura 4.10: Circuncentro de un Trivector en particular.

Andlogamente para (u — v), pues (u—v)* = vﬁ + (u—wvyp)?

Entonces
lu—wvy| = lvLl, (4.29)

luego de (4.28) y (4.29). Por lo tanto

lw—wvy|=u—v|=|vy]
Il

Observacién 4.5.2. FEsto es equivalente a decir que las coordenadas del vec-
tor vy sobre wlw,u] es el circuncentro del triangulo determinado por los vec-

tores u y w.

En todo triedro isésceles, cuyas caras congruentes tienen medidas menores a
5, entonces la proyeccion ortogonal de la arista comun de dichas caras sobre
la cara desigual es bisectriz de esta ultima.

Este enunciado en el dlgebra geométrica es el siguiente teorema. (Vea la figura
4.11))
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Figura 4.11: Vector bisectriz.

Teorema 4.5.3. Sean a,b y ¢ € (AG(3)); tal quea T b1 c # 0. Sia =

pud(a,c) = ud(b,c), entonces
c, es bisectriz del £(a,b),

donde c, es el vector proyeccion ortogonal de ¢ sobre wla,b].

Demostracion. Por Corolario [4.1.11] se tiene

o ((c.a)bTa—T(;.f)(a.b)) - <(c.b)a2|a—T(§|.;L)(a.b)) b

luego obtenemos

e (e

luego tomando modulo, se tiene

|(c.a)b® — (c.b)(a.b)|
|a 1] ’

lci 10| =
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., . be ac
por hipdtesis — = — = |c| cos «, entonces
o] al
lal[b] — a.b]
c. Tb bl|c||cos a| —————,
. 1t = Plieflcosal H Ly
lcL 10 |la[[b] — a.b]
= [ef[cos o] = (4.30)
0] a1 0|
Anélogamente, se tiene
o T el |la][b] — a.b]
= |ef|cos a| F=————, (4.31)
|al a1 ]
luego de (4.30)) y (4.31)), obtenemos
e 18] _Jateyl
|b] ja
es decir
sen puf(cy,b) =senpud(a,c,). (4.32)
Por otro lado, por hipotesis, tenemos
ci.a=ca=]|c|lalcosa y c;.b=c.b=|c||b]cos,
entonces
cr.a c.b
ol —[B]
es decir
cos u&(cp,b) = cosud(a,cy). (4.33)
Finalmente de (4.32) y (4.33]), obtenemos pud(ci,b) = pf(a,cy). O

Un triedro es isésceles si y s6lo si a las caras congruentes se le oponen angulos
diedros de igual medida.
En el contexto del algebra geométrica es (Vea la figura [4.12))
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Teorema 4.5.4. Sean a,by c € (AG(3)); tal quea T b1 c# 0. Sean

v = pd(atbeta),y=pdb?tcath),a=udlca)ypB = pudbec),

entonces
a=[0 siysolosi x=uy.
Demostracion. (=) Por Proposicién es equivalente a probar que
COST = COSY y Senx = seny.

Se tiene que

1

(aiab).(icaa) = m(a(a T b)(C T G)CL).
Por Proposicion [3.7.2] se obtiene
L 1 2 2
(@igp).(icqa) = m(a [a®(b.c) — (a.b)(c.a)]),
. . b.c ca
luego por hipdtesis a = 3, se tiene que W = m, obtenemos
(@iap)-(icqr) c.a
al? = |aTb||cTa|(|a||b| —a.b). (4.34)
Anéalogamente, se obtiene
(bibc).<iabb) b.c
TE = PENIE: C’(\aHb\ —a.b), (4.35)
. . b.c c.a
luego por hipdtesis @ = 3, se tiene que = , luego en (4.34) y
bTel  letal

(4.35)), se obtiene
(aiap)-(ica@)  (bipe).(iapb)

a2 PR

es decir
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Z.abb

Figura 4.12: Relacion entre diedros y angulos.

COS T = COS Y. (4.36)
Ahora veamos que senx = seny. En efecto, por Definicion [3.3.2 tenemos
|(aiab) ) (icaa)|2 = ‘aiab‘2|icaa|2 - ((aiab)‘@caa)){

por proposiciones B.7.1] y [B.7.2] se tiene

4

W[a (b.c) = (a.b)(c.a)]%,

|(aiap) T (icaa)|2 = |a|2|iab|2|Z.ca|2|a|2 -

se sigue que

<|(%b)|2|2(%a)|> - m[a%o — (a.b)(c.a)?,

b.c ca
por hipétesis a = 3, sigue que: W = ﬂ, asi en la ultima igualdad, obtene-
a

1mMos

<|(ow'ab)|OLTP(@'caa)|)2 11— (Mﬁy [lal|b] — a.b)>. (4.37)
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Anélogamente, se obtiene que

|(bzbc)T(2abb)| 2_ o L 2 " o )
( ZE >—1 (|aTbllec|) [lallb] — a.b]%, (4.38)

este resultado en

luego por hipdtesis o = [, se obtiene:

y (4.38), obtenemos
((aiap) T (ica@)]  |(bive) T (iatD)]

b.c _ ca
bt letal

|af? B |b]> ’
es decir senx = seny.
Finalmente de (4.36]) y la dltima relacién, por lo tanto x = y. ]

Lema 4.5.5. Sean a,b,c € (AG(3)); tal que a T bt c#0, cL(b—c),

cl(a—c)y(b—c) L (a—c). Entonces
a,=c y b, =c,

donde
a, : vector proyeccion ortogonal de a sobre (b, c].

b, : vector proyeccion ortogonal de b sobre wlc,al.

Demostracion. (Vea la figura 4.13) Por Corolario [4.1.11] se tiene

" <(a.b)c2|b—T(Ca|.20)(b.c)) - ((a.c)b2|b—T (;f)(b.@) .

luego tenemos que

[ (a.b)? — (a.c)(b.c) .
o= (2SI g (1.30)

por hipétesis, ¢ (b — ¢) = 0, asi se tiene
¢? = c.b. (4.40)
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Por otro lado la expresion; (a.b)c? — (a.c)(b.c) gracias a (4.40)), es igual a

(a.b)c* — (a.c)(b.c) = (a.b)(b.c) — (a.c)(b.c) = (b.c) a.(b— c). (4.41)

a_c b_c

Figura 4.13: Trivector trirectangulo.

Se observa que a L (b — ¢), en efecto
a=c+(a—c),
luego tenemos que
a.(b—c)=c(b—c)+(a—c).(b—rc), (4.42)

por hipdtesis en (4.42)), se tiene a.(b — ¢) = 0.
Reemplazando esta ultima relacién en (4.41)), se obtiene
(a.b)c® —(a.c)(b.c) = 0, esta tltima relacién reemplazamos en (4.39)), tenemos

que a; T ¢ =0, sigue que a, || ¢ luego existe A € R — {0}, tal que

c=Ma,. (4.43)
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Afirmacion 4.5.6. \ = 1.

En efecto, por hipdtesis ¢ L (¢ — a), en consecuencia se tiene que ¢* = c.a.

Ahora reemplazando (4.43]) en esta ultima relacion, se tiene
Nat = Naj.a) =Xai.(a+a))

2
= \a7.

Sia; #0y A#0 entonces a; = c.
Anélogamente para b, . m

Un plano secante a las aristas de un angulo triedro trirectangulo determina
en dicho angulo tres regiones tridngulares, tal que la razén entre el drea de la
proyeccion ortogonal de una de las tres regiones triangulares sobre la seccion
plana determinada y el area de dicha secion plana, es igual al cuadrado del
coseno de la medida del angulo diedro que forma el plano secante con la
region triangular proyectada.

En el contexto del dlgebra geométrica el enunciado de esta afirmacién, es el

siguiente. (Vea la figura [4.14)

Teorema 4.5.7. Sean a,b,c € (AG(3))1 tal que a1t b1 c#0. Si
cl(b—c),cl(a—c), (b—c)L(a—c)y 0=pulb?rcatb), entonces

[
|a 10|

donde ¢y es el vector proyeccion ortogonal de ¢ sobre mla,bl.

cos®f

Demostracion. Por Teorema |[4.3.1] se tiene ¢; Tb = |b1 c|cos8 iy,

luego se tiene que

lci. Tb] =1b71 ¢||cosb. (4.44)
De forma analoga, se tiene que

a; Tb=|a1b|cost iy

la; 70| = |a1b||cosb|. (4.45)
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Deacuerdo a las hipotesis y haciendo uso del Lema4.5.5| tenemos que a; = ¢,

reemplazando esta tltima igualdad en (4.44) y luego de (4.45)).
Por lo tanto |c; 10| = |a 1 b| cos? 6. O

Figura 4.14: Célculo del coseno del angulo diedro.

En todo triedro trirectagulo se tiene que la suma de los cuadrados de las areas
de las caras catetos es igual a la cuadrado del area de la cara hipotenusa.

(Vea la figura [4.15)

Teorema 4.5.8. Sean a, b, ¢ € (AG(3))1 tal que {a,b,c} un conjunto orto-
gonal.

Entonces

(a—c)T (b= =lat o+ b1 el +|atc
Demostracion. Un calculo sencillo conduce a
(a=c)r (=) =[(a=c) T (O=0)[(b—0c) 1 (a—0)
=(atb—atc—ctbt+cte)bta—-btc—cta+cTc)
=(atb—atc—ctb)(bta—-0btc—cTa).
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Figura 4.15: Relacion de Pitagoras en el espacio.

Luego por distributividad de AG(3), tenemos

(=)t (b= = (@t h)(bTa) (@ 1B)(b1e) = (atb)(cta)
— (@t ra)+(atabre) +(ate)cta)
— (et B)bTa)+ (bTAbte)+(cTh)cta). (446)

Por hipétesis a, b y ¢ son ortogonales, esto implica que
ac=alTc=—ca, ab=alTb=—ba y bc=b1c= —cbh.
Por Definicién y las relaciones anteriores en (4.46), tenemos

(a—c)t(b—c)P =latb* + b1 c|* + |atc?
— abbc — abca — acba + acbe — cbba + cbea
=lat o + b1 c* +]atc?

— b?ac — a’be — a*cb — 2ab — b*ca — Pba,
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por lo tanto
[l@a=c) T (b=c)P =la o + b1 cf* +]atcf

]

En todo triedro trirectangulo se cumple que la proyeccién ortogonal del vérti-
ce sobre un plano secante a sus aristas es el ortocentro del tridngulo deter-
minado por la interseccién del triedro y dicho plano. (Vea la figura [4.16)).

Teorema 4.5.9. Sean a,b,c € (AG(3)); tal que a1t b1 c#0. Si
cl(b=c);cl(a—c)y (b—c)L (a—c), entonces

ci La—=0b (c=b), Lay(c—a), Lb,

donde ¢y, (¢ —0b), y (c—a), son las proyecciones ortogonales de c,

¢ — by c— a, respectivamente, sobre |a,b).
Demostracion. Por hipdtesis tenemos que
(¢ +cr)(a=b)=cla—b)=cla—c)—c(b—c)=0,

asi, se tiene ¢, .(a —b) = 0.

Ahora veamos que (¢ —b); L a. Por Corolario4.1.11

(c—b), = (((c —b).a)b? — ((c — b).b)(a.b)) .

[a T o

((c—b).b)a® — ((c — b).a)(a.b)

( at P )
luego obtenemos
! 202 — ((c — b).a)(a.b)?
(c=b)ra= TEYE (((c = b).a)a’s® — ((c = b).a)(a.b)?)

_(c=b)a a2b? — (ab)?) = (c — b).a

RRTENE (a®V* — (a.b)?) = (c —b).a. (4.47)
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(c-b)l

Figura 4.16: Ortocentro del trivector trirectangulo.

Por hipétesis
O=0b—-c).(a—c)=(b—-cla—(b—c)=(b—c).a.

Reemplazando esta tltima relacién en (4.47)), se tiene (¢ — b).a = 0.
Finalmente veamos que (¢ —a); L b. Por Corolario 4.1.11| y realizando el

producto escalar con b, obtenemos

1 2 — ) D2
(c—a), b= PEYE (—=((c = a).b)(a.b)* + ((c — a).b)a’V?)
_ (c—a).b a2b? — (a.b)?
= Tt @0 @),
=(c—a).b. (4.48)

Por hipétesis
0=(b—-c).(a—c)=bla—c)—c.(a—c)=b.(a—c).

Esta tdltima relacién en (4.48)), se tiene (¢ —a),.b = 0. O
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En todo triedro trirectdngulo se cumple que la inversa del cuadrado de la
distancia de su vértice a un plano secante a sus aristas es igual a la suma
de las inversas al cuadrado de las distancias del vértice, a los puntos de

interseccién del plano con las aristas. (Vea la figura |4.17)).

Teorema 4.5.10. Sean a, b, ¢ € (AG(3)); tal que {a,b,c} es un conjunto

ortogonal. Entonces

==+ -+,
ﬁ CL2 b2 C2

donde c| es la proyeccion ortogonal de c sobre wla — c,a — b].

1 1 1 1
c

Demostracion. Por hipdtesis, se tiene
a®> = (a—c).(a—b), (4.49)
luego hacemos r = |a — ¢ 1 a — b|?. Por Definicién [3.3.2)
r=(a—c*(a—-b)’-(a-c).(a=b))?
por hipdtesis, obtenemos
r=(a®+c*)(a® +b%) — a' = a®b® + a*c* + b’ (4.50)

Ahora por Corolario [£.1.11] tenemos
N (G D L L I PR

la —cta— b
. ((c.(a —b))(a— c‘)z = i(? ;E)zj?)((a —¢).(a— b))) (a—1b).

por hipétesis, (4.49) y (4.50)), se tiene
20,2 4 p2 2 2

r r

C2

= ((@®+b*)(c—a) + a*(a—b)),
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Figura 4.17: Relacion entre médulos de vectores que determinan un trivector.

luego se tiene
4

A = % ((a2 +b5)2(c — a)* + 2(a* + b*)a*[(c — a).(a — b)] + a*(a — 6)2) ,

por hipétesis y (4.49)), obtenemos

4
A = % ((a® +b*)*(a® + &) — 2(a® + b%)a* + a*(a® + b%)) ,
4
— %(GQ —|—b2) ((a2 —|—b2)(a2 +C2) . CL4) ’
A

= T—2(a2 +b%) (a®b® + a’c® + b*c?),

luego por ([4.50)), se tiene

luego por Definicién y por (4.50)), se obtiene

2 o ct(a? + b?)
¢ G = a2b? + a2¢? + b2¢2’
402 2
c(a”+b
p_p e tr)

a2b? + a2c? + b2c?’
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luego se tiene

Por lo tanto

272 .2
9 a“bc

G = Q202 + a2 1 22

1 1+1+1
c|2_a2 b2 2

]

Observacion 4.5.11. Este resultado generaliza los resultados de las métricas

en un triangulo rectdngulo de la geometria euclideana plana.
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