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Algebras de Operadores Toeplitz

Bartleby Ordonez Delgado

RESUMEN

En este trabajo examinamos los C*-algebras de operadores Toeplitz sobre
la bola unitaria en C" y en el polidisco unitario en C2. Los operadores Toeplitz
son ejemplos interesantes de operadores que no son operadores normales y
que generan C*-algebras no conmutativas. Ademas, en los mejores casos de
algebras de operadores Toeplitz (dependiendo de la geometria del dominio)
podemos recuperar algunos resultados andlogos al teorema espectral modulo
operadores compactos. En este contexto, podemos capturar el indice de un
operador Fredholm que es un invariante numérico fundamental en Teoria de
Operadores.

Palabras Claves: Operador Fredholm, Operador Toeplitz, C*-algebras.



Algebras of Toeplitz Operators

Bartleby Ordonez-Delgado

ABSTRACT

In this work we examine C*-algebras of Toeplitz operators over the unit
ball in C" and the unit polydisc in C2. Toeplitz operators are interesting
examples of non-normal operators that generate non-commutative C*-algebras.
Moreover, in the nice cases (depending on the geometry of the domain) of
algebras of Toeplitz operators we can recover some analogues of the spectral
theorem up to compact operators. In this setting, we can capture the index of
a Fredholm operator which is a fundamental numerical invariant in Operator
Theory.

Keywords: Fredholm Operators, Toeplitz Operators, C*-algebras.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1. Introduccion

El teorema espectral juega un rol fundamental en el estudio de operadores
normales, especialmente autoadjuntos. De hecho, el teorema espectral puede
ser aplicado (usando diagonalizaciones simultaneas) a C*-algebras conmuta-
tivas. El espectro es una fuente rica de invariantes numéricos, tales como el
indice y la traza, cuando estos estan definidos. La version del teorema espec-
tral que muestra que un operador es unitariamente equivalente a un operador
multiplicacion, es el fundamento del analisis funcional.

Algunas preguntas surgen luego de esta discusién. jHay ejemplos ”natu-
rales” de operadores no normales? ;Qué tipo de algebras generan este tipo
de operadores? Claramente un operador no normal genera un C*-algebra
no conmutativo. Esto nos lleva a buscar familias de operadores que generan
C*-algebras no conmutativas. En teoria de funciones tenemos ejemplos bien
naturales - operadores Toeplitz.

En el contexto de algebras de operadores Toeplitz, podemos preguntar ba-
jo que condiciones o sobre que dominios podemos recuperar algunos analogos
o consecuencias del teorema espectral. Resulta que para algunos ”buenos”
casos (algebra de operadores Toeplitz sobre dominios estrictamente pseudo-
convexos) el ideal conmutador coincide con el espacio de operadores compac-
tos; entonces, obtenemos una especie de ”teorema espectral modulo operado-
res compactos”. Esta similitud es suficiente para recuperar algunos resultados
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del teorema espectral médulo operadores compactos, por ejemplo el indice de
un operador Fredholm, el cual es una de las invariantes numéricas primarias
en teoria de operadores.

El domino donde los operadores Toeplitz estan definidos juega un rol im-
portante en la caracterizacion de los algebras de operadores Toeplitz. Resulta
que si el dominio no es lo suficientemente ”bueno” (dominio no estrictamen-
te pseudo-convexo), el ideal conmutador del algebra de operadores Toeplitz
contiene mas que operadores compactos. En este caso, el algebra no es ”con-
mutativa modulo operadores compactos” y nuestro andlogo del teorema es-
pectral no es una fuente simple de invariantes. La ultima parte del capitulo
final contiene algunos comentarios que apuntan hacia un desarrollo en esa
direccion.

Este trabajo es un estudio de la estructura tedrica de los algebras de
operadores Toeplitz asociados con funciones escalares continuas. El paper
organiza resultados conocidos de manera que motiva investigacion reciente y
futura. La principal fuente de este trabajo es la coleccién de papers [Upm].
La mayoria de los resultados en el presente trabajo son casos particulares de
resultados mas generales que pueden ser encontrados en [Upm]. Sin embargo,
varias de las pruebas han sido trabajadas de manera independiente usando
técnicas accesibles y distintas a las encontradas en [Upm)].

El primer dominio que consideramos es el disco unitario porque el dis-
co es el dominio mas simple con frontera suave. Luego, consideramos las
generalizaciones naturales del disco unitario, la bola unitaria y el polidisco
unitario. En el caso del polidisco, no tenemos una ”"buena” frontera por tal
razén este caso sera nuestro ejemplo de contraste con los casos anteriores
donde podiamos aplicar nuestro andlogo del teorema espectral.

También consideramos los espacios de Hardy y de Bergman en L? porque
son los espacios mas simples donde los operadores Toeplitz estan definidos y
tienen propiedades interesantes. A lo largo de este trabajo discutiremos las
similitudes y diferencias entre los C*-algebras generados por los operadores
Hardy-Toeplitz y Bergman-Toeplitz. Eventualmente probaremos que la tini-
ca diferencia entre ellos es el ideal conmutador.

En el segundo capitulo estudiaremos el espacio de Bergman sobre el disco
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unitario. El espacio de Bergman esta definido como el espacio de Hilbert de
funciones holomorfas que son cuadrado-integrables. En este contexto, mostra-
remos una base explicita para el espacio de Bergman. Esta base serd muy ttil
para caracterizar la proyeccién ortogonal del espacio L?(ID) sobre el espacio
de Bergman, para encontrar el Bergman Kernel (kernel reproductor), y para
encontrar una representacion integral de las funciones en el espacio de Berg-
man. Ademas, haremos un anélisis de los operadores Bergman-Toeplitz sobre
el disco unitario, los cuales estan definidos como las compresiones al espacio
de Bergman de los operadores multiplicacién con simbolos continuos. Nuestro
resultado principal en este capitulo es la caracterizacion del C*-algebra gene-
rado por los operadores Toeplitz. Resulta que el algebra de operadores com-
pactos sobre el espacio de Bergman esta contenido en el C*-algebra generado
por los operadores Toeplitz y coincide con el ideal conmutador. Ademas, el
C*-algebra cociente (subalgebra del algebra de Calkin) que resulta en dividir
el C*-algebra de operadores Toeplitz por el algebra de operadores compactos
es C*-isomorfo a el algebra de funciones continuas sobre el circulo unitario.
Concluimos este capitulo mostrando una bonita caracterizacién de los ope-
radores Fredholm-Toeplitz.

En el capitulo tres estudiaremos el espacio de Hardy sobre el disco unita-
rio. El espacio de Hardy esta definido como el subespacio cerrado de L?(S")
generado por las funciones z" donde n es un entero no negativo. Usando el
kernel de Poisson podemos extender cada funcion en el espacio de Hardy a
una funcién holomorfa sobre el disco unitario. Como en el capitulo dos, ca-
racterizaremos el C*-algebra de los operadores Hardy-Toeplitz sobre el disco
unitario. Aqui la definicién de operador Toeplitz es similar a la definicion en
el caso del espacio de Bergman. Obtendremos el mismo resultado que en el
caso del espacio de Bergman, es decir, el algebra de operadores compactos
en el espacio de Hardy es igual al ideal conmutador del C*-algebra de ope-
radores Hardy-Toeplitz y el C*-algebra cociente (subalgebra del algebra de
Calkin) que resulta en dividir resulting el C*-algebra de operadores Toeplitz
por el algebra de operadores compactos es otra vez C*-isomorfo a el algebra
de funciones continuas sobre el circulo unitario. En conclusién, el C*-algebra
de operadores Hardy-Toeplitz es isomorfo (modulo operadores compactos) a
el C*-algebra de operadores Bergman-Toeplitz.

En el capitulo cuatro comenzamos con las generalizaciones de los casos
previos a dimensiones mas altas. Esta vez consideramos el espacio de Berg-
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man sobre la bola unitaria en C", definido como en el caso uno-dimensional.
En este caso, la buena geometria de la bola unitaria (dominio estrictamente
pseudo-convexo) garantiza la existencia de funciones pico, los cuales juegan
un rol importante en la caracterizacién de el C*-algebra de operadores Toe-
plitz. En el final de este capitulo obtenemos el andlogo a los casos previos de
caracterizaciéon de C*-algebra de operadores Toeplitz.

Para el espacio de Hardy sobre la bola unitaria, en el capitulo cinco, usa-
mos mas herramientas de teoria de funciones de varias variables complejas
e.g. la formula del kernel de Szego, el cual juega el mismo rol que la formula
del kernel de Poisson en el caso uno-dimensional. A lo largo de este capitulo
repetiremos varios argumentos usados en el caso del espacio de Bergman, y
nuestra caracterizacion de C*-algebra de operadores Toeplitz es similar en el
casos del espacios de Bergman y Hardy.

El propdsito del tdltimo capitulo es dar una aplicacién de los resultados
obtenidos en los capitulos previos. Resulta que en el caso de la bola unitaria
los operadores Toeplitz que son Fredholm son aquellos en donde su simbolo
nunca se anula en la frontera; entonces, el indice esta bien definido para estos
operadores. Finalmente, probamos un teorema de indice para operadores
Fredholm Toeplitz en el caso de la bola unitaria.

1.2. Operadores Fredholm

En esta seccién mencionaremos algunas propiedades importantes de los
operadores Fredholm que seran usadas a lo largo de este trabajo.

Notaciones: Sean X e Y espacios de Banach.

1. B(X,Y) denota el espacio de operadores lineales acotados de X a Y.
En el caso que X =Y, B(X) = B(X, X).

2. K(X,Y) denota el espacio de operadores compactos en B(X,Y’). En el
caso que X =Y, K(X) = K(X, X).

3. Recuerde que un operador N € B(X) es normal si NN* = N*N.

Definicién 1.2.1. Sea T € B(X,Y). T es llamado un operador Fredholm si
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1. Ker(T) tiene dimensién finita.
2. Ran(T) es cerrado en Y.
3. Coker(T) tiene dimension finita.

A continuacién probaremos que la segunda condicién de la definicion de
operador Fredholm es redundante pues es una consecuencia de la primera y
tercera condicion.

Lema 1.2.2. Sea T € B(X,Y) y sea C un subespacio cerrado de Y tal que
Y = Ran(T) @& C. Entonces Ran(T) es cerrado en 'Y .

Demostracion. Por simplicidad, suponga que T es injectiva pues Ker(T) es
un subespacio cerrado y 1" puede ser reemplazado por el operador inducido
sobre el cociente X/Ker(T). DefinaU : X@&C — Y como U(z,c) =T (x)+c.
Note que U es un isomorfismo lineal acotado. Por el Teorema del Mapeo
Abiero, U es un homeomorfismo. Por lo tanto Ran(T) = U(X @ {0}) es
cerrado. O

El siguiente teorema nos da una caracterizaciéon de los operadores Fred-
holm.

Teorema 1.2.3. A € B(X,Y) es Fredholm si y sdlo si A es invertible modulo
operadores compactos.

Nota 1.2.1. El espacio de operadores Fredholm acotados, denotado por ®(X),
es el conjunto de elementos invertibles del algebra de Calkin B(X)/K (X).

Definicién 1.2.4. Sea T un operador Fredholm. El nimero Ind(T) = Ker(T)—
Coker(T) es llamado indice de T'.

Ejemplo: Sea {e,}3°, una base ortonormal del espacio de Hilbert H.
Considere el operador traslaciéon a la derecha S : H — H, S(e,) = €1,
n > 1. Note que dimKer(S) = 0y dimCoKer(S) = 1. Entonces, S es un
operador Fredholm con Ind(S) = —1.

1.3. (*-algebras

En esta seccién repasaremos algunas propiedades sobre C*-algebras que
seran usadas en este trabajo.
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Definicién 1.3.1. Un C*-algebra A es un algebra sobre C con una norma
a — ||a|]| y una involucién a — a* , a € A, tal que A es completa con respecto
a la norma, y tal que [|ab|| < |la]|||b]||| v ||a*al] = ||a||* para todo a,b € A.

Ejemplos
1. C" es un C*-algebra con la norma euclidiana.

2. Sea H un espacio de Hilbert. B(H) y K(H) son C*-algebras con la
norma de operadores.

3. Sea N un operador normal en B(H). El C*-algebra generado por N,
denotado por C*(N) es conmutativo.

4. Sea K C C™ un conjunto compacto. El espacio de funciones continuas
con valores complejos C'(K) es un C*-algebra.

Nota 1.3.1. Sea C*(T) el C*-algebra generado por el operador acotado T'. Si
T es un operador normal, el C*-algebra C*(T) es conmutativo. Si T' no es
un operador normal, el C*-algebra C*(T') no es conmutativo. En la préxima
secccion, veremos que las C*-algebras de operadores Toeplitz son ejemplos
interesantes de C*-algebras no conmutativas.



Capitulo 2

Operadores Bergman-Toeplitz
sobre el Disco Unitario D

El punto de vista en este capitulo ha sido influenciado por [Upm] y
[Zhu]. Algunas de las aserciones en este capitulo son casos particulares de
resultados mas fuertes que pueden ser encontrados en la coleccién de pa-
pers [Upm]. En este capitulo mostraremos que los operadores Toeplitz con
simbolos polinomiales no constantes son ejemplos naturales de operadores
no normales que surgen en teoria de operadores y verifican que el algebra
generada por estos operadores Toeplitz es conmutativa médulo operadores
compactos. Desde esta caracterizacion podemos identificar que operadores
son Fredholm (invertible médulo operadores compactos) y capturar la inva-
riante numérica primaria en teoria de operadores, el indice de un operador
Fredholm. (Vea el capitulo 6 para una discusién detallada del indice de ope-
radores Fredholm-Toeplitz).

2.1. El Espacio de Bergman H?*(D)

Considere L?(ID) el espacio de Lebesgue de funciones cuadrado-integrables
sobre D con medida de Lebesgue dA(z) = dxzdy = rdrdf, y producto interno,

(f.9) = / F@g(2)dA(2)

Convencién: Productos internos seran considerados conjugados-lineales
en la primera variable.
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Las siguientes dos proposiciones dan la base para probar que el espacio de
Bergman es un espacio de Hilbert de funciones holomorfas y para mostrar
la existencia de su kernel reproductor llamado Bergman Kernel. También, se
puede probar que estas dos proposiciones son todavia ciertas si reemplazamos
el disco unitario por la bola unitaria en C™.

Proposicién 2.1.1. Sea K C D un conjunto compacto, entonces el mapeo
restriccion,

R:L*(D)NO(D) = C(K), R(f) = f|x

es continuo donde la métrica de C(K) es la métrica inducida por la norma
del infinito.

Demostracion. Sea a € Ky 2d = dist(K,0D) > 0, entonces tenemos
B(a,d) c D
Tome cualquier f € L*(D) N O(D). Como f es holomorfa, tenemos

f(z)= Z cj(z — a)’ convergiendo uniformemente sobre B(a, d)
Jj=0

Como para j # k
/ G=a) (= — a)'dA(z) = 0
B(a,d)
entonces obtenemos

[ir@praac) = | L PaAG) 2 / ez = ayPaac)

> |f(a)*Area(B(a, d))

Como Area(B(a,d)) es constante para todo a in K, entonces tenemos

[fll2 = [1f|xlloo v/ Area(B(a, d))

Esto prueba la continuidad de R.
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Proposiciéon 2.1.2. L*(D) N O(D) es un subespacio cerrado de L*(D)

Demostracion. Tomemos (f,,) una sucesién L? de Cauchy en L?(D) N O(D).
Por la Proposicién 2.1.1, (f,,) es una sucesién de Cauchy en C'(K) para todo
subconjunto compacto de D . Entonces, existe f € O(D) tal que f, — f
normalmente sobre D (i.e. converge sobre subconjuntos compactos).

Por otro lado, nosotros tenemos || f, — |2 — 0 para algin h € L*(ID) porque
L?(D) es completo. Esto implica que (f,)) converge en medida a h; entonces,
existe una subsucesion de (f,,) que converge c.s. (casi siempre) a h. Por lo
tanto, f = h c.s.; entonces, f € L?*(D)NO(D). Esto prueba que L*(D)NO(D)
es completo; en consecuencia, un espacio de Hilbert. Por lo tanto L?(D)NO(D)

es un subespacio cerrado de L?(DD).
[

Definicién 2.1.3. H*(D) := {f € C(D) : f € O(D)}** es llamado espacio
de Bergman sobre el disco unitario.

Note que H*(D) C L*([D) () O(D) es un espacio de Hilbert de funciones ho-
lomorfas.

La proyeccién ortogonal P : L?(D) — H?*(D) es llamada la proyeccién de
Bergman. Para cualquier z € D fijo; por la Proposicién 2.1.1, el map eva-
luacion

eval : H*(D) — C
eval(f) = £(2)

es continuo. Luego, por el teorema de Riesz-Frechet, existe K, € H*(D) tal
que

£6) = (K f) = [ Rolwf(w)dAGw) 1 € H(D)
D
K(z,w) := K,(w) llamado la funcién Bergman Kernel.
Notacién: Para 0 < r < 1 denotamos D, = {z € D : |z| < r}. Aho-

ra, para cualquier f € L*(D)O(D) con f(z) = > °2 d;»’ convergiendo
normalmente sobre D, definamos

[r(2) = [(2)xs,
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Luego, f.(2) = >_72, d;z) converge uniformemente sobre D,. Es claro que
fr € 1*(D)

Las funciones “restriccion” f, son bien ttilies para obtener informacién y
aproximar f € H?(D).

La prueba del siguiente lema solo requiere calculos directos; por esta razén
la omitiremos.

Lema 2.1.4.

2n+2
/ |2|*"dA(z) = , / 2"ZMdA(z) =0 Yn#m

Lema 2.1.5. f, — f en norma L*(D) para cualquier f € L*(D) () O(D)

Demostracién. Claramente |f,.(2)—f(2)] < 2|f(2)[, entonces | f.(z)—f(2)|* <
4| f(2)]?. Como f, — f puntualmente y 4|f(z)|* es integrable, por el Teorema
de Convergencia de Lebesgue obtenemmos f, — f en norma L?*(D).

[

Lema 2.1.6. Para cualquier f € L*(D) (N O(D) con f(z) = 372 d;z7 con-
vergiendo normalmente sobre D

(2", fr) =

d T2n+2
n

n—+1

Demostracion.

"L = /fT )Z"dA(z /chzzﬂ dA(z

T =0

Por la convergencia uniforme,

= d:2Z"dA(z) =d, | 2"Z™dA(z) = Ldn'r%Jr2
j
= Jb, D, n—+1

Lema 2.1.7. Sea g € L?*(D) y f € L*(D)(O(D), entonces

(9, fr) = (9, f)
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En particular
T

(" ) = n+1

donde d,, es el mismo antes mencionado.

n

Demostracion. Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz y el Lema 2.1.5,

€9, ) = (9, D = Ug, fr = DI < Mlgll2ll fr = fll2 =0
[l

La préxima proposicién muestra una base para L?(D) () O(D). Resulta
que los elementos de la base pertenecen al espacio de Bergman H?(D); por
lo tanto, el espacio de Bergman coincide con L?(D) () O(D).

Proposicién 2.1.8. Sea ¢,(2) := ¢,2" donde ¢, = ”T“ Entonces {¢n} es
una base ortonormal de L*(D) (N O(D).

Demostracion. Es facil de chequear que {¢,} es un conjunto ortonormal.
Por el Lema 2.1.7, (¢n, f) = Ccl—: para cualquier f € L*(D)(O(D) con
f(2) =22y d;#’ convergiendo normalmente.

No es dificil verificar que || f,]|? = Y02, %73”*2. Como f, — f en norma
L?y f.(z) = f(2) puntualmente, nosotros tenemos ||f.||> — ||f||* por lo

tanto, [|f]|* = >0, |Ccl:|22. Luego, tenemos que

o0

S o, £) = £

n=0

Entonces f € span{¢,}.
Por lo tanto {¢,} es una base ortonormal de L*(D) YO(D) y f(2) = > 07, ZI_Z%(Z) _
>y dnz" en norma L2

]

Corolario 2.1.9. Sea f € L*(D)(O(D) con f(2) = > 72, d;2’ convergien-
do normalmente. Entonces, f(z) = Z;O:O d;z? converge en norma L*.

Nota 2.1.1. Como ¢, € H*(D), entonces H*(D) = L*(D) (N O(D).
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Ahora tenemos las herramientas para calcular el Bergman Kernel y dar
una representacion explicita de la proyeccién de Bergman P.

Proposicién 2.1.10. Sea f € H*(D) con f(2) = Y72 d;z7 convergiendo
normalmente sobre D. Para z € D fijo, entonces tenemos

== W) )

T Jp (1 —wz)?

Demostracion. Usando serie de potencias
o0
1
e R D
— Wz
n=0

converge uniformemente sobre D x {z}. Note que

(e 9]

5 = Z(n + Dw"z"

n=0

o _do 1,
(1—w2)?2 dz'1—wz (1 —wz)

convergiendo uniformemente sobre D x {z}. Por la convergencia uniforme de
series, tenemos

= [ )

Por el Lema 2.1.7

[e.e]

(n + D)@" 2" dA(w) % S /D Fw)(n + 1)@ dA(w))="

= Z d,z" = f(z)
n=0

Nota 2.1.2. Recuerde que
() = / Ko(w) f(w)dA(w) Vf € H(D) , ¥z € D
D

Entonces,
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2.2. Operadores Toeplitz en H*(D)

Definicién 2.2.1. Para f, una funcién continua sobre I, el operador multi-
plicacién con simbolo f, m; : L*(D) — L*(D), esta definido como my(g) :=

Iy

Nota 2.2.1. [[ms(g)ll2 = [l fgllz < [ fllcllgllz = Imyllop < [1f [l
Nota 2.2.2. Como (m¢(h), g) = (h, fg) para todo h,g € L*(D), ms* = mj

Definicién 2.2.2. Para f, una funcién continua sobre D, el operador Bergman-
Toeplitz con simbolo f, Ty : H*(D) — H*(D) esta definido como Tf(g) :=
Pomyg(g)

Nota 2.2.3. Usando la caracterizacion del kernel de Bergman, tenemos

T1(0)(:) = P = 1 [ L5 daw) vo < (D)

Proposicién 2.2.3. Para todo f € C(D) tenemos
(1) | T¢llop < [1.flloo

(i) Ty =T¥

Sip e AD) :=0(D)NC(D) , entonces

(i) /T, = Ty,

(i) TeTy = Toy

Demostracion. (i) Recuerde que || P||,, = 1. Por lo tanto,

||Tf||0p = ||Pomf||0p < ||P||0p||mf||0p = ||mf||0p < [ fllo

(ii) Recuerde que P es autoadjunto. Note que podemos escribir Ty =
PmyP. Entonces, usando la Nota 2.2.2 tenemos T}" = P*m;*P* = Pm;P =
T,

f

(iii) Es facil de verificar que A(D) es un algebra. Para cualquier h € H*(D) en-
tonces existe (h,) en A(D) tal que ||k, —hl||2 — 0. Se sigue que ||ph, —ph|s —

0; por lo tanto, ph € H*(D).

Ademss, T,(h) = Pmy(h) = ¢h,i.e., T, = m,P. Entonces, T, = Pmym,P =
mesDP = Tﬂp.
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(iv) Usando (iii) tenemos TT,, = T,. Tomando adjuntos obtenemos T,,"T5" =
Ty,
Aplicando (ii) tenemos Ty = T5¢

[

Definicién 2.2.4. El C*-algebra Bergman-Toeplitz sobre D) esta definido
como el C*-algebra unitario 7 (D) := C*(T} : f € C(D)) generado por todos
los operadores Toeplitz con simbolos continuos.

Proposicién 2.2.5. T(D) = C*(T, : p € P(C)), donde P(C) denota los
polinomios sobre C

Demostracion. Sea f € C(D). Aplicando el teorema de Stone-Weierstrass
existe una sucesién de polinomios p,(z,Z) , que pueden ser escritos como
pa(2,2) = 3272, pj(2)g(2) donde p;, g; € P(C) , convergiendo uniformemen-
te a f.

Entonces, usando la Proposicién 2.2.3,

HTf - Zij*quHO;D = ||Tf—2§”:1pﬁqj‘|0p < Hf - Zp_jqj‘Hoo
j=1 j=1

Pero cada p,(z, Z) puede ser escrito como p,(z,2) = > pj(2)g;(2). Por lo
tanto
Ty € C{T,:p e P(C))

porque p, converge uniformemente a f y T, *T, € C*(T, : p € P(C)).
O

La siguiente proposiciéon muestra que 7), es un operador no-normal pa-
ra cualquier polinomio no constante p. Esto significa que hemos encontrado
nuestro primer ejemplo de C*-algebra no conmutativa generada (excepto por
polinomios constantes) por operadores no-normales.

Si formamos el cociente de 7 (D) con su ideal conmutador obtendremos un
C*-algebra conmutativa que es mas facil de estudiar. La idea clave para en-
tender 7 (D) es la caracterizacion de su ideal conmutador.

Proposicién 2.2.6. T, es un operador no-normal para cualquier polinomio
no constante p. Ademds, T (D) es un C*-algebra no conmutativa.
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Demostracion. No es dificil de verificar que la integral sobre D de cualquier
polinomio no constante es cero. Sea p cualquier polinomio no constante. Como
¢np es un polinomio no constante para todo n, tenemos que (p, ¢,) = 0. Esto
significa que p € H?(D)*; entonces, P(p) = 0. Por otro lado, (1, |p|?) # 0;
entonces, P(|p|?) # 0.

Poniendo estas cosas juntas tenemos

T,7,(1) = T,P(p) = 0

y
T;T,(1) = Ty(p) = P(|p|*) #0

Por lo tanto 7}, es un operador no-normal.
m

La siguiente proposicién es crucial en la caracterizacion de 7 (D). Al final
de la préxima seccién probaremos, como una consecuencia de la siguiente
proposicion, el C*-algebra de operadores compactos esta incluida en 7 (D).

Proposicion 2.2.7. T(D) actia irreduciblemente sobre H*(D)

Demostracion. Sea B : H?*(D) — H?*(D) una proyeccién ortogonal que con-
muta con 7 (D). En particular, Tf B = BTy sobre H?(D) para todo f € C(D).
Es claro que p(z)B(1) € H?*(D) para cualquier p € P(C). Entonces para cual-
quier p,q € P(C)

B(q) = B(T4(1)) = T;B(1) = P(¢B(1)) = ¢B(1) (2.2.1)
Luego, usando la ecuacién 2.2.1

(B(1),pq) = (pB(1),q) = (B(p), q)

Por otro lado

(B(1),pq) = (p,¢B(1)) = (p, B(q)) = (B(p), )
Entonces (B(1) — B(1),pq) = 0. Como {3 7_, p;(2)g;(2) : pj,q; € P(C)} es
uniformemente denso en C'(D), {21;:1 p;(2)q;(2) : pj,q; € P(C)} es denso en
L*(D). Esto implica que B(1) — B(1) = 0. Como B(1) es holomorfo, B(1) es
una funcién constante. Ademds como B? = By B(1) es constante, tenemos
que B(1) = B?*(1) y esto implica que B(1) = 1 o 0. Por lo tanto; por la
ecuacion 2.2.1, B=0o B = Id. O



Capitulo 2. Operadores Bergman-Toeplitz sobre el Disco Unitario D 16

2.3. Caracterizacion del Algebra de Toeplitz
T(D)

En la primera parte de esta seccién estudiaremos los operadores Toeplitz
compactos. Resulta que un operador Toeplitz es compacto si y solo si su
simbolo se anula en la frontera de D.

Lema 2.3.1. Sea {K,} sea la exhausion de D por subconjuntos compactos,
donde_
K, = B(0,1— 21). Entonces para cada K = K, la familia

n

F ={h|lg : h € H*(D),||hl]z < 1} tiene cerradura compacta en C(K)

Demostracion. Sea K = K, y ' = K, 1 para un n fijo pero arbitrario.
Denote 2r = dist(K,0F). Aplicando la Proposicién 2.1.1, 3¢ > 0 tal que

sup|h(E)| < c||h|s Yh € H*(D)

Ahora para cualquier 2y, 25 € K con |21 — 29| < r, tenemos [z1,2] C K C E
Aplicando el Teorema del Valor Medio:

[P (21) = h(22)] < supuwegey e [B (w)ll21 = 22| ... (%)

Observe que para cualquier wy € [21, 23], B(wg,r) C E. Por la Desigualdad
de la Integral del Cauchy

‘hl(wo)‘ < Sup{’h(§<w07r>|} < Sup’h(E)l

Entonces

sup |h(FE
Supwe[zhzz}‘h/(w” < |7,( )|

C
< Al
.

Usando (*) y el resultado anterior; obtenemos
c c
h(2) — h(w)| < ENbllalz — ul < Sz | vh e F
Luego F es equicontinua. Ademds, para cualquier z € Ky h € F, |h(z)| < ¢

Por el Teorema de Arzela-Ascoli, F tiene cerradura compacta en C(K).

[]
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Proposicién 2.3.2. Sea f € C(D) con flap = 0. Entonces, Ty es un opera-
dor compacto.

Demostracion. Considere {K,} y F como an el lema anterior. Sea K = K,
para cualquier n € N fijo.
Por el lema previo, el mapeo restrccion

r: H*(D) — O(K) , r(h) := hlg

es un operador compacto.
Note que el mapeo inclusién

i:C(K)— L*(D),i(g) :== gxx

es continuo porque

loxilly? = / l9xxPdA < ||g]l 2 Area(D)

Defina m,,, : H*(D) — L*({D) como m,, =ior. Como i es continuo y r es
un operador compacto, m,, también es un operador compacto.

Ahora, observe que my,,. : H*(D) — L*(D) definido como my, . := msom,,
es un operator compacto porque my es un operator acotado.

Note que fxx no es necesariamente continuo pero podemos denotar como
Tty = Pomy,, el cual es un operator compacto.

Afirmacién: fyg, — f en la norma L>®(D) cuando m — oo

Prueba:

Por la continuidad uniforme de f, dado € > 0 , existe 6 € (0,1) tal que

|z —w| <d=|f(2) — f(w)] <eVz,weD

Como {K,} es una exhauscién de conjuntos compactos encajados de D,
In € N tal que B(0,1 —6) C K,,.

Entonces, si z € D\ K,, = 3z, € 9D tal que |z — z| < § = |f(2) — f(20)| =
|f(2)| < e. Por lo tanto, |f(2) — (fxx,)(2)| < eVz € D.

Como K, C K,,, Vm >n, ||f — (fxk., )]l < € VM > n.

En consecuencia || f — (fxxk,,)|lcc = 0

Finalmente,

175 = Trxsep lop = 1 T5 sy llow < L = (Fxtac) oo = 0
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Como Ty, son operadores compactos, Ty es un operator compacto.
]

Para probar el resto de las caracterizaciones de operadores Toeplitz com-
pactos, definiremos y usaremos algunas propiedades de transformaciones de
Berezin. La tranformacién de Berezin de un operador Toeplitz recupera in-
formacion sobre el simbolo; de hecho, es una funcién continua que coincide
con el simbolo en S!.

Definicién 2.3.3. Defina para un a € D fijo, ¢,.(2) = {== Yz € D.

Claramente ¢, definida previamente es un automorfismo (M 6bius trans-
formacién) del disco unitario.

Nota 2.3.1. Note que ky(z) = ¢, (z) = &:‘:ZL'; v k, € H*D). Ademds,
Jacg,(2) = [ka(2).

Nota 2.3.2. Recuerde que el kernel de Bergman K,(z) = (1 e Y K (a) =
(K., K,) = ||K,||*. Por lo tanto, kq(2) = 7(1 — |a|?) K, tiene norma | k,|| =

7(1 - |af?)y/Ka(a) = V7.

Definicién 2.3.4. f(z) := L (k., Ty(k.)) es llamado la transformacién de Be-
rezin de f.

Nota 2.3.3.
(s Ty (k) = (key P(FRL)) = (PR, Fe) = (ks ) = / F(w) k. (w) A A(w)

Haciendo un cambio de variables,

fz) =1 / (f 0 p2) (w)dA(w)

™

Proposicién 2.3.5. f € C(D) y f = f sobre dD para todo f € C(D)
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Demostracion. Note que para cualquier a € 9D tenemos @.(w) = == — a
cuando z — a Yw € D.

Por la continuidad de f, (f o ¢,)(w) — f(a) cuando z — a Yw € Dj vy,
|[f o @(w)] < |[fllc Vw € D Vz € D.

Por el Teorema de Convergencia de Lebesgue,

Fla) = tim ~ [ (o g w)id(w) = - [ f@)da(w) = fa)

z=a T Jp

La continuidad de f sobre D se prueba usando el mismo argumento.

Lema 2.3.6. k, — 0 débilmente cuando |a| — 1

Demostracién. Recuerde que k,(z) = 7(1 — |a|?) K,(z2). Entonces
(ka, 2") = m(1 = |al*){K,, 2") = ma" (1 — |af*)

Luego
(kq,2") — 0 cuando |a] — 1

Por lo tanto, (k4, ¢,) — 0 cuando |a| — 1 . Esto significa, k, — 0 débilmente
la| — 1.
O

Teorema 2.3.7. Sea f € C(D). Ty es un operador compacto si y solo si
f € Cy(D)

Demostracion. f € Cy(D) implica que Ty es un operador compacto (esto fue
probado en Proposition 2.3.2).
Suponga que T es un operator compacto. Por la Nota 2.3.2

1

™

< 1

@) = ke, Ty (k) < — K= Nall Ty (Ra)ll2 < v/l Ty (K2l

Como k, — 0 débilmente cuando |z| — 1 y T es un operator compacto,
| T¢(k.)||2 = 0 cuando z — 1. 3

En consecuencia, f(zp) = 0, Vzy € dD. Como f y f son iguales sobre 0D,
f e Cy(D). O
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Recuerde que {¢,} 72 es una base ortonormal para H?(DD)

n+1
Vs

donde ¢,(z) = ¢, 2", ¢, =

Es también cierto que si g € H?(D)

—+00

9(2) = 3 (g, 6u)n(2)

n=0

Sea P : L*(D) — H?*(D) la proyeccién ortogonal sobre H?(D). Enton-
ces, tenemos que para cualquier g € L?(D),

—+00

P(9)(2) = Y _(P(9) $n)du(2)

n=0

Como P es autoadjunto,

P(g)(z) = 3,%(9, P(6n))du(2)
= 30220(9: Dn)Pn(2)-

Para probar que los semi-conmutadores Ty, — Ty 0T, son operadores com-
pactos, consideraremos varios casos divididos en los siguientes lemas.

Lema 2.3.8.
0, n<m

P(z"zZ™) =

“S Py N M

Demostracion. Por la férmula anterior:
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P(z"z™) = 3C{="2", du) o

— Z_OB< ¢n7 c +k¢m+k>¢k
O
= Zk 0 cnchrk < Pny Ptk > P
0, n<m
"2 G, > M.
Lema 2.3.9. T,pz« — T.» 0 T%a es un operador compacto.
0, p+k<q

Demostracion. Por el lema anterior Thoze (¢r) = P(cp2P™z7) =
CL.C. —
—’”12:’; Lpik—q, PHE>q.

0, k<q
Tza(pr) = P(cp2"z9) =

ci;qqﬁk—q(z)a k Z q.

0, k<gq
Tor(Tza(9r)) =
P( k=a) k> q.
0, k<q
| (), k2
CkCptk—q p-i-k—q 9 - q
Para k > ¢:
2
CkCptk—q Cp—q
(szzq —Tpo Tzq)((bk) ( 2 - Ckcp+k_q)¢p+k7q(2)
ap = (pken %g = Rk~ g%tk _ 1 (k+1)(p+k—g+1)—(k—g+1)(p+k+1)
ke c§+k CkCpt+k—q C;%Jrkckczﬂrk*q ™2 C;%Jrkckczﬂrqu
_ pgq
a = ee,————
k ”2512;+kckcp+k—q
+oo

— E ag converge

Sea aj definida anteriormente. Denote A = T,pze — Top 0 T5a, A(Pr) =
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Ak Ppik—q, i = 0.

kPprh—q, k<1
Defina B, (¢r) =

0, k>r
Sea h € H*(D) con ||hlls =1y h(z) = > ardy

— |ak|§ 1

| (A= BT k) =] Do asupeis 1< S, [l asupescs |

§Z|Oékz|ak§zak

k>r k>r

Entonces
I A=B, llp< ) a
k>r
Como Y ay converge,

Zak — 0 cuando r — +00
k>r

Entonces B, 2 A.

Por lo tanto A es un operador compacto.

Lema 2.3.10. Tyrza 0 Tzt — T p ryzazty €5 un operator compacto.

Demostracion. Typza = Tsa = Tha 0 Top

TZTEz = Tzlz'r = ng o Tzr

T(szr)(gqgl) = qu o} TzPElzT = qu O TZPEZ 9 TZT

TZPE‘Z OTZTEZ—T(Zer)(Equ) = qu OTZp OTEZOTZT—TEQ OT p3l OTZT = TEQO(TZP OTEZ_TZPEZ)O 2T

z
Por el lema previo, Thrza 0 T,rzt — T{,p.ry(zezt) €8 un operador compacto.
O

Lema 2.3.11. Sean ¢(z,z) y ¥(z, z) polinomios, entonces
(a) Ty 0 Towza — Tipvza es un operador compacto.

(b) Torza 0 T,y — Tiporza €5 un operador compacto.

(c) T,oTy,— T,y es un operator compacto.
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Demostracién. (a) Sea ¢(z,2) = > b; ;2% 7%
Entonces

Tgo 0 Tipza — Tcpzpfq = E bi,j (Tzaizﬁj O Lzpza — szngaizﬁj)

La prueba se sigue usando el lema anterior.
(b) ¥ (c) se prueban de manera similar.
m

Teorema 2.3.12. Sean ¢, ¥ € C(D), entonces T,0Ty, —T,, es un operador
compacto.

Demostracion. Primero, sea p(z, Z) un polinomio. Como % es continuo, existe
una sucesion g, (z, z2) — ¢ uniformemente. Entonces

1 TpoTy, —TpoTy—(Tpg, —Tpw)llop = | T,0T, n*lﬁ_TP(lln—w)HOp < HTPHOPHTQMP‘|OP+HTP(51n—¢)HOP

< Ipllsollgn = ¥llos + IPlcll@n — ¥lloc — 0 cuando n — oo

En consecuencia T, o T, — Tp,, — T, o Ty, — T}y, en norma de operator.

Por el lema previo, T), 0 T;, — T}, son operadores compactos; entonces, 1), o

Ty — Tp,y es un operator compacto.

De la misma manera, podemos mostrar que T, o T}, — T, es un operador

compacto, fijando ¢ y aproximando ¢ (uniformemente) usando polinomios.
O]

Ahora estamos listos para probar el teorema principal de este capitulo, la
caracterizacién de T (D).

Teorema 2.3.13. El Bergman-Toeplitz C*-algebra T (D) tiene como ideal
conmutador KC(H?*(D)) (operadores compactos), y existe un C*-isomorphism

v: T(D)/K(H*(D)) — C(SY)
tal que para todo f € C(D),

v(Ty + K(H(D))) = fls»
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Demostracion. El conmutador
[Ty, Ty = TyTy — TyTy = (15T, — Tyg) — (TyTy — Tyy)

es un operador compacto, por el teorema anterior.

Luego, el ideal conmutador 7'(D) generado por los conmutadores [T, T,]
esta contenido en K(H?(D))

Sabemos que 7 (D) no es conmutativo, entonces 7' (D) # 0

Como T (D) actiia irreduciblemente sobre H*(D) y por el Corolario 2 de [Arv,
p. 18], tenemos que K(H?*(D)) C T (D). Luego 7'(D) es un ideal distinto de
zero de K(H?*(D)). Por el Corolario 1 de [Arv, p.18] 7'(D) = K(H?*(D)).
Entonces,

p: C(D) - T(D)/K(H(D)) , plf) == Ty + K(HX(D))

es un C*-homomorfismo (bien definido) que es sobreyectivo.
Note que el mapeo restriccién

r:OD) — C(SY) , r(f) :== flsr

es un C*-homomorphism sobreyectivo. En efecto, para cualquier f € C/(S?)
podemos definir

z

f(z) =z f(=)siz#0y £(0):=0

2|
Claramente, f(z) € C(D) y flsr = f.

Si f € Ker(r) i.e. se elimina sobre S', entonces T} es un operador compacto
(usando el Teorema 2.3.7). Luego, existe p un C*-homomorfismo sobreyectivo
tal que por = p.

Ahora, tomemos f € Ker(p) ie. T 7 operador compacto. Por el Teorema
2.3.7, f se anula sobre S!. Esto implica que f = 0. En consecuencia 7 es
inyectivo; por lo tanto, es un C*-isomorphism.

]



Capitulo 3

Operadores Hardy-Toeplitz
sobre el Disco Unitario D

El punto de vista en las primeras dos secciones de este capitulo son influen-
ciados por [Yng], y las tltimas dos secciones siguen la linea de razonamiento
de [Upm]. Como en el caso de espacios de Bergman (Capitulo 2) mostrare-
mos que los operadores Toeplitz con simbolos polinomiales no constantes son
operadores no normales y verifican que el algebra generado por estos opera-
dores Toeplitz es conmutativa médulo operadores compactos. También, en
este caso podemos identificar que operadores son Fredholm. Discutiremos el
indice de estos operadores en el capitulo 6. Ademas, observamos que el C*-
algebra de operadores Bergman-Toeplitz es C*-isomorfo (médulo operadores
compactos) a el C*-algebra de operadores Hardy-Toeplitz.

3.1. El Espacio de Hardy H?(S!)

El propdsito de esta seccion es definir y mostrar una base ortonormal del
espacio de Hardy sobre el disco unitario. Una vez mas las funciones ”radia-
les”son bien utiles para obtener informacion sobre las funciones en el espacio
de Hardy.

Considere L?(S') ~ L?(0, 27) el espacio de Lebesgue de funciones cuadrado-

25
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integrables sobre S' con medida de Haar dm/(z) = %, y producto interno,

(f.9) = . f(2)g(z)dm(z)

[ syimzy =5 [ setyan

Definicién 3.1.1. Hz(Sl) definido como la L*(S') cerradura de {f|s1 : f €
C(D)NO(D)} es llamado espacio de Hardy sobre D

Nota 3.1.1.

Teorema 3.1.2. (2"),cz es una base ortonormal de L*(S*)

Demostracion. Se sabe que (e™),cz es una base ortonormal de L?(0,2).
Se sigue por identificacién que L?(S') ~ L%(0,2n) that (2"),cz es una base
ortonormal de L*(S).

O

Lema 3.1.3. Sea f € C(D)NO(D). Defina para cualquier r € (0,1) fr(z) :=
f(rz) Vz € D. Entonces f,|s1 — fls1 en la norma L*(S') cuando r — 1.

Demostracidn. Para cada z € S tenemos que f.(z) — f(z) puntualmente y

|fr(2) = f(2)]” < 4]|fI|2, (la norma del infinito en la derecha es considerada

sobre D). La prueba se sigue por el Teorema de Convergencia de Lebesgue.
O

Teorema 3.1.4. Sea f € C(D) NO(D) con f(z) = > 2o a;2’ convergiendo
normalmente sobre D. Entonces f(2) = > a;2) en norma L*(S").

Demostracion. Note que f,.(z) = Z;io a;r’z7 convergiendo uniformemente
sobre D. Entonces, por el lema anterior, f.(z) = Z;OZO a;r’z! converge en
norma L?(S') cuando r — 1.
Como f, — f en norma L?(S') y por la Desigualdad de Cauchy-Schwarz,
(z", fr) — (2™, f) cuando r — 1.
Pero (2", f,) = a,7™ ¥Yn > 0y 0 en otros casos. En consecuencia, (2", f) = a,
Vn > 0y 0 en otros casos. Por lo tanto, f(z) = > °2ja;2/ en norma L?,
porque (2"),ez es una base ortonormal de L*(S?).

0

Corolario 3.1.5. (2"),>0 es una base ortonormal de H?*(S').
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Demostracion. Por el lema anterior, {f|s1 : f € C(D)NO(D)} C clos{(z")n>0},
donde clos significa cerradura en L?(S'). Como clos{(z"),>0} es un subes-
pacio cerrado de L*(S'), tenemos que H?(S') C clos{(2™)n>0}-

Por otro lado, 2" € H?(S'). Por lo tanto clos{(z"),>0} C H?(S"). O

Ahora investigaremos mas el espacio de Hardy. Probaremos que podemos
extender funciones en el espacio de Hardy a funciones holomorfas definidas
sobre el disco unitario. Ademds, gracias al kernel de Poisson mostraremos
una férmula explicita para esta extension.

Teorema 3.1.6. Sea f € H*(S") con f(z) = Y72 a;2) en norma L*(S%).
Entonces f(z) = Z;io a;z! define una funcidn holomorfa en D, i.e., conver-
giendo normalmente sobre D

Demostracion. Note que 22 |a;|* = | f||* < oo. Entonces |a;| — 0. Esto

implica que 3ng € N tal que |a;| < 1Vj > ng; en consecuencia, lim sup {/|a;| <
1.
Por la férmula de Cauchy-Hadamard,

1
R=———>1
lim sup {/|a;|
Por lo tanto, >3 a;2’ define una funcién holomorfa V|2| < R; en conse-

cuencia, f(z) es holomorfo en I.
[

Corolario 3.1.7. Sea f € H*(S), entonces ||f,||s crece con r € (0,1) y
Hm, sy || foll2 = [ fll2-

.. 2/ ol oo g 2

l?emostmczon. Sea f € H*(S") con f(z) =) j—0 @7’ en norma L*. Entonces
_NT® i i

fr(2) = >2Zga;r72 converge uniformemente, entonces converge en norma

L2. Esto implica que

_ oo _ oo
103 = " la)* = lim || f,5 = > lagP =113
§=0 §=0

Definicién 3.1.8. log™ (z) := log(x) si > 1y 0 en otro caso.
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Teorema 3.1.9 (Teorema de Fatou). Sea f € H*(S'), entonces lim,_,1 f,(z) =
f(2) c.s.

Demostracion. Observe que

log™ |7, (2)| = 3 Tog™ |, (2)” <

entonces

*f, 1 f z 2 mi\z
[ o FGdmz) < 5 [ 1 0)Rdm(:)

1, = 1
= IR I3 < 51713

En consecuencia

- 1
sup / log" (=)dm(=) < LI} < oo
Sl

0<r<1

Por Teorema 3.3.3 de [Rd3, p.45], f*(2) = lim,_,; f,(2) existe c.s. Por lo
tanto f* es una funcion medible.
Por el lema de Fatou

/ |f*(2)Pdm(2) :/ lim | f,(2)|2dm(z) §h’minf/ |fr(2)2dm(2)
Sl g1 r—1 r—1 Sl

— Ve 7 2 ~ 2
han_glnf £ ()12 < (1112

Por lo tanto f* € L?(S'). Ahora, usando el Problema 17 de [Roy, p.127]
tenemos

(z”,fr) — ", fYVneZ

Como (2™),ez es una base ortonormal de L*(S1) y

(" fr) = " ) VneZ
f=f*en L*(SY). O

Nota 3.1.2. Se puede probar que f, — f en norma L%(S') (vea el Teorema
3.4.3. [Rd3, p.51]).
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Teorema 3.1.10 (Férmula del Kernel de Poisson). Sea f € H%(S'). Para
0<r<1yfeR,

Fooey L o ol _
Fre®) = o [ s po - nar

donde
1—172

P — =
(0 —1) 1 — 2rcos(0) + r?

Demostracion. Vea [Yng, p.161] .

Definicién 3.1.11. Defina

P L*(SY) — H*(S)

P(g) = Z(z”,g>z” en L? norma

n=0

Nota 3.1.3. P es claramente bien definida y es la proyecciéon ortogonal de
L?(S') sobre H%(S")

3.2. Operadores Toeplitz en H?(S!)

El resultado mas importante de esta seccion es que el C*-algebra de ope-
radores Hardy-Toeplitz actia irreduciblemente sobre el espacio de Hardy. Los
dos ingredientes mas importantes para esta prueba son la férmula del kernel
de Poisson y el teorema de Fatou.

Comenzamos con algunas definiciones y propiedades analogas a aquellas que
aparecen en el caso del espacio de Bergman.

Definicién 3.2.1. Para una funcién continua f sobre S*, el operador multi-
plicacién con simbolo f, denotado como m; : L*(S') — L?(S?), esta definido

como ms(g) == fg

Nota 3.2.1. lmg(g)ll2 = [Ifgllz < [ fllscllgllz = llmsllop < 1 f]loe-

Nota 3.2.2. Como (m;(h), g) = (h, fg) paratodo h,g € L*(S"), tenemos que
mgt =mgy
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Definicién 3.2.2. Para cada funcién continua f sobre S*, el operador Hardy-
Toeplitz con simbolo f, denotado como T : H*(S') — H?(S'), esta definido
como T¢(g) :== P omg(g)

Proposicién 3.2.3. Para todo f € C(S1), tenemos
() I Ttllop < NI flloo

(ii) T;" = Tf

Sip € H*(SY)NC(SY) , entonces

(i) TyT, = Ty,

(i) ToTy = Ty

Demostracion. La prueba es similar a la del caso del espacio de Bergman
(vea la Proposicién 2.2.3.) O

Definicién 3.2.4. El C*-algebra Hardy-Toeplitz sobre S! esta definido como
el C*-algebra unitario T (S') := C*(Ty : f € C(S')) generado por todos los
operadores Toeplitz con simbolos continuos.

Proposicién 3.2.5. T(S*) = C*(T, : p € P(C)), donde P(C) es el conjunto
de polinomios sobre C

Demostracion. La prueba es similar a la del caso del espacio de Bergman
(vea la Proposicién 2.2.5). O

Proposicién 3.2.6. T, es un operador no-normal para cualquier polinomio
no constante p. Ademds, T(S') es un C*-algebra no conmutativa.

Demostracion. Un argumento similar a el usado en la Proposition 2.2.6
funciona en esta prueba.

[
Proposicién 3.2.7. T(S') actia irreduciblemente sobre H*(S")

Demostracién. Sea B : H?*(S') — H?(S') sea una proyecciéon ortogonal
que conmuta con 7 (S'). En particular, 7yB = BT; on H*(S') para todo
fea(sh.

Note que para cualquier p € P(C) tenemos que p(z)B(1) € H*(S'). Enton-
ces, para cualquier p,q € P(C)

B(q) = B(T,(1)) = T,B(1) = P(¢B(1)) = ¢B(1) (3.2.1)
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Ademaés
(B(1),pq) = (pB(1),q) = (B(»),q)
Por otro lado

(B(1),pq) = (p,q¢B(1)) = (p, B(q)) = (B(p), q)

Luego (B(1) — B(1),pq) = 0. Ahora, si escogemos p(z) = 2"y q(z) =1y
vice versa para n > 0, obtenemos para todo n € Z

(B(1) — B(1).2") = 0

Denote f = B(1), entonces f = f,i.e., f es real sobre S'.
Usando la formula del kernel de Poisson, vemos que

o

e = Foey = o [ e -

2 Jo

Como f(e") y P.( —t) son reales, f es real sobre D. En consecuencia, f es
una funciéon real constante porque es holomorfa.
Ahora, por el Teorema de Fatou, f = a € R c.s. Como estamos trabajando
en L?(S'), podemos asumir f = a.
Desde que B? = By B(1) es constante, B(1) = B*(1) = B(B(1)) = B(a,1) =
a.B(1) implica B(1) =10 0.
Por lo tanto, usando la equacion 3.2.1, B=0o0 B = Id. O

3.3. Caracterizacion del Algebra de Toeplitz
T(Sh

El siguiente teorema muestra que los operadores Hankel con simbolos
continuos (que seran definidos luego) son compactos. Como consecuencia de
este teorema veremos que los operadores semi-conmutadores son compactos
también. Por lo tanto el conmutador ideal esta contenido en el C*-algebra de
operadores compactos.

Teorema 3.3.1 (El Teorema de Hartman). Para todo f € C(S"), el operador
Hankel
Hy:= (I — P)om;: H*(S') — H*(S")*

es compacto.
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Demostracion. Por el Teorema de Stone-Weierstrass, podemos aproximar f
uniformemente por polinomios p,(z, Z). La idea de la prueba es para mostrar
que los operadores Hankel H,, son compactos; entonces, usando la convergen-
cia uniforme de los stmbolos obtendremos que Hy es un operator compacto.
Dividiremos la prueba en tres casos.

Caso 1: f=2F k>0
Considere h € H?(S') con h(z) = > "7, ¢,2" converge en norma L?. Enton-
ces

ch (I —P)omgs(h) =0

porque (I — P)LP, entonces I — P proyecta sobre clos(z")”"L..
Por lo tanto (I — P) omy = 0. es un operador compacto.

Caso 2: f=z%,k>0
Considere h como en el primer caso. Entonces

ch (I — P)omg(h) = chzn_k

Por lo tanto (I —P)om tiene rango finito, entonces es un operador compacto.

Caso 3: Caso General
Usando los casos 1 y 2, tenemos que H,,, es un operador compacto. Como
pn — [ uniformemente, tenemos

(I =P)omy—(I=P)omy,|lop = (I =P)omsp,llop < [T = Pllopllms—pllop
< |II = Pllopllf = Pnlloc = 0 cuando k — 0

Por lo tanto (I — P) omy es un operador compacto.
m

Corolario 3.3.2. Sean ¢, v € C(S"), entonces T,0Ty, — T,y es un operador
compacto.

Demostracion.
T, 0Ty — Ty = PmyPmy — Pmyy, = Pmy(P — I)my

Se sigue del hecho de que Pm,, es un operador acotado y del teorema previo
que T, o Ty, — T,y es un operador compacto. O]
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Teorema 3.3.3. Sea f € C(S*) . Si Ty es un operador compacto entonces

f=0.

Demostracion. Claramente f € L?(S'). Entonces, f(z) = 3.7 a,2z" conver-
ge en norma L?.
Para k& > 0, tenemos que

Zan :>Tf ) Pomf Zam kZ

Entonces la matriz Toeplitz [Tf] = (b; ;) tiene entradas constantes a,_; en las
diagonales. En consecuencia, para un n € Z fijo, tenemos que by, ; = a,.
Como T es un operador compacto, b;y,; — 0 cuando 7 — oo. Por lo tanto
a, = 0; implicando, f = 0.

m

Ahora, tenemos todas las herramientas para probar nuestro teorema prin-
cipal. La prueba basicamente sigue el mismo patron que en el caso del espacio
Bergman.

Teorema 3.3.4. El C*-algebra Hardy-Toeplitz T (S*) tiene como ideal con-
mutador IC(H?*(SY)) (operadores compactos), y existe un C*-isomorfismo

T(SY/K(H*(SY)) — C(S")
tal que para todo f € C(S1),
v(Ty + K(H*(SY) = f
Demostracion. El conmutador
[Ty, Ty] o= TyTy = TyTy = (TyTy = Tyg) — (TyTy = Tyy)

es un operador compacto por el Corolario 3.3.2 .

Entonces, el ideal conmutador 77(S') generado por los conmutadores [T}, T,]
esta contenido en C(H?(S')))

Sabemos que 7 (S') no es conmutativo, entonces 77(S') # 0

Como T (S') actia irreduciblemente sobre H?(S') y por el Corolario 2 de
[Arv, p.18] , K(H?(S')) C T(S'). Entonces T'(S') es un ideal no zero
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K(H?%(S1))). Por el Corolario 1 of [Arv, p.18], T'(S*) = K(H?(S")).
Luego,

p:C(SY) = T(SY)/K(H*(SY) . p(f) = Tr + K(H*(S"))

es un C*-homomorfismo (bien definido) que es sobreyectivo.
Ahora tome f € Ker(p) i.e. Ty es un operador compacto. Por el Teorema
3.3.3, f se anula sobre S*. Por lo tanto p es inyectivo; implicando, que es un
C'x-isomorfismo.

U



Capitulo 4

Operadores Bergman-Toeplitz
sobre la Bola Unitaria B,

En los capitulos siguientes nos enfocaremos nuestra atencién en la discu-
cion de operadores Fredholm y sus indices.

Este capitulo sigue la linea de razonamiento del Capitulo 2. La bola uni-
taria es la generalizaciéon natural del unitario y probaremos que para este
caso el algebra de operadores Bergman-Toeplitz tiene basicamente la misma
estructura que en el caso uno-dimensional. Note que la bola unitaria tiene
una buena frontera, que nos permite usar funciones pico y obtener una clara
caracterizacion del ideal conmutador. Nos podemos preguntar que tanto po-
demos extender el uso de este argumento para obtener resultados paralelos
entre el disco unitario y la bola unitario. La respuesta a esta pregunta puede
ser encontrada en el contexto del apéndice, el caso del polidisco, para el cual
la frontera no es buena. El ultimo corolario de este capitulo es fundamental
para nuestra discusiéon del indice de operadores Fredholm desarrollado en el
capitulo 6.

Mucha de las aserciones en este capitulo son simples generalizaciones del

caso uno-dimensional (vea el capitulo 2); por lo tanto, omitiremos algunas
pruebas que solo requieren repetir un argumento previo.

35
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4.1. El Espacio de Bergman H?*(B,)

Considere L?(B,) el espacio de Lebesgue de funciones cuadrado-integrables
sobre B,, con medida de Lebesgue dV (z), y producto interno,

(frg)= [ [(2)g(2)dV(z)

Bn

Lema 4.1.1. Sean o« # 3 multi-indices no-negativos, entonces
<Za> Z/B> =0

Demostracion. Asumamos por simplicidad que «; # 1 y denote w = (22, ..., 25,
ag = (g, ...y ), Bo = (B2, ..., Bn) entonces

/ 22224V (2) = / 0w (/ zlo‘lzlﬁld‘/(zl)> dV (w)
n lw|<1 |z1]</1=|w|?

Claramente
2—1011 21’81 dV(Zl) =0

/l;llﬁv 1—|wl?

Por lo tanto el lema se sigue.
O

Proposicién 4.1.2. Sea K C B, un conjunto compacto, entonces el mapeo
restriccion

R:L*B,)NO(B,) — C(K), R(f) = flx

es continuo.

Demostracion. Aplicando el Lema 4.1.1 y usando el mismo argumento que
la prueba de la Proposicién 2.1.1.
m

Proposiciéon 4.1.3. L*(B,) N O(B,) es un subespacio cerrado de L*(B,,)
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Definicién 4.1.4. H*(B,,) := L*(B,) N O(B,) es llamado espacio de Berg-
man.

Proposicién 4.1.5. Denote c, = m para cualquier multi-indice no-negativo

a y defina ¢o(2) = coz®. Entonces {¢o} es una base ortonormal de H*(B,,).

Demostracién. Por el Lema 4.1.1 tenemos que {¢,} es un conjunto ortogo-
nal. Ahora tomemos que f € H?*(B,) con

f(z) = Z doz®

o] >0

convergiendo normalmente sobre B,. Aplicando un argumento similar a el
caso uno-dimensional podemos mostrar que

f(z)= Z doz®

o] >0

converge en norma L*(B,,).
Por lo tanto {@,} es una base ortonormal de H?(B,).
[l

Definicién 4.1.6. La proyeccién ortogonal P : L*(B,) — H*(B,) es llamado
proyeccién Bergman.

Nota 4.1.1. Para cualquier z € B, fijo; usando la Proposiciéon 4.1.2, tenemos
que el mapeo evaluacién eval : H*(B,) — C, eval(f) = f(z) es continuo.
Entonces, por el Teorema Riesz-Frechet, existe K, € H*(B,,) tal que

f(2) = (K., [) = ; K.(w)f(w)dV (w) Vf € H*(B,)

Definicién 4.1.7. K(z,w) := K,(w) es llamado Kernel de Bergman.

Nota 4.1.2. Es posible encontrar una representacién explicita del kernel de
Bergman para la bola unitaria (vea por ejemplo [Ran, p.183] ). El kernel de
Bergman para la bola unitaria es dado por

n!
(1 = (z,w))"*!

K(z,w) =
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4.2. Operadores Toeplitz en H*(B,)

En esta seccién todavia podemos usar la mayoria de los argumentos usa-
dos en el caso uno-dimensional y tenemos generalizaciones de los resultados
obtenidos in el capitulo 2. Sin embargo, en algunos casos nuevos problemas
técnicos surgen por la dimension.

Definicién 4.2.1. Sea f una funcién continua sobre B, . El operador multi-
plicacién con simbolo f, denotado por m; : L*(B,) — L*(B,) esta definido

como mys(g) == fg

Nota 4.2.1. lm(9)ll2 = [Ifgll2 < [ fllscllgllz = llmsllop < N[ flloc-

Nota 4.2.2. Como (m¢(h),g) = (h, fg) para todo h,g € L*(B,), entonces
myt =mj

Definicién 4.2.2. Sea f una funcién continua sobre B,,. El operador Bergman-
Toeplitz con simbolo f, denotado por Ty : H*(B,) — H?*(B,), esta definido

por T¢(g) := P omy(g)

Proposicién 4.2.3. Para todo f € C(B,), tenemos

() 17y < £l

(ii) Ty* = T§ )

Si o € A(B,) :=O(B,) NC(B,) , entonces

(ii)) T/, = Ty,

() ToTy = Ty

Definicién 4.2.4. El C*-algebra Bergman-Toeplitz sobre B, esta definido

como el C*-algebra unitario T(B,) := C*(T; : f € C(B,)) generado por
todos los operadors Toeplitz con simbolos continuos.

Proposicién 4.2.5. T(B,) = C*(T, : p € P(C")), donde P(C") es el con-
junto de polinomios sobre C"

Proposicién 4.2.6. T, es un operador no-normal para cualquier polinomio
no constante p. Ademds, T (B,) es un C*-algebra no conmutativo.

Demostracion. Un argumento similar al usado en la Proposicion 2.2.6 fun-
ciona aqui, pero necesitamos aplicar el Lema 4.1.1 y usar la base ortonormal

{0}
O
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Proposicion 4.2.7. T(B,,) actia irreduciblemente sobre H*(B,,)

Demostracion. Sea B : H?(B,) — H?*(B,) una proyeccién ortogonal que
conmuta con 7 (B,). Entonces TyB = BT} sobre H?(B,) para todo f €
C(B,).

Note que pB(1) € H%*(B,,) para cualquier p € A(B,), entonces para cualquier
P, q € A(By)

B(q) = B(q¢,1) = B(T,(1)) = T,B(1) = P(¢B(1)) = ¢B(1)

(B(1),pq) = (pB(1),q) = (T,(B(1)),q) = (T, o B)(1),q)
= ((BoT,)(1),q) = (B(p), q)
(B(p),q) = (p, B(q)) = (p,qB(1)) = (B(1),pq) = (B(1)— B(1),pq) =0

Como el algebra generado por {pg : p,q € P(C") C A(B,)} es denso en
C(B,) y C(B,) es denso en L*(B,), el algebra generado por {pq : p,q €
P(C™)} es denso en L?(0B,). En consecuencia,

B(1)-B(1)=0

Denote f = B(1), entonces f = f.i.e., f es real sobre dB,. Por lo tanto,
f = a es una funcion real constante.

Como B? = By f = B(1) es constante, B(1) = B?*(1) = B(B(1)) =
B(a,1) = a.B(1) implica B(1) =1 0 0.

Por lo tanto B =00 B = Id. O

4.3. Caracterizaciéon del Algebra de Toeplitz
T(Bn)

En esta seccion nos enfocamos en identificar el ideal conmutador de
T (B,,). Introducimos el concepto de operador Hankel el cual es una especie
de “complemento ortogonal”de un operador Toeplitz. Propiedades de opera-
dores Hankel implican propiedades de operadores Toeplitz, y vice versa. Para
nuestros propésitos usaremos solo un resultado sobre operadores Hankel, pe-
ro estos operadores son estudiados tanto como los operadores Toeplitz (e.g.
vea [Pel] ).
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Lema 4.3.1. Sea {K,,} la exhaucion de B, por subconjuntos compactos
donde
K., = B(0,1— X). Entonces para cada K = K, la familia

F ={hlg : h € H*(By), ||hl> < 1}

tiene cerradura compacta.

Proposicién 4.3.2. Sea f € C(B,) con flop, = 0. Entonces Ty es un
operador compacto.

Nota 4.3.1. Para cada a € B, existe un automorfismo (transformacién de
Mdbius) de B, satisfaciendo:

(1) gaa) =0y

(2) po0wa=1dp,

Ademas para cada zy € 0B, tenemos

lim ¢, (2) = 20 Vz € B,

a—zQ

(vea [Rd2]).
Proposicién 4.3.3. Sea f € C(B,). Entonces el operador Hankel
H; = (I — P)yms: H*(B,) — L*(B,)
es un operador compacto.
Demostracion. Para cualquier zy € 0B, tenemos que
fowa — f(20) uniformemente cuando a — 2

En particular
fows— f(z0)
en norma L*(B,). Entonces

(I =P)(fowa) =0

en norma L?*(B,) porque I — P es continuo.
Por lo tanto, por el Teorema 7 de [StZ] H; es un operador compacto. O

Corolario 4.3.4. Sea f, g € C(B,), entonces Ty o T, — T}, es un operador
compacto.
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Las funciones pico, definidas en el préximo pérrafo, juegan un rol funda-
mental en esa seccion. Estas funciones son muy utiles para obtener estima-
ciones de normas. La existencia de las funciones pico depende del dominio y
es un resultado bien conocido en la teoria de funciones de variables complejas.

Definicién 4.3.5. Sea w € 9B,,. h,, € A(B,,) es una funcién pico si [, (2)| <
1 para cualquier z € B,, con z # w, y hy(w) =1

Lema 4.3.6. Ezxiste una funcion
0B, — A(B,) C H*(B,)

w > hy,

donde h,, es una funcion pico en w.

Demostracion. Es claro que B, es un dominio estrictamente (fuertemente)
pseudo-convexo con frontera C'°. El lema se sigue por el Teorema 5.2.15 de
[Kra, p. 188].

O

Nota 4.3.2. Por la continuidad de h,, y su propiedad de funcién pico en w,
para cada vecindad abierta U C B,, de w € 0B,, existe una vecindad abierta
V C U de w relativamente compacta en U tal que

sup |he(2)| < inf Ay, (2
s o) < inf (o)

Proposicién 4.3.7. Para todo f € C(B,) y todo w € 9B,

s, T ()| (2)dV (2)
i, [ (2)PrdV (2)

Demostracion. Podemos asumir que f es una funcién de valores reales porque
podemos repetir el mismo argumento para la parte real e imaginaria de f.
También, corrigiendo con una contante, podemos asumir que f(w) = 0.

En consecuencia, dado € > 0 existe una vecindad abierta U C B, de w € 0B,
tal que sup,cy |f(2)] < e. Por la nota anterior, existe una vecindad abierta
V C U de w relativamente compacta en U tal que

— f(w) cuando n — oo

sup |hy,(2)| < inf |h,(z
s u(3)] < inf (=)
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F@)h(2)dV (2)

< [1r@IEmV e [ iR

<@/IM@WWVHVM&NWWMSWIM@W

2€Bp\U

Por otro lado

/ b (2)[P"dV (2) /\h (2)]*"dz > Vol(V )mf |how (2) "

Entonces

s, [ 2)["dV(z)
J5. !h !2"dV( )

VOZ(B \ U) ”f” (SupZGBn\U ’hw(z>’)2n
Vol(V) F\ infeey |ho(2)]

En consecuencia

SUPeB,\U [P ( fB )hu(2)["dV ()

— 0 cuando n — 0o
mf.cv |hu(z )! Is. | w(z )|2”dV( )

[]

Corolario 4.3.8. Sea f € C(B,) una funcién de valores reales no-negativos.
Entonces para cada w € OB, existe una sucesion (h,) C H*(B,) donde

L hwn(z)
(@) =

tal que
| fhnll2 — f(w) cuando n — oo

Proposiciéon 4.3.9. Sea p un polinomio en k variables no-conmutativas.
Entonces

1P(Tpys s Te)lop = [[P(f1loB,s - frlon,)lloo
donde f; € C(B,) for1 <j<k

Demostracion. Sea (by, ..., b;) € Im(filos,, - fr|los,). Defina

. 1/2
= (Z 1 fi(2) — bj|2> e C(B,)
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Claramente f tiene un cero en 0B5,,. Usando el corolario anterior, dado € > 0
existe h € H?(B,) con normal igual a 1 tal que ||fh|ls < €. Entonces para
cualquier 1 < j <k

ITy, (R) = bshll2® = [|P(fih = bh)l2* < |l fih = bihll2® < [IfR]ls* < €

Por lo tanto
|Ty,(h) — bjh|l2 < € para todo 1 < j < k

Considere los operadores de la forma Tfj1 Ty, —bj ..., donde 1 < j; < k
para 1 <[ < m. Note que

Ty, Ty, = bjyby, = Ty Ty (T —bi)bi,, b,
=1

Podemos asumir que || f;]|o < 1, asi |b;] < 1, para 1 < j < k para reducir los
célculos. Entonces

1Ty, ... Ty, (h) = bj,...bj, hll2 < Z |Ty,, . Ty, (Ty, () = bjih)bj,, by, 12

Z ’Tf]l b]th2 S me
Para cualquier n > 0 podemos escoger € > ( tal que
||p(Tf1"'Tfk)(h) - p(blv ) bk)hH? <n
Usando la desigualdad triangular

[p(by, - )| < (T T ) (W)ll2 + 0 < lp(Tpy Ty )llop +1

Como 7 era arbitrario, tenemos que

[p(by, - )| < (T, i)l op

Finalmente, como (b1, ...,b;) € Im(filsm,, .., fr|os,) era arbitrario, tenemos
que
[p(filoB,s s frlo.)lloo < Hp(va S Tfk)HOP
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Ahora tenemos toda la maquinaria necesaria para obtener nuestra carac-
terizacion del algebra de operadores Toeplitz. De nuevo, basicamente usamos
el mismo argumento que el caso uno-dimensional; sin embargo, la prueba de
la inyectividad de p, definida proximamente, requiere un argumento diferen-
te, el cual es sostenido por la proposicion anterior.

Teorema 4.3.10. El C*-algebra Bergman-Toeplitz T (B,,) tiene como ideal
conmutador K(H?(B,)) (operadores compactos), y existe un C*-isomorfismo

v T(Bn)/IC(HQ(Bn)) — C(0B,)
Demostracion. El conmutador
[Ty, Ty] = TyTy — TyTy = (T5Ty — Tyg) — (T, Ty — Tyy)

es un operador compacto porque cada semi-conmutador es un operador com-
pacto.

Entonces, el ideal conmutador 77(B,,) generado por los conmutadores [T, T,]
esta contenido en K(H?(B,,)))

Sabemos que T (B,) no es conmutativo, entonces 7' (B,,) # 0

Como T (B,) actia irreduciblemente sobre H*(B,) y por el Corolario 2 de
[Arv, p. 18], K(H?*(B,)) € T(B,). Entonces T'(B,) es un ideal no-zero de
K(H?*(B,))). Por el Corolario 1 de [Arv, p.18], T'(B,) = K(H?*(B,,)).

En consecuencia,
p: C(By) = T(B,)/K(H*(By,)) . p(f) == Ty + K(H*(By))

es un C*-homomorfismo (bien definido) que es sobreyectivo.
Note que el mapeo restriccion

r:C(B,) — C(0B,) , r(f) := flon,

es un C*-homomorphism sobreyectivo. En efecto, para cualquier f € C(0B,,)
podemos definir

z

F(2) =2l () st 2 # 0y f(0):=0

E

Claramente f(z) € C(B,) y flos, = f.
Si f € C(B,) se anula sobre 0B,, entonces Ty es un operator compacto
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(por la Proposicién 4.3.2). En consecuencia, existe p un C*-homomorfismo
sobreyectivo tal que por = p.
Ahora tome f € Ker(p) i.e. T operador compacto.
Sea A € K(H?(B,)). Entonces A esta en el C*-ideal generado por los semi-
conmutadores; en consecuencia, A = limA, donde A,, es una suma finita de
operadores de la forma

Ty, .., Ty, (TrTe — Tre)T, T,

g1y~ gm

Considere el polinomio de variables no-conmutativas con términos de la mis-
ma forma que los términos de A,,, i.e., con términos de la forma z1xs...25 (21 20—

23)Y1 -+ Y-
Usando la proposiciéon anterior y

filoB,---frlos, (Flop,Glos, — Flos,Glos,) 91|08, ---9mlos, =0

tenemos que ~
[floB. loe < 177 + Anllop

En consecuencia || f|ag, ||lse < 177+ Allop

Como f € Ker(p), flos, = 0.
Por lo tanto f =0

Corolario 4.3.11. T es Fredholm si y solo si f(z) # 0 Vz € 0B,,.

Demostracion. El anterior teorema implica que f|sp, es invertible en C(0B,,)
si y solo si T es invertible médulo operadores compactos. Por lo tanto el
corolario se sigue. O



Capitulo 5

Operadores Hardy-Toeplitz
sobre la Bola Unitaria By

No hay muchas dificultades adicionales en seguir el mismo razonamiento
usado en el caso del espacio de Bergman, excepto por la asercién de que los
operadores Hankel son compactos. Solo mencionaremos este resultado por-
que su prueba requiere argumentos sofisticados. Por otro lado, notamos que
las algebras de operadores Bergman-Toeplitz y Hardy-Toeplitz sobre la bola
unitaria son todavia C*-isomorfas modulo operadores compactos. En el con-
texto del teorema espectral podemos todavia calcular el invariante numeérico
que es invariante bajo perturbaciones compactas, el indice de un operador
Fredholm (vea el capitulo 6).

Varias de las aserciones a lo largo de este capitulo son simples generaliza-
ciones de el caso uno-dimensional (vea el capitulo 3); por lo tanto, omitiremos
algunas pruebas que solo requieren repetir argumentos usados previamente.

5.1. El Espacio de Hardy H?*(0B,)

Considere L?(9B,,) el espacio de Lebesgue de funciones cuadrado-integrables
sobre 0B,, con medida de superficie do(z), y producto interno,

(f.9) = f(2)g(z)do(2) (5.1.1)

OBnp

46
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Definicién 5.1.1. H?(9B,) definido como la L?*(0B,,) cerradura de { f|sp, :
f € A(B,)} es llamado espacio de Hardy sobre B,,.

Definicién 5.1.2. La proyeccién ortogonal P : L*(0B,) — H*(0B,) es lla-
mada proyeccion de Cauchy-Szégo.

5.2. Operadores Toeplitz en H*(0B,)

Definicién 5.2.1. Para una funcién continua f sobre 0B, el operador mul-
tiplicacién con simbolo f, denotado por m; : L?(0B,) — L*(dB,), esta
definido como my(g) :== fg

Nota 5.2.1. [[mg(g)ll2 = [Ifgll2 < [Ifllscllgll2- Por lo tanto [[myllop < [[f]loo-

Nota 5.2.2. Como (m(h),g) = (h, fg) para todo h,g € L*(B,), entonces
mgt =mgy

Definicién 5.2.2. para una funciéon continua f sobre 0B,, el operador
Hardy-Toeplitz con simbolo f, denotado por Ty : H?(0B,) — H*(0B,),
esta definido como T¢(g) := P omy(g)

Proposicién 5.2.3. Para todo f € C(0B,,), tenemos que
() 1T lop < Il

(i) Ty" = Tf

Si p € H*(0B,) N C(0B,) , entonces

(i) T(T, = T,

(i) TeTy = Toy

Definicién 5.2.4. El C*-algebra Hardy-Toeplitz sobre 0B,, esta definido co-
mo el C*-algebra unitario 7(9B,,) := C*(Ty : f € C(0B,)) generado por
todos los operadores Toeplitz con simbolo continuo.

Proposicién 5.2.5. T(9B,) no es conmutativo.
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Demostracién. Como f(z) = z; € H*(0B,), tenemos que

No es dificil verificar que f = 2, € H%(0B,)* pues basta con verificar (f, p) =
0 para cualquier polinomio p € P(C") porque P(C") es denso en A(B,).
Entonces tenemos que

Ty(1) = P(f) =0
Note que | f|* no esta en H*(0B,)", porque (|f[*,1) = [, |f*(2)|do(2) # 0.
En consecuencia

TyTy(1) = 0 TFTy(1) = Ts(f) = P(IfI*) # 0

Por lo tanto 7 (0B,) no es conmutativo.

]

Proposicién 5.2.6. 7(0B,) = C*(T,, : p € P(C")), donde P(C") es el
conjunto de polinomios sobre C"

Proposicién 5.2.7. T(9B,) actia irreduciblemente sobre H*(0B,,)

Demostracién. Sea B : H?(0B,) — H?*(0B,) una proyeccién ortogonal
que conmuta con 7 (9B,). Entonces TyB = BT} sobre H*(0B,) para to-
do f € C(0B,).

Note que pB(1) € H*(0B,) para cualquier p € P(C"), entonces para cual-
quier p,q € P(C™)

B(q) = B(ql) = B(T,(1)) = T,B(1) = P(¢B(1)) = ¢B(1)
(B(1),pq) = (pB(1),q) = (T,(B(1)),q) = (T, > B)(1), ¢)
= ((BoT,)(1),q) = (B(p),q)

(B(p).q) = (0, B(a)) = (p,qB(1)) = (B(1),pg) = (B(1)— B(1).pg) =0

Como el algebra generada por {pq : p,q € P(C")} es denso en C(9B,) y
C(0B,,) es denso en L*(0B,,), el algebra generada by {pq : p,q € P(C")} es
denso en L*(0B,). En consecuencia,

B(1)-B(1) =0
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Denote f = B(1), entonces f = f.i.e., f es real sobre 0B,,.
Usando la férmula integral de Poisson extendemos f a una funcién holomorfa
sobre B, (vea [Kra, p.55])

Pf(z) = . f(w)S(z,w)do(w) Vz € B,

define una funcién holomorfa sobre B,, donde S(z,w) es el kernel de Szego.
Pero nosotros sabemos que f es real sobre 0B,,, se sigue que P f es real sobre
B,,; entonces, Pf es constante. Por lo tanto f = a es una funcién constante
de valor real.

Como B* = By B(1) = a es constante, entonces

a = B(1) = B*(1) = B(B(1)) = B(a,1) = a.B(1) = d*

Esto implica que B(1) =1 o B(1) = 0.
Por lo tanto B =00 B = Id. O]

5.3. Caracterizacion del Algebra de Toeplitz
T(D)
Proposicién 5.3.1. Sea f € C(B,). Entonces
H; = (I — P)ym;: H*(0B,) — L*(0B,)
es un operador compacto.

Demostracion. Vea el Teorema 4.2.17 of [Upm, p. 253].
[l

Corolario 5.3.2. Sea f, g € C(B,), entonces Ty o T, — T}, es un operador
compacto.

Nota 5.3.1. Recuerde que para cualquier funcién g € A(B,) = O(B,) N
C(B,), la funcidn restriccién glsp, € H*(0B,). Por esta razén vamos a per-
mitir el abuso de notacién A(B,) C H*(0B,,) en el siguiente lema.
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Lema 5.3.3. Ezxiste una funcion
OB, — A(B,) C H*(0B,)

w > Ry,
donde h,, es una funcion pico en w.
Demostracion. Es claro que B, es un dominio estrictamente (fuertemente)
pseudo-convexo con frontera C'°. El teorema se sigue usando el Teorema

5.2.15 de [Kra, p. 188].
O

Nota 5.3.2. Por la continuidad de h,, y su propiedad de funcién pico en w,
para cada vecindad abierta U C 0B, of w € 0B,, existe una vecindad abierta
V C U de w relativamente compacta en U tal que

sup |hy(2)] < inf |hy(2)]
2€0B,\U zeV

Proposicién 5.3.4. Para todo f € C(0B,) y todo w € 0B,
Jos, f(2)|hu(2)]"do(2)
Jo, 1hw(2)|>do(2)

Demostracion. El argumento usado en la Proposicién 4.3.7 funciona para
esta prueba.

— f(w) cuando n — oo

]

Corolario 5.3.5. Sea f € C(0B,) una funcién de valores reales no-negativa.
Entonces para cada w € dB,, existe una sucesion (h,) C H*(0B,) donde

L hy"(2)
(@) =

tal que
| fhnll2 = f(w) cuando n — oo

Proposiciéon 5.3.6. Sea p un polinomio en k wvariables no conmutativas.
Entonces

||p(Tf17 "'7Tfk)||0p > ||p(f1a ey fk)Hoo
donde f; € C(0B,) para 1 < j <k
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Demostracion. El argumento usado en el caso del espacio Bergman puede

ser facilmente adaptada a esta prueba.
]

Teorema 5.3.7. El C*-algebra Hardy-Toeplitz T (0B,,) tiene como ideal con-
mutador K(H*(0B,,)) (operadores compactos), y existe un C*-isomorfismo

p:C(0B,) = T(0B,)/K(H*(0By)) , p(f) :== Ty + K(H*(0B,))
Demostracion. El conmutador
[Tfa Tg] =TTy, —T,Tf = (Tng - ng) - (Tng - Tgf)

es un operador compacto porque cada semi-conmutador es un operador com-
pacto.

Entonces, el ideal conmutador 7'(B,,) generado por los conmutadores [T, ]
es contenido en K(H?(0B,))

Sabemos que T (0B,,) no es conmutativo, entonces 7'(B,,) # 0

Como T (0B,) actia irreduciblemente sobre H?(9B,,) y por el Corolario 2 de
[Arv, p. 18], K(H?(0B,)) C T(0B,). Entonces T'(B,) es un ideal no-cero de
K(H?*(0B,)). Por el Corolario 1 de [Arv, p.18], T'(B,) = K(H?*(0B,)).

En consecuencia,
p: C(OB,) = T(OB,) /K(HXOB,)) , p(f) = Ty + K(H0B,))
es un C*-homomorfismo (bien definido) que es sobreyectivo.

Sea f € Ker(p) i.e. Ty es un operador compacto.
Sea B € K(H?*(0B,,)). Entonces B esta en el C*-ideal generado por los semi-
conmutadores; por lo tanto, A = limA, donde A, es una suma finita de
operadores de la forma

Ty, o, Ts (Tr T — Tra) Ty, , - Ty,

Considere el polinomio de variables no-conmutativas con términos de la mis-
ma forma que los términos de A,,, i.e., con términos de la forma z1xs...25 (21 20—

23)Y1 -+ Y-
Usando la proposiciéon anterior y
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tenemos
[ flloo < 1T + Anllop

En consecuencia || flloo < [T + Allop
Como f € Ker(p), tenemos que f = 0. O

Corolario 5.3.8. Ty es Fredholm si y solo si f(z) # 0 Vz € 0B,,.

Demostracion. La prueba es la misma que en el Corolario 4,4,6. O



Capitulo 6

Aplicacion: Un Teorema de
Indices para Operadores
Toeplitz

La lectura de [StZ] ha sido la motivacién para este capitulo. En es-
te capitulo mostraremos un teorema de indices para operadores Bergman-
Toeplitz y Hardy-Toeplitz sobre la bola unitaria. En dimensién uno, este teo-
rema nos da una relacién entre el indice (analitico) de un operador Freholm-
Toeplitz y el nimero de vueltas de su simbolo. Sucede que en dimensiones
mayores que uno el indice de un operador Toeplitz (con simbolo scalar) es
cero. Comenzaremos dando las propiedades bésicas de operadores Fredholm
y de los indices de estos operadores. La prueba de estos resultados pueden
ser encontrados en [BsB] y [BoS].

Teorema 6.0.9 (Teorema de Atkinson). El espacio de operadores Fredholm
es cerrado bajo la composicion, la operacion adjunto y la adicion de opera-
dores compactos.

Corolario 6.0.10. Sean A, B operadores Fredholm y K un operador com-
pacto, entonces

(i) Ind(A*) = —Ind(A)

(i) Ind(AB) = Ind(A) + Ind(B)

(111) Ind(A+ K) = Ind(A)

53
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Teorema 6.0.11 (Teorema de Dieudonne). Sea F el espacio de operadores
Fredholm. El indice es constante sobre cada componente conexa de JF.

Corolario 6.0.12. Sea D la bola unitaria B, o 0B,. Entonces, el indice
del operador (Hardy or Bergman)-Toeplitz Ty, sobre B,, es constante bajo la
homotopia

fi:D—C

donde f; no se anula en 0B,,.

Demostracion. La hiposesis que f; no se anula B, garantiza que los opera-
dores Toeplitz T}, son Fredholm. En consecuencia la homotopia, f; define un
camino continuo

t— Tft

en F porque la norma de un operador Toeplitz es menor que la norma del
infinito de su simbolo.

Por lo tanto, la prueba del corolario se sigue por el Teorema de Dieudonne.
O

Lema 6.0.13. Sea f(z) = 2™ € C(S'). Entonces Ind(Ty) = —m

Demostracién. Suponga que m es no-negativo. Para cualquier h € H?(S1)
con h = > a;2’ en norma L?, tenemos que
= 2.5=04j ) q

o
2"h = Z a;z"t
=0
[e.9]

Ty(h) = P(z"h) =Y a;z""
=0
En consecuencia dim(Ker(Ty)) = 0y dim(Coker(Ty)) = m. Por lo tanto
Ind(f) = —m.
Sim es negativo, f(z) = z=™. Por la parte (i) en el Corolario 6.0.10 tenemos
que Ind(Ty) = —(m) = —m.
[

Teorema 6.0.14. Sea f € C(0B,) y f(z) # 0 Vz € 0B,. Entonces
Ind(Ty) = —wind(f) ifn=1

Ind(Ty) =0 ifn > 1
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Demostracion. Suponga que n = 1. Sea m el nimero de vueltas de f. En-
tonces f es homotdpico a z™ con imagen en C \ {0}. Como cualquiera de
las funciones (o caminos) f; en la homotopia no toma el valor cero, T}, es
Fredholm para todo t.

Por otro lado, por el Corolario 6.0.12 el indice de T es invariante bajo la
homotopia anterior. Esto significa que

Ind(Ty) = Ind(T,m)

Por lo tanto Ind(Ty) = —m.

Sin > 1,08, = S* ! es simplemente conexo. Note que usando la homotopia
radial tenemos que f : S*"' — C\ {0} es homotépica a g(z) := G:Ei;‘
Entonces tenemos que

g: 87t st

y
p:R— St

son espacios cubrimiento de S*.
Por la Proposicién 1.33 de [Htc] existe un levantamiento g : S**~! — R de
g porque

(i (7)) = {0} € pu(mi(R)) = {0}
Claramente § es homotdpico a la funcién constante cero. Entonces g : S?"~! —
St es homotépico a una funcién constante a € S*.
Ademds, f: S?"~! — C\ {0} es homotépico a la funcién constante a.
Por el Corolario 6.0.12, tenemos Ind(Ty) = Ind(T,) = 0.

O

Ahora daremos un teorema de indice para operadores Bergman-Toeplitz
(que son Fredholm) que es similar al resultado obtenido para el caso de es-
pacio de Hardy.

Lema 6.0.15. Sea f(z) = z™ € C(D). Entonces Ind(Ty) = —m = —wind(f|s:)

Demostracion. Aplique la misma idea que el lema anterior.
m

Teorema 6.0.16. Sea f € C(B,) y f(2) # 0 Vz € OB,. Entonces

Ind(Ty) = —wind(f|s1)) sin =1
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Ind(Tf) =0 sin > 1

Demostracion. Suponga que n = 1. Sea m el numero de vueltas de f]|g1.
Entonces existe una homotopia f; con imagenes en C \ {0} entre f|gs1 y 2™
(como funcién definida sobre S'). Podemos extender la homotopia f; to g
una homotopia sobre D tal que ¢;|s1 = f;. Esta homotopfa esta definida como

z

g(2) == |z fi(=) siz#0

]
=0siz=0

Como cualquiera de las funciones (o caminos) ¢;|s1 = f; en la homotopia no
toma el valor cero, Ty, es un operador Fredholm para todo ¢.
Como go(2) = f(2) y g1(2) = 2™ Vz € S,

Ind(T,,) = Ind(Ty) y Ind(T},) = Ind(T.n)

Por Corolario 6.0.12 y el lema anterior, tenemos que Ind(Ty) = —m.
Sin > 10B, = S* ! es simplemente conexo. Como en la prueba del teorema
precedente, existe una homotopia f; : S?"~! — C\ {0} entre f|gzn—1 y f(p)
donde p es cualquier punto en S?* 1.
Podemos extender la homotopfa f; a g;, una homotopia sobre B, tal que
g¢|s2n—1 = f; como arriba.
Se sigue que

Ind(Ty) = Ind(Tyg) = 0



Capitulo 7
Apéndice

En lo que sigue mencionaremos algunos resultados (no cubiertos en este
trabajo) y referencias en donde estas aserciones estdn demostradas.
Para calcular el indice de un operador Toeplitz sobre A(0,1) C C™ para
n > 1 necesitamos caracterizar los operadores Fredholm-Toeplitz.
Para el caso del espacio de Hardy y para n = 2, tenemos que

Corolario 7.0.17. Sea f € C(T?). Entonces Ty es Fredholm sobre H?*(T?)
sty solo si

f(21,22) # 0 V(21, 20) € T?
windy (f) = windy(f) =0

donde wind;(f) es el nimero de vueltas de la funcion obtenida fijando la
variable j.
Ademds, si Ty es Fredholm entonces Ind(Ty) = 0.

La prueba de este corolario puede ser encontrada en [BoS, p.353].

Por el caso del espacio Bergman, asumiendo compacidad del operador Han-
kel Hy y Ty Fredholm, tenemos un teorema de indice andlogo al de la bola
unitaria (vea [StZ] ).

La anulacién de los indices de los operadores Fredholm Toeplitz en do-

minios de dimension alta es consecuencia de nuestro enfoque en operadores
Toeplitz con simbolos que son funciones escalares. En estos dominios, los

o7
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operadores Toeplitz con simbolos que son funciones matriciales pueden tener
indices no nulos (vea [Upm)] para los detalles).

Para C*-algebras cuyos ideales conmutadores no son contenidos en el ideal
de operadores compactos, puede ser 1til generalizar el indice de un operador
Fredholm a un indice que vive en la K-teoria de un C*-algebra. Algunos
detalles son encontrados en [Upm, Ch.5].
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