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RESUMEN

Una de las competencias docentes que debe desarrollar el futuro profesor de matematicas es mirar de
manera profesional el pensamiento matematico de los estudiantes. Por tanto uno de los objetivos de los
programas de formacion de profesores en el area de matematicas es desarrollar esta competencia. En el
Master Universitario en profesorado de Educacion Secundaria de la Universidad de Alicante se ha
desarrollado un médulo con el objetivo de desarrollar esta competencia en el dominio del limite de una
funcién en un punto. Este médulo tenia como objetivo crear oportunidades a los futuros profesores para
que anticiparan, compartieran y consensuaran una hipotética trayectoria de aprendizaje del limite de una
funcion en un punto en estudiantes de bachillerato. Los resultados muestran que el mddulo permitié a los
futuros profesores centrar su mirada en cémo los estudiantes de bachillerato aprenden el concepto de

limite destacando el potencial de las tareas disefiadas para el desarrollo de la competencia.

Palabras clave: mirada profesional; competencia docente; comprensién matematica; limite de una

funcion; aprendizaje futuros profesores de secundaria
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1. INTRODUCCION

Los resultados de las investigaciones sobre la competencia docente “mirar
profesionalmente el pensamiento matematico de los estudiantes” estan ayudando a
comprender cémo los estudiantes para profesor aprenden a usar el conocimiento de
matematicas para interpretar el pensamiento matematico de los estudiantes (Franke &
Kazemi, 2001; Sherin, Jacobs & Philipp, 2010).

Una consecuencia de estas investigaciones es la necesidad de crear modulos de
ensefianza en los programas de formacion de profesores en el area de matematicas que
permitan el desarrollo de esta competencia disefiando oportunidades que favorezcan el
aprendizaje de los estudiantes para profesor sobre cémo los estudiantes comprenden los
conceptos matematicos y cdmo progresan en su comprensién (Jacobs, Lamb, & Philipp,
2010; Sanchez-Matamoros, Fernandez, & Llinares, 2014; Wilson, Mojica, & Confrey,
2013).

Un constructo que esta ayudando a pensar en la manera en la que los estudiantes
para profesor aprenden sobre el aprendizaje de los estudiantes es las trayectorias de
aprendizaje (Wilson, Sztajn, Edgington, Confrey, 2014; Sztajn, Confrey, Wilson, &
Edgington, 2012) las cuales aportan informacion sobre como los aprendices progresan
desde formas de pensar menos sofisticadas a méas sofisticadas. Aunque se han hecho
progresos para caracterizar trayectorias de aprendizaje en diferentes dominios
matematicos (Clements & Sarama, 2009) y para conectar los estandares con el curriculo
(Confrey, Maloney & Corley, 2014), existen menos investigaciones sobre como los
estudiantes para profesor pueden reconocer la progresién en la comprension de los
estudiantes de secundaria y cOmo este reconocimiento puede ayudarles a tomar
decisiones instruccionales.

El objetivo de esta investigacion se centra en disefiar un modulo de ensefianza
donde los estudiantes para profesor, participando en una secuencia de actividades
disefiadas ad-hoc, lleguen a reconocer como los estudiantes de bachillerato progresan en

su comprension del concepto de limite de una funcién en un punto.

2. METODOLOGIA
2.1. Participantes y contexto

Los participantes del estudio fueron 22 estudiantes para profesor de educacion
secundaria (EPS) matriculados en la asignatura “Aprendizaje de las matematicas en

educacion Secundaria” del Master Universitario en Profesorado de Educacién
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Secundaria, especialidad Matematica. La asignatura se impartié durante 4 horas por
semana durante 13 semanas. Uno de los objetivos era aprender a identificar evidencias
de la comprensién de los estudiantes (mirar profesionalmente) a partir de respuestas a
tareas y proponer nuevas tareas para promover la comprension conceptual de la
concepcioén dinamica de limite de una funcion en un punto (Blazquez y Ortega, 2001;
Cottrill et al., 1996).

2.2. Disefio del Experimento de Ensefianza

Para desarrollar la competencia docente “mirar profesionalmente” el
pensamiento matematico de los alumnos de bachillerato se disefid un experimento de
ensefianza de cuatro sesiones con una duracion de horas cada una de ellas (Tabla 1).

En las cuatro sesiones los EPS realizaron diferentes actividades apoyandose en
la informacion teorica ofrecida en cada una de estas sesiones. Estas se organizaron
alrededor de 3 problemas sobre el limite de una funcién en un punto para ler curso de

Bachillerato.

Tabla 1. Secuencia de las actividades del experimento de ensefianza (moédulo de aprendizaje disefiado en

el programa de formacion)

Sesiones Actividades Documento Teoricos. Objetivo
Resolucion en grupo de la tarea 1 Documento tedrico sobre la concepcion
(Caracteristicas problemas sobre dindmica de limite
limite funcién en un punto) Crear un contexto, presentando a los
Discusion sobre la resolucion de EPS artefactos de la practica (3

1 latarea 1 problemas de los libros de textos), para
activar el conocimiento sobre los
elementos matematicos y modos de
representacion que estan vinculados al
limite de una funcién en un punto

Resolucion en grupo de la tarea 2 Crear oportunidades para que los EPS
(Anticipar respuestas sobre 3 anticipen, compartan y consensuen una

2 problemas de limite de una hipotética trayectoria de aprendizaje

funcion) del limite de una funcién en un punto

Discusidn sobre la resolucion de en estudiantes de bachillerato

la tarea

Resolucion en grupo de la tarea 3 Documento de teoria sobre una

(Reconocer comprension de los trayectoria de aprendizaje del limite de

estudiantes) una funcién en un punto

Discusidn sobre la resolucion de Identificar distintas caracteristicas de la

3y4 la tarea 3 comprension matematica en una

hipotética trayectoria de aprendizaje de
los estudiantes de primero de
bachillerato sobre el limite de una
funcidn en un punto
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En la primera sesion se les pidi6 a los EPS, distribuidos en grupos, que
resolvieran los tres problemas sobre limite de una funcién en un punto, representados en
distintos modos algebraico, numérico y grafico (Tabla 2), indicando en cada momento
qué elementos matematicos y modos de representacion se ponian de manifiesto. Para la
resolucion de la tarea se les proporciondé un documento tedrico con los elementos
matematicos que conforman el concepto de limite de una funcién en un punto (Pons,
Valls y Llinares, 2012):

a. ldeade funcion
b. ldea de aproximacion lateral por la derecha y por la izquierda:
e enel dominio
e en el rango (coincidentes o no coincidentes)
c. Coordinacién de los dos procesos de aproximacion en el dominio y en el rango

(coincidente y no coincidente).

Tabla 2. Esquema de la tarea propuesta en la sesion 1

Problema 1 Problema 2 Problema 3
en modo algebraico en modo numérico en modo grafico
Pregunta

Resuelve los tres problemas indicando en cada momento qué elementos

matematicos y modos de representacion se ponian de manifiesto.

En la sesion 2, se les formulé una tarea formada por los tres problemas

planteados en la sesion 1y tres cuestiones de tipo profesional (Tabla 3).

Tabla 3. Esquema de la tarea planteada en la sesion 2

Problema 1 Problema 2 Problema 3

en modo algebraico en modo numérico en modo grafico

Cuestiones Profesionales

A) Indica que tendria que hacer y decir exactamente Maria, una alumna de 1° de
bachillerato, en cada problema, para indicarte que ha comprendido el objetivo de
aprendizaje. Justifica tu respuesta a partir de los elementos matematicos y modos

de representacion.

B) Indica lo que tendria que hacer y decir exactamente Pedro, otro alumno de 1° de
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bachillerato, en cada problema, para que muestre que tiene ciertas caracteristicas
de la comprensién del concepto de limite pero que no ha sido capaz de alcanzar
el objetivo de aprendizaje. Justifica tu respuesta a partir de los elementos

matematicos y modos de representacion.
C) Como profesor de estos alumnos propdn tareas concretas,

e para confirmar que Maria ha alcanzado el objetivo de aprendizaje
pretendido. Justifica tu respuesta a partir de los elementos matematicos y

modos de representacion.

e para que Pedro alcance el objetivo de aprendizaje pretendido. Justifica tu

respuesta a partir de los elementos matematicos y modos de representacion.

El objetivo de estas cuestiones era analizar el potencial de los problemas
escolares (consideradas como registros de la practica) para explorar posibles
trayectorias de aprendizaje (explicitando rasgos de lo que se puede considerar diferentes
niveles de comprension en el estudiante de secundaria en la resolucion de los
problemas).

Las dos primeras preguntas tienen como objetivo generar respuestas hipotéticas
que reflejen diferentes niveles de desarrollo conceptual del concepto de limite de una
funcion en un punto en los estudiantes de primero de Bachillerato. Responder a estas
cuestiones exige a los estudiantes para profesor poner en relacion sus interpretaciones
de lo que el estudiante esta pensando y haciendo al resolver los problemas, lo que les
obliga a situarse en una “hipotética trayectoria de aprendizaje” del concepto de limite de
una funcion en un punto.

La tercera cuestion tiene como objetivo que los EPS propongan nuevos
problemas para ayudar a los estudiantes de secundaria a avanzar en la comprension del
concepto, es decir, se centra en las decisiones de ensefianza que deben tomar para
promover la transicion de los estudiantes de secundaria a lo largo de la “hipotética
trayectoria de aprendizaje” que han considerado.

En la tercera y cuarta sesion, se les pidio a los EPS que resolvieran una tarea
formada por los tres problemas planteados con la respuesta de cuatro estudiantes de
primero de bachiller a esos tres problemas y tres preguntas profesionales (Tabla 4).

El estudiante 1 y el estudiante 3 resuelven bien los tres problemas usando todos

los elementos de la concepcion dindmica de limite de una funcién en un punto en los
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tres modos de representacion, algebraico, numérico y grafico. El estudiante 2, sin
embargo, solo es capaz de realizar aproximaciones laterales y coordinaciones
coincidentes en modo gréfico (problema 3) y tiene dificultades en usar las
aproximaciones laterales no coincidentes y coordinarlas en modo algebraico y numérico
(problema 1 y 2). Por su parte, el estudiante 4, realiza aproximaciones laterales
coincidentes y no coincidentes y las coordina en modo numérico y gréafico y tiene
dificultades en realizar las aproximaciones laterales no coincidentes en modo
algebraico.

Los cuatro estudiantes se encuentran en distintos momentos de la trayectoria de
aprendizaje definida y caracterizada por las investigaciones (Pons, 2014) a partir de la
idea de coordinacion dinamica, de las aproximaciones en el dominio y en el rango
cuando las aproximaciones laterales coinciden o no, teniendo en cuenta los modos de
representacion (grafico, numérico y algebraico).

Las dos primeras cuestiones, piden a los EPS que identifiquen e interpreten
caracteristicas de la comprension de los estudiantes sobre el concepto de limite de una
funcién en un punto reflejadas en sus respuestas y que los agrupen segun estas
caracteristicas. El objetivo de estas cuestiones era determinar en qué medida los EPS
tenian una vision global de las respuestas dadas por un mismo estudiante a los tres
problemas y ver si eran capaces de identificar caracteristicas de su comprension. La
tercera cuestion tenia como objetivo analizar como los EPS tomaban decisiones de

ensefianza para favorecer el avance en la comprension del concepto.

Tabla 4. Esquema de la tarea planteada en la sesién 3y 4

Problema 1 Problema 2 Problema 3

en modo algebraico en modo numerico en modo grafico

Respuestas a los problemas

Estudiante 1

Estudiante 1

Estudiante 1

Estudiante 2

Estudiante 2

Estudiante 2

Estudiante 3

Estudiante 3

Estudiante 3

Estudiante 4

Estudiante 4

Estudiante 4

Cuestiones profesionales

1. Describe en cada uno de los problemas qué elementos matematicos de la
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concepcion dindmica de limite ha usado el ESTUDIANTE X para
resolverlos e indica si ha tenido dificultades y por qué

2. A partir de las descripciones de como el ESTUDIANTE X ha realizado los
tres problemas, ¢es posible identificar alguna caracteristica de cémo el
estudiante X comprende el concepto de limite de una funcién en un punto?
Justifica tu respuesta a partir de los elementos y los modos de representacion.

3. Considerando la comprension de limite de una funcion en un punto del
ESTUDIANTE X mostrada en la resolucién de los problemas, disefia una

tarea para mejorar esta comprension. Justifica tu respuesta.

2.3. Andlisis

Los datos que fueron analizados en esta investigacion son las respuestas
generadas por los distintos grupos a las actividades planteadas en las distintas sesiones
del modulo de ensefianza.

El analisis se realizé en dos fases. En la primera fase se observd la manera en la
que los grupos de estudiantes para profesor concebian lo que podian ser evidencias de
comprension del concepto de limite en estudiantes de Bachillerato (sesiones 1y 2) y en
la segunda fase, una vez proporcionada la informacion tedrica, se analizd los cambios
experimentados por los distintos grupos de estudiantes de profesor en relacion a como
consideraban que los estudiantes de primero de Bachillerato comprendian el concepto

de limite (sesion 3y 4).

3. RESULTADOS

La seccion de resultados esta organizada en dos apartados que muestran como el
modulo y en particular las tareas disefiadas permitid a los futuros profesores cambiar su
mirada en como los estudiantes de bachillerato aprenden el concepto de limite. Estos
cambios vienen determinados en relacién a considerar la comprension como una

dicotomia- todo/nada- 0 como progresion.

3.1. Sesiones 1y 2: La comprension como dicotomia todo/nada
En las sesiones 1 y 2 los estudiantes para profesor de secundaria entendian que

la comprensién del concepto de limite por parte de los estudiantes de Bachillerato se
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evidenciaba cuando eran capaces de coordinar, en los diferentes modos de
representacion, las aproximaciones coincidentes y no coincidentes en el dominio y en el
rango, es decir, resolvian correctamente todos los problemas propuestos. Sin embargo,
la no comprension la limitaban a ser capaces de considerar aproximaciones laterales en
el caso de que la funcion estuviera definida en el punto, sin utilizar la idea de
coordinacion, por lo que no eran capaces de resolver ninguno de los problemas
propuestos. Por ejemplo, los EPS del grupo 5 (G5) consideraron como evidencia de la
comprension del limite de una funcion en un punto que los estudiantes de Bachillerato
fueran capaces de coordinar los valores de la x en los distintos intervalos de definiciéon y
los valores de la f(x):

¢ en el modo numérico interpretando la tabla de valores

e en el modo algebraico trasladandose al numérico a través del reconocimiento de
las ramas (definicion) de la funcion en los distintos intervalos y eligiendo las
sucesiones de valores correspondientes.

e en el modo gréfico viendo el valor de la funcion en un punto en las funciones
continuas y acercandose por ambos lados en la funcion discontinua

Estas resoluciones las justificaron tal como se muestra en la Figura 1.

Figura 1. Justificaciones dadas por el grupo G5 a la resolucion anticipada de Maria
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Por su parte, los EPS de este grupo vincularon la no comprension del concepto
de limite de una funcion en un punto a que los estudiantes:

e no fueran capaces de establecer aproximaciones laterales por la derecha en los
modos algebraico y numérico y en el gréfico confundieran las aproximaciones del
dominio con las del rango.

Esta forma de anticipar respuestas para los alumnos que no habian alcanzado el

objetivo de aprendizaje la justificaron como se muestra en la Figura 2.

Por lo tanto los EPS, antes de la informacion tedrica, asociaban la idea de
comprender el concepto de limite a realizar correctamente las actividades previstas y, la
no comprension, a no usar los elementos matematicos relevantes de aproximaciones

laterales y coordinacidon en los distintos modos de representacion.

Figura 2. Justificaciones dadas por el G5 a la resolucién anticipada de Pedro
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3.2. Sesiones 3 y 4: La comprension como progresion
Tras la aportacion tedrica del modulo de ensefianza los estudiantes para profesor
de secundaria pasaron de considerar la compresién como una dicotomia a considerarla

una progresion al ser capaces de situar a los diferentes estudiantes de bachiller en
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distintos momentos de la trayectoria de aprendizaje propuesta en la informacion tedrica
proporcionada (Pons, 2014). Por ejemplo, el grupo 5 en la resolucién de la tarea 3
interpreta de forma correcta los diferentes niveles de comprension de los estudiantes de
bachillerato del concepto de limite al considerar que dos de ellos habian llegado a
comprender adecuadamente el concepto en todos sus modos de representacion, y que

los otros dos se encontraban en dos momentos diferentes de la trayectoria (Figura 3).

Figura 3. Interpretacion del G5 de la comprension de 4 estudiantes de bachillerato
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Por lo tanto, los EPS después de la informacion teodrica proporcionada en el
modulo de ensefianza asociaban la idea de comprender el concepto de limite como una
progresion al ser capaces de interpretar a través de las respuestas de los estudiante de
bachillerato los diferentes momentos de la trayectoria de aprendizaje en los que se

encuentran estos.
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4. CONCLUSIONES

En relacién a los resultados obtenidos cabe sefialar la potencialidad del médulo
de ensefianza disefiado para que los estudiantes para profesor de secundaria fueran
capaces de considerar la comprension como una progresion y no tanto como una
dicotomia en la que alumno comprende 0 no comprende.

El cambio producido por los estudiantes para profesor de secundaria en la forma
de considerar la comprension del concepto de limite de los estudiantes de bachillerato
muestra como es posible incidir en el desarrollo de la competencia docente “mirar de
manera profesional el pensamiento matematico de los estudiantes”. El grupo 5 al inicio
del modulo de formacion en la tarea que se le pedia que anticiparan, compartieran y
consensuaran una hipotética trayectoria de aprendizaje del limite de una funcion en un
punto en estudiantes de Bachillerato solo fue capaz de anticipar respuestas que
mostraban una comprensién del concepto de forma dicotomica. Tras las sesiones en las
que se les facilito informacion tedrica el mdédulo de ensefianza los estudiantes para
profesores de secundaria fueron capaces de identificar distintas caracteristicas de la
comprension del limite de una funcién en un punto en una hipotética trayectoria de
aprendizaje de los estudiantes de primero de bachillerato mostrando entonces un cambio
en su concepcion inicial de la comprension del limite asumiendo que dicha comprension
es progresiva.

Una conclusion de esta investigacion es que hacer participes a los estudiantes
para profesor de un entorno estructurado donde han tenido la oportunidad de anticipar e
interpretar respuestas de estudiantes de bachillerato, colectivamente, les ha
proporcionado una herramienta Util para reflexionar sobre el pensamiento matematico

de los estudiantes y progresar en su proceso formativo.

Reconocimientos. Esta investigacion ha recibido el apoyo del Proyecto I1+D+i
EDU2011-27288, EDU2011-29328 y EDU2014-54526-R del Ministerio de Ciencia e
Innovacion, Espafia y del proyecto para grupos de investigacion emergentes
GV/2014/075 de la Conselleria de Educacion, Cultura y Deporte de la Generalitat

Valenciana.
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