Analisis y métodos
numeéricos con Geogebra

Rafael Alvarez Sanchez
Francisco Ferrandez Agullo
Francisco Martinez Pérez
Antonio Zamora Gomez






Analisis y métodos
numeéricos con Geogebra

Cuaderno de practicas de
Matematicas Il
Grado en Ingenieria
Informatica
Universidad de Alicante

Rafael Alvarez Sdnchez
Francisco Ferrandez Agullo
Francisco Martinez Pérez
Antonio Zamora Gomez



QU0

Esta obra esta bajo una

Licencia Creative Commons
Atribucion-NoComercial-SinDerivar 4.0
Internacional.

© Autores
2015

Disponible en:
http://hdl.handle.net/10045/46891


http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/
http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/
http://hdl.handle.net/10045/46891

Analisis y métodos numéricos con Geogebra
Practicas de Matematicas 11

Cuaderno para el laboratorio, elaborado para la version 4.2 de Geogebra

Rafael Alvarez Sanchez Francisco Ferrandez Agull6
Francisco Martinez Pérez Antonio Zamora Gomez






Indice general

1. Introducciéon a Geogebra.

1.1. Caracteristicas generales de GeoGebra . . . . . . ... ... ...
1.2. Primeras construcciones con GeoGebra . . . . . . .. ... .. ..
1.3. Entrada algebraica en GeoGebra . . . . ... .. ... ... ...
1.3.1. Generalidades . . . . . ... ... oL
1.3.2. Uso de GeoGebra. Entrada Directa . . . . . .. ... ...
Nuameros y angulos . . . . . . . ... Lo

Puntos y vectores . . . . . ... oo
Rectasyejes . . . . . . oo
Funciondex . . .. ... .. . Lo

Funciones predefinidas y operaciones . . . . . .. ... ..

Lista de objetos y de operaciones . . . . . . ... ... ..

1.3.3. Uso de GeoGebra. Comandos . . . . .. .. ... .....
Comando Booleano . . . . . . ... ... ... ..., ..

NAmeros . . . . . . . oo v i i

Poligonos . . . . .. ..o

Segmentos . . . . ...

Rectas . . . . . . ..

Funciones . . . . . . . ..o

Texto . . . . . . o

Listas y Secuencias . . . . . . . ... ... ...

Hoja de Calculo . . . .. ... .. ... ... ... ..

1.3.4. Construcciones algebraicas . . . .. ... ... ... ...

© 00 0O CO 00 O WO TIJ~J~JODDHDOO O DN~ =

2. Concepto de derivada. Los teoremas de Rolle y valor medio. 13

2.1. Concepto de derivada . . . . . . . ... ... 13
2.1.1. Comentarios y reflexiones . . . . ... .. ... ... ... 21
2.1.2. Imvestigaciones . . . . . . ... .. ... L. 22

2.2. Los teoremas de Rolle y valor medio . . . .. ... ... ..... 24
2.2.1. ElteoremadeRolle . ... ... ... .. ... .. .... 24
2.2.2. El teorema del valor medio . . .. ... .. ... ..... 39

3. Analisis de graficas y optimizacion 47

3.1. Andlisisde graficas . . . . . . .. oo 47

3.2. Optimizacion de magnitudes . . . . . . . .. ... ... ... o1
3.2.1. Optimizaciéon de la longitud de cable uniendo la parte

superior de dos postes al suelo . . . . .. .. ... ... 51



3.2.2. Optimizacién de la superficie de una lata de refresco con
un volumen concreto . . . ... ...

4. Sumas de Riemann. Areas.

4.1.
4.2.
4.3.
4.4.

Sumas de Riemann . . . . ... .. .. ... .. ... ... ... .
Area bajounacurva . . . . ... ...
Area entre dos curvas quesecortan. . . . .. ... .. ... ...
Primitivas de funciones racionales . . . . . . . . .. ... ... ..

5. Resolucion de ecuaciones de una variable

5.1.
5.2.
5.3.
5.4.

Método de la Biseccién . . . . . . . . . ... L.
Método de la Secante . . . . . . . . . . ... ...
Método de Newton . . . . . . . . . . . . ... ... ... .....
Cuestionario sobre los resultados . . . . . . ... .. ... ....

6. Interpolacion

6.1.

6.2.

6.3.
6.4.

6.5.

6.6.

Interpolacién con GeoGebra . . . . . . .. ...
6.1.1. Introduccién de puntos de muestreo . . . . . . .. . ...
6.1.2. Obtencion del polinomio de interpolacién y calculo de
puntos interpolados . . . . . ... .. ...
Aproximando una funcién . . . . ... oL
6.2.1. Enfoque estatico . . . .. ... .. ... L.
6.2.2. Enfoque interactivo o dindmico . . . . . . . .. ... ...
Animacién mediante interpolacion . . . . .. ... .. ... ...
Interpolacién por Lagrange . . . . . . . .. .. ... ... ..
6.4.1. Ejemplo de interpolacién con 3 muestras . . . . . . . . ..
6.4.2. Ejercicio de interpolacién con 5 muestras . . . .. .. ..
Interpolacion por diferencias divididas . . . . .. ... ... ...
6.5.1. Ejemplo de interpolacién con 3 muestras . . . . . . . . ..
6.5.2. Ejercicio de interpolacién con 5 muestras . . . .. . ...
Interpolacion por Hermite . . . . . . . . ... .. ... ... ...
6.6.1. Interpolacién con 3 muestras . . ... ... ... .....

57
o7
63
66
69



Indice de figuras

1.1.

2.1.
2.2.
2.3.
2.4.
2.5.
2.6.
2.7.
2.8.
2.9.

2.10.
2.11.

2.12.
2.13.
2.14.
2.15.
2.16.
2.17.
2.18.
2.19.
2.20.
2.21.

2.22.
2.23.
2.24.
2.25.
2.26.

2.27.
2.28.
2.29.
2.30.
2.31.
2.32.
2.33.

Solucién a un sistema de dos ecuaciones lineales. . . . . . . . .. 4
Representacion gréafica de f(z) =€ . . . . ... ... ... 14
Didlogo para definir el deslizador €. . . . . . . . ... ... 15
Vista grafica de los ejes y el deslizador €. . . . . . .. ... ... 16
Didlogo para definir el deslizador xp. . . . . . . . .. ... ... 16
Diédlogo de propiedades de larecta R. . . . .. .. ... .. ... 17
Célculo de la pendiente m extraido de secantePP’. . . . . . . .. 18
Gréfica de la recta tangente a fen P. . . . . ... ... ... .. 19
Gréfica del tridngulo rectdngulo PP’, Az, Ay. . . . . ... ... 20
Convergencia de msecantePP" a y), para cualquier xp si Az — 0. 22
Cambio de la funcién f(x) a través de sus propiedades. . . . . . . 23
Comprobacién con cualquier intervalo de funcién derivable y con-

tinua. . . . .. 23
Representacién grafica de f(x) =2* —23+ 22 —1. . . .. .. .. 25
Localizacién grafica de los puntos de interseccion Ay B. . . . . . 26
Definicién del deslizador €. . . . . . . .. ..o 27
Ponemos el nombre a 7, a través del didlogo de propiedades. . . 28
Desplazamiento de la paralela r, conjuntamente con C. . . . . . 28
Ajuste de propiedades para la funcién derivada f/'(z). . ... .. 29
Propiedades de la recta tangente ¢. . . . . . .. ... 30
Desplazamiento conjuntode C, rp yt. . . . . . ... ... ... 31
Determinacién del valor ¢ €]a, b[ tal que m = f'(¢) =0. . .. .. 32
Utilizacién de CAS para determinar el valor ¢ €]a, b tal que m =

Flle)=0. o 33
Cambio a la funcién 23 + 222 —2z +1. . . .. ... ... ... .. 34
Cambio del punto B a través de sus propiedades. . . . . . . . .. 34
Primer punto C' con tangente horizontal. . . . . . . . . ... ... 35
Segundo punto C' con tangente horizontal. . . . . . . . .. .. .. 36
Utilizacién de CAS para determinar los valores ¢ €]a, b[ tales que

m=f(c)=0. .. . .. 37
Cambio de propiedades en k. . . . . . .. ... ... ... 38
Variacién del intervalo [a,b] desplazando la recta r. . . . . . . .. 38
Nuevo deslizador ov. . . . . . .. .. Lo 39
Modificacién a larecta r. . . . . . ... 40
Inclinacién de las rectas r y r, mediante el deslizador a.. . . . . . 40
Primer punto C con r tangencial a f(z). . . . . . ... ... ... 42
Segundo punto C' con r tangencial a f(x). . . . . . ... ... .. 43

111



2.34. Utilizacién de CAS para determinar los valores ¢ €]a, b[ tales que

65
66

67

74
(0]
7
7
78
78

79

80

Flo=100@
2.35. Teorema del valor medlo para la funcién f(x) = z* — 222 con
a=0(Rolle). . . .. ...
2.36. Utilizacién de CAS para determinar los valores ¢ €]a, b] tales que
flloy="L0=1e —
3.1. Graficodelos postes. . . . . . . .. ... oL
3.2. Grafico de los postes. Caso general. . . . . . ... ... ... ...
3.3. Tamanos de latas de refresco. . . . . ... ... ... .. ...
3.4. Area y volumen de un cilindro. . . . . .. ...
3.5. Funcién area de un cilindro. . . . . . .. . ... ...
4.1. Integral. . . . . . .. L
4.2. Rectangulo Izquierda. . . . . . .. ... ... oL
4.3. Suma izquierda de Riemann. . . . . ... ... ... ... .. ..
4.4. Rectangulo Derecha. . . . . .. .. ... ... . ...
4.5. Suma derecha de Riemann. . . . ... ... ... ... ... ..
4.6. Graficade f(x)=xe™ . ... Lo
4.7. Gréfica de f(x) =xe ™ y dreaentre oy g . - « « o . . . . . .
4.8. Gréficas de f(z) =xe "y g(z) = |xe*“’\ y zireas entre x4 y rp .
4.9. Gréficas de f(z) = —241, g(z) = 2*~1, h(z) = |-2? + 1 — (2? — 1)
YV Areas entre LA Y LB - « « « v v e e e e e e
4.10. Error al redefinir f(z) = —2? + k y forma de evitarlo. . ... ..
4.11. Gréaficas de f(z) = —22 +k (k = 4), g(z) = 2> — 1, h(z) =
|—2?+1— (22— 1)| y dreasentre za y xp . . .. .. ... ...
4.12. Integral indefinida de f(z) = %55 - - - - - - - . . ...
4.13. Integral indefinida, simplificada, de f(z) = 1417_316 .........
5.1. Valores iniciales en el método de la biseccién. . . . . . . ... ..
5.2. Segundo intervalo en el método de la biseccién. . . . . . .. . ..
5.3. Punto de corte de f con el eje de abscisas. . . . . . ... .. ...
5.4. Intervalo inicial [a,b]. . . . . . . ... ... Lo
5.5. Extremos del intervalo inicial [a1, b1] = [a,b] y valor intermedio p.
5.6. Extremos del intervalo [az, bo] y valor intermedio pa. . . . . . . .
5.7. Representacién grafica del intervalo [a1,b;] v el valor intermedio
Ple o o o v o e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e
5.8. Representacién grafica del intervalo [ag, bo] y el valor intermedio
P2 - v o e e e e s e e s e d e e e e s e e e e e e e e e e e e e e e
5.9. Representacién grafica del intervalo [ag, bs] v el valor intermedio
.
5.10. Decrecimiento exponencial de la longitud de los intervalos. . . . .
5.11. Aproximacién de una funcién f = f(z) mediante la recta secante.
520
5.13. Valor p; fuera del intervalo [a1,b1]. . . . . . . . ... ...
5.14. Sucesién de valores p;, 1 =1,2,3,--+ . . . . . ...
5.15. Representacion grafica del método de la secante, n=1. . . . . .
5.16. Representacion grafica del método de la secante n =2. . . . . . .
5.17. Representacion gréafica del método de la secante n =3. . . . . . .



5.18.
5.19.

5.20.

5.21.

5.22.
5.23.
5.24.
5.25.
.26.

6.1.
6.2.
6.3.
6.4.
6.5.
6.6.
6.7.
6.8.
6.9.

6.10.
6.11.
6.12.
6.13.
6.14.

Representacion grafica del método de la secante n =4. . . . . . . 89
Representacion grafica del método de la secante, n = 3, k = 3,

T =3 e e e e e e e e e 90
Representacion grafica del método de la secante, n = 5, k = 3,

P =2 e 91
Representacion grafica del método de la secante, n = 5, k = 4,

T =D e e e 91
Primera aproximaciéon alaraizp. . . . . . .. ... ... 92
Segunda aproximacién a laraiz p.. . . . . .. ... ... 93
Representacion grafica del método de Newton, n=1.. . . . . .. 96
Representacion grafica del método de Newton, n =2.. . . . . .. 97
Representacion gréfica del método de Newton, n =3.. . . . . .. 98
Creacién una lista de puntos de muestreo . . . . ... ... ... 102
Creacion del polinomio que pasa por dichos puntos . . . . . . .. 103
Introduccién de puntos a interpolar . . . . . . ... ... 103
Calculo de las imagenes interpoladas . . . . . ... ... .. ... 104
Interactividad . . . . . . . .. ... 104
Aproximacién a una funcién con un enfoque estatico . . . . . . . 105
Aproximacién a una funcién con un enfoque interactivo . . . . . 107
Animacidén . . . . ..o 108
Animacién extendida . . . . . ... oL oo 109
Interpolacion por Lagrange con 3 muestras . . . .. ... .. .. 111
Interpolacion por Lagrange con 5 muestras . . . . ... ... .. 112
Interpolacion por diferencias divididas con 3 muestras . . . . . . 114
Interpolacion por diferencias divididas con 5 muestras . . . . . . 115
Interpolaciéon por Hermite con 3 muestras . . . . . .. .. .. .. 117






Practica 1

Introduccion a Geogebra.

Temporizacion

Esta practica debe realizarse en dos sesiones de 2 horas presenciales y requiere
el complemento de unas 2 horas no presenciales.

= La primera sesidn presencial debe dedicarse a las secciones 1.1y 1.2.

= Antes de la segunda sesién presencial hay que dedicar unas 2 horas no pre-
senciales a las subsecciones 1.3.1, 1.3.2 y 1.3.3.

= La segunda sesién presencial debe dedicarse a la subseccién 1.3.4.

1.1. Caracteristicas generales de GGeoGebra

Rafael Losada Liste, en su articulo “GEOGEBRA: la eficiencia de la intui-
cién” indica lo siguiente:

Existe una categoria de programas conocida como Sistemas de Algebra
Computacional (CAS, en inglés), que permiten cdlculos simbélicos y numéricos
asi como representaciones simbdlicas. Otra categoria, conocida como Sistemas
de Geometria Dindmica (DGS), permiten la introduccién directa en la ventana
grafica de objetos geométricos y la representacién dindmica de los mismos; tal
es el caso de programas como Cabri, Cinderella y otros. En esta categoria de
programas, los comandos se introducen, fundamentalmente, con el raton.

Geogebra tiene algo de las dos categorias, pero no de forma separada, y
esto es lo més interesante. Combina las representaciones graficas y simbdlicas
ofreciendo ambas al mismo tiempo, lo que genera un gran valor anadido.

Se trata de un programa matematico, con herramientas para la geometria, el
algebra y el cdlculo. Por un lado, Geogebra, es un sistema de geometria dinamica.
Se pueden realizar construcciones usando puntos, vectores, segmentos, secciones
coOnica y, después se pueden cambiar dindmicamente. Por otro lado, las ecuacio-
nes y las coordenadas pueden ser introducidas directamente en la, denominada,


http://www.geogebra.es/pub/la_eficiencia_de_la_intuicion.pdf
http://www.geogebra.es/pub/la_eficiencia_de_la_intuicion.pdf
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barra de entrada. Asi, GeoGebra tiene la capacidad de hallar derivadas e in-
tegrales de funciones y ofrece un repertorio de comandos propios de andlisis
matematico. Estas dos opciones de visualizacién caracterizan GeoGebra: una
expresion en la ventana algebraica corresponde a un objeto a la zona gréafica y
viceversa.

Nada menos que siete facetas muy interesantes saltan a la vista al aproxi-
mamos a Geogebra, sin adentrarnos todavia en su funcionalidad:

» Es gratuito y de cédigo abierto (GNU GPL).
= Esta disponible en espafol, incluido el manual de ayuda.

= Presenta foros en varios idiomas, el castellano entre ellos
http://www.geogebra.org/cms/.

= Ofrece una wiki en donde compartir las propias realizaciones con los
demas.

s Usa la multiplataforma de Java, lo que garantiza su portabilidad a sistemas
de Windows, Linux, Solaris o MacOS X.

» Las realizaciones son facilmente exportables a pédginas web, por lo que
podemos crear paginas dindmicas en pocos segundos.

= Ha recibido una serie de prestigiosos premios.

Descarga del campus virtual el archivo Guia de introduccién a Geogebra 4.2.pdf
(también disponible en http://www.geogebra.org/help/geogebraquickstart_es.pdf)
v lee desde el comienzo hasta el primer ejemplo en la pagina 2.

1.2. Primeras construcciones con GeoGebra

En esta seccién proponemos la creacion de construcciones simples que, en
muchos casos, pueden ser parte de construcciones mas complejas. Cada cons-
trucciéon deberds grabarla en un archivo con el nombre que se indique. Para
empezar debes crear una carpeta cuyo nombre debe ser PRACTICAL1 en la que
almacenarés todas las construcciones de esta practica.

= Realiza el primer ejemplo de la gufa de introduccién a Geogebra 4.2 (Cir-
cunferencias en un Tridngulo) y almacena la construccién guiada por el
ratén en el archivo PR0O1-0laCircTriang.ggb (Archivo/Guardar Como)
y la construccién utilizando la barra de entrada en el archivo PRO1-
01bCircTriang.ggh.!

= A continuacién realiza el ejemplo 2: Derivada y Tangente de una Funcidn,
de la guia. Almacena la construcciéon de la primera versién en el archivo
PRO1-02aTgFunc.ggb y la segunda versiéon en PR0O1-02bTgFunc.ggb y la
construccién sin recurrir al comando en PR01-02¢TgFunc.ggh. 2

1Si haces uso de la utilidad copiar y pegar ahorrards mucho tiempo.
2 Atencién: la ecuacién de la recta t:X=A+rv, en la pagina 6 de la gufa, no es correcta.
Corrigela.


http://www.geogebra.org/cms/
http://www.geogebra.org/help/geogebraquickstart_es.pdf
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= Realiza, ahora, el ejemplo 3: Resolucién de un Sistema de Ecuaciones, de
la gufa y almacena la construccién en el archivo PR01-03aSistema.ggb.

En la siguiente construcciéon vamos a resolver geométricamente un sistema
de dos ecuaciones con dos incdgnitas cualquiera. Almacena la construccién en el
archivo PR01-03bSistema.ggb

Las dos ecuaciones representaran dos rectas en el plano y = mix + by e
y = max + by. La solucién al sistema se obtendra en el punto de corte de ambas
rectas.

= Define dos deslizadores —~ | m; y b; (el subindice se obtiene tecleando
m_1y b_1), para la primera ecuacién; utilizando los valores por defecto.

= Crea la primera recta tecleando en la barra de entrada l; : y = myx + b;.
Concretamente, debes teclear 1_1: y = m_1 x + b_1.

= Define ahora dos deslizadores para la segunda ecuacién, ms y bs, con los
valores por defecto.

= Crea la segunda recta tecleando Iy : y = maox + bo.

= Crea los siguientes textos: "Recta 1_1: " + 1_1
"Recta 1_2: " + 1_2.

= Para obtener el punto de interseccién, A, de las dos rectas utiliza la he-

rramienta Interseccion X

= Crea el texto dindmico "Solucién: x = "+ x(A)+ ", y = " +y(4).
Con z(A) se obtiene la abscisa del punto de intersecciéon A y con x(B) la
ordenada.

En la figura 1.1 se muestra una imagen de la construccién.
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2 PROL-03bSistema ggb [P FE
Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda
3 @)
GO EENTE o
» Vista Algebraica »_Vista Gréfica
= Nimero
-3 by=21 m=16
3 b3
o om =16 by=21
3 my=11
= Punto —
3 A=-{18,498) g
= Recta
3 lpy=16x+21 by=3
-
3 Lpy=11x+3
o
2 T o 1 3 3 3 3 ] 7 s 3 o
B
- Rectal,y=y=1.6¢+ 21
Rectalyy=y= 11043
= Solucion x=1.8,y= 4.98
-4
K]
-
Entraga: <)

Figura 1.1: Solucién a un sistema de dos ecuaciones lineales.

Ahora, realiza la construccién del ejemplo 4: Interseccién de Funciones Po-
linémicas, de la guia y almacena la construccién en el archivo PR01-04FunPol.ggh.

1.3. Entrada algebraica en GeoGebra
1.3.1. Generalidades

Las representaciones algebraicas de los objetos matemdticos (como valores,
coordenadas y ecuaciones) se exponen en la Vista Grafica. Se pueden crear y
modificar objetos usando la Barra de Entrada al pie de la pantalla de GeoGebra.

Siempre se debe pulsar la tecla Enter tras ingresar la definicién de un objeto
en la Barra de Entrada.

En esta seccién se pedird en muchas ocasiones que consultes la sintaxis de
determinados comandos con la intencién de que conozcas su manejo. Debes leer
atentamente las instrucciones y los ejemplos que en ellas figuran, introduciendo
en la Barra de Entrada los comandos que aparezcan en los ejemplos. Crearas
tantos archivos nuevos como consideres conveniente y almacenarlos con los nom-
bres PR0O1-05«texto identificativo».ggb

Nombrando Objetos

Se le puede asignar un nombre a un objeto cuando ha sido creado usando la
Barra de Entrada:

= Puntos: En GeoGebra los nombres de los puntos, se distinguen por ser
siempre letras mayusculas. Basta, entonces, con anotar el nombre (por
ejemplo: C, P) y un signo igual antes de las coordenadas.
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Ejemplos: C = (2, 4), P = (1; 180°), Complejo = 2 + i

= Vectores: Para distinguirlos de los puntos, GeoGebra reserva la letra mintscu-
la para los vectores. Nuevamente, se debe anotar el nombre (sea., v, u) y
un signo igual frente a las coordenadas del vector.

Ejemplos: v = (1, 3), u = (3; 90°), complejo = 1 -2i.

= Rectas, circunferencias, secciones cénicas: Estos objetos pueden definir-
se por su nombre seguido de dos puntos antecediendo a su ecuaciéon o
comando.
Ejemplos: gty =x+3,¢: (x1) "2+ (y-2) "2=4, hyp:x " 2-y " 2
= 2.

= Funciones: Se pueden ingresar con un nombre que las caracterice como
» 40N

tales, por ejemplo, f(x) ="6 ”g(x)="previo a la ecuacién de tal funcién
o de los comandos correspondientes en juego.

Ejemplos: h(x) =2x + 4, q (x) = x "~ 2, trig(x) = sin(x)

Si no se le asigna un nombre a un objeto manualmente, GeoGebra lo hace
automéaticamente, por orden alfabético. Los nombres de los objetos pueden es-
tar indexados. Para establecer un indice en el nombre de un objeto, basta con
emplear el subguién o guién bajo. Por ejemplo A; se anota como A_1y Sap
como S_{AB}. El guién bajo precede al o a los subindices.

Rétulos reservados: Hay algunos rétulos que no pueden asignarse a los
objetos: x, y, z, Ejex, Ejey, Ejez. En la lista de simbolos desplegable desde cual-
quier instancia de entrada (como la Barra de Entrada, basicamente), se incluyen
los siguientes caracteres especiales que identifican a las siguientes constantes:

= 7 - la constante entre la circunferencia y su didmetro, pi.

= ¢ - el numero de Euler, usual en la correspondiente funciéon exponencial

er.

= ¢ - la unidad imaginaria, que identifica el componente imaginario en los
ndmeros complejos como en z = 3 + .

= inf - simbolo del infinito
= false - valor légico falso
= true - valor légico verdadero

En tanto los nombres de variables como e 0 7 no se hayan asignado ain, se los
mantiene asociados a las constantes especificas que representan y automaética,
y convenientemente, se interpretan en tal sentido.

1.3.2. Uso de GeoGebra. Entrada Directa

GeoGebra puede operar con numeros, angulos, puntos, vectores, segmentos,
rectas, secciones cdnicas, funciones y curvas paramétricas. Es posible ingresar
estos objetos en la Barra de Entrada anotando sus coordenadas o ecuaciones y
pulsando la tecla Enter.



6 1.3. ENTRADA ALGEBRAICA EN GEOGEBRA

Te recuerdo que puedes consultar la ayuda de GeoGebra pulsando la tecla
F1, lo que hard que se abra el navegador en la URL
http://wiki.GeoGebra.org/es/Pagina_Principal
y se muestre la pagina principal del manual de usuario. También, que puedes
descargar en la direccién http://www.GeoGebra.org/help/docues.pdf el docu-
mento de ayuda de la versién 3.2 en formato pdf.

Numeros y angulos

Consulta en la pagina principal del manual de usuario el enlace

Objetos generales — Nimeros y Angulos
También puedes consultar la pagina 41 del documento de ayuda de la version
3.2.

Puntos y vectores

Consulta en la pagina principal del manual de usuario el enlace
Objetos Geométricos — Puntos y Vectores
También puedes consultar la pagina 42 del documento de ayuda de la version
3.2.

Rectas y ejes

Consulta en la pagina principal del manual de usuario el enlace
Objetos Geométricos — Lineas y Ejes
También puedes consultar la pagina 42 del documento de ayuda de la version
3.2.

Funcién de x

Consulta en la pagina principal del manual de usuario el enlace
Acerca de los Objetos — Funciones
También puedes consultar las paginas 43 y 44 del documento de ayuda de la
version 3.2.

Funciones predefinidas y operaciones

Consulta en la pagina principal del manual de usuario el enlace
Operadores y Funciones Predefinidas
También puedes consultar las paginas 44, 45 y 46 del documento de ayuda de
la version 3.2.

Lista de objetos y de operaciones

Consulta en la pagina principal del manual de usuario el enlace
Objetos generales — Listas
También puedes consultar la pagina 47 del documento de ayuda de la versiéon
3.2.


http://wiki.GeoGebra.org/es/P\penalty \@M \hskip \z@skip \unhbox \voidb@x \bgroup \let \unhbox \voidb@x \setbox \@tempboxa \hbox {a\global \mathchardef \accent@spacefactor \spacefactor }\accent 19 a\egroup \spacefactor \accent@spacefactor \penalty \@M \hskip \z@skip \setbox \@tempboxa \hbox {a\global \mathchardef \accent@spacefactor \spacefactor }\spacefactor \accent@spacefactor gina_Principal
http://www.GeoGebra.org/help/docues.pdf
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1.3.3. Uso de GeoGebra. Comandos

Con la ayuda de los comandos podemos crear nuevos objetos o modificar los
existentes. El resultado de un comando puede nominarse ingresando un rétulo
sucedido por el signo ”=".

En el ejemplo que sigue, un nuevo punto se llamara S: la interseccion de dos
rectas g: y = x+1 y h: y = -x-1 produce un nuevo punto, que puede ingresarse
como S = Intersecalg,h]. Te recuerdo que también se pueden usar subindices
con los nombres de los objetos: A; 0 Sap, se anotan como A_1 y s_{AB}, res-
pectivamente.

Al ir anotando el nombre de un comando en la Barra de Entrada, GeoGebra
intenta completarlo automaticamente para facilitarnos la tarea. Esto implica que
después de ingresadas las dos primeras letras en la Barra de Entrada, GeoGebra
las completard con el nombre del primer comando del listado alfabético que las
tenga como primeras dos iniciales. Colocando el cursor entre los corchetes y
pulsando alli la tecla Enter, queda aceptado el comando sugerido.

Los comandos pueden clasificarse segiin su funciéon o funciones dado que
pueden emplearse con diversos propésitos y su modalidad puede incluso cambiar
segun el contexto en que operen. Por ejemplo, la Longitud de un segmento y la
de una lista por mencionar el caso mas ilustrativo.

También podemos hacer uso del icono de la parte inferior derecha para mos-
trar todos los comandos, clasificados. Pulsando el botén ”"Pega’lo tendremos
escrito en la Barra de Entrada.

A continuacién se enumeran una serie de comandos de los que debes consul-
tar su sintaxis. No olvides leer atentamente las instrucciones y los ejemplos que
en ellas figuran, introduciendo en la Barra de Entrada los comandos que apa-
rezcan en los ejemplos; asi como crear tantos archivos nuevos como consideres
conveniente y almacenarlos con los nombres PR01-05«texto identificativo».ggb.

Una forma rapida de encontrar la ayuda en linea consiste en desplegar la
ventana Ayuda de Entrada pulsando el icono situado en la parte inferior derecha,
desplegar la opcién Todos los Comandos, situar el cursor sobre el comando sobre
el que se desea ayuda y pulsar el botén Expone Ayuda en Linea.

Comando Booleano

= Si

Numeros

= Integral
= Jteracion
= Longitud

= Pendiente

Poligonos

= Poligono
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Segmentos

= Segmento

Rectas

= Recta

= Tangente

Funciones

= Derivada
= Funcién
= Integral
= Polinomio

= Simplifica

Texto

» FérmulaTexto (Latex en la versién 3.2)

Listas y Secuencias

= Anexa

= Elemento

= Primero

= Listalteracién
= Encadena

= Ultimo

= Secuencia

= Suma

= Extrae

Hoja de Calculo

= RangoCelda
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1.3.4. Construcciones algebraicas

Construccién 1.1. Guarda la construccion en el archivo PR01-06-1.1Lista.ggb

A partir de los los vectores uy = (1,1) y ug = (2,2) crea las listas L1 y Lo
conteniendo a los vectores uy,us y usg,uy, respectivamente.

Utiliza los comandos Suma[L_1], Suma[L_2] y observa el resultado.

Crea ahora una lista Ls como suma de las listas Ly y Lo y otra lista Ly
como suma de Lo, L.

Compara las listas L1 y Lo por un lado y las listas Ly y Ly.

Crea una lista Ls multiplicando la lista Lo por 8 y otra lista Lg dividiendo
la lista Ly por 4.

Compara las listas Lg y Lo * 2.

Construccién 1.2. Guarda la construccion en el archivo PR0O1-06-1.2Trian.ggb

Construye un tridngulo, con la herramienta poligono, en el cuadrante de
abscisas y ordenadas positivas.

Crea un tridngulo de vértices (0,0), (—1,0), (0,1) haciendo uso del co-
mando Poligono.

Crea una lista Ly con los dos tridngulos.

Construccién 1.3. Guarda la construccion en el archivo PR01-06-1.3Elem.ggb

Define dos funciones, f(x) = x> —1 y g(x) = —2% + 1.
Crea una lista Ly con las dos funciones.
Crea una lista Ly con los numeros 1, 2.

Crea una lista L3 con las listas Ly y Lo.

Haciendo uso del comando Elemento extrae

el elemento 1 de la lista Ls,
e ¢l elemento 2 de la lista L3,
e ¢l elemento 1,1 de la lista L3,
e ¢l elemento 1,2 de la lista Ls,
e ¢l elemento 2,1 de la lista Ls,

e ¢l elemento 2,2 de la lista Ls.

Construccién 1.4. Guarda la construccion en el archivo PR01-06-1.4Poli.ggb

Define la funcién f(x) =+ —xz2 4 25.

= Asigna a la variable n el valor 0, edita las propiedades del objeto y activa

las opciones: muestra objeto, muestra rotulo, deslizador con valores de 0
a 5 e incremento 1.
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» Mediante el comando Secuencia, genera una lista Ly con los puntos (i, f(i)),i =
0,---n.

= Desplaza el deslizador para que recorra los valores de n, desde 0 hasta 5 y
observa la evolucion de la lista Ly y los puntos sobre la grdfica de f.

» Utiliza el comando TablaTexto para generar una tabla dindmica de texto
conteniendo los puntos generados.

n Sitda el cursor sobre Objetos Libres de la ventana algebraica, pulsa el boton
derecho del raton y activa la opcion Objetos Auziliares.

s Utiliza el comando Poligono para generar un poligono cuyos vértices son
los puntos de la lista L.

= Cambia el incremento del deslizador n a 0.5, asi como el incremento en
la Secuencia utilizada tanto para generar la lista como la tabla de texto.

Construccién 1.5. Guarda la construccion en el archivo PR0O1-06-1.5HojaC.ggb
» Activa la vista de la Hoja de Cdlculo.

» Asigna a la variable 1 el valor 1, edita las propiedades del objeto y activa
las opciones: muestra objeto, muestra rétulo, deslizador con wvalores de 1
a 3 e incremento 1.

= Asigna a la variable v el valor 0, edita las propiedades del objeto y activa
las opciones: muestra objeto, muestra rotulo, deslizador con valores de —5
a 5 e incremento 1.

» Asigna a la casilla Al el valor (v,v) (teclea “=(v,v)”), a A2 el valor
(v,v+1), a A3 el valor (v+1l,v+1) y a A4 el valor (v+1,v).

s Asigna a la casilla Bl el valor de la casilla A1+ 21. Sitia el cursor sobre
la casilla B1, pulsa el boton derecho del raton y copia. Selecciona ahora
las casillas B2 a B4 (ratén sobre B2, pulsa boton izquierdo del ratén y
arrastra hasta la casilla B4) y pega. De esta manera en cada casilla de la
columna B tenemos los puntos de la columna A desplazados 21.

» Utilizando el comando RangoCeldas y Poligono (hay que anidar) crea el
Cuadrado; cuyos vértices son los puntos en la columna A y el Cuadrados
cuyos vértices son los puntos en la columna B.

= Observa qué se consigue si desplazamos los valores de los deslizadores | y
.

Construccién 1.6. Guarda la construccion en el archivo PR01-06-1.6Arco.ggb

s Asigna a la variable n el valor 1, edita las propiedades del objeto y activa
las opciones: muestra objeto, muestra rotulo, deslizador con wvalores de 1
a 15 e incremento 1.

» Define la funcion f(z) = —2% + 1 en el intervalo [—1,1]. Sélo se debe
mostrar la grifica de f en ese intervalo.
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= Divide el intervalo [-1,1] en n subintervalos de igual longitud, [x;, x;y1]
con x1 = —1, xpy1 = 1 y, utilizando el comando Secuencia, genera una
lista, x;, con los valores x;, i =1,--- ,n+1.

s Combinando los comandos Secuencia y Elemento, genera una lista, P;,
con los puntos de la curva cuyas abscisas son los valores de la lista x;.

= Combinando los comandos Secuencia, Segmento y Elemento, genera una
lista, l;, con los segmentos que unen los puntos de la lista P;.

= Utilizando el comando Suma, crea una variable Suma que devuelva la
suma de las longitudes de los segmentos de la lista l;.

= Se sabe que la longitud del arco de curva que has representado es, aproxi-
madamente, 2.96 (consulta la ayuda del comando Longitud o bien el apar-
tado dedicado a la Longitud de una grdfica en el tema 2 de teoria). Observa
qué sucede con la suma de las longitudes de los segmentos a medida que
aumenta el valor de n.
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Practica 2

Concepto de derivada. Los
teoremas de Rolle y valor
medio.

Temporizacion
Esta practica debe realizarse en dos sesiones de 2 horas presenciales.
= La primera sesién presencial debe dedicarse a la seccién 2.1.
= La segunda sesion presencial debe dedicarse a la seccién 2.2.

Si acabaras la tarea programada antes del tiempo estimado, debes pasar a la siguien-
te actividad programada. Por el contrario, si no acabaras en en tiempo programado
deberas dedicar el tiempo que necesites para acabar la tarea en horas no presenciales.

Cada construccion deberas grabarla en un archivo con el nombre que se indi-
que. Para empezar debes crear una carpeta cuyo nombre debe ser PRACTICA2
en la que almacenarés todas las construcciones de esta practica.

2.1. Concepto de derivada

En esta seccién vamos a visualizar la relacién existente entre la derivada de
una funcién f en un punto P = (z, f(x)) y la tangente a la grafica de f en ese
mismo punto. Comprobaremos que la pendiente de la recta secante que pasa
por P = (z, f(z)) y P' = (z + Az, f(z + Az)) tiende al valor de la derivada
en el punto P a medida que Az tiende a 0, esto es, tiende a la pendiente de la
recta tangente a f en P.

Dividimos la actividad en varios pasos, comenzando por la representacién
grafica de la funcién que vamos a derivar.

13
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Esta primera construcciéon debes almacenarla en un archivo al que llamaras
PR02-01aConDeriv.ggb.

PASQO 1: Representacion grafica de una funcién.

Vamos a trabajar inicialmente con la funcién f(z) = e*. Para introducir esta
expresion, seleccionaremos en el ment Apariencias la opcién Algebra y graficos.
En la barra de entrada de comandos usaremos el desplegable de simbolos pro-
porcionado por el botén a (que aparece al entrar en edicién en la barra de
entrada) para escribir el ndmero e y utilizaremos el operador ~ para elevar a x

flz) =¢€"z.

Una vez introducida la funcién ya obtenemos su gréfica (figura 2.1):

Figura 2.1: Representacién grafica de f(x) = e®.

Utiliza el desplazamiento & para que te queden los ejes como en la figura
2.1, esto es: el eje de abscisas entre —10 y 10 y el de ordenadas entre —3 y 14
(mds o menos); te puedes ayudar de la rueda del ratén para ampliar o reducir,
segun convenga. Puedes, también, situar el raton sobre la ventana gréafica, pulsar
el botén derecho y elegir la opcién vista gréfica. Como habras comprobado, la
vista depende, en definitiva, del tamafio del panel, el tamano de la ventana
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de GeoGebra y la resolucién de pantalla fijada en el ordenador en el que se
esté trabajando.

PASO 2: Control de la disminuciéon del incremento.

a=2

Para controlar la disminucién de Az usaremos un deslizador .

Fijaremos su intervalo de —1 a 17, incremento 0.01, ancho 300 (pestafia
Deslizador), y le pondremos por nombre £ (letra griega Xi, pronunciada [ksi])
letra que debe seleccionarse del desplegable de simbolos que proporciona el botén
a que aparece al entrar en la edicién del campo para nombre (figura 2.2)

a/Bly|G|e|f|n|8|1I|K

Mp|lv|E|lo|p|la|lT|u|g

O|X|w w|lFA|O|w|la|l
—

e D - == 2 <
- c=|c|g|?*|*|°|i|wm|e P
@ Nimera e «|»| € |
© Angulo g ]

© Entero [T] Aleatorio
Intervala | Deslizadar | Animacidn
Min: |-1 Wax |17 Incremento: 0.01

Figura 2.2: Didlogo para definir el deslizador £.

Utiliza el botén derecho del ratén para situar el deslizador en la esquina
superior izquierda, como se muestra en la figura 2.3.



16 2.1. CONCEPTO DE DERIVADA

e . e weerE

3 e
.
DR EEECEPEN [z

» Vista Algebraica » Vista Grafica
= Funcion

D fx) = &
= Nimero g=-1
[ 13

A
.

ABC,

|

a2

oF
) & ¥

Figura 2.3: Vista grafica de los ejes y el deslizador &.

Crearemos Az en funcién de este control introduciendo en la barra de en-
trada, y ayudados por el desplegable de simbolos que proporciona el botén «
que aparece al entrar en edicién en la barra de entrada, la siguiente expresion

Ax =1/2¢

Por dltimo, crearemos otro deslizador (intervalo de —1 a 0.3, incremento
0.01, ancho 300) para 2 p . Observa en la figura 2.4 cdmo se escribe el subindice
P en el nombre de la variable.

r 2
Deslizador =)
@ Nimero Nombre
© Angulo P
() Entero [] Aleatorio

Intervalo | Des\izadnrl Animacidn

Win: -1 Max: 03 Incremento: | 0.01

Figura 2.4: Didlogo para definir el deslizador = p.

Utiliza el botén derecho del ratén para situar el deslizador bajo el otro.
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PASO 3: Creacién de un punto P y otro préximo P’.

Para definir el punto P usaremos xp y f(xp), introduciendo en la barra de
entrada P = (zp, f(zp)), esto es, P=(x_P,f(x_P)).

El punto préximo, P’, lo definiremos introduciendo en la entrada la expresiéon
P' = (zp + Az, f(zp + Ax))

Recuerda que GeoGebra distingue las letras maytsculas de las mintusculas
en los nombres de las variables asi como que puedes utilizar la flecha de cursor
del teclado para recuperar en la barra de entrada las instrucciones introducidas
con anterioridad.

PASQO 4: Obtencion de la recta y su pendiente.

Para crear la recta que pasa por P y P’, introduciremos en la barra de en-
trada el comando

secantePP’=Rectal[P,P’].

Cambiaremos a continuacién sus propiedades (utilizando el ment de edicién o el
contextual del botén derecho del ratén) fijando el estilo del trazo a discontinuo
(en la pestana FEstilo), grosor de trazo 5, color rojo (255,0,0), y la forma de
expresar su ecuacién (en la pestana Algebm) a y = ar + b; como se ve en la
figura 2.5.

EEEEES >

= Funcién
@ f

= MNimero "
-G *p Ecuacion: y=ax+b -
-@
= Punto
-@ P

Bisico | Culurl Esmu‘ Algebra |kvaﬂzadu| Programa de GulénfScnplmg‘

@ P
= Recla
» secantePP'

Figura 2.5: Didlogo de propiedades de la recta R.

Aunque la pendiente se obtiene de forma inmediata en la forma en que ahora
expresamos la ecuacién de la recta (y = ax + b = pendiente a), vamos a definir
una variable m que la obtiene en general, para lo que introduciremos en la barra
de entrada el comando

m=Pendiente [secantePP’],

como se muestra en la figura 2.6.
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s Ventana Auda

LN [ ] oo g

ista Gréfica @@

=1

Figura 2.6: Célculo de la pendiente m extraido de secantePP’.

PASO 5: Calculo de la derivada

Obtendremos la derivada de f(z) introduciendo f'(x) (o bien
f’ (x)=Derivadalf(x)]) en la barra de entrada y su valor en zp con la expre-
sién yp» = f'(xzp). Puedes desactivar la representacion gréfica de f’(z) ya que
coincide con la funcién f(x). Se puede desactivar desde sus propiedades o direc-
tamente pinchando en la bolita que usa como vineta en la ventana algebraica
(panel de la izquierda).

Nota: La regla para la derivada de una funcién exponencial f(z) = ¢* es f'(x) =
¢® Inc, asi que para el caso particular de f(z) = €%, la funcién y su derivada
coinciden: f(z) = f'(z) = €* lne.

PASO 6: Recta tangente a la grafica de la funcion f en el punto P e
incrementos Az, Ay.

Asigna a las variable yp el valor f(zp). Para generar la recta tangente a la
grafica de la funcién f en el punto P = (zp,yp), utilizaremos la forma de la
recta punto pendiente y — yp = m(x — xp); siendo en este caso el punto P y la
pendiente m = y» = f'(xzp) por lo que introduciremos en la barra de entrada
el comando

tangenteP: y - y_P = y’_P (x - x_P)

Cambiaremos, a continuacién, sus propiedades fijando el grosor de trazo en 5, el
color azul (51,51,255) y dlgebra en el formato y = ax + b (figura 2.7). Ya hemos
comentado con anterioridad, que en la forma simplificada de la ecuacién de la
recta y = ax + b, el valor a de la pendiente se obtiene de forma inmediata.
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Observa que el tridngulo rectdngulo, en color rosa, que nos muestra la pen-
diente m de la recta secante PP’ tiene base 1y altura m (asf es como lo muestra
GeoGebra). Vamos a dibujar el tridngulo rectdngulo cuya hipotenusa es el seg-
mento PP’ y, por tanto, cuya base es Az = (zp + Ax) — xp y cuya altura es

Ay = f(xp+ Az) — f(xp); de esta manera la pendiente de la recta secante PP’
se puede expresar como el cociente

Ay f(zp+ Az) — f(zp)

msecantePP' = =
o o e
Archivo Edita Vista Opciones Heramientas Ventana Ayuda
B
A X ) . a=2 @l

NEREEENCERNESE 05
» Vista Algebraica » Vista Grafica
= Funcidn

5 fx) = &

O F(x) = & =1 b

Numero

> m=349 =0

3.19

5 %=0

5 Y=

O ¥p=1 " tangentsP

5 Bx =2
@ g=A
= Punto 10
=@ P=(0,1)
=@ P'=(2,7.39)

o Q-1

;

O secantePP'y=3.49x+1
@ tangenteP:y=x+1
= Segmento

@ nx=2
@ By=639

Ay _ flrp+ Ar) = flzy)
ms ntePP = — == ———"—"
sccante i~ ~

=319

Entrada:

Figura 2.7: Gréfica de la recta tangente a f en P.

Necesitamos determinar, en primer lugar, las coordenadas del vértice (que
denotamos por ) correspondiente al dngulo recto. La abscisa de @ viene dada

por zp + Az y la ordenada por f(xp); asi pues escribiremos en la barra de
entrada

Q=(x_P +Ax,f(x_P))

A continuacién trazamos el segmento que une el punto P con @ ' y obtenemos
el cateto base del tridngulo. Dibujando el segmento que une el punto P’ con Q
obtenemos el cateto altura.

Vamos a cambiar las propiedades de los dos segmentos dibujados, fijando
el color en rojo, estilo de trazo discontinuo, mostrar rétulo nombre y valor;
asignamos al segmento PQ el nombre Az y al segmento P’Q el nombre Ay.
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Observa que GeoGebra renombra autométicamente la variable que habiamos
definido con anterioridad con el mismo nombre Az y le asigna el nombre Azx;.
Introduce en la barra de entrada el comando

msecantePP' = Ay/Ax

y observa que coincide con el valor de m, como era de esperar.

Para que el dibujo quede més nitido, oculta objeto y rétulo de @ y oculta
objeto y rotulo de m.

Consulta en la pagina principal del manual de usuario el enlace
Caracteristicas Avanzadas — LaTeX . También puedes consultar las péginas
35 y 36 del documento de ayuda de la versién 3.2.

Finalmente, utiliza la herramienta Inserta Texto ABC para escribir el texto

A Ax) —
msecantePP' = =Y — flo+az) - f(@) = objeto msecantePP’
Ax Ax
y cambia el tamano del texto insertado a pequeno; obtendrds un resultado se-

mejante al de la figura 2.8.

dita Vista Opciones Heramientas Ventana Ayuda

A . 4 k a2 Elige y Mueve D
° /(,l "‘/\‘vl ®v [ LN\ =) | Amastraro seleccionar objetos (Escy D
() Objetos Libres * sedantePP’
D 1= erx !
2 %70 1
W@ E=A =1
) Gbjetos Dependientes
0 P=(0,1) 2
. [
I
%=0
= msecantePP’ = 3,1945
O secantePP:y=3.1945x + 1 10
- tangenteP:y =x + 1
OYe=1
@ Ax=2 B
5 B, =2
@ Ay=6.3891
8
7
o
s
4
a
] | .
! ! msecamePP"Afy’M’S 1945
24 7 | T Ax B
|
|
) .
Ax=
!
b
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Figura 2.8: Grafica del tridngulo rectdngulo PP’, Az, Ay.

PASQO 7: Comprobacion de que la pendiente de la recta secante que pasa
por los puntos P y P’ tiende a la pendiente de la recta tangente a [ en el
punto P.
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Cambia la configuracién en Opciones — Redondeo a 4 Lugares Decimales
para poder ver los valores con mayor precision.

Sitia el deslizador de £ en el valor mas pequeno y el de xzp en 0. Si desplazas
hacia la derecha el deslizador £ el incremento Axz se reduce cada vez més y
tiende a 0, esto supone que el punto P’ tienda al punto P y la recta secanteP P’
tienda a la recta tangenteP.

Puedes comprobar, adem4ds, que el valor de la pendiente de la secantePP’,
msecanteP P’ se aproxima a yp = f'(xp) a medida que disminuye Az, conver-
giendo en el limite. Este hecho se puede expresar de la siguiente forma

A
lim msecantePP’ = lim =Y
Az—0 Az—0 Ax
—  m flzp + Az) — f(zp)
Az—0 Ax
= yp
= f'(zp)

que expresa la definiciéon de la derivada de una funcién en un punto.

2.1.1. Comentarios y reflexiones

Puedes variar también el valor de xp con el otro deslizador para comprobar
el hecho de que msecantePP’ tiende a yp = f'(zp) cuando Az tiende a 0 se
cumple para cualquier punto de la grafica de f (observa la figura 2.9).

Almacena esta nueva construccion en el archivo PR02-01bConDeriv.ggh (Guar-
dar como).
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€3 PRO2-01ConDeriv.ggb o e e |
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G P=(1,27183)
20 Q=(1,03679)
= Recta
10 secantePPy=1.1752x+1
-G tangenteP:y=0.3679x + 0.7
= Segmento
G Ax=2
@ ny=23504

tangentsP

msecantePP =

Ay flap+ Ar)— flan _
Ar A. T

v

‘ i » .

Entrada:

Figura 2.9: Convergencia de msecantePP’ a y}, para cualquier xp si Az — 0.

2.1.2. Investigaciones

Prueba ahora con otras funciones f(z). Sélo tienes que cambiar el valor de
la funcién en sus propiedades (en el ment de edicién o el meni contextual del
botén derecho del ratén). Puedes usar los desplegables que aparecen a la derecha
para elevar al cubo o al cuadrado, o usar el operador “en otras ocasiones (observa
la figura 2.10). También puedes introducir directamente la nueva funcién
f(z) =23 -32% + . + 1.

Almacena esta nueva construccién en el archivo PR02-01cConDeriv.ggb.
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Figura 2.10: Cambio de la funcién f(x) a través de sus propiedades.

Directamente nos encontraremos con el mismo mecanismo con el que poder
deslizar la tangente a lo largo de la nueva curva (figura 2.11):
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~
~
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~
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e v— 0.73

"

< i ’

Entrada:

Figura 2.11: Comprobacién con cualquier intervalo de funcién derivable y con-

tinua.

Nota: Puede ser necesario que cambies los extremos del intervalo para el
deslizador xp si deseas que el punto P tome determinados valores.
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2.2. Los teoremas de Rolle y valor medio

Con la actividad propuesta en esta seccién se pretende que puedas visualizar
la interpretacion gréafica de los teoremas de Rolle y del valor medio.

2.2.1. El teorema de Rolle

Recordemos, en primer lugar, el enunciado del teorema de Rolle.

Teorema 2.1 (Teorema de Rolle). Sea f : [a,b] = R una funcion continua y
derivable en el intervalo |a,b[. Si f(a) = f(b), entonces existe ¢ €|a,b[ tal que

f'(e) =0.

PASO 1: Representacion grafica de una funcidn.

Trabajaremos inicialmente con la funcién polinémica f(z) = 2* — 2% +2% -1
que que es continua y derivable en todo R. Este hecho nos facilitara la eleccién
de un intervalo [a,b] apropiado en el que verificar el teorema de Rolle. Para
ello debes seleccionar en el meni Apariencias la opcién Algebra y gréficos e
introducir en la barra de entrada el comando necesario para obtener su grafica
(figura 2.12) (tienes la solucién en la nota a pie de pégina al final de esta

préctica*). Guarda la construccién correspondiente a esta funcién en el archivo
PRO2-02aRolle.ggb
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Figura 2.12: Representacién grafica de f(r) = 2* — 23 + 22 — 1.

Utiliza Desplazar Vista Grdfica par centrar los ejes en la ventana grafica.

PASO 2: Establecimiento de un intervalo [a,}] en el que f(a) = f(b).

Si f(a) = f(b) = k, la recta que pasa por los puntos A = (a, f(a)) y B =
(b, f(b)) es horizontal (paralela al eje de abscisas) y, por tanto, su pendiente
m = 0. Su ecuacién viene dada por la expresion y = 0z + k = k y corta a la
grafica de la funcién f precisamente en los puntos A y B.

Inicialmente vamos a dar a k el valor 3, introduciendo en la barra de entrada

k=3

a continuacién dibujamos la recta horizontal y = k tecleando

r:y==k

Ahora vamos obtener los puntos de corte, Ay B, entre la recta r y la funcién
f, para ello debes consultar la sintaxis del comando Interseca (particularmen-
te Interseca[<Objeto>, <Objeto>, <Ntumero (o valor numérico) del Punto de
Interseccién>| y teclear en la barra de entrada los comandos necesarios para
asignar al punto A la primera interseccién y al punto B la segunda interseccién
como se muestra en la figura 2.13 (muestra nombre y valor para los dos puntos)
Tienes la solucién en la nota a pie de pégina al final de esta practica”
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También se puede hacer uso del icono Interseccion de Dos Objetos ><, pero
en esta practica vamos a utilizar la primera opcién.

£ PRO2-02aRolle.ggb =]
Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda
ENECPERANTED
DREREDERNEE R
» Vista Algebraica » Vista Gréfica
= Funcién
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9 B=(151,3)
= Recta &
@ ony=3
s
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A= (1 B=(1.51,3)
2
1
q
o
1o ) ] 7 5 5 5 5 3 A \ ) A H 5 1) 3 ] T 5 ;) k)
2
a
&
©
K
R P——
Entrada: ]

Figura 2.13: Localizacion gréafica de los puntos de interseccién A y B.

Extraemos a y b de los puntos A y B mediante la funciéon = en la barra de
entrada

PASO 3: Asignacion de valores a c € [a,b] mediante un deslizador.

Para poder extender el valor ¢ que se menciona en el teorema de Rolle
atendiendo a futuros valores que puedan tomar a y b, usaremos una variable
independiente como deslizador, con nombre &, rango de 0 a 1, incremento 0,001
y ancho 300 (figura 2.14)
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Figura 2.14: Definicién del deslizador &.

Como utilizamos un incremento de 0,001 interesa cambiar la configuracién
del Redondeo en Opciones a 3 Lugares Decimales.

Ahora vamos a definir ¢ en funcién de a, b y £, introduciendo en la barra de
entrada

c=a+E&x(b—a)

Observemos que € € [0, 1] y que para £ = 0, ¢ = a; a medida que desplazamos
el deslizador hacia la derecha £ aumenta hasta llegar al valor 1 y en este caso
c=a+1-(b—a)=b; por tanto c recorre todos los valores del intervalo [a, b].

Para que se visualice en la grafica de f(z) la posicién con la que se corres-
ponde el valor ¢, definiremos el punto correspondiente C' = (¢, f(c)).

Podemos desplazar el punto C' por la curva f(z) entre los puntos A y B
moviendo el deslizador ¢ desde 0 hasta 1. Compruébalo.

Podemos recorrer el deslizador con las teclas de cursor (selecciondndolo pre-
viamente y pulsando dichas teclas. Este recorrido se puede acelerar o desacelerar
combinando las teclas de cursor. Si combinamos las teclas de cursor con la de
Control, se acelera el recorrido ya que el incremento es diez veces el prees-
tablecido y si las combinamos con la tecla Alt el incremento es cien veces el
preestablecido. Si la combinacién se hace con la tecla Mayisculas, el recorrido
se desacelera ya que el incremento disminuye a la décima parte de lo preesta-
blecido. Compruébalo.

PASO 4: Localizacién de la recta horizontal (paralela a y = k) que pasa
por C = (c, f(c)).

Ahora vamos a representar la recta paralela a r que pasa por C haciendo uso
de Recta Paralela ;"f, seleccionando primero uno de los dos objetos y luego el
otro. Cambiaremos el nombre asignado por defecto a la recta paralela por el de

rp ¥ mostraremos el nombre (figura 2.15):
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= Funcién =%

én |
ey : o | Algebra | Avanzada | Programa de Guidn - Scripting|
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Figura 2.15: Ponemos el nombre a 7, a través del didlogo de propiedades.

Ahora con el deslizador movemos conjuntamente el punto C' y la paralela r,
(figura 2.16):

ERNE
£ 5 )
) Vista Algebraica ) Vista Grafica
= Funcién
@) =x —x*+x—1 8
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G C=(0.962,1672)
< Reda
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L : [
%
1
4
o
1o ) 5 7 ) 5 A 5 3 Bl \u h 3 5 3 3 [ H [ H k)
2
a
a
-
B
7
=
« i v
Entrad| Qo)

Figura 2.16: Desplazamiento de la paralela r, conjuntamente con C.
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PASO 5: Obtencién de la pendiente y tangente en C.

Obtendremos la derivada de f(z) introduciendo el comando f’(x) (o bien

f'(z) = Derivada[f(x)]).

Consideraremos la derivada de la funcién f como un objeto auxiliar que no
vamos a representar graficamente, ya que sélo la usaremos para calcular f'(c);
para ello ajustamos las propiedades de f’ como se muestra en la figura 2.17.

€7 Preferencias - PR02-02aRolleggb =

~ = B
EHELELY
B FJU"TW Bésico | Color | Esiilo | Avanzado | Programa de Guién - Scripting
el
o Nimero Nombre: |
! : Definicion: |£(¢) = F(g)
) Subtitulo:
-0 Kk
oL [F] Muestra Objeta
= Punto
@ A
@B [C] Muestra Rétula: | Nombre
@c
Recta []Musstra Rastro
@er
Lar
® [] Objeto Fijo
[¥] Objeto Auxiliar

Figura 2.17: Ajuste de propiedades para la funcién derivada f/(x).

Es conocido que el valor de la derivada de la funcién f en ¢, f'(c), coincide
con la pendiente de la recta tangente a la gréfica de f en el punto C = (¢, f(¢));

dicha pendiente la almacenamos en una variable m introduciendo la siguiente
instruccién en la barra de entrada

m = f'(c)

Ahora dibujaremos la recta tangente, t, a la grafica de f(x) en el punto
C = (¢, f(c)) haciendo uso de la ecuacién punto pendiente de la recta. Tienes
la solucién en la nota pie de pagina al final de la practica™ .

Tanto a m como a t les asignaremos el color rojo (255,0,0). A la tangente ¢

le pondremos el estilo de rayas y la convertiremos en un objeto auxiliar (observa
la figura 2.18)
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Figura 2.18: Propiedades de la recta tangente t.

Es recomendable que las tres rectas que hemos generado r, rp y t se mues-

tren en el formato y = ax + b, por lo que deberds modificar sus propiedades
adecuadamente.

Ahora, al desplazar el deslizador, movemos el punto C, su horizontal rp y la
tangente t a f en el punto C. El valor de la pendiente de t lo hemos almacenado
en m y ese valor es f'(c). Observa la figura 2.19.
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Figura 2.19: Desplazamiento conjunto de C, r, y t.

PASQ 6: Interpretacion grafica del Teorema de Rolle.

El teorema de Rolle afirma que existe un valor ¢ €]a, b[ tal que f/'(c) = 0.
Para localizar ese valor, vamos a desplazar el deslizador £ hasta conseguir que
m = f'(¢) =0, o lo que es lo mismo, que las rectas t y rp coincidan. Para ello,
recuerda que seleccionando el deslizador y combinando las teclas de cursor con
las teclas Control, Alt o mayisculas se puede ajustar el valor de ¢ con suficiente
precisién. Es posible que necesites incrementar el redondeo a 4 lugares decimales

para poder tener la suficiente precisién (combinacién con la tecla mayidsculas
supone avance 0'0001. Observa la figura 2.20.
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Figura 2.20: Determinacién del valor ¢ €]a, b[ tal que m = f'(c) = 0.

Para esta funcion es facil encontrar graficamente el valor c en el que f/(c) = 0;
en casos mas complicados, podrias ayudarte de las utilidades que te proporciona
CAS (célculo simbdlico y algebraico).

Elige en el ment Apariencias la opcién CAS y Gréficos, teclea {'(x)=0 en
la primera linea, haz un cick sobre la salida 423 — 322 + 22 = 0 para copiarla

en la segunda fila y, a continuacién, haz clic sobre el icono resuelve E para
obtener la solucién a dicha ecuacién; observards que se obtiene el valor x = 0
que coincide con el que has obtenido gréficamente (figura 2.21)
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Figura 2.21: Utilizacién de CAS para determinar el valor ¢ €]a, b[ tal que m =

f'(c) =0.

PASQ 7: Cambio de funcién y nueva buisqueda.

Prueba ahora con otras funciones como, por ejemplo, f(z) = 23 + 222 —
x + 1. Sélo tienes que cambiar el valor de la funcién en sus propiedades (figura
2.22). Puedes dejar la ventana algebraica con menos datos si en el menu Vista
desactivas los Objetos Auziliares. Guarda la construccién correspondiente a esta
funcién en el archivo PR02-02bRolle.ggb.
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Figura 2.22: Cambio a la funcién 23 + 222 — 2 + 1.

La recta horizontal y = 3 corta a esta nueva funcién en tres puntos A, B
y otro. Podemos cambiar B para que sea el tercer punto de corte en lugar del
segundo, haciendo las correspondientes modificaciones en las propiedades de B;
tal como se muestra en la figura 2.23.
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Figura 2.23: Cambio del punto B a través de sus propiedades.
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Ahora son dos los valores ¢ €]a, b tales que m = f’(¢) = 0. El teorema de

Rolle garantiza al menos un valor pero puede haber més, como se muestra en
las figuras 2.24 y 2.25.
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Figura 2.24: Primer punto C' con tangente horizontal.



36 2.2. LOS TEOREMAS DE ROLLE Y VALOR MEDIO

£ PRO2-02bRolle.ggh

Archivo Edita Vista Opciones Heramientas Ventana Ayuda

DNEENE R EEN Qe
B2 )|l ) ) Q%
» Vista Algebraica b Vista Grafica
= Funcién

L0 () =+ 2% —x 41 s

= Nimero £=0738

0 a=2 -

coZoeorUo000
“E?TWT
S=“8
8 &

8
&
+

=629 B=(1,3

< m v

Entrada: @

Figura 2.25: Segundo punto C' con tangente horizontal.

Puedes obtener los valores exactos en los que f/(¢) = 0 haciendo uso de CAS,
como se ha indicado anteriormente. Observa la figura 2.26.
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Figura 2.26: Utilizacién de CAS para determinar los valores ¢ €]a, b] tales que

m= f'(c) =0.

Que exista més de un punto de tangencia horizontal (derivada nula) depende
tanto de la funciéon como del intervalo escogido. Para poder hacer el intervalo
variable convertiremos k£ en un deslizador, que ademés tendremos que hacer

visible (figura 2.27).

Guarda la nueva construccién en el archivo PR02-02cRolle.ggh
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Podremos ahora decidir por dénde queremos que la recta horizontal r
a la funcion f, como se muestra en la figura 2.28.
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Figura 2.27: Cambio de propiedades en k.
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Figura 2.28: Variacién del intervalo [a, b] desplazando la recta r.
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2.2.2. El teorema del valor medio

Recordemos el enunciado del teorema del valor medio.

Teorema 2.2 (Teorema del valor medio). Si f : [a,b] — R es continua en [a, b]
_ f(h—i(a)

y derivable en ]a, b, entonces existe ¢ €]a, b tal que f'(c) —

Observemos que el teorema de Rolle es un caso particular del teorema del
valor medio en el que, al tener el mismo valor f(a) que f(b),

PASO 1: Representacidn grafica de una recta con pendiente W £ 0.

Ahora vamos a considerar el caso general en el que la recta que pasa por
los puntos A = (a, f(a)) y B = (b, f(b)) no es necesariamente horizontal y, en
consecuencia, su pendiente no es necesariamente 0.

Recordemos que la pendiente de la recta que pasa por los puntos A =
(a, f(a)) y B = (b, f(b)) viene dada por la expresién

f() — f(a)
b—a
Para considerar este caso general, en nuestra construccién GeoGebra (al-
macenada en el archivo PR02-02cRolle.ggh), vamos a anadir otro deslizador: el
angulo «, al que asignaremos un rango desde 0° hasta 360°, con incremento 1°
y ancho 300 (figura 2.29).
Guarda la nueva construccion en el archivo PR02-03aTVM.ggb.

() Nimero BT
@ Angulo q @

(© Entero [7] Aleatorio

Intervalo | D 6 |
Win: 0° Max |360° Incremento: |1°

Figura 2.29: Nuevo deslizador a.

Utilizaremos este deslizador para darle pendiente a la recta r haciendo uso
de la tangente del dngulo . Redefinimos la recta r con la siguiente expresion

y =tan(a)z + k

modificando sus propiedades como se muestra en la figura 2.30.
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Figura 2.30: Modificacién a la recta r.

La nueva recta r determina nuevos puntos de corte A = (a, f(a)) y B =
(b, (b)) sobre f(x) de manera que puede darse el caso en el que f(a)#£f(b),
como sucede para los valores o = 165°, k = 2.4 (figura 2.31) y muchos otros.

Archivo Edita Vista Opciones Heramientas Ventana Ayuda

NEEEECEE

V) Vista Algebraica } Vista Grafica
= Funcién N
SO fx) = 2 —xt L N [
= Nimero E=047 \
a=-2019 1
b=0.842 k=24 7
©=-0675
k=24
m=-2333 a=165"
y'=-0.268
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C=(0.675,2.279)
ecta
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.
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« I v v
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Figura 2.31: Inclinacién de las rectas r y r, mediante el deslizador «.

Comprueba (con el meni contextual) que las ecuaciones de las rectas r y
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rp estdn expresadas en su forma explicita, y = ax + b, ya que en esta forma la
pendiente se identifica inmediatamente.

PASQO 2: Biasqueda del Valor Medio.

Geométricamente, el teorema del valor medio asegura que existe, al menos,
un numero ¢ €]a, b[ tal que la pendiente de la recta tangente a la gréfica de f en
el punto C' = (¢, f(¢)) (como sabemos, esta pendiente vale f’(c)) coincide con
la pendiente de la recta secante a la grifica de f en los puntos A = (a, f(a))
y B = (b, f(b)) (que como sabemos, vale W). En nuestra construccién
GeoGebra, eso significa que existe (al menos) un nimero ¢ €Ja, b tal que la
recta t es paralela a la recta r.

Llamaremos y’ a la expresion de la pendiente de r introduciendo en la barra
de entrada el comando

Para destacarla la mostraremos en rojo (255,0,0).

Buscamos con el deslizador £ un valor ¢ que nos muestre el mismo resultado
para m = f’(c) que para y' = W. Recuerda combinar con maytsculas la
teclas de cursor a derecha e izquierda para ajustar con mas precisién el valor de
c. Ten en cuenta que la recta t se debe superponer a la recta rp.

Comprueba que en nuestra construcciéon GeoGebra existen dos valores de
¢ €]a, bl en los que se verifica m = y’ como se muestra en las figuras 2.32 y 2.33.
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Figura 2.32: Primer punto C' con r tangencial a f(x).
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Figura 2.33: Segundo punto C' con r tangencial a f(x).

Al igual que en la construccién del teorema de Rolle, podemos utilizar CAS
(cdlculo simbdlico y algebraico) para obtener los valores ¢ €]a, b[ tales que

=01y,

Para ello, elige en el menti Apariencias la opcién CAS y Gréficos, teclea f’(x)=y’
en la primera linea, haz un cick sobre la salida 3z%244x+41 = - - - para copiarla en

la segunda fila y, a continuacién, haz clic sobre el icono resuelve B para obtener
la solucién a dicha ecuacién; observaras que se obtienen dos valores exactos un
tanto largos; en algunos casos los célculos requeridos requieren mucho tiempo
y Geogebra devuelve el mensaje ”Célculos cancelados al requerir demasiado
tiempo”.

La opcién resolucién numeérica es mas rapida. Comprueba que obtene-

mos los mismos valores que mediante el método grafico realizado anteriormente
(figura 2.34).
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Figura 2.34: Utilizacién de CAS para determinar los valores ¢ €]a, b] tales que
o) - L=t 7y

PASQO 3: Cambio de funcién y nueva buisqueda.

Prueba tu ahora con otras funciones y recuerda poner « a cero si quieres
volver a restringirlo a las paralelas horizontales del teorema de Rolle. Un ejemplo
se muestra en la figura 2.35 en la que la funcién f se ha redefinido a f(z) =
2% —22% y el punto B se ha redefinido como el cuarto punto de corte: Intersecalf,
r, 4].
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Figura 2.35: Teorema del valor medio para la funcién f(z) = z* —222 con a = 0
(Rolle).

Al igual que en la construccién anterior, podemos utilizar CAS (célculo
simbdlico y algebraico) para obtener los valores ¢ €]a, b] tales que

po= 1010 _

)

Para ello, elige en el meni Apariencias la opcién CAS y Gréficos, teclea f’(x)=y
en la primera linea, haz un cick sobre la salida 42% — 4z = 0 para copiarla en la

segunda fila y, a continuacién, haz clic sobre el icono resuelve E para obtener

la solucién a dicha ecuaciéon o bien la opcién resolucién numérica (figura
2.36).
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Figura 2.36: Utilizacién de CAS para determinar los valores ¢ €]a, b| tales que

o) = M=t~y

Notas

fl@) =4 —a3+ 21
** A = Interseca[f,r, 1] (primer punto de la lista de puntos de interseccién) y B = Intersecalf,r, 2]
(segundo punto de la lista de puntos de interseccién)
***Debemos teclear en la barra de entrada t : y — f(c) = m * (z — ¢)



Practica 3

Analisis de graficas y
optimizacion

Temporizacion
Esta practica debe realizarse en dos sesiones de 2 horas presenciales.
= La primera sesién presencial debe dedicarse a la seccién 3.1.
= La segunda sesion presencial debe dedicarse a la seccién 3.2.

Si acabaras la tarea programada antes del tiempo estimado, debes pasar a la siguien-
te actividad programada. Por el contrario, si no acabaras en en tiempo programado
deberas dedicar el tiempo que necesites para acabar la tarea en horas no presenciales.

Cada construccion deberas grabarla en un archivo con el nombre que se indi-
que. Para empezar debes crear una carpeta cuyo nombre debe ser PRACTICA3
en la que almacenarés todas las construcciones de esta practica.

3.1. Analisis de graficas

En esta seccién haremos uso de GeoGebra para analizar gréficas de funciones,
determinando extremos relativos, asintotas y otras caracteristicas.

Construccién 3.1. Localiza los puntos en que la tangente a la curva polinémica
f(x) = 2* — 623 + 922 — 5 es paralela al eje de abscisas.

Guarda la siguiente construccién en el archivo PR03-01-3.1aExtremos.ggh

Sabemos que los puntos (a, f(a)) buscados son aquellos en los que f/(a) =
0. GeoGebra nos permite obtenerlos directamente haciendo uso del comando
Extremo.

47
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3.1. ANALISIS DE GRAFICAS

Crea una lista con los extremos de f y llamala ComandoExtremo (no ol-
vides utilizar { }).

Alternativamente, vamos a utilizar un método similar al algebraico, que con-
sistird en encontrar las raices de la derivada, f', de f.

Define la funcién f’ como la derivada de f (puedes escribir directamente
f'(z) o usar el comando Derivada)

Para encontrar los valores en los que se anula la primera derivada haremos
uso del comando Raiz. Asi pues, crea una lista, PuntosRaicest’, contenien-
do las raices de f’. Observa que el comando Raiz aplicado a una funcién
polinémica f devuelve todas las raices como puntos de interseccién entre
la grifica de f y el eje X (las raices de f son niimeros reales y no puntos
en el plano)

Mediante el comando n=Longitud[PuntosRaicesf’] asignamos a n el nime-
ro de elementos que tiene la lista PuntosRaicest’; o lo que es lo mismo, el
numero de puntos en la grafica de f cuya tangente es paralela al eje X.

Crea ahora una lista, llamada Raicesf’, con las raices de f’; esto es, con las
abscisas de los puntos de la lista PuntosRaicest’. Para ello, debes combinar
x() con los comandos Secuencia y Elemento.

Crea una lista de puntos (llamada Extremos) cuya abscisa sea una raiz
de f’ (elementos de la lista Rafcesf’) y cuya ordenada sea la imagen me-
diante f de esa abscisa (f(elementos de la lista Rafcesf’)). Observa que
has obtenido la misma lista de puntos que, directamente, con el comando
Extremo.

Crea un deslizador j variando desde 1 hasta n con incremento 1.

Combinando los comandos Tangente y Elemento, define la recta r como la
tangente a la curva f en el elemento j-ésimo de la lista Extremos. Cuando
recorras el deslizador j obtendrés las rectas tangentes a f en los distintos
extremos de la misma.

Guarda la siguiente construccién en el archivo PR03-01-3.1bExtremos.ggb
Prueba con otros polinomios, como 23 — 322 — 9z + 5.
Si no se actualiza correctamente la vista grafica, puedes utilizar la opcién del
menu Vista: Actualiza Vista Grafica.
Guarda la siguiente construccién en el archivo PR03-01-3.1cExtremos.ggh
Puedes, también, aprovechar el archivo creado para obtener los extremos
relativos de una funcién cualquiera. Para ello, debes conocer que el comando
Raiz sélo funciona para polinomios y que debes reemplazarlo por
Raices[<Funcién>,<Valor de x Inicial>,<Valor de x Final>].

Vamos a definir un deslizador a con valores comprendidos entre 1y 20 e
incremento 1 y cambiaremos el comando Raiz[f’] por Raices[f’.-a,a].

El comando directo para obtener los extremos, Extremo[f], lo debes sus-
tituir por Extremolf;-a,a].
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= Podemos escribir el texto Intervalo=[-a,a] haciendo uso de la herramienta
insertar texto o mediante el comando
Texto[ "Intervalo=[" + -a + "," + a + "]" ].
Observa que el texto entrecomillado aparece tal cual y que la variable a
aparece con su valor.

Guarda la siguiente construccion en el archivo PR03-01-3.1dExtremos.ggb
sen 2x

-1

Prueba con distintas funciones como, por ejemplo, f(z) =

Construccién 3.2. Obtén la recta tangente a la curva f(x) = 2% — 3z cuya
pendiente es 9 y pasa por el punto (0, —16); localiza el punto de tangencia.

Guarda la siguiente construccién en el archivo PR03-01-3.2aTangente.gghb

» En primer lugar define la funcién f(x) = 23 — 3z.
= Asigna al punto P las coordenadas (0, —16).

= Sabemos que la recta tangente, r, tiene pendiente 9 y, por tanto, ecuacién
y = ax + b donde a = 9 y b es desconocido. Asigna a la variable a el
valor 9, crea un deslizador b con valores comprendidos entre —20 y 20 y a
continuacion la recta r.

= Llama P’ al punto de interseccién entre r y el EjeY.

= Desplaza el deslizador b hasta que P’ coincida con P y observa cual es la
ecuacion de la recta 7.

= Finalmente, mediante el comando A = Intersecalr, f,2] obtendras el pun-
to de intersecciéon de la recta tangente r a la grafica de f.

Guarda la siguiente construccién en el archivo PR03-01-3.2bTangente.ggb
Prueba con otras funciones, otras pendientes y otros puntos P, como por
ejemplo f(x) = 23, pendiente 3 y punto P = (0, —2).

< : . . 222 — 18
Construccién 3.3. Analiza la grdfica de la funcion f(z) = 21 deter-
D —
minando el dominio, los puntos de corte con los ejes, los extremos relativos, las
asintotas, los intervalos de crecimiento y decrecimiento asi como los de concavi-
dad y convexidad e intenta hacer una representacion en papel de la misma (puedes

ocultar la grdfica de f en el archivo GeoGebra y posteriormente comparar).

Guarda la siguiente construccién en el archivo PR03-01-3.3aGrafica.ggb

= En primer lugar introducimos f en la barra de entrada y ocultamos la
grafica.
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3.1. ANALISIS DE GRAFICAS

« fe) =

La funcién f tiene imégenes para todos los niimeros reales excepto aque-
llos que anulen el denominador. Nos ayudaremos de la expresién
Factf(x) = Factorizal[f] para factorizar f y observar que el denomina-
dor se anula en los valores x = —2 y = = 2. Por tanto, el dominio de f es
R — {—2,2}. Oculta la funcién Factf ya que es f.

Los puntos de corte con el eje de abscisas, algebraicamente, se obtienen
resolviendo la ecuacién f(z) = 0. En GeoGebra haremos uso de la expre-
sion CorteEjeX = {Raices[f, -100, 100]} para obtener una lista con
los puntos de corte con el eje X en el intervalo [—100, 100].

Los puntos de corte con el eje de ordenadas, algebraicamente, se obtienen
haciendo z = 0. En GeoGebra haremos uso de la expresién

CorteEjeY = {Intersecalf, EjeY]} para obtener una lista con los pun-
tos de corte con el eje Y.

Creamos una lista con las asintotas mediante la expresién

Asintotas = Asintotalf]. Para obtener algebraicamente las asintotas
verticales hay que calcular los limites de f(z) cuando z tiende a los valores
—2y 2y para obtener las asintotas horizontales hay que calcular los limites
cuando z tiende a —o0 y 400.

Creamos una lista con los extremos relativos en el intervalo [—100,100]
mediante la expresién Extremos={Extremo [f,-100,100]}. Para obtener
algebraicamente los extremos relativos de f hay que encontrar las raices
de la primera derivada f’ y aplicar el criterio de la segunda derivada. Con
GeoGebra puedes obtener tanto la primera derivada como la segunda, fac-
torizadas, con las expresiones f’=Factorizalf’ (x)],
f’’=Factorizalf’’(x)].

Estas derivadas también te servirdn para estudiar los intervalos de creci-
miento y decrecimiento asi como los de concavidad y convexidad.

Te puede ayudar para estudiar la funcién f, definir funciones cuyas graficas
sean trozos de las de f, f’ o f”. Por ejemplo, puedes definir
f_1=8i[x<-2,f],

f_2=81i[-2<x<2,f],

£_3=8i[x>2,£],

£2_1=8i[x<-2,f’], etc.

Prueba ahora con otras funciones como

o f(x) = 32* — 2023 — 622 + 602 — 8,

(Guarda la construccién en el archivo PR03-01-3.3bGrafica.ggb),

z+1
22 4r—2
(Guarda la construccion en el archivo PR03-01-3.3cGrafica.ggb),

)

» f(x) =23 —62% + 11,

(Guarda la construccién en el archivo PR03-01-3.3dGrafica.ggb),

2

v flz)=e"" .

(Guarda la construccion en el archivo PR03-01-3.3eGrafica.ggh),
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3.2. Optimizacion de magnitudes

Una de las utilidades mas interesantes de la derivada de una funcién consiste
la localizacién de los valores extremos (méximos y minimos de la funcién) que
nos permiten optimizar magnitudes como el espacio, el tiempo, o la energia ne-
cesaria para realizar alguna tarea. En esta seccién vamos a estudiar y visualizar
mediante Geogebra la optimizacién de una funcién dependiente de una variable.

3.2.1. Optimizacién de la longitud de cable uniendo la par-
te superior de dos postes al suelo

Supongamos que dos postes de 12 y 28 decimetros de altura distan 30 decime-
tros y que deseamos conectarlos mediante un cable que esté atado en algiin punto
del suelo entre ellos. Hay que determinar el punto C' del suelo en el que debe
amarrarse el cable para que la longitud del mismo sea minima (figura 3.1).

Figura 3.1: Grafico de los postes.

Vamos a disenar la construccién de manera que podamos variar las condi-
ciones iniciales, esto es, la altura de los postes y distancia entre ellos.
(Guarda la construccién en el archivo PR03-02-1Postes.ggb),

= En primer lugar definimos d = 30 y lo mostramos como un deslizador,
valores entre 1y 50 con incremento 1, mostrar rétulo con nombre y valor.
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Definimos A=Punto[x = 0] y, de esta manera, podemos deslizar el punto
A sobre el eje de ordenadas (recta x = 0). Mostramos rotulo con nombre
y valor y en Algebra fijamos el incremento en 1. Selecciona el punto A en
la ventana grafica y muevelo haciendo uso de las flechas de cursor hasta
situarlo en la posicién (0, 12).

Definimos B=Punto[x = d] y, de esta manera, podemos deslizar el punto
B sobre la recta x = d. Mostramos rotulo con nombre y valor y en Algebra
fijamos el incremento en 1. Selecciona el punto B en la ventana grafica y
muevelo haciendo uso de las flechas de cursor hasta situarlo en la posicion
(30, 28).

Definimos ahora los puntos base de los postes A’=(x(A),0) yB’=(x(B),0).

Creamos el segmento a=Segmento[A, A’] que representa al primer poste,
le cambiamos el color a marrén y el grosor de trazo a 9. De igual manera
definimos el segmento b=Segmento[B, B’] y copiamos el Estilo Visual

del segmento anterior.

Definimos, ahora, el punto C' sobre el eje de abscisas mediante
C=Punto[EjeX] y lo desplazamos hasta un punto cualquiera entre los dos
postes. Posteriormente lo redefiniremos para que sea el punto éptimo bus-
cado, en el que debemos atar el cable.

Definimos, a continuacion, los segmentos AC=Segmento[A,C] y
CB=Segmento [C,B] que representan a los cables que unen los postes con el
suelo. Llamaremos Longitud a la suma de las longitudes de los segmentos
AC' y CB, cantidad que debemos minimizar.

Necesitamos definir una funcién ! = I(z) que exprese la longitud de los
segmentos AC' y C'B en funcién de z, considerando que las coordenadas
del punto C son (z,0). Hay que aplicar el teorema de Pitdgoras a los
triangulos AA’C'y BB'C y expresar la longitud del poste AA’ como s =
y(A), la longitud del poste BB’ como lgp = y(B) y la distancia entre
ambos postes como d; de este modo la funcién seguira siendo valida cuando
cambiemos las condiciones iniciales.

Tras analizar la figura 3.2, obtén la funcién a minimizar [(x) y restringe
su grafica al intervalo [0,d]".
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BB

Figura 3.2: Grafico de los postes. Caso general.

= Podemos saber, mediante el comando Minl=Extremo[1,0,d] que en el
punto (9,50) la funcién ! alcanza un minimo.

» Definimos la derivada de [ en el intervalo [0, d] mediante la expresién
1’ (x)=Funcién[Derivada[l],0,d] y redefinimos el punto C' para asig-
narle el punto de corte de la derivada I’ con el eje de abscisas tecleando
C = Intersecall’,EjeX] o bien C=Raices[1’(x), 0, d]. Recordemos
que los extremos se alcanzan en las raices de la primera derivada.

= Finalmente, si no lo has hecho con anterioridad, crea la variable Longitud
que contiene la suma de las longitudes de los segmentos AC'y C'B e inserta
el texto Longitud = AC+CB = <objeto Longitud>

De la forma que hemos construido la funcién, si modificamos d o las lon-
gitudes de los postes, seguiremos obteniendo el punto C' éptimo y la longitud
minima. Compruebalo y observa dénde se sitia el punto C' cuando los dos postes
son de igual longitud.
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3.2.2. Optimizacién de la superficie de una lata de refresco
con un volumen concreto

Supongamos que una compania de refrescos desea sacar al mercado tres
nuevos envases con forma cilindrica (lata) que contengan 25 cl., 33 cl. y 50 cl.
Hay que determinar el radio r y la altura h que debe tener cada envase si se
pretende que la superficie de la lata sea minima! (figura 3.3).

25¢l 33 ¢l 50 cl

Figura 3.3: Tamanos de latas de refresco.

Para obtener la funcién drea, A(r), a minimizar debemos recordar que el
rea de un circulo de radio 7 viene dada por la expresién 7r?; que la longitud de
la circunferencia que envuelve a dicho circulo viene dada por la expresion 27r y
que el volumen de un cilindro de altura h y radio de una cualquiera de las bases
r viene dado por la expresién wr2h (figura 3.4).

Area = 27rh h

Volumen = arh

Figura 3.4: Area y volumen de un cilindro.

Antes de iniciar la construccién, debemos tener en cuenta que las medidas

1Para simplificar el problema consideraremos que la forma de la lata es un cilindro regu-
lar, atin cuando sabemos que los existentes en el mercado presentan algunas deformaciones
interesadas.
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del radio y de la altura las vamos a dar en cm., por lo que consideraremos el
3

volumen de la lata expresado en cm®.
Vamos a disenar la construccién de manera que podamos variar las condi-

ciones iniciales, esto es, el volumen del cilindro.

(Guarda la construccion en el archivo PR03-02-2Latas.ggb),

= Definimos, en primer lugar, V' = 250 y lo mostramos como un deslizador
con valores entre 250 y 500 con incremento 1, mostrar rétulo con nombre
y valor. Notemos que 250 cm? = 25 cl.

= A continuacién debemos determinar la funcién A(r) que devuelva el drea
de un cilindro de radio r y volumen V’; para ello, debemos tener en cuenta

que V = mr?h y, por tanto, h = —.
2

= Debemos visualizar la gréfica de A(r) en el intervalo [0,100] y configurar
la vista grafica? de manera que sélo se visualicen los semiejes positivos con
una escala EjeX:EjeY de 1 : 50.

= Ahora encontraremos el minimo relativo de A(r) haciendo uso del comando
Extremo o bien encontrando las raices de A’(r).

= Llama M al punto en el que la gréfica de A(r) alcanza el minimo. Llama
ro al valor que hace que A(r) sea minima y hg a la altura correspondiente
a ese radio 7o (observa la figura 3.5).

= Define las variables que consideres necesarias para calcular el area del ci-
lindro y escribe un texto en que el aparezcan los datos que se muestran
en la figura 3.5; datos que se actualizardn automaticamente cuando des-
placemos el deslizador V.

2Sitta el cursor en la ventana gréfica, pulsa el botén derecho del ratén y elige la opcién
Vista grafica.
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Figura 3.5: Funcién area de un cilindro.

Observa que en la grafica 3.5 se ha obtenido el radio o y la altura hg que
minimizan la superficie de una lata que contenga 29.3 cl. Obtén esos valores
para los tres tamanos de bote que tiene contemplado fabricar la compania de
refrescos desplazando el deslizador V' hasta las posiciones pertinentes.

A la vista de los resultados que has obtenido y conociendo que las medidas
de las latas de 33 cl. que encontramos en el mercado son ro = 3.25 cm., hg =
11.5 em. crees que en el disenio de los botes existentes en el mercado se han
considerado otros criterios como la ergonomia (que se adapte bien a la mano),
el espacio ocupado en el frigorifico, etc. por encima de la minimizacién de la
superficie del bote?

Notas

*Intenta obtener la funcién | = I(z) antes de copiar la siguiente expresién en la barra de
entrada @1 (x)=Funcién[sqrt(1_{AA’}"2+x"2)+sqrt((d-x)~2+1_{BB’}"2),0,d]@.



Practica 4

Sumas de Riemann. Areas.

Temporizacion
Esta practica debe realizarse en dos sesiones de 2 horas presenciales.
= La primera sesidn presencial debe dedicarse a las secciones 4.1 y 4.2,
= La segunda sesién presencial debe dedicarse a las secciones 4.3 y 4.4.

Si acabaras la tarea programada antes del tiempo estimado, debes pasar a |a siguien-
te actividad programada. Por el contrario, si no acabaras en en tiempo programado
deberas dedicar el tiempo que necesites para acabar la tarea en horas no presenciales.

Cada construccion deberas grabarla en un archivo con el nombre que se indi-
que. Para empezar debes crear una carpeta cuyo nombre debe ser PRACTICA4
en la que almacenaras todas las construcciones de esta practica.

4.1. Sumas de Riemann

Dada una funcién f(z) positiva Vz en el intervalo [a,b], vamos a crear una
construccién GeoGebra que muestre y calcule el drea exacta bajo ese intervalo.
Para ello vamos a calcular, con un niimero variable de n rectdngulos, las sumas
izquierda y derecha de Riemann, que compararemos con el valor de la integral.

En primer lugar, vamos a escribir las sumas izquierda y derecha de Riemann
y la nomenclatura que vamos a utilizar:

= Suma izquierda de Riemann

n

i=1

= Suma derecha de Riemann

n

Ax>  f(wip1) =D Axf(zin) =Y Di.

i=1 i=1 i=1

57
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Donde I; y D; son rectangulos de base Az y de altura f(z;) en los I; y
f(ziy1) en los D;.

Advierte que Ax = b*Ta yquea=x1yb=x,41.

Parte 1. Area bajo la curva: Calculo de la integral y superficie S.
Guarda la siguiente construccién en el archivo PR04-01-1aRieman.ggh

Vamos a mostrar graficamente la integral definida entre a y b para f(x).

= Establece dos puntos P, y P, sobre el eje X que puedan desplazarle ini-
camente a lo largo del eje. Como rétulo deben mostrar los subtitulos a y
b. Los auténticos nimeros a y b (operables pero no visibles graficamente)
los obtendremos algebraicamente con la funcién z() aplicada a los puntos:
a=x(P_a) y b=x(P_b).

» Introducimos la funcién f(z) = 22® — 32% — 22 + 5 que usaremos como
ejemplo inicial sobre la que realizar la construccién.

= Debemos buscar un intervalo [a, b] en el que la funcién sea siempre positiva.
Desplaza sobre el eje X los puntos asociados a a y b hasta que coincidan
con los valores —1 y 2.

» Utilizamos el comando Integrall[] para calcular F(z) como la integral
indefinida de f(z) (F(x)=Integrall[f(x)]). No dejes F(x) visible, no nos
interesa su grafica.

= Muestra con dos textos la funcién f(x) y su integral. Para ello usaremos
en los dos casos texto con férmula LaTeX. Un desplegable al lado de esa
opcién te permitird obtener el simbolo de la integral o cualquier otro.
Recuerda anadir una constante ¢ a la funcién F' al escribir el texto de la
integral: "\int f(x)dx="+F+"+c".

s Calcula la superficie S como la integral definida de f(z) entre a y b:
S=Integrall[f(x),a,b].

= No dejes que S muestre ningin rétulo, mejor crea un texto que describa
S como la integral definida de f(z) y su valor. Ponle el mismo color al
texto que a S (usa el botén para copiar formato). Fijate como queda la
construcciéon en la imagen 4.1.
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Figura 4.1: Integral.

= Comprueba que si cambias los valores de a y b, también lo hacen en el
texto que describe la integral. Observa también cémo evoluciona el valor
de S cuando el valor de a es menor que —1.17 ! y relacionalo con la
definicién de integral definida: si f es positiva y negativa en el intervalo
[a, b] la integral f: f representa la diferencia entre las dreas de las regiones
que quedan por encima y por debajo del eje de abscisas.

Parte 2. Suma izquierda de Riemann. Guarda la siguiente construccién
en el archivo PR04-01-1bRieman.ggb (”Guardar como” el archivo anterior y
continuar)

Calcularemos la suma izquierda de Riemann y la compararemos con la inte-
gral.

= Los rectdngulos izquierda estén definidos por los puntos X; = (x;,0), A; =
(x4, f(2:)), Bi = (i1, f(2:)) y Xix1 = (2441,0) (observa la imagen 4.2).
No podremos generar series de puntos X;, A; y B; hasta que no hayamos
dividido el intervalo [a,b] en n subintervalos, obteniendo las necesarias
series de abscisas z; y ordenadas f(x;).

Lyalor aproximado de la primera coordenada del punto de corte de la gréfica de f con el
eje de abscisas
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A=0,(x))  [Bi=(%iy4.f6))

Xi=(x,0) Xir1=(%41.0)

Figura 4.2: Rectdngulo Izquierda.

El valor n lo controlaremos creando un deslizador de 1 a 99 y 1 como
incremento. Usaremos inicialmente el valor n = 3.

Definiremos Ax en términos de a, b y n usando la expresién anteriormente
indicada.

Usaremos el comando x_i=Secuenciali,i,a,b,Ax] para generar la se-
cuencia con los valores x;.

Ahora tenemos una lista llamada x; que representa a la serie del mismo
nombre. Cambia en el deslizador el valor de n y observa cémo varia la
serie x; que siempre tiene n + 1 elementos. Vuelve a ajustar n a 3. Con
esta lista x; podemos operar para obtener valores sueltos, o nuevas listas.
Por ejemplo, para obtener la serie de valores f(x;) crearemos una lista
llamada fz; resultado de operar la lista x; con la funcién f(x):

fx_i=f(x_1i).

Ya disponemos de dos series (z; y fx;) con n+ 1 valores, que varfan con-
forme cambiamos el niimero n de subintervalos. En este momento estamos
en disposicién de definir las series de puntos X;, A; v B; necesarias para
los rectangulos izquierda.

Definiremos X; volviendo a invocar Secuencial[] combinado con el co-
mando Elemento[] (fijate que son n + 1 los puntos X;):

X_i=Secuencial[(Elemento[x_i,i],0),i,1,n+1].

De forma similar crearemos los n vértices superior izquierda A; de los n
rectangulos (observa la imagen 4.2):

A_i=Secuencial[(Elemento[x_i,i] ,Elemento[fx_i,i]),i,1,n].

Haz lo mismo con los vértices superior derecha B;. Fijate bien como deben
ser en la imagen 4.2. Observa que como en el caso de A;, el indice va de 1
anynoan+1. Como ya conoces, si en la barra de entrada pulsas la tecla
de cursor arriba puedes editar la ultima expresién algebraica introducida.
Puedes buscar y editar con las teclas arriba y abajo la expresién que te
interese y aprovecharla para introducir una nueva linea algebraica.
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= Prueba a mostrar y ocultar las series de puntos X;, A; y B; por separado
para identificar sus posiciones y comprobar que has construido bien las
secuencias. Con valores de n pequenos (de 2 a 4) no es dificil hacer la
comprobacién.

= Para obtener los rectangulos I; debemos usar el comando Poligono[]
con los puntos X;, A;, B;, X1 y vuelta al punto X;. Pero el comando
Poligono[] no nos permite operar directamente con listas y obtener una
serie de poligonos I; tan facilmente como obtuvimos los valores de f(x;).
Tendremos que volver a usar el comando Elemento[]. Asi que, antes de
crear la serie de rectangulos I; completa, puede ser interesante que crees
s6lo un rectangulo individual para probar, por ejemplo, completando la
expresién que aqui ves para Is:

Poligono[Elemento[X_i,2] ,Elemento[A_i,2]...Elemento[X_i,2]].
= Comprueba que el rectangulo de prueba es correcto y bérralo. Aprovecha

su expresion para editar la correspondiente a la secuencia cambiando el
valor 2 por la variable i de la secuencia que va de 1 a n:

Secuencia[Poligono[Elemento[X_i,i]...Elemento[X_i,i]],i,1,n].

= Suma en Sy el valor de las dreas de los rectdngulos I; haciendo uso del
comando S_I=Sumal[I_i].

= Usando LaTeX, crea un texto que muestre el sumatorio y el valor de Sj.
Escoge un color (un verde més vivo, por ejemplo) y asignaselo a I;, St y el
texto. Si ocultas los puntos X;, A; y B; el grafico resulta menos recargado

(figura 4.3):
i . e, T
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Figura 4.3: Suma izquierda de Riemann.
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= Aumenta el valor de n y averigua si el valor del sumatorio consigue igualar
en algin momento el de la integral.

= Si has hecho correctamente el texto del sumatorio debe mostrar el valor
de n en en su expresion.

Parte 3. Suma derecha de Riemann. Guarda la siguiente construccién
en el archivo PR04-01-1cRieman.ggb (”Guardar como” el archivo anterior y
continuar)

Anadimos la suma derecha de Riemann y volvemos a comparar.

» Los rectdngulos derecha vienen definidos por los puntos X; = (z;,0), A, =

(@4, f(®iv1)), Bl = (xit1, f(@i41)) ¥ Xir1 = (zi41,0) como se muestra en
la imagen 4.4:

A= 0:506,.4)) B'= 0644, 1064.4))

X=(x,0) Xi+1=(Xi49,0)

Figura 4.4: Rectangulo Derecha.

= Creamos, de forma similar a como lo hicimos con las sumas izquierda, los
n vértices superior izquierda A} y los n superior derecha Bj. Fijate bien
en la imagen 4.4 para crearlos.

= Mostrar y ocultar por separado las series de puntos A, y B/ para compro-
bar que estdan bien.

» Define los rectdngulos D; con los puntos X;, AL, B, y X;;1 de forma
similar a como hiciste con I;.

= Suma en Sp el valor de los D; rectdangulos. Crea un texto describiendo
el sumatorio y el valor de Sp y ponlo todo de un mismo color (violeta,
por ejemplo). Aumenta el valor de n y realiza las mismas busquedas y
comprobaciones que en la suma izquierda. El resultado debe ser similar al
que se muestra en la figura 4.5).
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Figura 4.5: Suma derecha de Riemann.

Area bajo una curva

Guarda la siguiente construccién en el archivo PR04-02-1Areabajocurva.ggb

En esta seccién vamos a visualizar el area bajo una curva mediante la integral
definida.

Vamos a definir,en primer lugar, dos variables k. y k, que nos van a per-
mitir modificar la funcién que vamos a estudiar, f(z) = xze™*, de manera
que se produzca un desplazamiento horizontal (k;) o vertical (k,) de la
grafica. Teclea para ello k_x=0 y k_y=0 y a continuaciéon muestra objeto y
rétulo para ambos deslizadores; los valores de intervalo entre —5 y 5 con
incremento 0.1 nos pueden servir.

Definimos, ahora, la funcién f(z) = (z — k,)e~(*=*+) 4 k, introduciendo
las variables k; y k, que nos van a permitir los desplazamientos de la
grafica

f(x) = (x - kx)e”(-(x -k_x )) + k_y

Definimos, a continuacién, dos puntos, A y B, sobre el eje X; para A
debemos mostrar el subtitulo x4 y para B el subtitulo zp. Desplaza los
puntos hasta situarlos en los valores: A = (0,0) y B = (1,0), cambia el
color de f a azul, grosor 3 y muestra nombre y valor, tal y como se muestra
en la figura 4.6.
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Figura 4.6: Grafica de f(x) = ze™®

= Vamos a asignar a las variables x 4 y xp los valores de las abscisas de A y
B, respectivamente, haciendo uso de x().

Ahora vamos a asignar a la variable Areay el valor de la integral de f
entre r4 y B

Area_f= Integrall[f, x_A, x_B].

Crea una casilla de control para mostrar/ocultar objetos y selecciona
Areay para mostrar y ocultar.

Inserta un texto LaTex en el que se muestre la integral de f con los
extremos de integracién y el drea de la curva; tal y como se muestra en
la figura 4.7. Comprueba que al tiempo que desplazamos los puntos A y
B sobre el eje X, se actualizan los valores de 24 y xp en el texto [ o

xaA
No olvides fijar tanto la casilla como el texto, para que no se muevan del
sitio.
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Figura 4.7: Grafica de f(z) = ze™® y drea entre x4 y xp

Ahora vamos a mover la grafica hacia arriba, desplazando el deslizador k,
hasta el valor 1. Observa que el 4rea se ha incrementado en 12. Si desplazas
k, a valores negativos (por ejemplo, hasta —1, observaras que el 4rea se
considera negativa.

Sitda k, en el valor 0 y desplaza ahora k; hacia valores negativos y hacia
valores positivos y observa cémo varian tanto la funciéon f como el drea
comprendida entre las rectas y = x4 e y = xp.

Habras observado que hay momentos en el que el area es considerada
positiva en un intervalo y en otro negativa, dependiendo de que la gréfica
de f esté por encima o por debajo del eje de abscisas. Sitta &k, y k, en
0 y desplaza el punto A hasta que x4 = —0.5. Desplaza ahora el punto
B hasta que el drea sea 0 (teniendo en cuenta el redondeo que estemos
utilizando)

Vuelve a situar los puntos A y B en las posiciones iniciales (0,0) y (1,0) y
observa el valor de la integral fol f(z)dz. Intercambia la posicién de los los
puntos A y B, situando A en la posicién (1,0) y B en la posicién (0, 0);
observa el valor de la integral flo f(x)dx y revisa las propiedades de la
integral definida en los apuntes de teoria.

Vuelve a situar los puntos A y B en las posiciones iniciales (0,0) y (1,0) y
define una nueva funcién g como g(x) = abs(f(x)). Cambia el color de
g a verde, grosor 3 y muestra nombre y valor.

Asigna a la variable Areagy el valor de la integral de g entre x4 y zp
Area_g= Integrallg, x_A, x_B].

Crea una casilla de control para mostrar/ocultar objetos y selecciona g y
Areay para mostrar y ocultar.

2 Area del cuadrado de vértices (0,0), (1,0), (1,1)), (0,1).
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= Inserta un texto LaTex en el que se muestre la integral de g con los ex-
tremos de integracion y el drea de la curva; tal y como se muestra en la
figura 4.8. Comprueba que al tiempo que desplazamos los puntos A y B
sobre el eje X, se actualizan los valores de x4 y xp en el texto f;f No
olvides fijar tanto la casilla como el texto, para que no se muevan del sitio.

7 PRO4-02-1Aresbsjocuvagah

ey e
Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

‘ Rl el B 1 @v @V A'.VHX N2l Arasracseiecriona obetos sy 9 &
» Vista Algebraica » Vista Grafica
= Funcién o N
o T = () % K- (@) = |(@) et
2
© &6 = () )|
, .
Nime m [ we= [ @ evir=
o Area, =026 ;
o k=0 2 / ola)da :/ ‘(.;] e "“yo —026
2 . o
%<0

@ B=(1,0) q
= Valor Booleana
0 a=tue
9 c=faise B p

Figura 4.8: Gréficas de f(z) = ze " y g(x) = |ze | y dreas entre x4 y xp

s Para finalizar, prueba con las distintas posibilidades que te permite el

archivo construido y revisa las propiedades de la integral definida en los
apuntes de teoria.

4.3. Area entre dos curvas que se cortan

Guarda la siguiente construccion en el archivo PR04-03-1aAreaentrecurvas.ggb

En esta seccién vamos a visualizar el area entre dos curvas mediante la
integral definida.

Vamos a definir dos funciones, f(z)
el area comprendida entre sus graficas.

22+ 1y g(x) =221y a calcular

= A la vista de las gréficas, podemos afirmar que existen dos puntos de corte

entre las dos curvas (A y B) que obtendremos mediante los comandos
A=Intersecalf, g, 1] y B=Intersecalf, g, 2].

= Asignemos a x4 la abscisa del punto A y a xp la abscisa del punto B.

= Mediante el comando

Integral [<Funcién>,<Valor Inicial de x>,<Valor Final de x>], asig-

na a Areay el valor del area comprendida entre la curva f y las rectas
x = x4 ¢ = vp. Haz lo propio con Area,.



PRACTICA 4. SUMAS DE RIEMANN. AREAS. 67

= El drea de la regién comprendida entre f y g se puede obtener con

zB
/ |f(x) — g(x)|dx. Asi pues, define la funcién h(x)=abs(f(x)-g(x)) y
TaA

Area_{fg}=Integrallh,x_A,x_B].

= Crea una casilla de control para mostrar/ocultar objetos y selecciona
Areay para mostrar y ocultar.

= Crea una casilla de control para mostrar/ocultar objetos y selecciona
Area, para mostrar y ocultar.

= Crea una casilla de control para mostrar/ocultar objetos y selecciona h y
Areayq para mostrar y ocultar.

= Inserta, para cada casilla, un texto LaTex en el que se muestre la integral
de f, g v h con los extremos de integracién y el area de la curva; tal y
como se muestra en la figura 4.9.

chivo
azl||[ gy ]| EtoeyMuere G
— .| Amastra o selecciona objetos (Esc) D &
a ista
N ! ! 2
he) = |1 ()| [t /I faydz = /‘ (=2* + 1)dx = 13333
= Numero | .
e 5 Am:/ gl)de :/ (a? — 1)de = —1.3333
@ LIV '
g
‘
) Xt £ Aemetyee [ M) ool ds = 20007
@ A=(1,00
@ B=(1,0)
= Valor Boolean: 4
e
@ b=true
@ c-false
Entrada: ©
. ’ 2 2
Figura 4.9: Graficas de f(z) = —2° + 1, g(z) = 2° — 1, h(z) =

|—2%+1— (22 = 1)| y dreas entre x4 y x5

= QOculta y muestra las distintas areas y observa los valores numéricos.
Guarda la siguiente construccién en el archivo PR04-03-1bAreaentrecurvas.ggb

= Puedes modificar el archivo anterior definiendo una variable £k = 1, a
continuacién muestra objeto y rétulo para el deslizador que se crea (los
valores de intervalo entre —5 y 5 con incremento 0.1 nos pueden servir) y
redefiniendo la funcién f con £(x) = -x"2 + k.

Para evitar el error que se produce (Error al redefinir) debes mostrar el
protocolo de construccion y subir el objeto k hasta una posicion previa al
objeto Funciénf. Observa la figura 4.10.
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* Protocolo de Construccidn
B & R & e
N° |Nombre |Definicién | valor |Subtitulo | ~ Protocolo de Construccion 53]
1/Funcién f i) =%+ 1 ‘ - |v |EL|
— - Ne |N0mbre |Deﬁnicién |Val0r |Subt|‘tu|0
2 Funcién g gx)=x-1 1 NGmera k k=1
3|Funcidn h hix)=abs(f(x) |hix)=abs{-+1.. 2lFuncion T [fx) =+ k 0 =+ 1
- 900) <=
4/Punto A Eunto de” A=(-1,0) b 3 Funcién g 960 = -1
interseccion
5Nimero  x(A) Xy =1 4 Funcidn h nix)= abs((x) |h(x)=abs(E+1 ..
A -ax)
6Punto B |Punto de B=(1,0) L 5Punto A Punto de Aindefinido X,
interseccidn interseccion
7 Mimero  x(B) wy=1 B NGmero  x(A) X, indefinido
5 *a,
7|Punto B |Punto de B indefinido g
interseccidn
9Mumero  |Integral de h :*\reafg = 26667 8 MNimera  x(B) x indefinido
Areafg desde X, aXg L
11 Valor Bo... c=true 10 Ndmero |Integral de h  Area,_ indefinido
. : ] . Areafg desde X, 8%g
12 Texto tex... "Area = Bint, | “Area_f = $lint_{-.. 11/Ndmero c, =0
(FormulaTexto[x4 l'.‘,1
13Valor Bo... a=true
14 Valor Bo... b=true
13 Valor Bo... c=true
15 Texto tex..."Area_=8lint, , "Area_g=8\int_{-. = . - -
. 8 14 Texto tex... "Area, = $lint, | “Area_f=§lint_{..
(FormulaTesxtolxA
A A Férmula TextolxA
16 Texto tex... "Area entre fy g Areaentre fy g ... (FermulaTexdel
hint, 15 Valor Bo... a=true
"+
17/bimero k k=1 <= 16 Valor Bo... b=tue
GeoGebra - E 17 Texto tex.. ":“\rezl;ﬂihirﬂ,._+ “Area_g=%lint_{...
[Farmula Texta[xA
l; Error al redefinir f(x)=x2+k 18 Texto tex... “Area entre fy g"Area entre fy g...
— Bint, |
Sin error al redefinir

Figura 4.10: Error al redefinir f(x) = —2% + k y forma de evitarlo.

= Desliza k hasta los valores 5 y —5 y observa tanto los valores numéricos
de las dreas como las zonas sombreadas al mostrar/ocultar (figura 4.11).
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anam\emas\/emana)\yuda—l
. © p d * | nsc | sz2|[[«gp]|  Desplazavista Gratica @e
o 3 A ° B e || Desplaza vista Grafica o Ejes (Maytisculas + Desplazar) )
» Vista Grafica -
=4
—
Lt Lt
[ :/ ) :/ (—a? + 4)dz = 10.0130
O h(x) = [P+ 4— (x2—1)| s Jossn
= Numero
Lt Lt
e v Am:/ gla)dz :/ (&* — 1)dz = 0527
Y LIV Lasi
Area, = 105409
; k,;g L3811
e F bmamere [ M) gl = 10500
5 xg=15811

= Punt
@ A=(15811,15)
5 B=(15811,15)

Figura 4.11: Gréficas de f(z) = —22 +k (k = 4), g(z) = 2% — 1, h(z) =
—2%+1— (2% — 1)| y dreas entre x4 y 25

Puede ocurrir que las dos curvas se corten en mas de un punto en cuyo caso

B

sigue siendo vélida la expresién / |f(z) — g(z)|dx para obtener el drea de la
rA

region comprendida entre f y g.

Guarda la siguiente construccién en el archivo PR04-03-2Areaentrecurvas.ggb

= Define f (x)=Funcién[sin(x),0,8], g(x)=Funcién[cos(x),0,8] y
h(x)=Funcién[abs(f(x) - g(x)), 0, 8]

= Mediante el comando Intersecalf,g,0,8], puedes obtener los tres pun-
tos de interseccién (A4,B y C) entre f y g en el intervalo [0, 8]

= Define x_A=x(A) y x_C=x(C).

= Define Area_f=Integral[f,x_A,x_C], Area_g=Integrallg,x_A,x C] y
Area_{fg}=Integrallh,x_A,x_C].

= Muestra y oculta las distintas areas y observa los valores numéricos.

4.4. Primitivas de funciones racionales

En esta seccién vamos a utilizar GeoGebra como herramienta para obtener
la expresion algebraica y la gréafica de la primitiva de una funcién racional.
El calculo de integrales de la forma

[ G
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con P(z) vy Q(x) polinomios con coeficientes reales y sin factores comunes se
realiza habitualmente mediante una técnica en la que % se descompone como
suma de fracciones algebraicas simples cuya integracién es més sencilla. Revi-
sa la seccién de teoria dedicada a este tipo de primitivas antes de empezar a

desarrollar la actividad.

El comando FraccionesParciales[] devuelve (si es posible) la descompo-
sicién del cociente % como suma de fracciones algebraicas simples.

Vamos a obtener la primitiva de f(x) = 149677316 haciendo uso de GeoGebra.

Guarda la siguiente construccién en el archivo PR04-04-1aPrimitiva.ggb

» En primer lugar debes definir la funcién f (asignale color azul y grosor 3).

= Mediante el comando Asintotas=Asintotalf] podemos obtener una lista
con las asintotas verticales y horizontales de f. Estas asintotas nos sirven
de ayuda para tener una visién mas precisa sobre la grafica de f.

= Con el comando Intf=Integral [f] podemos obtener directamente una
primitiva de f (asignale color rojo y grosor 3). Observa que la funcién
que nos devuelve (Intf) solo estd definida en el intervalo |2, +oo[ ya que
GeoGebra considera

u,(x) = 1nulxr
/Mmm_l(HC

en lugar de

UI(x) = |ulx
/M@M_IHN+G

= Con el comando fFrac=FraccionesParciales[f] podemos descomponer
f como suma de fracciones algebraicas simples y aplicar a cada una de ellas
la integral que corresponda. Comprueba que la grafica de fFrac coincide
con la de f y ocultala.

= Para obtener la primitiva de f en todo el dominio de f (R —{-2,2}), de-
bemos fijarnos en la descomposiciéon obtenida en Intf y asignar manual-
mente la funcién valor absoluto donde corresponda. En nuestro ejemplo
teclearemos
Intfentera(x)=(1ln(x"2+4)+1n(abs(x-2))+1n(abs(x+2)))/4
para obtener la primitiva de f en R — {—2,2}.

= Crea sendas casillas de control para mostrar y ocultar las funciones f, Intf
vy Intfentera anadiendo los textos que se muestran en la figura 4.12. No
olvides fijar tanto las casillas como los textos para que no se desplacen o
alteren®.

3Casilla de control fija , objeto fijo y posicién absoluta en pantalla.
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PRO4-04-1aPrimitiva.g

Arct

3 | Emeymen
| Arastra o selecciona objetos (Esc)

» Vista Algebraica » Vista Grafica
= Funcién
O Int) = S (2 4+4) 4 L in(x = 2) L ngx +2) at
1 1 1 " @)=

A -16
o

_ (= +4) +In(jx — 2[) +In(jx+2))
- a4

x? =l mr/(n:l 1,,()l+4)+1 In(z —2) 41 In(z+2)+C
-3 f(x) = 1 1 1
xt—16
O Fracx) = 53+

1 1 3 2
Tt _ £ _ (@ +4) +In(jz —2)) + In(|z +2])
[era A P L e e e
= Lista
o Asintotas ={y =0,x=2,x =2}
= Namero
o =0
= Texto
-0 textol = “f(x) = 7"

9 texto? = “Intf(x) = % In (x*+4) +% I (x—2) +

(a4 +in(lx21) Hin (c42)
T

@ textod = “[f(x) dx = [ dx =
= Valor Booleano

9 b=faise
~0 c=te

‘ i »

Entrada: (a1

Figura 4.12: Integral indefinida de f(z) = %55

= Finalmente, puedes aplicar las propiedades de los logaritmos para simpli-
ficar* Intfentera. Llama h(z) a la funcién simplificada y crea una casilla
de control y un texto para ella al igual que has hecho con las tres funciones
anteriores (comprueba que la gréfica de h coincide con la de Intfentera
y observa la figura 4.13).
Guarda la construccién en el archivo PR04-04-1bPrimitiva.ggb

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

A>le @Q}

A
o

Elige y M
Armastra o selecciona objetos (Esc)

» Vista Algebraica » Vista Grafica
= Funcién
R =2+t a
O Inef(x) = 4 In (< +4) + 4 In(x —2) + 4 In(x +2) St

o )

_In(x2+4) +In(jx — 2)) + In(|x +2])
- 2

- E ) =@ )i ne -y s ineey o
5 1) = o 1 1 1
O FFrac(x) +

+ /j(;]«b:/ a* ):m(r’+4)+1n(1;2\+1u(;+2!

P16

_ x 1 1
T2248 4x+8 4x-8 I
@ Mx):;lnl}x"flﬁ}\ |
= Lista v //(1\4) =) =7 (st ~16]) + €
@ Asintotas ={y =0,x=2,x=-2}
= Namero
o e =0
= Texto
O textol = “f(x) = "
O texto2 = “Intf(x) = % In (x* +4) +% In(x—2) +
" P _ In(x*-+4]+in(|x—2)) +n (x-+2))
O textod = " [#(x) dx= [ty dx = MCHIFI2) Hnlet2)
& textod = “[f(x)dx = h(x) = } In(|x* — 16]) + C"
= valor Booleano
5 a=tue
9 b=false
@ c=false
5 d=tue

‘ il r

Entrada [0)

_a
4-16

Figura 4.13: Integral indefinida, simplificada, de f(x) =

4GeoGebra proporciona el comando Simplifica[] para este menester con un resultado poco
satisfactorio para este ejemplo.
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Puedes repetir el ejemplo anterior para otras funciones racionales como:
= flo) = S5
Guarda la construccién en el archivo PR04-04-2Primitiva.ggh

» f(2) = 5taas

Guarda la construccién en el archivo PR04-04-3Primitiva.ggb

3z2+3z+1
= f(2) = B

Guarda la construccién en el archivo PR04-04-4Primitiva.ggb



Practica 5

Resolucion de ecuaciones de
una variable

Temporizacién
Esta practica debe realizarse en dos sesiones de 2 horas presenciales.

= La primera sesidn presencial debe dedicarse a la seccién 5.1 y al inicio de la
seccion 5.2.

= La segunda sesién presencial debe dedicarse a las secciones 5.2, 5.3 y 5.4.

Si acabaras la tarea programada antes del tiempo estimado, debes pasar a la siguien-
te actividad programada. Por el contrario, si no acabaras en en tiempo programado
deberas dedicar el tiempo que necesites para acabar la tarea en horas no presenciales.

Cada construccion deberas grabarla en un archivo con el nombre que se indi-
que. Para empezar debes crear una carpeta cuyo nombre debe ser PRACTICAS5
en la que almacenarés todas las construcciones de esta practica.

Introduccion

Uno de los problemas més bésicos de la aproximaciéon numérica es el calculo
de raices. Recordemos que una raiz de una funcién f = f(x) es una solucién de
la ecuacién f(x) = 0 por lo que también se la conoce como cero de la funcién
f.

Para encontrar las raices de una funcién f = f(z) existen diversos métodos
dependiendo del tipo y complejidad de la ecuacién f(z) = 0 a resolver. Se
pueden usar métodos analiticos como el algebra elemental o la factorizacién
para las mas sencillas y otros, analiticos o numéricos, para las mas complejas
como las no lineales.

En este préactica vamos a estudiar tres métodos numéricos para la resolucién
de ecuaciones: el método de la biseccién, el de la secante y el de Newton.

73
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5.1. Meétodo de la Biseccion

El método de la biseccién es uno de los métodos numéricos mas elementales
que se utilizan para encontrar las raices o ceros de una funcién. Se basa en el
teorema de Bolzano, que asegura lo siguiente:

Teorema 5.1 (Teorema de Bolzano). Si la funcidn f : [a,b] — R es continua
en el intervalo [a,b] y cumple que f(a)f(b) < 0 entonces existe al menos un
valor p €la, b| tal que f(p) = 0.

Intuitivamente, la continuidad y el cambio de signo obligan a la funcién a
pasar por cero y por lo tanto a la existencia de la raiz p.

Aunque el método funciona en el caso en que haya méas de una raiz en el
intervalo [a,b] supondremos, por simplicidad, que la raiz en dicho intervalo es
Unica.

Para empezar el método hagamos a; = a y by = b, como se muestra en la
figura 5.1, y sea p; el valor intermedio del intervalo [aq, 1], esto es

by —ay

pr=a1+

2

f|:b1l_

flpy) T

Py

fla,)

Figura 5.1: Valores iniciales en el método de la biseccion.

Si f(p1) = 0, entonces la raiz p de f(x) serd pi; si f(p1) # 0 entonces
tendré el mismo signo que f(ay) o que f(by)!.

1En el ejemplo de la figura 5.1 f(p1) tiene el mismo signo que f(b1) y ambos valores son
positivos.
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Si f(p1) v f(a1) tienen el mismo signo, entonces la raiz p se encuentra en el
intervalo |py, b1[ y tomamos

az = p1 y by = by.

Si, por el contrario, f(p1) y f(a1) tienen distinto signo?, entonces la rafz p
se encuentra en el intervalo |ay, p1[ y tomamos

a2 = a1 y by = p1.

Observa la figura 5.2.

I 1

flbo )t

fla,)
e

Figura 5.2: Segundo intervalo en el método de la biseccion.

Se aplica el mismo proceso en el intervalo [ag, bs] v se forma asi la sucesién
de intervalos [ag, bs], [a4, ba], - - - Cada nuevo intervalo sigue conteniendo la raiz
p vy su longitud es la mitad del intervalo precedente.

El método se generaliza de la siguiente manera:

Método de la Biseccion
Sea f : [a,b] — R una funcién continua en [a, b] tal que f(a)f(b) < 0y p €la,b|
tal que f(p) =0.

Para determinar la raiz p de f, inicialmente se hacen a1 =ay by = b.

Para n = 1,2,3,... a partir del intervalo [a,,b,], que contiene la raiz p, se
construye un nuevo intervalo [a,11,b,+1], que también contiene la raiz p, tomando
en primer lugar
bn — Qn

Pn = an + 9 ,

2Como sucede en el ejemplo de la figura 5.1.
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y a continuacién

Ap+1 = ap Y bn+1 =Dn si f(an)f(pn) < 07

o bien
Gn+1 =Pn Y bny1 =b, en otro caso.

Hay tres criterios de parada que se suelen incorporar al método de la bisec-
cién. El primero es detener el método si alguno de los puntos medios p,, es una
raiz (f(pn) = 0). El segundo consiste en detener el método cuando la longitud
del intervalo es menor que una tolerancia preestablecida. Finalmente, el méto-
do también se detendra si el nimero de iteraciones excede un numero fijado
previamente; este 1ltimo es el criterio que utilizaremos en nuestra construccion
Geogebra.

Especificacion de la practica

El objetivo perseguido en esta seccion es crear una representacién grafica del
método de la biseccion.

Entrada: Una funcién f = f(z), un intervalo inicial [a,d] y el ntimero n de
iteraciones del método.

Salida: Construcciéon Geogebra en la que se muestre la funcién f y, despla-
zando el deslizador n, se encuentre una rafz de f (visualizaremos el punto de
corte de la gréfica de f con el eje de abscisas).

Tanto los extremos a y b del intervalo inicial como el nimero de iteraciones
debes crearlos de manera que se puedan modificar cémodamente (punto sobre
EjeX, deslizador, etc.). Asimismo, debes trabajar con una precisién de 2 deci-
males y utilizar colores y estilos diferentes para los elementos de manera que el
diseno sea lo mas ilustrativo posible.

Indicaciones

Guarda la siguiente construccién en el archivo PR05-01-1aBisec.ggh
PASQO 1: Elementos de entrada.

Para empezar, introduce en la linea de entrada la funcién que vamos a utilizar

-2 41

fla) =

Para establecer el intervalo inicial [a,b] debe cumplirse que f(a)f(b) < 0,
es decir, que sean de distinto signo. Inicialmente podemos tomar el intervalo
[a,b] =[—2,3] ya que f(—2) = —1.1y f(3) = 1.9 que son de distinto signo.

Mediante el comando X_p=Intersecal[f, EjeX] obtenemos el punto de cor-
te de la grafica de f con el eje de abscisas. Observa que X, = (—0.75,0) por lo
que f(—0.75) = 0y, en consecuencia, p = —0.75 es una raiz de f.
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Edita las propiedades de X, y cambia el estilo como se muestra en la figura
5.3. Crea un texto con la férmula LaTex $p=x(Xp)$ tal y como se muestra en
la figura 5.3.

0.2

Figura 5.3: Punto de corte de f con el eje de abscisas.

Define, a continuacién, las constantes a = —2, b = 3 y muestra los objetos
como deslizadores (a: -2 hasta 1, incremento 0.1; b: 1 hasta 3, incremento 0.1) y
un deslizador n con el nimero de iteraciones a realizar (1 hasta 20, incremento
1). Crea un texto como el que se muestra en la figura 5.4 y comprueba que se
actualiza al desplazar los deslizadores a y b.

Intervalo inicial [a,b]=[-2,3]

Figura 5.4: Intervalo inicial [a, b].

PASQO 2: Sucesion de intervalos y puntos intermedios mediante la hoja
de calculo.

Aun cuando el comando Interseca nos ha permitido obtener la raiz p = 0.75,
vamos a implementar el método utilizando la hoja de calculo, asi pues muestra
la hoja de célculo y dimensiona la ventana para que se visualicen las columnas
A B, CyD.

En las celdas Al y Bl de la primera fila almacenaremos los extremos del
intervalo inicial [a1, b1] = [a,b] y en C1 el valor intermedio de ambos,

by —ay
2

pr=a1+
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¥ Hoja de Calculo
Al 7 7 |=a
A | 8 | ¢ |
1 2] 3 0.5
Figura 5.5: Extremos del intervalo inicial [a1,b1] = [a,b] y valor intermedio p;.

En la segunda fila debemos obtener los extremos del intervalo [ag,bs] v el
valor medio py, almacenando dichos valores en las celdas A2, B2 y C2.

Sabemos que los valores del intervalo [ag,bs] se obtienen dependiendo del
signo que tengan f(a1), f(b1) y f(p1) por lo que debes hacer uso de la instruccién
condicional
Si[<Condicién>,<Entonces>,<Si no>] tanto en la celda A2 como en la B2.

La condicién que debemos considerar en A2 es si el producto f(A1l)f(C1) <
0, mientras que en B2 debemos considerar una condicién parecida. El valor inter-
medio py se puede obtener copiando (Ctrl4C) la celda C1 y pegando (Ctrl4+V)
en la celda C2; comprueba que se actualiza correctamente y observa cémo que-
darfa la hoja de célculo.

b Hoja de Calculo

A2 4w |=sifan e <0, 7, 7 ]
A | B C

1 -2 3 0.5

2 —2| 0.5 -0.75

Figura 5.6: Extremos del intervalo [az, bo] y valor intermedio ps.

Una vez obtenida la fila 2, se puede copiar en las siguientes filas hasta com-
pletar el nimero maximo de iteraciones que hemos fijado al definir el deslizador
n; esto es, hasta la fila 20. Para ello, selecciona las celdas A2 B2 C2, copia
(Ctrl+C), selecciona las celdas A3 B3 C3 hasta A20 B20 C20 y pega (Ctrl4V).

Observaras que los extremos de los intervalos estdn cada vez mas préximos
y que a partir de la fila 11 coinciden, siendo el valor intermedio p;; = —0.75,
por lo que podemos afirmar que ese valor es una raiz de f.

Cambia ahora la precisién a 15 cifras decimales (Opciones, Redondeo) y
observa que ni tan siquiera en la fila 20 coinciden los extremos ya que hay una
diferencia pequena (la longitud del intervalo [azg, bag] = 0.00009536743164).

Para calcular la longitud de cada intervalo vamos a utilizar la columna D.
Asignas a D1 la longitud del intervalo [a1, b;], definiendo el valor de la celda D1
como B1-Al y copia la férmula de esa celda a las celdas D2 hasta D20. Vuelve a
la precision de 2 cifras decimales y observa que a partir de la fila 11 la longitud
del intervalo es 0.

Con la hoja de cédlculo construida ya estamos en condiciones de calcular
la raiz de f con la precisién que deseemos (podriamos incrementar el nimero
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de iteraciones si necesitdsemos mayor precisién); ahora vamos a visualizar el
método.

PASO 3: Representacion grafica del método.

En las columnas A y B tenemos los extremos de los intervalos que hemos
generado en cada iteracion y en la columna C los valores intermedios de cada
uno de ellos.

Debemos mostrar, para cada valor del iterador n, los valores a,, b, v pn
as{ como sus imagenes mediante f, tal y como se muestra en las figuras 5.7, 5.8
v 5.9.

5]
a=-1 10, X

0.5+

[a1.bq] =[-2,3] py =105

f(p,)
L.

0.7Y

-0.54

an
L
|

|

|

|

!

!

|

!

——————— of(a )

Figura 5.7: Representacién grafica del intervalo [a1,b1] y el valor intermedio p;.
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[az,bs] =[-2,0.5] p;=—0.75

—
.

a ey

. /’ﬂ?ﬂnn; T

-0.24
-0.44
-0.64

-0.84

2
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

——————————————— —efia)

Figura 5.8: Representacién gréfica del intervalo [az, bo] y el valor intermedio po.

0.4+

[az.b3] = [-2,-0.75] p;=—L1.38

Lf(p,)

pfla )

Figura 5.9: Representacién grafica del intervalo [as, b3] y el valor intermedio ps.

Debes tener en cuenta que para hacer referencia a un conjunto de celdas de
una columna de la hoja de célculo como si fuera una lista, tan solo es necesario
invocarla como Antm1:Antim2, siendo A la columna, nim1 la primera fila y ntm2
la dltima.

Teclea 1ista_{an}=A1:A20 para crear una lista con los valores de la columna
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A (que contienen desde a; hasta asg) y de igual manera crea la listap, con los
valores de la columna B y lista,, con los valores de la columna C.

Define la variable a,, como el elemento n-ésimo de la lista lista,, y, analo-
gamente, define las variables b,, y p,,. Para representar estos valores en el eje de
abscisas, l6gicamente, tendras que definir los respectivos puntos cuya abscisa sea
Gn, by ¥ pn y su ordenada 0. Llamalos, por ejemplo, Xa,, Xb, v Xp,, respecti-
vamente. Comprueba al desplazar el deslizador n que los puntos representados
estén el las posiciones que corresponden (revisa la hoja de célculo) y cambia el
estilo de los puntos para que se muestren como en las figuras 5.7, 5.8 y 5.9.

A continuacién debes definir los puntos sobre la curva fa, = (an, f(ay)),
fon = (bn, f(b)) ¥ fon = (Pn, f(pn)) v los correspondientes puntos sobre el eje
de ordenadas que representan los valores f(ay), f(bn) v f(pn)-

Observa las figuras 5.7, 5.8 y 5.9 para crear los segmentos con trazo dis-
continuo asi como para cambiar las propiedades de los objetos que se necesiten
(color, estilo, mostrar objeto, etc.) y crear el texto en que se muestra el intervalo
y su valor intermedio.

Para finalizar, desplaza el deslizador n (incrementando la iteracién) y observa
cémo los valores p, se van acercando a la raiz p tanto como se quiera.

PASO 4: Decrecimiento exponencial de la longitud de los intervalos
[an, bp]-

Si denotamos por I; = [a;, b;] y por |I;| a la longitud del intervalo, se tiene
_ 4]
- 2i—1>

que |I;] coni=1,2,3,---

Comprobaremos gréficamente que lim |I;| = 0 y que la velocidad de con-
1—00

vergencia es exponencial.

Recordemos que en las celdas de la columna D de la hoja de calculo hemos
calculado la longitud del intervalo correspondiente.

Define la funcién exponencial inversa g = e~* y cambia las propiedades para
que se muestre en la Vista Grafica 2.

Para representar la longitud de los intervalos, debes crear una lista de puntos
en los que la primera coordenada sea el valor del iterador n y la segunda la
longitud del intervalo [ay,, b,]. Muestra los puntos de la lista en la Vista Grafica
2.

Observa en la figura 5.10 como el decrecimiento de la longitud de los in-

tervalos [a;, b;], ¢ = 1,2,--- ,n, se ajusta a la gréfica de la funcién exponencial
xr

g=e ".
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7 Vista Gréfica 2 - PRO5-01-1aBisec.ggb - = lel ] ¥
Tl e~ =

Figura 5.10: Decrecimiento exponencial de la longitud de los intervalos.

PASO 5: Funcion con mas de una raiz.

Partiendo del archivo PR05-01-1aBisec.ggb, guarda la siguiente construccion
en el archivo PR05-01-1bBisec.gghb
Ahora vamos a considerar la funcion

flx) = %x(sena: +2)-5

que, como podras observar, tiene varias raices y el comando Interseca no nos
sirve.

Modifica los limites de los deslizadores a y b de manera que puedas partir
de diferentes intervalos iniciales y obtener todas las raices de f.

5.2. Meétodo de la Secante

Aunque el método de la biseccién siempre converge a la raiz contenida en
el intervalo inicial, su velocidad de convergencia es, habitualmente, demasiado
baja como para que sea ttil de forma general. Esta técnica puede ser mejorada,
partiendo de la idea central de que una funcién continua (no necesariamente de-
rivable) puede aproximarse localmente por una recta y, en consecuencia, el punto
de corte de la grafica de la funcién con el eje de abscisas se puede aproximar
por el punto de corte de la recta con el eje de abscisas.

El método de la secante explota esta aproximacién tomando como recta la
secante a la grafica de la funcién que pasa por dos puntos de dicha gréfica.
Para definir la primera recta necesitamos partir de un intervalo inicial [aq, b1]
cumpliendo f(ay)f(b1) < 0%, considerar los dos puntos de partida (a1, f(a1)),
(b1, f(b1)) sobre la grafica de la funcién y obtener la recta que los une (secante
a la gréfica de la funcién).

El punto de corte de la recta con el eje de abscisas, (p1,0), es una aproxima-
cién del punto de corte de la funcién con el eje de abscisas, (p,0); por tanto, el
valor p; es una aproximacion de la raiz p de la funcién (observa la figura 5.11).

3Con esta condicién, el teorema de Bolzano garantiza la existencia de una raiz en la1,b1]
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f=F(x)

f(bﬂ) R R R R PP EPRRP PR (b1,f(b1))

=
1
=
—
+
T

(a,.f(a;))

Figura 5.11: Aproximacién de una funcién f = f(x) mediante la recta secante.

Si expresamos la recta en la forma punto-pendiente® se tiene

f(b1) — fla1)

b1 —ay

y— flar) =

(z —a1);

esto es,

f(b1) = f(a)

by —ax

y=fla) + (z —ay). (5.1)

El punto de corte de la recta con el eje de abscisas, (p1,0), se obtiene haciendo
y =0 en la expresion (5.1), verificindose entonces

f(b1) — f(a1)

0= f(a1) + r——

(pl —01)7

por lo que

fla1)

7]‘,(171) _ f((ll) (b1 - 0,1). (52)

p1=a1 —

Si repetimos el proceso considerando los puntos de partida (p1, f(p1)) ¥
(b1, f(b1)) y obteniendo la recta que los une, el punto de corte de esta recta con
el eje de abscisas, (p2,0), es una aproximacién del punto de corte de la funcién
con el eje de abscisas, (p,0), y el valor py es una aproximacion de la rafz p de la
funcién (observa la figura 5.12).

4La ecuacién de la recta que pasa por el punto (xo, o) con pendiente m es:
Yy — Yo = m(z — To)
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(b, fd,)

Py fP )

Figura 5.12:

Si expresamos la recta en la forma punto-pendiente se tiene

_ ) S
y—fp) = L — by (x = p1);

esto es,

f(p1) — f(b1)
W(I —p1)- (5.3)

El punto de corte de la recta con el eje de abscisas, (p2,0), se obtiene haciendo
y = 0 en la expresién (5.3), verificindose entonces

f(p1) — f(b1)
p1— b1

y = f(p1) +

0= f(p1)+ (p2 — p1),

por lo que

f(p1)
f(p1) — f(b1)

Continuando el proceso obtendremos una sucesién de niimeros p1, p2, p3, - - -
que, en el caso de la figura 5.12, se aproximan a la raiz, p, de la funcién tanto
como se quiera.

La regla de recurrencia que nos permitird obtener los valores py, p2, ps3,- - -, se
obtiene utilizando la notacién p_1 = a1 y pg = b1. De esa manera, la expresion
(5.2) quedard de la forma

p2 =p1 — (p1 — b1). (5.4)

S
P1=p-1 f(po)—f(p—1)(p0 p-1)

y la expresién (5.4) quedard como

_ f(p1) _
P2 =P Y ) PP

La expresién de recurrencia es
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f(pn—l)
Pn—1) — f(Pn—2

Pn = Pn—1 — f( )(pn—l _pn—2); para n=1,2,3,--- (55)

En el ejemplo mostrado en la figura 5.11 el valor p; pertenece al intervalo
inicial [a1, b1], hecho que no se puede asegurar siempre, tal y como se muestra
en la figura 5.13.

(a1 ,f(a1))

Figura 5.13: Valor p; fuera del intervalo [a1, b1].

Como consecuencia, el método de la secante no tiene la propiedad del método
de la biseccion de ir encajonando la raiz y no garantiza la convergencia de la
sucesion de valores p;, 1 = 1,2,3,---

Especificacion de la practica

El objetivo para esta seccién es crear una construccion Geogebra que visua-
lice el método de la secante.

Entrada: Una funcién f = f(z), un intervalo inicial [a1,b1] y el nimero n
de iteraciones del método.

Salida: Construccion Geogebra en la que se muestre la funcién f y, despla-
zando el deslizador n, se encuentre una raiz de f (visualizaremos el punto de
corte de la gréfica de f con el eje de abscisas).

Tanto los extremos a; y by del intervalo inicial como el nimero de iteraciones
debes crearlos de manera que se puedan modificar cémodamente (punto sobre
EjeX, deslizador, etc.). Asimismo, debes trabajar con una precisién de 2 deci-
males y utilizar colores y estilos diferentes para los elementos de manera que el
diseno sea lo mas ilustrativo posible.

Nota: Los graficos mostrados son indicativos: no necesariamente representan
los resultados que se van a obtener para los datos de entrada propuestos.
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Indicaciones

Guarda la siguiente construccién en el archivo PR05-02-1aSecante.ggb
PASO 1: Elementos de entrada.

La funcién que vamos a utilizar es f(z) = tz(cosz — 2) + £ y el intervalo
inicial [aq,b1] = [5, 10].

Para que méas adelante se pueda modificar facilmente el intervalo inicial,
define un punto Xa; sobre el eje de abscisas (Xa_1=Punto[EjeX]) y despldzalo
hasta la posicién (5,0) y, del mismo modo define otro punto Xb; sobre el eje
de abscisas y desplédzalo hasta la posicién (10, 0). Asigna, a continuacién, a la
variable a; la abscisa del punto Xa; y a by la del punto Xby,

Define un deslizador, n, que controle la iteracién (1 a 30, incremento 1).

PASO 2: Obtencién de la sucesion de valores p;, i =1,2,3,--- en la hoja
de calculo.

Vamos a utilizar la columna A de la hoja de calculo para obtener la sucesion
de nuimeros reales p;, i = 1,2,3,--- Para ello, almacena en la celda Al el
extremo inferior del intervalo, a1, y en A2 el superior, by.

En la celda A3 debes obtener el valor p;, haciendo uso de la recurrencia
(5.5). Si la férmula es correcta, cuando copies la celda A3 en la celda A4, se
actualizaran los indices y obtendras el valor ps. Una vez comprobado lo anterior,
copia la celda A4 y pégala en el rango de celdas A5:A32° (observa la figura 5.14).

* Hoja de Calculo
Biv [ EEE|=- 8-
A3 H N7 |=AT AT AT -TAT) (A7-AT)
A B c | o
51 a1
10 | by
5_sa| p1
6.92  p2
899 p3
735 p4
7.44 | p5
7.45 | pb
745 pf
10 7.45  p8
11 7.45  p9

‘m|m‘-d‘m|m‘+‘-‘w [ ey

Figura 5.14: Sucesién de valores p;, 1 = 1,2,3,---

Observaras que la sucesién de numeros p;, ¢ = 1,2,3,--- converge a 7.45;
también, que a partir de la fila 13 Geogebra muestra el signo 7 indicando que,

5Si necesitdramos maés iteraciones copiarfamos en un rango de celdas mas amplio.
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con la precisién utilizada, aparece un 0 en el denominador de la férmula (por
tanto no puede realizar esa operacién).

Con la hoja de cédlculo construida hemos podido calcular la raiz de f con la
precision elegida, ahora visualizaremos el método.

PASO 3: Representacion grafica del método.

En las celdas Al, Bl tenemos los extremos del intervalo inicial [aq,b;] y en
el rango de celdas A3:A32 tenemos los valores p;, i = 1,2,--- ,30.

Debemos mostrar los valores a1, by y, para cada valor del iterador n, p,
asi como sus imagenes mediante f. Asimismo se debe mostrar la recta secante
que pasa por los puntos ya descritos con anterioridad, tal y como se muestra
en las figuras 5.15, 5.16, 5.17 y 5.18, que se corresponden con las iteraciones
n = 1,2,3,4. Observards, también, que en el eje de abscisas se han dejado las
marcas de los distintos valores p;, i =1,2,3,---

5 n=1

e pP1=586 p=T745 |p—p| =159,

Figura 5.15: Representacion grafica del método de la secante, n = 1.
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—— p2=¥92 p=7T45 |p—p)| =053,

Figura 5.16: Representaciéon grafica del método de la secante n = 2.

=3
| e ps=8.99 p=745 |p—py=—1.54.

ecante

f=1(x)

Figura 5.17: Representacién grafica del método de la secante n = 3.
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e pi=T.35, p=TA5 |p\ps =0.1

Secante

o i 2 3 H 5 ] T pRNA5 ¢ 5 10 kil

Figura 5.18: Representacion grafica del método de la secante n = 4.

PASQO 4: Convergencia.

Partiendo del archivo PR05-02-1aSecante.ggb, guarda la siguiente construc-
cién en el archivo PR05-02-1bSecante.ggb

Copia la férmula de la celda A32 en el rango de celdas A33:A100 y aumenta el
valor maximo del iterador n hasta 98. También deberds redefinir todas aquellas
expresiones en las que hayas utilizado el rango de celdas A2:A32 y extenderlas
al rango de celdas A2:A100

Ahora intenta encontrar un intervalo inicial de manera que después de 98
iteraciones el método todavia no haya conseguido encontrar la raiz de la funcion.

PASO 5: Funciones con mas de una raiz.

Partiendo del archivo PR05-02-1bSecante.ggb, guarda la siguiente construc-
cién en el archivo PR05-02-1cSecante.ggb

Podemos realizar una traslacién de la funcién f definiendo un deslizador k
que tome valores comprendidos entre —10 y 10 (incremento 0.1) y cambiando
el valor 1—52 por k. Si hacemos el deslizador k = 3, la funcién f tiene la siguiente
expresion

flz) = %z(cosx —2)+3.

Esta funciéon corta al eje de abscisas en tres puntos, para obtenerlos y agrupar-
los en una lista utiliza el comando Pcorteabscisas={Raices[f, -100, 100]}.
Sabemos que las raices de f son las abscisas de esos puntos, para crear una lista
con todas las raices teclea el comando Raicesf=x(Pcorteabscisas).
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La cantidad de raices existente es igual a la longitud de una cualquie-
ra estas listas. Almacena en una variable dicho valor tecleando el comando
num_{raices}=Longitud[Raicesf], finalmente crea un deslizador, r, que tome
valores desde 1 hasta num con incremento 1.

raices

Como habrés podido observar, Geogebra nos permite obtener las raices de
f8. Ahora debemos obtenerlas nosotros con el método de la secante que hemos
implementado.

Prueba, por ejemplo, a modificar el intervalo inicial y observa los valores
que aparecen en la hoja de cédlculo. Intenta encontrar intervalos de inicio que
contengan las tres raices y que permitan obtener una cualquiera de ellas.

Modificando el deslizador k puedes obtener funciones con 1,3,5,7, ... raices,
prueba a hacerlo y a encontrar los intervalos iniciales que hagan que la sucesion
p; converja a dichas raices.

Observa las figuras 5.19, 5.20 y 5.21 para que te sirvan como modelo en tu
construccién. Si tu construccién no genera exactamente los mismos valores, no
le des importancia y busca el intervalo inicial que haga que la sucesién de valores

pi,i=1,2,3,--+ converja a una de las raices de f.
n=3
-
51 k=3 [al,bl} = [5, 14},
., P3=05.83, p=13.11, |p—ps| =T7.28.
51 —_—
o
F=f(%)
\-

NP1 )

: PP o))

Figura 5.19: Representacion grafica del método de la secante, n = 3, k = 3,
r=3.

6Utiliza, a nivel interno, métodos numéricos como los que estamos estudiando.
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44
Secante

=13

=5
n.—
k=3 [al,bl] = [5.7, 13.4],
P —
, ps =5.04, p=11.81, |p— ps| =6.77.
—_— e

(Pp2f(Pp))

Figura 5.20: Representacion grafica del método de la secante, n = 5, k = 3,

r=2.

Secante
==

k=4 [a1,b1] = [8,20],
s D5=18.69, p=19.15, |p— p;| = 0.46.

—

Figura 5.21: Representacion grafica del método de la secante, n = 5, k = 4,

r=2>5.



92 5.3. METODO DE NEWTON

5.3. Meétodo de Newton

Tanto el método de bisecciéon como el de la secante pueden interpretarse
geométricamente diciendo que aproximan la solucién de f(z) = 0 mediante la
raiz de una recta préxima a la gréafica de la funcién f. La linea recta que mejor
aproxima a la grafica de la funcién en las proximidades de un punto es la recta
tangente a la grafica de la funcién en ese punto. Cuando se utiliza esta recta,
en lugar de la recta secante, se obtiene un método iterativo, conocido como el
método de Newton o de Newton-Raphson, que en el caso de converger lo hace
més rapidamente que los anteriores.

Un inconveniente de este método frente al de la secante es que hay que
evaluar en cada iteracién el valor de la derivada; atin cuando con los modernos
paquetes de célculo simbdlico esto no supone un problema serio, para algunas
funciones dadas en forma no elemental el cdlculo de la derivada puede llegar a
suponer un esfuerzo considerable.

La convergencia del método de Newton no esta garantizada, por lo que es
importante partir de un valor inicial cercano a la raiz buscada, hecho que se
puede lograr acotando la zona en la que esta la raiz utilizando previamente otro
método de convergencia mas segura como el de la biseccién.

Sip es una raiz de f(x), la curva f = f(x) corta al eje de abscisas en el punto
(p,0). Si tomamos una aproximacién inicial p; de la raiz p, el punto (p1, f(p1))
estd situado en la curva cerca de (p,0), como se puede observar en la figura 5.22.

Definimos ps como la abscisa del punto de interseccién del eje de abscisas
con la recta tangente a la curva en el punto (p1, f(p1)). Como se puede observar
en la figura 5.22, ps estd mas cerca de la raiz p que p;.

Podemos relacionar ps y p; expresando la pendiente, m, de la recta tangente
a la curva en el punto (p1, f(p1)) de dos formas.

f(p1)

Por un lado my = f’(p1) y por otro m; =

pl—p2'

% /Pz F:’1

Figura 5.22: Primera aproximacion a la raiz p.



PRACTICA 5. RESOLUCION DE ECUACIONES DE UNA VARIABLE 93

Igualando, tendremos

fp = 2L
P1— P2
(1)1 —p2) = f(p1),
b1—p2 = fp)
;)
o f(p1)
P2 = p1+ f/(p1)7
y, en consecuencia,
_ 7f(]31)
PR )

Si consideramos ahora como valor de partida ps, el punto (ps, f(p2)) esta si-
tuado en la curva cerca de (p,0), como se puede observar en la figura 5.23.

Definimos p3 como la abscisa del punto de interseccién del eje de abscisas
con la recta tangente a la curva en el punto (p2, f(p2)). Como se puede observar
en la figura 5.23, p3 estd mas cerca de la raiz p que p; y po.

Podemos realcionar p3 y ps expresando la pendiente, ms, de la recta tangente
a la curva en el punto (ps, f(p2)) de dos formas.

f(p2)

Por un lado mg = f’(p2) y por otro my =

Pz*p?,.

(py) |

_ // Ps P, P4

Figura 5.23: Segunda aproximacién a la raiz p.

Igualando, tendremos
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Py = P2
P2 —Pp3
['(p2)(p2 —p3) = [f(p2),
P2 —p3 = /(p2)
f’(p2)’
o f(p2)
p3 = p2 + F(pa)’
y, en consecuencia,
_ o [(p2)
bs =Pz f’(PQ).

Si repetimos el proceso, para n obtendremos la relacién de recurrencia

o fe)
Di+1 = Ds f’(pz)’ 1 1) 2737 (56)

De esta manera obtenemos una sucesién de aproximaciones p;, 1 =1,2,3,---
que converge a la raiz p bajo ciertas condiciones.

Especificaciéon de la practica

En esta seccién se debe crear una construccion que visualice el método de
Newton.

Entrada: Una funcién f = f(z), un valor inicial p; y el nimero n de
iteraciones del método.

Salida: Construccién en Geogebra en la que se muestre la funcién f vy,
desplazando el iterador n, se encuentre una rafz de f (visualizaremos el punto
de corte de la grifica de f con el eje de abscisas).

Tanto el valor inicial, p1, como el nimero de iteraciones debes crearlos de ma-
nera que se puedan modificar comodamente. Asimismo, debes trabajar con una
precision de 2 decimales y utilizar colores y estilos diferentes para los elementos
de manera que el diseno sea lo mas ilustrativo posible.

Nota: Los graficos mostrados son indicativos: no necesariamente representan
los resultados que se van a obtener para los datos de entrada propuestos.

Indicaciones

Guarda la siguiente construccién en el archivo PR05-03-1aNewton.ggb

PASO 1: Elementos de entrada.

133—

La funcién que vamos a utilizar es f(x) = . Para que més adelante se

pueda modificar facilmente el valor inicial, p;, define un punto Xp; sobre el eje
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de abscisas (Xp_1=Punto[EjeX]) y despldzalo hasta la posicién (5,0); asigna, a
continuacion, a la variable p; la abscisa del punto Xp;.

Define un deslizador, n, que controle la iteracién (1 a 30, incremento 1).

PASO 2: Obtencién de la sucesion de valores p;, i =1,2,3,--- en la hoja
de calculo.

Vamos a utilizar la columna A de la hoja de calculo para obtener la sucesion

de ntimeros reales p;, i = 1,2, 3, -+ Para ello, almacena en la celda Al el valor
inicial p; (ten en cuenta que p; puede variar) y asigna a la casilla A, 11 el
valor p,41, paran =1,2,---,29 haciendo uso de la expresién (5.6); al final del

proceso deben estar llenas las casillas A1l hasta A30. Observaras en las casillas
de la columna A que la sucesion de valores p;, i = 1,2, --- 30 converge a la raiz
de f (p=1.59).

Podemos realizar las iteraciones de este método sin necesidad de utilizar la
hoja de célculo, haciendo uso del comando Iteracién que permite realizar un
bucle recursivo indicando la funcidn, el valor inicial y el niimero de iteraciones.
Con este comando, la funcién parte del valor inicial y devuelve un valor de sa-
lida que se vuelve a tomar como entrada, repitiendo el proceso las veces que se
indique. Como hemos indicado, la ventaja de este comando es que no precisa-
mos de la hoja de cédlculo, pero conlleva el inconveniente de que no podremos
representar todos los pasos a la vez, sino uno tras otro.

PASO 3: Representacion grafica del método.

Crea, en primer lugar, una lista llamada Abscisas con los valores p;, i =
1,2,-+-,30 (recuerda que estan almacenados en las casillas Al hasta A30).

Utilizando el comando Elemento|] sobre la lista Abscisas, define el punto
sobre el eje de abscisas P, = (pn,0). Editando las propiedades de P,, haz que se
muestre el subtitulo p,, con estilo de punto x. Utilizando el comando Elemento]]
sobre la lista Abscisas, define el punto sobre el eje de abscisas P11 = (pn+1,0).
Editando las propiedades de P,11 haz que se muestre el subtitulo p,4; con
estilo de punto Xx.

Continua definiendo los objetos necesarios para visualizar el método, tal y
como se muestra en las figuras 5.24, 5.25 y 5.26, que se corresponden con las
iteraciones n = 1,2, 3.

Observards, que en el eje de abscisas se han dejado las marcas de los valores
P1; Pns ¥ Pn+1-
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n=1
-
124
p1=>5, p=1.59, tangente
|p— p1| = —3.41.

]
(AN S

Figura 5.24: Representacion grafica del método de Newton, n = 1.
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n=2
—

p2 = 3.39, p= 1.59,
[p—p2| = —1.8.

Figura 5.25: Representacién grafica del método de Newton, n = 2.
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n=3
>~

ps = 2.37, p=1.59,
|p— p3| = —0.79.

tangente

f(py) Freeeeeeeeeeee (P f(p,)
n+ Li,f(pnﬂ ))' .
n 3 4

Dot
>
-
@

Figura 5.26: Representacion grafica del método de Newton, n = 3.

PASO 4: Convergencia.

Partiendo del archivo PR05-03-1aNewton.ggb, guarda la siguiente construc-
cion en el archivo PR05-03-1bNewton.ggb

Copia la casilla A30 en el rango de celdas A31:A100 y actualiza todas las
listas en las que hubieras utilizado el rango de celdas A1:A30 por el rango

de celdas A1:A100; asimismo actualiza el deslizador n para que pueda tomar

34
valores entre 1 y 100. Comprueba que para la funcién utilizada, f(z) = z ,

cualquier valor inicial p; nos llevard a la raiz de f; con excepcion del valor
p1=0.

En general no se puede asegurar que el método converja hasta encontrar
una raiz, pero podemos precisar cuando es convergente utilizando el siguiente
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teorema.

Teorema 5.2 (Teorema de Convergencia). Si f : [a,b] — R es continua en
[a,b] de tal forma que f(a)f(b) <0y f'(z) y f"(x) son no-nulas y conservan
el signo en [a,b] entonces para cualquier aproximacion inicial p; que satisfaga
f(p1)f"(p1) > 0, el método de Newton puede calcular una raiz f(x) = 0 con
cualquier grado de exactitud.

PASO 5: Funciones con mas de una raiz.

Partiendo del archivo PR05-03-1bNewton.ggh, guarda la siguiente construc-
cién en el archivo PR05-03-1cNewton.ggb

Vamos ahora a probar el método con una funcién que contiene varias raices.
Cambia la funcién f(z) por la siguiente

f(z) =z(senz +2) — 5

e intenta encontrar las 3 raices cambiando el valor inicial. Obviamente es sencillo
si tomamos un valor de inicio cercano a la raiz buscada, pero prueba a encontrar
las 3 raices para valores de p; mayores que 6. Cuando los encuentres, anota los
valores de inicio y la raiz hallada con ellos.

5.4. Cuestionario sobre los resultados
Vamos, por ultimo, a comparar los tres métodos con la misma funcién
flz)=¢e® —a®+7.

Introdiicela en los tres métodos implementados tomando como intervalo inicial
[—10, 10] para el de la biseccién y la secante y el valor inicial —10 para el de
Newton. Anota la raiz obtenida y las iteraciones necesarias para alcanzarla en
cada uno de los métodos. Prueba también tomando el valor inicial 10 en el
método de Newton y andtalo.

Responde ahora a las siguientes preguntas sobre los resultados de todos los
ejercicios que ademas te servirdan para comprobar que has entendido el trabajo
realizado.

1. Si tenemos un intervalo [a,b] y una funcién f(z) continua en ese intervalo
de tal forma que f(a)f(b) < 0, entonces

;podemos asegurar que el método de la biseccién converge a alguna raiz?
iy el método de la secante?
.y el de Newton?

2. Si una funcién, continua y derivable en un intervalo [a,d], tiene varias

raices en ese intervalo, ; podemos encontrarlas todas con algiin método sin
modificar los valores de partida?
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3. Segun el nimero de iteraciones necesario para alcanzar una raiz, ;qué méto-
do consideras que es mas rapido? ;y en segundo lugar?

4. Si existe un punto de inflexién en la funcién cercano a la raiz que se
busca, ja qué método crees que afectard mas? ;hay algin método al que
no afectaria?

5. Si tuvieras que hacer un programa, en cualquier lenguaje, que simulara
el célculo de una raiz de una funcién, ;qué método crees que seria mas
costoso de programar? jpor qué?



Practica 6

Interpolacion

Temporizacion
Esta practica debe realizarse en dos sesiones de 2 horas presenciales.
= La primera sesidn presencial debe dedicarse a las secciones 6.1, 6.2 y 6.3.
= La segunda sesién presencial debe dedicarse a las secciones 6.4, 6.5 y 6.6.

Si acabaras la tarea programada antes del tiempo estimado, debes pasar a la siguien-
te actividad programada. Por el contrario, si no acabaras en el tiempo programado
deberas dedicar el tiempo que necesites para acabar la tarea en horas no presenciales.

Cada construccion deberas grabarla en un archivo con el nombre que se indi-
que. Para empezar debes crear una carpeta cuyo nombre debe ser PRACTICA6
en la que almacenarés todas las construcciones de esta practica.

Introducciéon

La interpolacién consiste en la obtencion de nuevos puntos intermedios a
partir de un conjunto discreto de puntos conocidos. En ingenieria o ciencia es
frecuente disponer de un conjunto de puntos obtenidos por muestreo o expe-
rimentacién y el objetivo de la interpolaciéon consiste en construir una funcién
que pase por dichos puntos.

Mas alla del concepto puramente analitico, las aplicaciones de la interpola-
cién en informatica son inmensas utilizindose, por ejemplo, para la compresion
de video, el cambio de frecuencia de muestreo en sonido, el cambio de tamano
en imagenes, la animacién en videojuegos y realidad virtual, etc.

En esta préactica vamos a estudiar la interpolacion con GeoGebra. Para ello,
tras conocer los rudimentos basicos, muestrearemos una serie de puntos que lue-
go interpolaremos y compararemos con la funcién real. Posteriormente, aplicare-
mos los conceptos adquiridos para desarrollar un sistema de animacién sencillo.

101
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6.1. Interpolaciéon con GeoGebra

Guarda la siguiente construccién en el archivo PR06-01-IntGeo.ggb

6.1.1. Introduccién de puntos de muestreo

= Resulta til activar la vista de hoja de célculo, para trabajar directamente
con los valores. Para ello, tras elegir el modo «Algebra y Gréficos», en el
menu «Vista» activamos la opcién «Hoja de Célculo».

= Para introducir una serie de puntos, podemos utilizar las columnas A y
B para las coordenadas x e y respectivamente. Los cuatro puntos son:
(1,-1),(2,1),(3,-2), (4,2).

» El siguiente paso es crear una lista de puntos seleccionando de Al a B4,
haciendo click con el boton derecho y eligiendo «crea — lista de puntos»
(figura 6.1).

Figura 6.1: Creacién una lista de puntos de muestreo

6.1.2. Obtencion del polinomio de interpolacién y calculo
de puntos interpolados

= Una vez tenemos los puntos de muestreo, creamos un polinomio que pase
por dichos puntos con la orden polinomio[listal], donde listal es el
nombre de la lista de puntos que tenemos creada (figura 6.2).
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Figura 6.2: Creacién del polinomio que pasa por dichos puntos

= Podemos usar este polinomio para aproximar la funcién original en puntos
que no hemos muestreado, para ello introducimos las coordenadas x = 1.5,
2.5, 3.5 de los puntos que vamos a calcular en la columna C' (figura 6.3).

Envasa oG]

Figura 6.3: Introduccién de puntos a interpolar

= Obtenemos la imagen correspondiente a C'1 introduciendo =£ (C1) en D1.
Podemos copiar D1 y pegar a D2y D3 para calcular las imégenes de los
otros puntos (figura 6.4).
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Activo Egta Visa Opoones Heramentas Ventana Aca
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Figura 6.4: Calculo de las imégenes interpoladas

= Podemos mover uno de los puntos originales de muestreo y ver cémo se
recalcula tanto el polinomio como los valores interpolados (figura 6.5).

Activo Eota Visa Opoones Heramienias Veniana A
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CE]

SI[> Vst Gratea 51> o de Catclo £l
A e o M e T ¢
5 o »

05 +35x-4 B
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T
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>
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Figura 6.5: Interactividad
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6.2. Aproximando una funcién

En esta seccion el objetivo es aproximar una funcién continua mediante la
interpolacién de una serie de puntos muestreados.

6.2.1. Enfoque estatico

Guarda la siguiente construccién en el archivo PR06-02-1Aprox.ggb

= Define la funcién f(z) = x cosz.

Muestrea dicha funcién para x = 2,4, 6,8 obteniendo 4 puntos.

Obtén un polinomio de interpolacién que pase por esos puntos. Lldmalo

p(z) y ponle color rojo.
= Calcula las imégenes interpoladas para z = 0, 3,5, 7, 10.

Obtén el error cometido en la aproximacién de dichos puntos. Para ello,

puedes obtener las imdgenes reales (f(x)) de dichos puntos y obtener la
diferencia (el valor absoluto de la diferencia, usa abs ()) entre las imagenes

reales y las aproximadas.

= De esta forma:

la columna A contiene las coordenadas x de los puntos de muestreo,
la columna B contiene las coordenadas y de los puntos de muestreo,
la columna C contiene las coordenadas x de los puntos a interpolar,
la columna D contiene las coordenadas y de los puntos interpolados
D1 = p(C1),

la columna E contiene el error cometido al interpolar

El = abs(£(C1)-D1).

=======

Figura 6.6: Aproximacién a una funcién con un enfoque estético
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6.2.2. Enfoque interactivo o dinamico

Guarda la siguiente construccién en el archivo PR06-02-2Aprox.ggb

Podemos convertir el modelo de interpolaciéon anterior en algo mas interac-
tivo. Para ello, iniciamos un archivo de Geogebra nuevo y realizamos los pasos
siguientes:

= Crea dos variables que nos determinen el intervalo de muestreo; en este
caso seran a = 1 y b = 10.

= Crea un deslizador n, con minimo 1, maximo 25 e incremento 1. Repre-
sentara el nimero de puntos muestreo.

s Ajusta el redondeo a 4 posiciones decimales (menu «opciones — redon-
deo»).

= Crea dos rectas verticales que pasen por a y por b con el objetivo de
delimitar graficamente el intervalo considerado. Utiliza un color rojo y
estilo punteado, desactivando la presentacién de rétulo. Puedes utilizar el
comando recta[(a,0),EjeY] para a y de forma similar para b.

= Define f(x) = zcos(x) en el intervalo [a, b].

= Con el comando secuencia, crea una lista P de puntos de muestreo
(i, f(7)); para ello utiliza la forma del comando con incremento, definiendo

n puntos desde a hasta b con un incremento (separacién) de Z:

a
1°

= Define ahora un polinomio de interpolacién, p(z), en el intervalo [a,b] y
que pase por la lista de puntos P; asignale un color azul.

» Define una funcién de error e(z), en el intervalo [a, b] que serd la diferencia
entre f(z) y p(z), con el comando e(x) = Funcién[abs(f(x)-p(x)),a,b].
Asignale un color rojo.

s Como medida del error, vamos a utilizar el area que encierra la funcién
e(x) entre a y b. Para ello, podemos usar la integral definida:

E_{total} = Integralle(x),a,b];

pero podras comprobar que GeoGebra es extremadamente lento en este
caso (es posible que tarde 1 o 2 minutos en recalcular) por lo que borra
dicha construccién y aproximalo mediante una suma trapezoidal (similar
a las sumas de Riemann que hemos visto) con el comando:

E_{total} = SumaTrapezoidall[e,a,b,100].
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Archivo Edita Vista Opciones Heramientas Ventana Ayuda
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» Vista Algebraica x| [ » vista Grafica

= Fundién
@ e(x) = |x cos (x) — (0.0267 x* — 0.694 x* + 6.3855 x* — 24.9965 x” + 39.6682 x — 19.8497) | n=g
5 fx) = x cos(x) —.—
3 p(x) = 0.0267 x — 0.69 x* + 6.3855 x* — 24.9965 x” + 39.6682 x — 19.8497
= Usta

5 P={(1,0.5403), (2.8, -2.6382), (45, -0.5159), (6.4, 6.3564), (8.2, -2.7811), (10, 8.3907)}
= Nimero

s

Entrada:

Figura 6.7: Aproximacién a una funcién con un enfoque interactivo

Comentarios y reflexiones

= ; A partir de qué nimero de puntos se consigue una aproximacién perfecta
en el intervalo?

= Modifica el intervalo para que sea de -10 a 10 (variables a y b). ;Empeora
o mejora la aproximacién?

= La aproximacion tiende a ser mejor cuanto mayor es la densidad de puntos
de muestreo. No obstante, el polinomio de interpolacién tiende a oscilar
cuando el niimero de puntos es elevado. Para evitarlo, se utiliza la inter-
polacién por partes que puedes consultar en el capitulo correspondiente
del manual de teoria.

6.3. Animacién mediante interpolacion

La interpolacién se utiliza frecuentemente para animar elementos en la pro-
duccién de graficos por ordenador; se define un pardmetro mediante una serie
de puntos clave (key frames) que luego se interpolan con una funcién continua
que depende del tiempo.

En este ejercicio vamos a realizar la animaciéon de un elemento sencillo: la
posicién y tamano de un circulo.
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ia Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda
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Figura 6.8: Animacién

Guarda la siguiente construccién en el archivo PR06-03-1Anim.ggb

Empieza con un proyecto de GeoGebra nuevo.

Crea un deslizador que llamaremos ¢, con minimo 1, maximo 10 e incre-
mento 0.01. Este pardmetro sera el tiempo en nuestra animacion.

Define una lista, que llamaremos A, de puntos clave que sigan la funcién

%cos(m) + 2, para ello podemos usar el comando secuencia:

A=Secuencial(i, cos(i) 1.5 + 2), i, 1, 10]

Define un funcién de interpolacién que pase por los puntos de la lista A.
Lldmala P4 (z).

Crea un circulo en base a su centro y radio. El centro serd el punto B =
(0,0) y definimos el radio en funcién de P4 con la expresién:
Pa(t)

Comprueba que ahora moviendo el deslizador se anima el radio del circulo
siguiendo los puntos de control. El centro, sin embargo, continta estatico;
por ello, cambiamos la definicién de B para que en lugar del punto (0, 0)
sea el punto (¢,0). De esta forma el circulo avanzard a lo largo del eje de
abscisas segun vaya progresando el tiempo.

Prueba a modificar los puntos de control que definen P4 para elegir tu
propia animacién personalizada. Una vez hayas acabado, redefine P4 a su
forma original.

Investigaciones Podemos extender este modelo de animacién anadiendo més
parametros animados u objetos distintos:

.Se te ocurre como animar el color del circulo para que pase de negro
(Pa(t) = 0) arojo (Pa(t) = 3.5) en funcién de P4? Para ello, debes inves-
tigar en las propiedades del circulo y modificar el color rojo en el apartado
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de «colores dindmicos» en la seccién «avanzado». Teniendo en cuenta que
el color va de 0 a 1, una expresién adecuada podria ser P4(t)/3.5.

Seria interesante que el circulo siguiera el camino trazado por la funcién
Pa(z). {Cémo modificarias el centro del circulo para que siguiera dicho
camino? Una vez hecho esto, modifica el radio del circulo para que sea
constantemente 1 en lugar de depender de P4 (t).

Introduce un nuevo objeto en la animacién, un cuadrado de 0.5 de lado por
ejemplo, y hazlo rotar mientras se desplaza a lo largo del eje de abscisas
en funcién de t. Para ello puedes utilizar ¢ como su desplazamiento y 72¢

como su rotacién. Oculta la geometria que moleste en la animacién.

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda
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Figura 6.9: Animacién extendida

6.4. Interpolacion por Lagrange

Este método obtiene un polinomio de interpolacién como combinacién lineal
de los distintos polinomios de Lagrange (L, x(x)) que tienen la propiedad de

valer 1 en el punto en cuestién y 0 en los deméas puntos.

Es muy conveniente que revises la seccion correspondiente en los materiales

de teoria.

6.4.1. Ejemplo de interpolacién con 3 muestras

Guarda la siguiente construccién en el archivo PR06-04-1Lagrange.ggb

= Empieza con un proyecto de GeoGebra nuevo.

= Define la funcién f(z) = cos(x) sen(2z) + 2.
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= Vamos a extraer 3 muestras de esta funcién en x = 1,3,5 con

x 0=1
x_1 =3
x 2 =5
y_0 = £(x_0)
y_1 = £f(x_1)
y_2 = £(x_2)

Podemos visualizar estas muestras creando los puntos correspondientes
con

(x_0,y_0

= ==
N = O
~
I.‘x‘.
N -
N
[N
N N

Para definir los polinomios de Lagrange correspondientes, hemos de con-
siderar que el numerador de L,, ; contiene los factores

(x —xo)(x —21) ... (. — )

excepto el factor correspondiente a (z — x). De igual forma, el denomi-
nador tiene todos los factores

(xp — z0)(zp — 1) ... (T — Ty)

excepto el factor correspondiente a (xp — xx) que provocaria un 0 en el
denominador. De esta forma obtenemos:

L {2,0}(x) = (x—x_1)(x-x_2)/((x_0 - x_1)(x_0 - x_2))
L_{2,1}(x) (x-x_0) (x—x_2)/((x_1 - x_0)(x_1 - x_2))
L_{2,2}(x) (x-x_0) (x—=x_1)/((x_2 - x_0) (x_2 - x_1))

Cambia el color de dichos polinomios a azul y el estilo a punteado.

El polinomio de interpolacién se obtiene multiplicando cada ordenada por
el polinomio correspondiente de la siguiente formas:

P_2(x) = y_0 L_{2,0}(x) + y_1 L_{2,1}(x) + y_2 L_{2,2}(x)

Cambia el color del polinomio de interpolacién a rojo, para que se pueda
visualizar facilmente. Comprueba como el polinomio de interpolacion pasa
por los puntos de muestra aunque no se parece mucho a la funcién ori-
ginal. Para ello necesitariamos més muestras, aumentando la informacién
disponible acerca de f(x).
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Figura 6.10: Interpolacién por Lagrange con 3 muestras

6.4.2. Ejercicio de interpolacion con 5 muestras

Guarda la siguiente construccién en el archivo PR06-04-2Lagrange.ggb

Realiza el ejemplo anterior con la misma funcién pero con las muestras

> W NP O
I
O W N

Para ello deberas construir los polinomios L4 (), ..., Ls4(x) y el polinomio de
interpolacién Py(x) obteniendo un resultado similar a la figura 6.11.
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Figura 6.11: Interpolacién por Lagrange con 5 muestras

6.5. Interpolacion por diferencias divididas

Este método obtiene un polinomio de interpolacién equivalente al obtenido
por el método de Lagrange, si bien el calculo es méas sencillo de realizar a mano
o de implementar por computador.

Es muy conveniente que revises la seccién correspondiente en los materiales
de teorfa.

6.5.1. Ejemplo de interpolacién con 3 muestras

Guarda la siguiente construccién en el archivo PR06-05-1DifDiv.ggb

= Empieza con un proyecto de GeoGebra nuevo.

» Define la funcién f(x) = cos(z) sen(2z) 4+ 2 y extrae las 3 muestras en
x =1,3,5 como hemos hecho anteriormente en el apartado 6.4

= Para el método de las diferencias divididas vamos a hacer uso de la hoja
de cédlculo (activala en el mend vista).

= Vamos a poner los indices de las muestras (0, 1 y 2) en las celdas A2, A4
v A6 respectivamente.

= Pondremos el texto x_i en Bl y £(x_1i) en Cl a modo de cabecera. En
B2, B4 y B6 pondremos las abscisas de las muestras tomadas (xg, 1, %2)
y en C2, C4 y C6 sus imdgenes (yo,y1,y2) respectivamente. Dejamos una
fila entre cada muestra para poder poner los valores que faltan.

= Para obtener el valor de la celda D3 tenemos que obtener una fraccién en la
que el numerador sera la resta de los dos valores diagonales en la columna
anterior (en este caso C'4 — C'2), siempre restando la diagonal superior de
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la inferior; y el denominador serd la resta de los dos valores diagonales de
en la columna de las abscisas (en este caso B4 — B2), también restando la
diagonal superior de la inferior. De esta forma tenemos

D3 = (C4— C2)/(B4 — B2) = —0.11

= De forma similar obtenemos que D5 es la resta de sus diagonales en la
columna anterior (C6 — C4) partido por la resta de sus diagonales en la
columna de abscisas (B6 — B4):

D5 = (C6 — C4)/(B6 — B4) = —0.22

= Para finalizar, realizamos el mismo proceso con E4 obteniendo

E4 = (D5 — D3)/(B6 — B2) = —0.03

= Una vez construida la tabla, obtenemos el polinomio de interpolacién uti-
lizando los valores de la diagonal superior como coeficientes y acumulando
factores (z — x;) en funcién del paso en el que estemos:

P(x) = C2 + D3 (x - B2) + E4 (x - B2) (x - B4)

Cambia el color de P(z) a rojo y comprueba que pasa por los puntos de
muestra. Como puedes ver, obtenemos el mismo polinomio que en el caso
de la interpolacién de Lagrange (seccién 6.4) ya que s6lo hay un polinomio
del mismo grado que pasa por esos puntos; son dos formas diferentes de
obtener el mismo polinomio de interpolacion.



114 6.5. INTERPOLACION POR DIFERENCIAS DIVIDIDAS

Archivo Edita Vista Opciones Ventana Ayuda

|
A J( b .&;‘v \‘v ABC || _az
byt 3 By O ) Ly N[ =2 0o
v Vista Algebraica x| | » Vista Grafica x| | ¥ Hoja de Céleulo
ElEl~ EEEEEEEEE
= Funcién
@ P(x) = 249 — 0.11 (x — L
3 F(x) = cos(x) sen(2x) + A | 8 [ ¢ [ o 3
= Puno . 1 x 1(x) n
@ Mo-(1,249 2 0 1 249
o M =022 = o
-0 M,=185) 4 1 3 228 003
5 022
4 L3
6 2 5 185
7
[
f
3 Lo |
10
11
12
13
14
15
16 a
17
! 18
19
20
21
o 22
o 7 H 3 T 3 P
23
24
25
26
27
28
29
- 20
31
32
33
34
B =2
s
= v
< > < >
Entrada: @

Figura 6.12: Interpolacién por diferencias divididas con 3 muestras

6.5.2. Ejercicio de interpolacion con 5 muestras

Guarda la siguiente construccién en el archivo PR06-05-2DifDiv.ggh

Realiza el ejemplo anterior con la misma funcién pero con las muestras

DS W N e O
]
g W N

Para ello deberds construir la tabla de diferencias divididas y el polinomio de
interpolacion correspondiente obteniendo un resultado similar a la figura 6.13.
Recuerda que debes construir los valores de la tabla en funcién de las otras
celdas y no poner los valores literales directamente.

Observa de nuevo como el polinomio es el mismo al obtenido por el método
de Lagrange.
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Figura 6.13: Interpolacién por diferencias divididas con 5 muestras

6.6. Interpolacion por Hermite

El método de interpolacion de Hermite es similar al de las diferencias di-
vididas si bien el polinomio obtenido no solo coincide con la funcién original
en los puntos de muestreo, también lo hace en la primera derivada (pendiente)
en dichos puntos. De esta forma, es una interpolacién més precisa pero requiere
mas calculo, conocer la derivada y el polinomio obtenido es de mayor grado para
reflejar la informacion adicional sobre la funcién original.

Es muy conveniente que revises la secciéon correspondiente en los materiales
de teoria.

6.6.1. Interpolacién con 3 muestras
Guarda la siguiente construccién en el archivo PR06-06-1Hermite.ggb

= Empieza con un proyecto de GeoGebra nuevo y define la funcién f(z) =
cos(x) sen(2x) + 2.

= Vamos a hacer uso de la hoja de cdlculo (activala en el mend vista).
Empezamos introduciendo la cabecera de las columnas poniendo z en Al,
f(z) en Bl, y 2pt a 6pt de C1 a G1 respectivamente.

= Ahora introducimos las muestras en la tabla, poniendo las abscisas en la
columna A y sus iméagenes en la columna B. Hay que tener en cuenta que
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los puntos se ponen por duplicado y que hay que dejar una fila entre los
valores para poder construir la tabla:

A2 =1 B2 = f(A2)
A4 =1 B4 = f£(A4)
A6 = 3 B6 = f(A6)
A8 = 3 B8 = f(A8)
A10 = 5 B10 = £(A10)
A12 = 5  B12 = £(A12)

Visualiza los puntos de muestreo mediante los comandos:

M_0 = (A2,B2)
M_1 = (A6,B6)
M_2 = (A10,B10)

La tabla se construye de la misma forma que con las diferencias divididas
(seccién 6.5) con la salvedad de que, al estar los puntos duplicados, en
algunos casos (en C3, C7 y C11) realizaremos la resta entre los mismos
valores obteniendo un 0. Esto se soluciona sustituyendo esos valores por la
derivada correspondiente a ese punto (f’(A2) en C3 y asf sucesivamente).
Construye el resto de la tabla hasta llegar al valor final en G7.

Una vez tenemos la tabla completa, podemos construir el polinomio de
interpolacion de Hermite de forma andloga al de diferencias divididas

P(x) = B2 + C3(x-A2) + D4(x-A2) (x-A4) + ... +
+ G7 (x - A2) (x - Ad) (x - AB) (x - A8) (x - A10)

Completa dicho polinomio, observando como pasa por los puntos de mues-
treo y es mucho mas preciso al coincidir también con la pendiente en dichos
puntos.
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Figura 6.14: Interpolacién por Hermite con 3 muestras
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