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UN EJEMPLO DE INGENIERIA ECONOMICA
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Universidad de Alicante e Instituto Valenciano de Investigaciones Econdmicas

RESUMEN

Presentamos una introduccion a los modelos de emparejamiento, la base de la conce-
sion del Nobel de Economia 2012 a A. Roth y L. Shapley. La construccién de estos
modelos constituye un ejercicio de andlisis, experimentacién y disefio, camino por el
que la Economia estd transitando en las dltimas décadas, cada vez con mds precisién.
Sirven, ademds, para resolver muchos problemas de la vida real, yendo mds alld de los
modelos tradicionales, en que los precios de mercado son la base del equilibrio entre

oferta y demanda.
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1. Introduccién

El Nobel de Economia 2012 se ha otorgado con-
juntamente a Alvin E. Roth y Lloyd Shapley, por
sus contribuciones en la teoria de las asignaciones es-
tables y el disefio de mercados. En palabras de la Real
Academia Sueca de Ciencias, la combinacién de las
teorfas de Shapley y los experimentos, investiga-
ciones empiricas y técnicas de disefio de Roth han
generado un campo de investigacién floreciente y
mejorado el funcionamiento de muchos mercados.
El Nobel 2012 se ha concedido a un ejemplo ex-
traordinario de ingenierfa econémica.

El trabajo por el que Roth y Shapley han sido premia-
dos se centra en el andlisis de los llamados mercados
de emparejamiento en los que no hay, en general, inter-
cambios monetarios, o en los que no hay un precio de
equilibrio que sirva para igualar oferta y demanda. Los
problemas de emparejamiento aparecen en multitud
de situaciones: en el mercado de trabajo, entre traba-
jadores y empresas; en la asignacién de estudiantes a
colegios o universidades; entre donantes y receptores
de érganos para trasplantes, etcétera.

La modelizacién de este tipo de problemas de asig-
nacién estd estrechamente vinculada a las ideas de
la Teorfa de Juegos. Se trata de analizar la existencia
de soluciones eficientes y estables (el nicleo) y, en su
caso, de hallar un procedimiento para encontrarlas.

Alvin E. Roth Lloyd S. Shapley

La combinacién de los trabajos de Shapley y Roth ha
permitido, por una parte, modelizar adecuadamente
este tipo de problemas, por otra, construir algoritmos
para encontrar las soluciones en el ndcleo, y, final-
mente, extendiendo y acomodando adecuadamente
los modelos, encontrar procedimientos suficiente-
mente sencillos como para aplicar estas soluciones a
multitud de problemas de la vida real.

2. El emparejamiento de los matrimonios

Consideremos una situacién en la que tenemos dos
grupos de agentes: hombres y mujeres. Cada uno de
los hombres es capaz de ordenar linealmente a las mu-
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jeres y, reciprocamente, incluyendo la opcién de per-
manecer solteros (sin emparejar), en el caso de que no

les satisfaga el emparejamiento propuesto.

Una asignacién en un problema de emparejamiento es
una aplicacién que empareja cada mujer con un hom-

bre (o bien algunos quedan solteros).

Consideremos una asignacién y supongamos que hay
un hombre y una mujer que no estdn emparejados en-
tre si, pero que ambos se prefieren mutuamente a las
parejas que les han sido asignadas. Si este es el caso,
decimos que la asignacién se puede bloquear por dicha
pareja. Una asignacidn es estable cuando no hay ningu-
na pareja que pueda bloquear dicha asignacién.

El niicleo de un problema de emparejamiento es el con-
junto de las asignaciones estables. Y es natural pen-
sar que las soluciones razonables a nuestro problema
deberfan ser asignaciones estables. Podemos entonces
preguntarnos:

1. ;Podemos garantizar la existencia de asignacio-

nes estables para cualquier problema?

2. Silarespuesta a la primera pregunta es si, ;cémo
es el conjunto de asignaciones estables?, y

3. ;Es posible calcular ficilmente las asignaciones

estables (o al menos algunas de ellas)?

4. Los mecanismos que sirven para calcular estas
asignaciones, ;son compatibles con los incentivos?,
0, dicho de otro modo, ;tienen los agentes motivos

para mentir al reportar sus preferencias?

Las respuestas a estas preguntas fueron proporcionadas
por nuestros Nobel, en distintos trabajos y con dis-
tintos colaboradores. Shapley y Scarf (1974) probaron
que el conjunto de asignaciones estables es siempre no
vacio; Roth (1982a) probé que el conjunto de asigna-
ciones estables tiene estructura de reticulo, y Roth y
Sotomayor (1990) presentaron una modificacién del
algoritmo de Gale y Shapley (1962) para obtener los
extremos de dicho reticulo, que estdn compuestos por
las asignaciones mds preferidas por cada uno de los dos
grupos. Por su parte, Roth (1982), Alcalde y Barberd
(1994) y Alcalde (1996) analizaron la compatibilidad

con los incentivos en este problema.

El algoritmo, que proporciona ademds una prueba
constructiva de la existencia de asignaciones estables,
funciona de la siguiente manera.

Paso I: cada uno de los hombres propone emparejarse
con él a su mujer preferida.

Paso 2: si una mujer tiene varias propuestas, acepta la
que mds le agrada (siempre que sea preferida a quedar-
se soltera, en cuyo caso, la rechaza. Se realizan deter-
minados emparejamientos, y quedan sin emparejar un
cierto nimero de hombres y mujeres.

Paso 3: los hombres no emparejados proponen a su
mejor opcidn entre las restantes.

Paso 4: las mujeres aceptan o rechazan las ofertas.

Eventualmente, en un nimero finito de pasos, todos
los hombres y mujeres quedan emparejados o solteros,
sin opciones a cambiar su situacién. FIN.

El resultado del algoritmo anterior proporciona el
emparejamiento estable mds preferido por los hom-
bres. De manera simétrica, si empiezan proponiendo
las mujeres, se obtiene otro emparejamiento estable:
el preferido por ellas.

El problema de emparejamiento de matrimonios tiene
muchas aplicaciones. En particular, es de gran utilidad
en el mercado laboral, cuando los puestos de trabajo
ofrecidos por las empresas son evaluados por los can-
didatos, vy, viceversa, las empresas tienen preferencias
sobre el perfil de los trabajadores que desean contratar.
Cuando las preferencias de unos y otras son conocidas,
en un procedimiento de asignacién centralizado, es
sencillo obtener asignaciones empresa-trabajador que
cumplan los requisitos de eficiencia y estabilidad.

3. El problema de intercambio de érganos

Uno de los problemas que mds impacto medidtico ha
tenido entre los relacionados con el tema de empare-
jamiento es el que se refiere a la posibilidad de realiza-
cién de trasplantes cruzados de érganos (en especial de
rifiones), entre vivos.

El trasplante de rindn es la mejor opcién para pacien-
tes con insuficiencia renal terminal. Los trasplantes de



rifdén se pueden realizar de un donante con muerte
encefilica, o también de un donante vivo, siendo este
tipo menos frecuente, pero mucho mds efectivo. Un
problema adicional que aparece en las donaciones en-
tre vivos es que, en muchos casos, el potencial donante
y el receptor son incompatibles, o su compatibilidad
(relacionada con el grupo sanguineo y las caracteristi-
cas de los tejidos) es baja, impidiendo la realizacion del
trasplante. En el caso en que donante y receptor sean
incompatibles, la posibilidad de trasplante se pierde.
Para resolver este problema se plantea la idea de los
trasplantes cruzados: si tenemos dos donantes que son
incompatibles con sus receptores, pero son compati-
bles con el receptor del otro donante, una solucién
serfa cruzar los donantes y los receptores, y en lugar
de no hacer ningtn trasplante, tendriamos dos rifio-
nes aprovechados para dos personas que los necesitan.
Desde 2003 se estdn realizando en el mundo trasplan-
tes cruzados con relativa asiduidad.

¢Cémo resolver el problema de los trasplantes cruza-
dos de rifiones? En realidad, este es un ejemplo de un
problema de intercambio de objetos indivisibles, un
problema sencillo de emparejamiento (en este caso, de

riflones con receptores).

Consideremos un problema en el que hay 7 objetos in-
divisibles que son propiedad, cada uno de ellos, de una
persona (en el caso de los rinones, cada paciente tiene
un donante propio). Cada una de las personas tiene una
preferencia estricta sobre los objetos, no siendo su pro-
pio objeto el mds preferido (las preferencias sobre los
rifiones se determinan aqui médicamente, analizando
el grado de compatibilidad). El problema estd defini-
do entonces por el conjunto de objetos (los rifiones), el
conjunto de agentes, (los pacientes), las preferencias de
los agentes sobre los objetos (¢l grado de compatibilidad)
y la distribucién inicial de objetos (donde cada paciente

estd emparejado con el riiidn de su donante).

Este es un mundo en el que no hay mercado (precios). Se
trata de encontrar una asignacion en la que cada agente
reciba un objeto y que cumpla buenas propiedades.

Una asignacidn es una aplicacién que asigna cada ob-
jeto a un unico agente y en la que cada agente recibe

un tnico objeto.
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Una asignacion es individualmente racional si el objeto
asignado a cada agente es para este mejor que su ob-
jeto inicial. Una asignacién es estable cuando ningin
subgrupo de agentes puede, dados sus recursos inicia-
les, obtener una asignacién mejor que la propuesta.

El niicleo de un problema de asignacién es el conjunto
de las asignaciones estables (que son, asimismo, indivi-
dualmente racionales y eficientes).

También en este caso el nicleo de un problema de
asignacion es no vacio, como probaron Shapley y Scarf
(1974). Ellos presentan dos pruebas de este resultado,
una de ellas constructiva, proporcionando un algorit-
mo para encontrar una solucién. Este algoritmo (TTC),
funciona de la siguiente manera:

Paso 1: cada agente sefiala su mejor objeto. Como hay
un nimero finito de agentes y objetos, hay por lo me-
nos un ciclo.

Los agentes y objetos del ciclo se asignan y salen del
problema.

Paso 2: cada agente que quedd sin asignar en la etapa
anterior sefala su mejor objeto entre los que quedaron
de la etapa anterior. Hay por lo menos un ciclo.

Los agentes y objetos del ciclo se asignan y salen del
problema, etcétera.

Eventualmente, en un nimero finito de pasos, todos
los agentes estdn asignados y el algoritmo termina.

Lo mds interesante es que, en este caso (asignaciones
de objetos indivisibles), el nicleo contiene una dni-
ca asignacion, precisamente la obtenida mediante el
algoritmo TTC, como probaron Roth y Postelwaite
(1977). Ademds, la asignacién obtenida mediante este
algoritmo no es manipulable, es decir, que nadie se
puede beneficiar reportando preferencias falsas. La
compatibilidad con los incentivos del algoritmo TTC

fue probada por Roth (1982b).

La propuesta de poner en prdctica el algoritmo TTC
para la asignacién de trasplantes cruzados entre vivos
proviene de Roth, Sonmez y Unver (2004, 2005). Junto
con los médicos Delmonico y Daidman, organizaron el
New England Program for Kidney Exchange (NEPKE),
en 2004. En 2005 siguié el Johns Hopkins Kidney Ex-
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change Program y otros. Ahora el United Network for Or-
gan Sharing (UNOS) estd desarrollando un programa
nacional de trasplantes cruzados siguiendo el algoritmo
TTC en todo Estados Unidos.

4. La asignacién de estudiantes

El tercer tipo de modelo que consideramos es el pro-
blema de asignacién de estudiantes a universidades
(o de escolares a colegios). Hay varias diferencias
importantes respecto del modelo anterior. Por una
parte, en uno de los lados del mercado (las universi-
dades o los colegios) hay mds de una plaza ofertada,
es decir, cada universidad ofrece un determinado nu-
mero de plazas algunas de las cuales son percibidas
como idénticas por los estudiantes. Por otra parte, el
papel de las universidades es pasivo, es decir, que son
los estudiantes los que solicitan plaza, y las universi-
dades (o colegios) se limitan a aceptar o rechazar al
estudiante. El problema de la admisién de estudian-
tes se abordé por primera vez en el trabajo de Gale y
Shapley (1962). Desde el principio, queda claro que
el modelo de la admisién de estudiantes y el de la
asignacion de matrimonios tienen importantes dife-
rencias (véase Roth, 1985).

Uno de los mecanismos utilizados en la admisién de
estudiantes es el conocido como Mecanismo de Bos-
ton, que era el utilizado en la ciudad de Boston para
asignar alumnos a las escuelas. En este mecanismo, los
alumnos (o sus padres, en el caso de las escuelas) orde-
nan los colegios segin sus preferencias, y cada escuela
ofrece un determinado nimero de plazas. El mecanis-
mo de Boston pretende satisfacer la primera opcién
del mayor nimero de familias. Para conseguir esto,

funciona de la siguiente manera:

Paso I: cada alumno remite su solicitud a su prime-
ra opcidn. Las escuelas, dadas estas solicitudes, acep-
tan hasta un médximo dado por sus plazas ofertadas,
de acuerdo a un determinado orden de prioridad, y
rechazan a los estudiantes que sobrepasan esta cuota.

Paso 2: los estudiantes que han sido rechazados en la
primera etapa, pasan a solicitar su segunda opcidn, a
las escuelas que adn tienen plazas. Las escuelas aceptan
las solicitudes, de acuerdo a su orden de prioridad, has-

ta un mdximo dado por sus plazas restantes, y rechazan
a los sobrantes.

Si quedan ain estudiantes sin asignar, y plazas vacantes
en algunas escuelas, se vuelve a repetir el proceso, don-
de ahora los estudiantes solicitan su tercera opcidn,
etcétera.

El proceso termina cuando todos los alumnos han sido
asignados y/o no hay plazas vacantes en ninguna escuela.

Si bien el Mecanismo de Boston es un proceso de
asignacién para este problema, desde la perspectiva
de los modelos de emparejamiento tiene una debili-
dad fundamental, y es su falta de estabilidad, lo que
provoca problemas de falta de compatibilidad con los
incentivos. Es decir, los alumnos tienen incentivos a
mentir a la hora de revelar sus preferencias. Abdulka-
ridoglou, Pathak, Roth y Sonmez (2005) propusieron
una adaptacién del método de Boston que evitara es-
tos inconvenientes, adaptando el algoritmo de Gale y
Shapley al caso de asignacién de escuelas. La modifi-
cacién consiste en tomar la primera asignacién como
tentativa y dejar que, en la segunda etapa, las escuelas
puedan reconsiderar las admisiones provisionales reali-
zadas en la primera etapa. De esta forma se obtiene un
emparejamiento con todas las propiedades deseables.
Esta modificacién del Mecanismo de Boston se utiliza
en la actualidad para la asignacién de escuelas no solo
en Boston, sino en Nueva York, Denver, Nueva Or-
leans y Washington. Solo en la ciudad de Nueva York
se asignan por este procedimiento 90.000 adolescentes
a escuelas secundarias cada afo.

Hay diversas extensiones interesantes de este proble-
ma, como el caso en que los estudiantes tienen solo
un numero fijo de solicitudes posibles (como ocurre
en los sistemas de asignacion centralizados, como en el
caso espafiol), analizado en Romero-Medina (1998), o
el caso en que aparecen ciertas reglas de prioridad adi-
cionales, como el caso de hermanos, o la introduccién
de beneficios para ciertos tipos de estudiantes (mino-
rias). La compatibilidad con los incentivos se analiza
en Kara y Sonmez (1997).

La asignacién de estudiantes es un problema similar al
de asignacién de médicos a especialidades en el MIR.

En este caso, un problema que aparece con frecuencia



también es el de la existencia de parejas, que desean
trabajar en la misma ciudad o en el mismo centro. Es-
tas y otras extensiones se analizan en Roth y Peranson
(1997). Estos procedimientos han permitido también
mejorar las asignaciones de MIR a hospitales. Roth ha
trabajado en la asignacién de MIR desde 1998, asig-
nando mds de 20.000 médicos por afio a hospitales en
Estados Unidos.

5. Comentarios finales

En este trabajo hemos presentado una introduccién a
los modelos de emparejamiento, base de la concesién
del Premio Nobel de Economia 2012 a Alvin Roth y
Lloyd Shapley.

La construccién, andlisis y resolucién de los modelos
de emparejamiento es un ejemplo de andlisis, experi-
mentacién y disefio, camino por el que el desarrollo
de la Economia como ciencia estd transcurriendo,
cada vez mds, en los dltimos tiempos. En palabras de
Roth (2002), en el papel de los economistas como di-
sefiadores de soluciones pricticas ha jugado un papel
importantisimo la Teorfa de Juegos, pero para avan-
zar en el conocimiento, se debe suplementar este pa-
pel con experimentacién y computacién. La idea que
Roth quiere transmitir es que hay que dar un paso
mds en el andlisis del disefio: hay que ensefiar lo que
hemos aprendido, cambiar la teorfa por la prictica,
complementarla, mirar los datos y analizarlos desde
la ptica de aprender a disenar. Esta dindmica, a su
vez, plantea nuevas cuestiones a la teorfa, que esta
tiene que esforzarse en responder y asi hacer avanzar
el conocimiento.

Ademds de las importantes aplicaciones pricticas de
la teoria de emparejamientos, hay otro elemento a
destacar. Los razonamientos y pruebas en los modelos
de emparejamiento no se realizan mediante simbolos
matemdticos, sino en lenguaje corriente. Cualquier
persona con una formacién suficiente para seguir una
sucesién moderada de inferencias légicas es capaz de
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entender la mayoria de las pruebas y, es en parte, esta
virtualidad la que ha contribuido al éxito de la puesta
en prictica de los mecanismos aqui comentados.
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