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Abstract

In the theory of simple games, the study of power indices plays an
important role. One of the main difficulties with these indices is that com-
putation generally requires the sum of a very large number of terms. The
generating functions are efficient tools to make more easy this computa-
tion. In this paper, we provide a revision of the main elements of this
method when we use it to compute the Shapley-Shubik and the Banzhaf-
Coleman power indices. Further, we provide a new method to compute
the Banzhaf-Coleman index.
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1. Preliminares

El objetivo de este trabajo es revisar la técnica de las funciones generatrices
y su aplicacién en el calculo de los indices de poder de Shapley-Shubick (1954)
y Banzhaf-Coleman (Banzhaf 1965 y Coleman 1971). Asimismo, se muestra un
método proporcionado por Taylor (1995) que permite obtener una nueva funcién
generatriz para determinar el indice de Banzhaf-Coleman. Comenzamos revisan-
do algunos conceptos basicos.

En un juego cooperativo con utilidad transferible, también llamado juego
TU, los jugadores disponen de mecanismos que les permiten establecer acuerdos
vinculantes. La utilidad derivada de la cooperacién de un conjunto de jugadores
puede ser transferida y dividida de cualquier forma entre ellos. Uno de estos
juegos queda definido conociendo el conjunto de jugadores participantes, N, y
la denominada funcién caracteristica del juego, v, que asigna a cada coalicion la
utilidad que sus miembros pueden obtener del juego, independientemente de la
forma de actuar del resto de jugadores. Uno de los principales objetivos de la
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teoria de juegos cooperativos es el estudio de valores, es decir, reglas de reparto
que asignan a cada juego un vector, de tal forma, que cada coordenada del vector
representa el pago asignado a cada uno de los jugadores. Existen numerosas
soluciones, dos de las cuales, muy utilizadas, son el valor de Shapley (Shapley,
1953) y el de Banzhaf (Banzhaf, 1965).

Una importante familia de juegos cooperativos con utilidad transferible es la
formada por los juegos simples, que tienen numerosas aplicaciones, especialmente
en el campo de la ciencia politica. En un juego simple, la funcién caracteristica
es una funcién mondtona, no nula, que sélo toma dos valores, 0 y 1.

Dado un juego simple (INV,v), una coalicion S se denomina ganadora si
v (S) = 1. En caso contrario se dice que S es una coalicién perdedora. Se denotara
por W el conjunto de todas las coaliciones ganadoras, es decir,
W ={S C N/v(S)=1}. Como la funcién es no nula y monotona, es evidente
que N es un elemento de Wy quesi S € Wy S CT, entonces T € W. Una coa-
licién ganadora es minimal si no contiene a ninguna otra coalicién ganadora. Se
denotar& por W™ el conjunto de todas las coaliciones ganadoras minimales, es
decir, W™ = {S € W/v (T) = 0, para todo subconjunto 7' C S} . Un juego sim-
ple puede caracterizarse dando el conjunto de coaliciones ganadoras, o también,
dando el conjunto de coaliciones ganadoras minimales. Por lo tanto, para definir
un juego simple bastara proporcionar el par (N, W) o el par (N, W™). Dentro
de la familia de juegos simples, que pasaremos a denotar por SI(N), los juegos
de mayoria ponderada desempenan un papel importante.

Definicién 1.1. Un juego (N,v) € SI (N) se dice que es de mayoria ponderada
st existe un conjunto de pesos wi,ws, ..., w, para los jugadores, con w; > 0,
1 <4< n,yuna cantidad q € RT tales que S € W si y solo si > w; > q. A la
€S
cantidad q se le denomina mayoria del juego.
Habitualmente un juego de mayoria ponderada se representa por

[Qa wi, w2, 7wn] .

Un parlamento puede verse como un juego de mayoria ponderada, en el que los
jugadores son los partidos politicos, los pesos son el nimero de escanos de los
que dispone cada partido y la mayoria del juego coincide con el ntmero minimo
de votos necesarios para ganar una votacion. Si el criterio es la mayoria simple,
q = E(t)+1, donde ¢ es la mitad del numero total de escanos del parlamento (si
x € R, E (z) denotara la parte entera de x). Otros ejemplos de juegos de mayoria
ponderada son el Consejo de Seguridad de las Naciones Unidas o el Consejo de
Ministros de la Unién Europea.

1.1. Indices de poder

Cuando se trabaja con juegos simples, en lugar de hablar de valor, se suele
utilizar el término indice de poder, ya que los juegos simples se emplean normal-



208 J.M. Alonso Meijide, B. Casas Méndez

mente como modelos de organismos de decisién en los que los acuerdos suelen
tomarse por votaciéon. El interés de estos juegos suele centrarse en conocer el
poder o influencia que tiene un jugador sobre el resultado final del mismo. Si
bien puede emplearse cualquier concepto de solucién definido en el contexto de
los juegos TU, existen otros de aplicabilidad exclusiva a este &mbito. De hecho,
inicialmente, el valor de Banzhaf se plante6 sélo para juegos simples, hasta que
Owen (Owen, 1975) extendid este concepto a la familia de juegos TU. Numero-
sos trabajos en teoria de juegos estan dedicados a la definiciéon, al estudio y a
las aplicaciones de los indices de poder. Una revisién reciente sobre este tema se
encuentra en el libro de Laruelle y Valenciano (2008).

Definicién 1.2. Un indice de poder sobre SI(N) es una aplicacion
f:SI(N) —R"

que a cada juego (N,v) € SI(N) le hace corresponder un vector de R™, donde
la componente i-ésima del vector proporciona una medida del poder o influencia
que tiene el jugador 1.

El valor de Shapley, ¢, denominado en el contexto de los juegos simples indice
de poder de Shapley-Shubik (Shapley y Shubik, 1954), asigna a un jugador i, la
media aritmética de las contribuciones que dicho jugador hace a las coaliciones
formadas por los jugadores que preceden a i en las n! permutaciones posibles de
los jugadores. Como para juegos simples v (S) =1si .S € W y v(S) = 0 en otro
caso, se tiene que v(SU{i}) —v(S) = 1 si el jugador ¢ hace ganadora a S, siendo
v(SU{i}) —v(S) = 0 en cualquier otro caso. Por lo tanto:

;i (N,v) = Z M7

n!
SeS(i)

donde S (i) ={SC N\ {i} /S¢ W y SU{i} € W}.

El conjunto de pares de coaliciones (S, S U {i}) donde S € S (i), se denomina
conjunto de “swings” para el jugador ¢; es decir, un swing para un jugador i es
un par de coaliciones (S, S U {i}) donde S C N\ {i} es tal que S es perdedora
mientras que S U {i} es ganadora.

Definicién 1.3. Sea (N,v) un juego simple y o una permutacién de N. Para
i € N, se dice que i es un piwot para o si Pr(i,0) ¢ W y Pr(i,o) U{i} e W
donde Pr (i,0) denota el conjunto de jugadores j tales que o (j) < o (i)*.

Utilizando el concepto de pivot, se tiene que el indice de poder de Shapley-
Shubik de un jugador 7 es la probabilidad de que dicho jugador sea pivot, supo-
niendo una distribucién uniforme sobre el conjunto de todas las permutaciones
del conjunto de jugadores N.

1Si o es una permutacion de N e i € N, o(i) denota la posicion de 4 en la permutaciéon o
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El valor de Banzhaf, 3, denominado en este contexto indice de poder de
Banzhaf-Coleman (Banzhaf, 1965 y Coleman, 1971), asigna a un jugador i, la
media aritmética de las contribuciones que dicho jugador hace a las coaliciones
a las que se puede unir. De forma similar a la considerada anteriormente para el
indice de poder de Shapley-Shubik, se tiene que el indice de poder de Banzhaf-
Coleman de un jugador ¢ en el juego simple (N, v) es:

N0 = Y g

SeS()

El indice de poder de Banzhaf-Coleman de un jugador i se corresponde con
el nimero de swings para el jugador 7, normalizado por el nimero de coaliciones
a las que se puede unir.

1.2. Funciones generatrices

Los indices de poder de Shapley-Shubik y de Banzhaf-Coleman pueden obte-
nerse de manera exacta o aproximada utilizando diferentes herramientas. Dos de
las mas utilizadas son las denominadas extensiones multilineales y las funciones
generatrices. Esta tltima, para el caso de juegos de mayoria ponderada, se basa
en la utilizacién de una técnica del anélisis combinatorio. Hablando a grosso
modo, una funcién generatriz es un polinomio que permite enumerar el conjunto
de posibles coaliciones, mientras hace el seguimiento de sus respectivos pesos. Es
muy util porque permite obtener el valor exacto de los indices incluso en juegos
con muchos jugadores. Esta técnica fue empleada por David G. Cantor (1962)
(aparece en Lucas (1983)) para el calculo del indice de poder de Shapley y por
Brams y Affuso (1976) para el calculo del indice de poder de Banzhaf. Fernandez
et al. (2002) estudian la distribucién del poder en el Consejo de Ministros de
la Unién Europea restringido por una estructura de comunicacion. Algaba et
al. (2003) usaron el mismo método para calcular indices de poder para juegos
de doble y triple mayoria. Alonso-Meijide y Bowles (2005) estudiaron la distri-
bucién del poder de los diferentes paises que constituyen el Fondo Monetario
Internacional. Algaba et al. (2007) y Alonso-Meijide et al. (2009) analizaron la
distribucién del poder de las naciones en la Unién Europea usando esos métodos
para las reglas de votacién dadas por el Tratado de Niza de Diciembre de 2000
v las nuevas reglas propuestas por el Consejo de la Unién Europea en Junio de
2007. A continuacion, se explican brevemente los fundamentos del método de las
funciones generatrices.

A cada sucesion de ntmeros reales a = {ag, a1, as,...} puede hacérsele co-
rresponder la serie

fa(t) =Y at.
§=0

Esta serie, f, (t), se denomina funcién generatriz de la sucesion a, y puede ser
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finita o infinita. Notemos que en esta serie, la variable ¢ no tiene significado
propio y solo sirve para identificar a; como el coeficiente correspondiente a ¢/ en
el desarrollo de f, (t). Por este motivo, aunque en la mayoria de los problemas
combinatorios la serie f, (t) es finita, la cuestion relativa a la convergencia de
la serie no es una cuestion relevante si ¢ se interpreta como una variable formal.
Para facilitar la comprension de este concepto, se proporcionan dos ejemplos. El
primero se corresponde con una sucesion finita.

Ejemplo 1.1. Considérese el producto finito de binomios lineales
n n
H (1+z,t) = Zart”,
r=1 r=0

donde a, =1 y para r > 0, a, estd dado por

Ay = E L Ly « v T

1<y <in<...<ip<n

Los coeficientes a, son funciones simétricas de la variables x1,29,...,2,. El
numero de sumandos del coeficiente a, coincide con el numero de combinaciones
de r elementos de un conjunto formado por n elementos. Si todos los valores x,
son iguales a 1 se tendrd que

(1+6)" = 2::0 <;L>t

Por lo tanto, la funcion f (t) = (1+1t)" es la funcion generatriz de la sucesion
n
= =0,1,... .

Ejemplo 1.2. Considérese ahora la sucesion infinita de nimeros reales {1,1,...} .
La funcion generatriz de esta sucesion es la serie

oo
fa®)=1+t+2 4854+, = 1,
r=0

que es convergente a la funcion f(t) =

) 1
funcion f (t) = T3
su desarrollo en serie de potencias permite asociar los coeficientes numéricos de
los infinitos sumandos con los elementos de la sucesion.

7 cuando |t| < 1. Por lo tanto, la

es la funcién generatriz de la sucesion {1,1,...}, porque

Las funciones generatrices proporcionan un método para el recuento del ni-
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mero de elementos ¢ () de un conjunto finito, cuando estos elementos tienen una
configuracion que depende de una caracteristica r. Asi, en el primer ejemplo se

. . . . n . .
vio que los coeficientes binomiales ( ) pueden obtenerse mediante la funcién
r

(1+1¢)", ya que coinciden con los coeficientes de la serie formal.
Se pueden emplear funciones generatrices de varias variables, por ejemplo

S(m,y,z) = Z ch(kaj’l) xkyjzl’

E>035>0 1>0

donde ¢ (k, 7,1) son ntimeros reales que dependen de k,j v I.
Para un estudio méas detallado de los fundamentos tedricos de las funciones

generatrices y otros métodos de anélisis combinatorio, puede consultarse el libro
de Ribnikov (1988).

2. Funciones generatrices y juegos de mayoria ponderada

Como se vio anteriormente, un juego de mayoria ponderada es un juego sim-
ple que puede representarse abreviadamente por [g; wq, wa, ..., w,] . Se denotara
por w (S) ala cantidad > w; y se hara la suposicién de que los pesos son enteros.

€S
2.1. Funciones generatrices y el indice de Banzhaf-Coleman

La siguiente proposicién determina el nimero de swings de un jugador ¢ en
un juego simple de mayoria ponderada.

Proposicion 2.1. Sea (N,v) un juego simple de mayoria ponderada dado por
[q¢; w1, wa, ..., wy,] . Entonces el nimero de swings del jugador i € N es igual a

q—1 _
n(w)= > b,

k=q—w;

siendo b}, el miimero de coaliciones S C N tales que i ¢ S y w(S) = k.

El indice de poder de Banzhaf-Coleman de un jugador ¢ € N en un juego
(N,v) es igual a 3; (N,v) = n; (v) /2"~ L. El siguiente resultado debido a Brams
y Affuso (1976) proporciona una funcién generatriz que permite el calculo de los
niimeros {b};}k>0 .

Proposiciéon 2.2. Sea (N,v) un juego simple de mayoria ponderada dado por
[q¢; w1, wa, ..., wy,]. Entonces para un jugador i € N, la funcion generatriz de los
numeros {b};}]po, definidos anteriormente, viene dada por

Bi(x)= [] (1+a").

j=1,j#i
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Se va a ilustrar con un ejemplo la utilidad de esta proposicién para el calculo
del indice de poder de Banzhaf-Coleman.

Ejemplo 2.1. Consideremos un juego simple de mayoria ponderado dado por
[30;28,16,5,4,3,3].
Para calcular el nimero de swings del jugador 1, considérese la funcion:
Bi(z) = (1+2%) (1+2%) (1+2%) (1+2°%)°
— 231 4 9p28 4 427 4 226 | 425 4 9024 4 9093 4 22 | 021 L 020 4 9,19
+1.
Entonces, se eligen los coeficientes de los monomios de la variable x en los que
el exponente es k, para k entre 2 y 29 y se obtiene que n; (v) = > b,lf = 30. De
k
forma similar se tiene que n2 (vV) = n3 (v) = Ny (v) = N5 (v) = e (v) = 2 y el

indice de poder de Banzhaf-Coleman es igual a

B(N,v) = (15/16,1/16,1/16,1/16,1/16,1/16) .

2.2. Funciones generatrices y el indice de Shapley-Shubik

Se analizara ahora el indice de poder de Shapley-Shubik. Este indice en un
juego simple (N, v) es igual a:

pi (Nv) = W

Ses(i)

Nt =D

: n! 7
donde d;- representa el nimero de swings para el jugador 7 en coaliciones de
tamano j. Siguiendo un razonamiento similar al que se hizo anteriormente, se
tiene que, para cualquier valor de j entre 0 y n — 1,

q—1
T 7
di= Y a

k=q—w;

siendo a};j el numero de coaliciones S C N formadas por j jugadores tales
que i ¢ Sy w(S) = k. El siguiente resultado, debido a David G. Cantor
(1962), proporciona una funciéon generatriz que permite el célculo de los ni-

meros 1 aj ; )
7 k>0,5>0
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Proposicion 2.3. Sea (N,v) un juego simple de mayoria ponderada dado por
[q; w1, wa, ..., wy]. Entonces, para un jugador i € N, la funcidn generatriz de los

numeros , definidos anteriormente, viene dada por

1
al .
k3 k>0,>0

Si(z,2) = H (14+2z%iz).

J=1,j#i

A partir de esta proposicién, se deduce que

n—1 [w(N)
S (z,2) = Z Z a}cjxk 2.
§=0 | k=0

Para determinar el indice de poder de Shapley-Shubik es necesario calcular los
valores d; que pueden identificarse por un polinomio de la forma

n—1
gi (2) = Z d;z?,
§=0

g—1
y como d} = E ay;, se tiene que
k=q—w;

n—1 n—1 q—1

gi(Z)ZZd;ZjZZ Z ai; | 2.
i=0

J=0 | k=q—w;

Por tanto, para determinar los coeficientes de g; (z) es suficiente con seleccionar
los coeficientes de los monomios x*27 en los que el exponente k de la variable
tome valores entre ¢ —w; y ¢ — 1.

[lustramos este procedimiento con el Ejemplo 2.1.

Ejemplo 2.2. Partimos del mismo juego simple de mayoria ponderada consi-
derado en el ejemplo anterior: [30;28,16,5,4,3,3].

En este caso, se va a calcular el indice de poder de Shapley-Shubik corres-
pondiente al jugador 2; para ello, se considera la funcion:

Sy (z,2) = (14 2%2) (1+2°2) (1+2%2) (1+ x3z)2
— 43,5 1 9440,4 | 130 4 | 0384 4 2154 | 037 3 4 9,363
19435,3 4 34,3 4 912,83 4 11,3 4 10,3 | 33,2 | 132 2

4223122 4 2922 4 22822 + 20722 + 2522 + 2B+ 2P+ 2t + 2282 + 1.
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k

Se eligen ahora los coeficientes de los monomios x°27 en los que el exponente k
15,4

de la variable x tome valores entre 14 y 29 (en este caso son sdlo dos x Y

2282), por lo que

5
= E d?zj =zt 42,
=0

y finalmente, el indice de poder de Shapley-Shubik del jugador 2 es igual a

5 .
il n—]—l A6 —-4-1)!  NGE-1-1)! 1
2 (N, ) _JZ d? = o 1+ i 1‘?5'

De modo similar, se obtendria el indice de poder de Shapley-Shubik de los res-
tantes jugadores ¢ (N,v) = (2/3,1/15,1/15,1/15,1/15,1/15) .

2.3. Una nueva funcién generatriz para el indice de Banzhaf-Coleman

Para completar este trabajo, presentamos un método alternativo que nos
permite calcular el nimero de swings de cada jugador. Este procedimiento esta
basado en el siguiente resultado, introducido en Taylor (1995), cuya demostracion
se incluye.

Proposicion 2.4. Sea (N,v) un juego simple de mayoria ponderada dado por
[q; w1, wa, ...,wy]. Entonces para un jugador i € N, el nimero de swings wviene
dado por n; (v) = 2|W(i)| — |W|, donde W (i) denota el conjunto de coaliciones
ganadoras que contienen a i.

Demostraciéon El namero de swings para un jugador ¢ € N coincide con
el namero de coaliciones en las que es decisivo. Esto es, coaliciones S tales que:
a)i € S;b)SeWyec)S\{i} ¢ W. Las coaliciones ganadoras de un juego W
pueden dividirse en tres conjuntos disjuntos:

A = {Coaliciones ganadoras a las que no pertenece i}.
B = {Coaliciones del tipo anterior a las que se une el jugador i}.
C = {Restantes coaliciones}.

Es inmediato ver que el cardinal de las coaliciones de los tipos A y B es el

mismo y que el nimero de coaliciones del tipo C se corresponden con el niimero
de swings para el jugador i. Se tiene entonces que,

(W= 1Al +[B|+[C], (2.1)

siendo

Al = |B]. (2.2)
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Ademas, también tenemos que
(W)l =B+ 1C]. (2.3)

Si en la igualdad (2.1) sumamos |C| en los dos lados, obtenemos que |W| +
|C| = |A| + |B| + |C| + |C|. Empleando (2.2) y (2.3) obtenemos el resultado
propuesto. O

Del resultado anterior se deduce que para calcular el nimero de swings para
un jugador ¢ sélo es necesario conocer el ntimero de coaliciones ganadoras del
juego y, de éstas, cuantas contienen al jugador i. En el siguiente resultado, se
propone un nuevo método empleando funciones generatrices para calcular los
nameros |W| y |W (¢)|] que determinan el valor de Banzhaf.

Proposiciéon 2.5. Sea (N,v) un juego simple de mayoria ponderada dado por
[q; w1, wa, ..., wy]. Entonces podemos calcular el indice de poder de Banzhaf de
todos los jugadores a partir de la siquiente expresion:

n
B(z1,z9,...,%pn,2) H (142"

j=1

A partir de la funcién anterior, el nimero de coaliciones ganadoras || se
corresponde con el namero de términos donde la potencia de la variable z es
mayor o igual que la cuota del juego ¢q. Las cantidades |W (i)| se corresponden
con el nimero de términos, entre los anteriores, en los que aparece la variable
ZTj.

La funcién generatriz que nos proporciona la Proposicién 2.5 para determinar
el indice de poder de Banzhaf-Coleman es méas complicada que cada una de las
dadas en la Proposicién 2.2 con el mismo fin, ya que ahora depende de n + 1
variables. Sin embargo ahora, una tnica funcién es suficiente para poder calcular
el indice de poder de todos los jugadores. llustramos de nuevo el método con el
mismo ejemplo utilizado en los apartados anteriores.

Ejemplo 2.3. Partimos del juego simple de mayoria ponderado dado por

30; 28,16, 5,4, 3, 3] .

Ahora, se considera la funcidn:
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B (x1, 2, T3, T4, Ts5, Tg, 2)

= (1 + 171228) (1 + :172216) (1 + x325) (1 + 1:424) (1 + 9:523) (1 + z623)

= x1w2x3x4w5x6259 + x1x2x3x4x5256 + x1x2x3x4x6256 + x1x2w3x5x6255
+x1x2x4$5x6254 + x1x3x4m5x6243 + w2m3x4x5w6231 + :131962:103904253
+x1x2x3x5z52 + x1x2x4x5z51 + x1x3x4x5z40 + x2x3x4x5z28 + x1x2x3x6252
+a:1:c2x4a:62'51 + x1x3x4x6z40 + x2x3x4x6228 + x1x2x5x6z50 + x1x3x5x6239

+:172x3x5:176227 + 9:@4:1753:6238 + 1:21’4x5:v6226 + x3x4m5x6215 + ...+ 1.

Entonces, contando el nimero de términos donde la potencia de z es mayor que
30 y, de ellos, cudntos contienen a las variables x1,xa,...,Tq, se obtiene que
W1 = 32,[W (1)] = 31, [W (2)] = W (3)] = W ()] = [W (5)] = W (6)] =17 y
el indice de poder de Banzhaf-Coleman es igual a

B(N,v) = (15/16,1/16,1/16,1/16,1/16,1/16) .
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