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Prefacio

A veces uno tiene la impresion de que nuestra forma de entender y analizar
la naturaleza evoluciona de lo entero o natural, o algo todavia més particular,
hacia lo fraccionario o incluso hacia un concepto todavia mas general.

Basta recordar que de ninos se nos presentan inicialmente los nimeros na-
turales, pero pronto aparecen —por estricta necesidad— los ntmeros enteros.
Poco después, cuando ya necesitamos la divisién, se nos dan a conocer los
numeros racionales o fraccionarios, que junto con los misteriosos irracionales
forman el cuerpo de los numeros reales; sistema de numeraciéon que sera pos-
teriormente extendido al conjunto de los niimeros complejos.

Desde un punto de vista geométrico ocurre esencialmente lo mismo. Inicial-
mente, aparecen los conceptos de punto, curva, superficie y volumen, que estan
asociados a las dimensiones enteras nula, uno, dos y tres respectivamente. No
obstante, los trabajos e ideas de B. Mandelbrot (1924-2010) nos recuerdan
la importancia de conceptos ya introducidos previamente, como el de dimen-
sion de Hausdorff, que nos permite hablar ya de dimensiones que pueden ser
cualquier nimero real positivo. Asi, la geometria, amplia sus horizontes y el
concepto de dimensién tiene ahora un nuevo significado, que no deja nunca de
ser coherente con los resultados del pasado.

En el célculo se sigue el mismo camino. Es bien conocido que los conceptos
de integral y derivada juegan aqui un papel fundamental y asi, las derivadas
o integrales sucesivas de una funcién surgen de modo natural y previsible.
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Se trata luego de operadores diferenciales e integrales de orden entero. En
cualquier caso, debemos ser conscientes de que estas herramientas tan solo
son adecuadas, al menos en principio, para un conjunto selecto de funcio-
nes. Esta observacion, es el origen o motivacion de las exitosas teorias de los
matematicos H. L. Lebesgue (1875-1941) —integral y espacios de Lebesgue—,
S. Sobolev (1908-1989) —espacios de Sobolev— y L. Schwartz (1915-2002)
—teoria de las distribuciones—, que lograron extender el concepto de integral
o derivada a un conjunto mucho mayor de funciones del inicialmente conside-
rado.

Sin embargo, el cédlculo fraccionario —disciplina en la que se enmarca esta
tesis doctoral— generaliza a los operadores diferenciales e integrales de un modo
distinto. Se trata aqui de estudiar la derivacién de orden no entero. Tal idea,
la de una derivada de orden no necesariamente entero, es tan antigua como la
propia idea de derivada, pues aparecié cuando en 1695 el marqués de L’Hopital
(1671-1704) plante6 a G. W. Leibniz (1646-1716) cual seria el significado de
una derivada de orden 1/2, de ahi el adjetivo fraccionario que se mantiene en
la actualidad. Una vez superadas las primeras dificultades, poco tiempo seria
necesario para que se empezase a hablar de derivadas de orden arbitrario, hecho
éste por el que el calificativo cdlculo fraccionario no es hoy del todo correcto
0 exacto, pues deberia sustituirse por el de diferenciacion e integracion de
orden arbitrario, aunque quizas el término cdlculo fractal también podria ser
adecuado.

Empleando estas novedosas, a la vez que clasicas ideas, se puede construir
un cdlculo fraccionario que, sin perder de vista el calculo diferencial ya tradicio-
nal —al que extiende y nunca sustituye—, cuenta con resultados ciertamente
novedosos y utiles en diversos ambitos.

No obstante, hasta no hace mucho tiempo, el calculo fraccionario era con-
siderado una rama exo6tica y poco productiva de las matematicas. La ausencia,
aun clara a dia de hoy, de interpretaciones fisicas o geométricas convincentes,
sumado al excesivo niimero de definiciones propuestas y a la falta de consenso
en la comunidad matemética, lastr6 durante un largo periodo de tiempo el
desarrollo del célculo fraccionario.

Como en cualquier drea de las matemaéticas, el interés del calculo fraccio-
nario no se limita tnicamente a un campo teoérico; sus aplicaciones son muy
numerosas, tocando en la actualidad a la mayoria ciencias: quimica, fisica,
biologia, medicina, etc. Asi, esta disciplina es a dia de hoy una herramienta
excepcional para la descripciéon de procesos en los que juegan un papel fun-
damental propiedades heredadas o la memoria. Pensemos, por ejemplo, en los
novedosos materiales con memoria de forma. Debido a esto, en los dltimos afos,

XII



el calculo fraccionario se ha mostrado especialmente 1til y preciso en la modeli-
zaciéon del comportamiento de materiales visco-elasticos y visco-plésticos, pero
también podriamos mencionar aportaciones en modelos biol6gicos, ecoldgicos o
epidemiologicos. Desde un punto de vista més abstracto, las aplicaciones e im-
plicaciones en el estudio de comportamientos cadticos y en diversas cuestiones
de la matemética mas pura o abstracta, también son mas que notables.
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Resumen

Esta tesis, que lleva por titulo Fcuaciones diferenciales de orden fracciona-
10 Yy aplicaciones, contiene una recopilaciéon de los resultados probados por el
autor durante su etapa de formacion predoctoral. Los contenidos de la misma
se enmarcan dentro del conocido como cdlculo fraccionario, rama del analisis
matemético que ha gozado de gran interés durante los dltimos anos y que tiene
como objeto central de estudio a los operadores diferenciales e integrales de
orden no necesariamente entero, que debido a su caracter eminentemente no
local, podrian ser de gran interés a la hora de modelar ciertos fenémenos y
procesos fisicos.

El primer capitulo se inicia con una breve introduccion histérica; se indican
alli los principales hitos del célculo fraccionario, desde sus inicios —que se
remontan al nacimiento del propio calculo diferencial— hasta los anos 70 del
pasado sigle XX. A continuacién, partiendo de la ecuaciéon integral de Abel,
quien fue el primer matemético en mostrar una aplicacién real de las derivadas
e integrales de orden fraccionario, motivamos la definiciéon de los operadores
de diferenciacién e integracion de orden arbitrario de Riemann-Liouville.

Msés adelante, se enumeraran y prueban ciertas propiedades elementales y
bien conocidas de los operadores de Riemann-Liouville; esencialmente, se em-
plean para ello desigualdades de tipo integral y resultados clasicos del analisis.
En las tltimas secciones de este capitulo, se comentan generalizaciones natura-
les de las definiciones de Riemann-Liouville que han sido realmente importantes
en el desarrollo y evolucion del célculo fraccionario. Por ejemplo, se mencionan
los operadores fraccionarios de Liouville y las definiciones propuestas ya bien
entrado el siglo XX por Marchaud.

En el segundo capitulo, se estudian operadores diferenciales de orden frac-
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cionario mas modernos, como por ejemplo la derivada de Caputo, que goza en
la actualidad de gran popularidad e interés y que también serd considerada
posteriormente en los problemas estudiados en los Capitulos 3 y 4. También se
empleard en este capitulo la conocida como derivada conformable; més exac-
tamente, en la segunda seccién, se estudian algunas ecuaciones diferenciales
que involucran a tal derivada. Concretamente, se detallan alli los resultados
publicados en [4] y [24].

En las secciones siguientes se discuten dificultades propias de las ecuaciones
diferenciales de orden fraccionario; se pone especial interés en los problemas que
surgen de la relacién entre la regla de Leibniz y los operadores fraccionarios.
Uno de los objetivos principales de este epigrafe es aclarar la validez de ciertos
resultados relacionados con la ecuacion logistica fraccionaria; se discuten aqui
los resultados publicados en [10].

La quinta y ultima seccién de este capitulo esta dedicada a la recientemente
introducida derivada de Caputo-Fabrizio. Se estudia, entre otras cuestiones, el
operador inverso asociado y se detallan algunos resultados publicados en [56].

El objetivo principal del tercer capitulo es presentar algunos resultados
sobre existencia, unicidad y propiedades elementales de soluciones para ciertas
ecuaciones diferenciales de orden fraccionario.

En la primera seccién se estudia una familia de ecuaciones diferenciales fun-
cionales de orden no entero; el protagonismo recae aqui en el caracter atractor
de ciertas soluciones. Para ello, se emplearan teoremas de punto fijo clésicos y
técnicas asociadas a medidas de no compacidad. Esencialmente, se presentan
detalladamente los resultados publicados en [57].

La segunda seccion estd dedicada al estudio de ciertas versiones fraccio-
narias de las ecuaciones diferenciales de K. Pearson.Ttambién se analizan y
discuten ciertas generalizaciones al caso fraccionario de propiedades caracteris-
ticas de ciertas familias de polinomios ortogonales. Se exponen las conclusiones
publicadas en [8].

El ultimo capitulo est4 dedicado al estudio del papel que desempenan las
funciones periddicas en el d&mbito del calculo fraccionario. En el caso clasico
de o6rdenes enteros, el estudio de la existencia de soluciones peridédicas para
ecuaciones diferenciales es uno de los aspectos més interesantes de la teoria
cualitativa de ecuaciones diferenciales. Sin embargo, para el caso fraccionario,
la definicion del concepto de funcién periddica es extremadamente exigente y
debido a ello, las condiciones que nos permiten garantizar la existencia solucio-
nes periddicas de ciertas ecuaciones diferenciales fraccionarias son demasiado
restrictivas. Es por esto que en las ultimas décadas se han propuesto y estu-
diado ciertas generalizaciones del concepto de funcién periddica.
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En la primera seccién se estudian propiedades relacionadas con la idea de
periodicidad para integrales y derivadas de orden no entero de una funcion
periodica dada. Mas exactamente, se analiza el comportamiento oscilatorio de
la integral y la derivada fraccionaria de una funcién peridédica; concretamente,
se detallan los resultados publicados en [9] y [12].

La segunda y tltima seccion esta dedicada al estudio de resultados similares
a los de la primera seccién, pero ahora nos movemos en el marco del calculo
fraccionario discreto. Se muestran los resultados publicados en [11].
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Capitulo 1

Operadores diferenciales e integrales
de orden fraccionario

Iniciamos este primer capitulo con una breve introduccion histérica que nos
permitirad tener una visiéon amplia y global del calculo fraccionario.

A continuacion, en la segunda seccion, hablaremos de la ecuacion integral
de Abel, que serd empleada en la siguiente seccién para motivar la definicion
de los operadores de derivacion e integracion fraccionaria.

Las secciones cuarta y quinta se dedican a mostrar las propiedades funda-
mentales y méas importantes de los operadores fraccionarios méas conocidos e
interesantes: las derivadas e integrales de Riemann-Liouville. Las dos dltimas
secciones se dedican generalizaciones naturales de las definiciones de Riemann-
Liouville; hablaremos alli de la integral y derivada fraccionaria de Liouville y
de las ideas propuestas por Marchaud.

Salvo el orden escogido y ciertas explicaciones extra en las demostraciones,
los resultados mostrados en este capitulo no tienen nada de original; puede
consultarse mas informacién sobre ellos y resultados similares en las referencias

17, 54, 63, 67, 70].

1.1. Breve historia del calculo fraccionario

Estamos ya més que acostumbrados a trabajar con las ideas de derivada e
integral; asi las notaciones

daf

_ d f
o (z) = D'f () ou

da?

(x) = D*f (x),



no suponen para nosotros ningun misterio. Por otra parte, es también sobra-
damente conocida la importancia de los operadores diferenciales e integrales
en el estudio, comprension y explicaciéon de multitud de procesos y fenémenos
fisicos y naturales; pero, jes posible calcular una derivada de orden 1/27 Esto
es, jcudl es el significado de la notacién

d1/2f
dxl/2?

Aunque estas cuestiones fueron planteadas originalmente por el marqués de
L'Hopital a Leibniz en 1695, las respuestas a tales preguntas —o simplemente
el estudio de estas cuestiones— no se encuentran con facilidad en libros clésicos
de anélisis. Sin embargo, matematicos de fama como: Euler, Lagrange, Lacroix,
Laplace, Riemann, Fourier, Liouville o Hardy, ocuparon parte de su tiempo en
dar respuesta a tan enigmaticos interrogantes.

Asi pues, el origen real del célculo fraccionario se debe en ultima instancia
a la curiosidad matematica, pero conviene tener presente que no se trata —en
ningtn caso— de un ejercicio estéril de generalizaciéon o abstracciéon matema-
tica.

La primera obra dedicada enteramente al calculo fraccionario [63| no apa-
receria hasta el afio 1974 y es obra de un fisico y matemético (J. Spanier) y
un quimico con multitud de intereses (Keith B. Oldham). En la actualidad
el namero de publicaciones dedicadas por completo a esta disciplina es muy
elevado. Son referencia obligada [17, 54, 67| y la enciclopédica [70].

(z) = DY2f(2)?

Mostramos a continuacién, en un eje cronolégico, los hitos mas importantes
relacionados con el célculo fraccionario hasta el ano 1975.
1695 En septiemPre dle este ano Leibniz e L'Hopital discuten el posible signi-
ficado de d2 /dxz.

1819 Lacroix dedica, en su obra de més de 700 paginas titulada Traité du Cal-
cul Differential et du Calcul Intégral, dos hojas escasas al calculo fraccio-
nario.

1822 Fourier deduce una generalizacién de los operadores diferenciales e inte-
grales en su célebre tratado Théorie Analytique de la Chaleur, pero no
aporta ninguna aplicacién.

1823 Abel resuelve el problema de la tautdcrona de forma extremadamente
sencilla y bella; emplea para ello una derivada de orden 1/2. Esta es la
primera aplicacién conocida del calculo fraccionario.

1847 Liouville propone a su definicién de derivada de orden arbitrario.

1867 Riemann propone a su definicién de integral de orden arbitrario.



1868

1892

1895

1917

1922
1923

1923

1939

1949

1951

1959

1964

1969
1974

Griinwald justifica y propone una definicién natural y novedosa de deri-
vada e integral de orden narbitrario.

Letnikov investiga sobre la derivada de Griinwald y publica los primeros
resultados sobre tal operador.

Hadamard propone nuevas definiciones para los operadores diferenciales
e integrales de orden fraccionario.

O. Heaviside indica en su célebre trabajo FElectrical Papers:

... tal resultado es fdcil y elemental si consideramos derivadas
fraccionarias. .. pero, presumiblemente el lector no conoce toda-
via la tdea de derivada fraccionaria. . .

Weyl propone una nueva definicién de operador fraccionario.

Hardy publica Notes on Some Points in the Integral Calculus al que
siguen otras publicaciones de la mano de Littlewood sobre el calculo
fraccionario.

Lévy publica Sur le derivation et ['integration géneralisées.

Erdélyi estudia la relacién de las funciones hipergeométricas con el calculo
fraccionario.

M. Riesz inicia el estudio de las ecuaciones diferenciales fraccionarias.

Schwartz, en su obra Théorie des distributions, indica que ciertas defini-
ciones de derivada e integral fraccionaria pueden pensarse como un tipo
especial de convolucién en el sentido de las distribuciones.

J.L. Lions estudia la ecuacién de Navier—Stokes adoptando un punto de
vista fraccionario.

En la obra Generalized Functions de Gel’fand y Shilov, se indica que mu-
chas funciones especiales pueden expresarse como derivadas o integrales
de orden fraccionario de ciertas funciones elementales.

Love publica Fractional Derivatives of Imaginary Order.

Oldham y Spanier publican The Fractional Calculus: Theory and Appli-
cations of Differentiation and Integration to Arbitrary Order.

Maés informacién sobre los avances histéricos del célculo fraccionario puede
consultarse en [79, 80].



1.2. La ecuacién integral de Abel

Para introducir la ecuacion integral de Abel, que nos conduciréd finalmen-
te a la definicion de los operadores de integracién fraccionaria, es conveniente
introducir antes la nocién de funcién absolutamente continua. Informacién de-
tallada sobre este concepto puede consultarse, por ejemplo, en [13].

Definiciéon 1.1. Sea [a,b] C R un intervalo compacto. Una funcion f se dice
absolutamente continua en dicho intervalo si para todo € > 0 existe § > 0 de
modo que para toda familia finita de intervalos disjuntos dos a dos [a,bg] C
[a,b], k=1,2,...,n, tal que

n

Z(bk - ak) <d

k=1

se tiene que
n

S If (k) = Flar)] < e

k=1

El espacio de las funciones absolutamente continuas en el intervalo [a,b] se

denota por AC([a,b]).

Proposicion 1.2. El espacio AC([a,b]) coincide con el espacio de las primi-
tivas de funciones del espacio de Lebesque Ll(a, b). Asi pues,

f e AC(Ja, b)) < f(x) =c+ /w o(t)dt, con €L (a,b) yceR. (1.1)

Sea 0 < a < 1. La ecuacién integral

x
r(la)/a @ S”(Z))la dt=f(z), =€ lab], (1.2)
donde f es conocida y ¢ es la funcién incognita a determinar, recibe el nombre
de ecuacion integral de Abel.

Para resolver tal ecuacién se procede del modo que indicamos a continua-
cion. Empezamos renombrando la variable x como ¢ y la variable ¢t como s en
la ecuacion (1.2) de partida. Multiplicando ambos miembros de por (z —¢)~¢
e integrando entre a y x, obtenemos que

1 T 1 t (,0(8) - - &
INGY! /a (x —t)° /a (t—s)ia dsdt = /a @19 dt.




Intercambiando ahora el orden de integracién en el primer miembro, deducimos

que
T T 1 _ * f(t)
/a 30(8)/5 (.CL' — t)a(l _ S)lfa dtds = F(OZ)/& W dt.

Aplicando el cambio de variable t = s + 7(x — ), concluimos que

/:(a; — 1)t - 5)* Lt = /01 L1 - 1) dr

=B(a,1 —a)=T(a)I'(1 — ).

! _ 1 )
/a o(s)ds = T —a) /a @— 1o dt, (1.3)

o(r) = ﬁ% /az (xf(tt))a dt. (1.4)

Por tanto,

y entonces

Asi pues, si la ecuacion integral (1.2) admite una soluciéon, entonces tal
solucién viene dada necesariamente por una funcion ¢ de la forma indicada en
(1.4) y por tanto, la solucion de la ecuacién integral (1.2) -en caso de existir-
es unica.

Estudiaremos entonces, bajo qué condiciones la ecuacion integral de Abel
(1.2) admite soluciéon. Introducimos para ello la siguiente notacion,

haloVe e O (15

Teorema 1.3. La ecuacion integral de Abel (1.2) admite solucion en el espacio
de funciones L'(a,b) si y solo si

fi—a € AC([a,0]) y  fi—a(a) =0. (1.6)

Demostracion. Empecemos observando que

/]fl a ]d:c—l_a/ ‘/ @t dt’dm
sml/ If(t)!/(w—t)adwdt
/|f H1- dt;



luego si f € L(a,b), entonces fi_o € L(a,b).

Supongamos inicialmente que la ecuacion integral de Abel (1.2) admite
solucién ¢ € L'(a,b). En tal caso, se tiene que f € L'(a,b) y asi son validas
todas las etapas indicadas al principio de la seccién, luego ahora es claro que
fi—a € AC([a,b]) y en virtud de la Proposicion 1.2 concluimos que fi_(a) = 0.

Supongamos ahora la validez de (1.6). En tal caso, f|_, € L(a,b) y asi,
la funcion ¢ introducida en (1.4) esta definida en casi todo punto del intervalo
(a,b). Mostraremos que f{_, satisface da ecuacion integral de Abel; esto es,
probaremos que

con g = f en L'(a,b).
La ecuacion (1.7) es una ecuacion integral de Abel en la que la funcion f]_,
juega el papel de funcion incognita; luego, en virtud de lo visto al principio de

la seccién,
/ 1 d /”C g(t)
=_— &= = ————dt
fi-a(@) rd—a)de J, (x—t)> "

o lo que es equivalente, f]_, = ¢j_,, en L'(a,b). Por hipétesis, f1_o € AC([a, b]);
por otra parte, teniendo en cuenta (1.3), g1—o € AC([a,b]). Luego

P OIS S

para cierta constante real c¢. Finalmente, dado que por hipotesis f1_q(a) =0,
concluimos luego que ¢ = 0. Es decir,

Nuevamente, estamos ante una ecuacion integral de Abel, pero ahora por uni-
cidad de solucién, concluimos finalmente que f = g en L!(a, b). O

A continuacién, mostramos una condicion suficiente para la existencia de
solucion de la ecuacion integral de Abel (1.2) en términos unicamente de la
funciéon f.

Lema 1.4. Si f € AC([a,b]) entonces fi—_o € AC([a,b]) y ademds,

folo) = gy @@ =0+ [0 -],
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Demostracion. Por ser f una funciéon absolutamente continua en el intervalo
[a, b], podemos escribir

/ f'(s)ds, para cadat € [a,b].

Por tanto, teniendo en cuenta (1.5),
ol = s [ [+ [ 16 >ds} (w0
f(a) o
:I‘(2(—a)(x_a)1 l—a / / x—t (x_pa d5dt
st ot [ e

Asi, usando que

(- o) = (1= a) /x(t )t

en virtud de la Proposiciéon 1.2, concluimos finalmente que fi_, es una fun-
cion absolutamente continua en [a, b] por ser suma de funciones absolutamente
continuas en [a, b] y el resultado enunciado queda probado. O

Corolario 1. Si f € AC([a,b]), entonces la ecuacion integral de Abel (1.2)
admite solucion tinica en L' (a,b) y tal solucién viene dada por

o(z) = F(ll— ) [(mf_(acz)a +/j (j/_%))ads}, x € [a,bl.

1.3. Integrales y derivadas fraccionarias

La definiciones y resultados que mostraremos en esta seccién y en la siguien-
te son a dia de hoy clasicos; pueden consultarse resultados més detallados en
[17, 70].

Sea ¢ € L(a,b). Para la integral iterada n veces, la formula de integracion
reiterada de Cauchy

/ / / n—ll) /m(ﬂ«“t)"‘l«p(t) dt (1.8)

se prueba facilmente aplicando el método de induccion. Dado que (n — 1)! =
I'(n), es posible extender el proceso de integracion reiterada a un ntumero «, no
necesariamente natural o entero, de veces. Esto motiva el siguiente concepto
ya introducido originalmente por Riemann y Liouville.



Definiciéon 1.5. Sea ¢ € L'(a,b) y a > 0; la funcion

1" o)
I = dt >
a@(m) F(Oé) /a (x_t)l—a X a

recibe el nombre de integral fraccionaria de Riemann-Liouville de orden o > 0
de la funcidn .

Sin duda alguna, la propiedad mas importante de las integrales fracciona-
rias es la conocida como propiedad de semigrupo:

Ifj‘[ff = Ig‘+ﬁf, para todo a, 3 >0 y f € L(a,b).

La prueba no presenta ninguna dificultad; basta aplicar el Teorema de Fubini
y efectuar el cambio de variable t = 7 + s(z — 7),

N Y R T &

AR ey e e e S
_# ’ T Tx_ a—1 _Tﬁfl .
‘rmww»ﬂf“)l( Yt — )P dtd

_ B(o,p) (7 f(7) — YO
~ S o G )

Una vez introducido el concepto de integral fraccionaria, resulta natural
plantearse una definicién para la idea o concepto de derivada fraccionaria.
Como veremos a continuacion, la propiedad de semigrupo de la integral frac-
cionaria juega un importante papel a la hora introducir el concepto de derivada
de orden fraccionario.

Definicion 1.6. Dada una funcion f definida en el intervalo [a,b] y0 < o < 1,

la expresion
apn_ L od [T f(t)
Dalw) =57 —oz)d:v/a @—tpo

recibe el nombre de derivada fraccionaria de Riemann-Liouville de orden o de
la funcion f.

Notemos que, a pesar de que hemos definido la integral fraccionaria de
orden « para cualquier numero real positivo «, la derivada fraccionaria tan
solo ha sido introducida para 0 < a < 1. Ademés que la derivada fraccionaria
de una funcion f seria -de acuerdo con la Definicion 1.6- la derivada ordinaria
de la integral fraccionaria de f de orden 1 — a, es decir, DY = DI~
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Asi pues, la definicién o construccion de la integral fraccionaria de una
funcién dada, y de igual modo el concepto de derivada fraccionaria, estéd inti-
mamente relacionada con la ecuaciéon integral de Abel.

Antes de pasar a considerar derivadas fraccionarias de orden o > 1, es-
timamos conveniente indicar una condicién suficiente para la existencia de la
derivada fraccionaria de una funcion.

Lema 1.7. Si f € AC([a,b]) entonces DS f existe para todo x € [a,b] y para
todo 0 < a < 1. Ademds, DS f € L"(a,b) para 1 <r <1l/ay

ofip) — 1 f(a) e
Dgf(x) = F(1a)[(xa)a+/a TEnTdl

Demostracion. La existencia de D¢ f, asi como la expresiéon enunciada, son
una consecuencia inmediata del Lema 1.4 anterior. Empleado tal expresion, es
inmediato comprobar que D f € L"(a,b) para 1 <r < 1/a. O

A continuacion, introduciremos la definicion de derivada fraccionaria de
orden o > 0 arbitrario. Para ello, emplearemos la notacion habitual: [o] sera
la parte entera de un ntimero y {a} la parte fraccionaria, de modo que o =
[a] + {a} para todo a > 0.

En lo que sigue, si a es un ndmero entero, entonces D¢ serd entendida
como el operador derivada usual iterado « veces. En otro caso, consideraremos

dled
dzle

y asi, para n = [a] + 1, tendremos que

Dof = Dief

dled+1
DG f(z) = dx[a]+1jg_a (z)
I 0
= ey ), e 9

De forma andloga a lo ya indicado para el caso 0 < a < 1 en el Lema
1.7 anterior, una condicién suficiente para la existencia de D viene dada por
el siguiente resultado, en el que aparece la clase de funciones AC"([a, b]), con
n € N, formada por todas aquellas funciones que tienen derivada de orden

n — 1 continua en el intervalo [a, b] y cuya derivada de orden n es un elemento
de AC([a,]).

Lema 1.8. Dado a > 0, una condicion suficiente para la existencia de DS f
es que

/x (mif)){a} dt € AC)([a,b]). (1.10)



Notese que f € ACI implica la veracidad de la condicion (1.10).

Lema 1.9. El espacio AC™([a,b]) estd formado exclusivamente por aquellas
funciones f que pueden ser expresadas de la forma

f(a:):(n_ll)!/:(x—t dt+chx—a (1.11)

donde ¢ € LY(a,b) y cx, con 1 <k <n — 1, constantes reales.

Demostracion. Basta tener en cuenta la definicion del espacio AC"([a, b]), la
caracterizacion dada en (1.1) y la formula (1.8). O

Conviene observar que si en (1.11) escogemos @(t) = f(™)(t), entonces debe
ser necesariamente

cr = f®(a)/k!, paracada0<k<n-—1.

En el caso n = 0, AC%([a, b]) = AC([a, b)) se tiene precisamente la Proposicién
1.2 anterior.

Proposicion 1.10. Dado o > 0, sin = [a| +1 y f € AC™([a,b]), entonces
DS f existe en casi todo punto de [a,b] y ademds

-1
iy N F*)(a) - 1 AR
Daf(x) _kZ:OF(l—i—k—a)(x_a)k + I‘(n—a)/ (x_wa—n-i—l dt.

Demostracion. Dado que por hipétesis f € AC"([a, b]), tenemos entonces que

T (k
f(a:):(n_ll)!/G(a:—t)"lf( dt+zf. (@ — a)f

y asi, en virtud de (1.9), concluimos que

n—1 ) (q n oz
Dif) = Y e [

(n — a)k! " J,

1 dn x 1 t . .
F(”—a)(n—l)!dx”/a (tm)anﬂ/a(t‘S) L (s) ds dt

+
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* e J, 170 [ o s
_n—l F®(q -
_kzo F(1+k_a)(a§—a)

1 [T a1 (n=DIC(n — )
Pt [, T WE T g
n—1

_ f®(a) .
T & Mk
d e n—o— 1
i ARG (G M Vol
-1
= M) ko 1 s (s
2 it hoa) & *r(n_@/a ot o

Consideremos ahora la funcién f(z) = (x —a) ™", con 0 < u < 1. Tenemos
entonces que, para 0 < a < 1 arbitrario,

Do f(a) = — @ /W—_a)_ﬁdt

r(l—a)de ), (z—1t)®

1 d ; = -« —p—a
:m&;/osm—s) (@ — )} F e dt
Bl—a,l—p)1l—p+a« (11— p)

= - R ———(r—a) "
Nl—a) (x—a)+ I'l—a—up)

En particular,
D f(z) =0, para f(z)=(z— a)—(l—a).

Asi pues, la funcion (7 —a)®~! juega, para el operador D¢, el mismo papel que
juegan las constantes para el operador derivada clasico. Procediendo de forma
totalmente analoga, se prueba que para « > 0 arbitrario

Def(x)=0 si f(z)=(x—a)*" parak=12,...,1+][c].

En general, para una funcion ¢(z) de la forma ¢(z) = (z — a)?, con 8> 1
arbitrario, teniendo en cuenta la definicién de la funcién beta, obtenemos que

v 1
1200 =g [ - 0Pa 00 = et [yt

Ia)
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r(1+p5)

0D o ay e, (1.12)

Por tanto, para a > 0, haciendo n = [a] + 1, concluimos que

o _ d" n—o _ F(l +5) d" _ \yn—a+pB

Da(P(x) _daZ”Ia 90(37) - F(TL _ oz—i-ﬁ + 1) dx™ (:E a) *
__TA+B) (e
T@-arn@ 9"

1.4. Integracién y derivacién fraccionaria

Es sobradamente conocido que los operadores de integraciéon y derivacion
usuales son inversos si aplicamos la derivada en ultimo lugar; esto es,

d x

= [ ) dt = p(w)

Sin embargo, en general
| #@a £ ),

ya que en este caso, debemos tener en cuenta, entre otras cuestiones, el valor
de la funcién ¢(x) en el punto = = a. Mas generalmente, tenemos realmente

que
@) = fl@), pero IF(@) # (o),

dxm ¢

diferencidndose estas dos ultimas funciones en un polinomio de grado n — 1.

De forma similar, en el caso fraccionario tendremos que IS'D5¢ = ¢, pero no

necesariamente serd cierto que D$IS¢ = ¢, diferencidndose ambas funciones
en una combinacion lineal de las funciones (z —a)* % con k = 1,2,...,[a] +1.

Definicion 1.11. Sean 1 < p < oo y a > 0; denotaremos por I (LP) al
conjunto formado por aquellas funciones para las que existe ¢ € LP(a,b) de
modo que f = I ¢.

Teorema 1.12. Condicidn necesaria y suficiente para que f € IS(L') es que
I f e AC"([a,b]) vy f,(lk_)a(a) =0 para 0 <k<n-1, (1.13)
siendo n = [a] + 1.

12



Demostracion. Si f = I%p para cierta funcién ¢ € L!(a,b) entonces, en virtud
de la propiedad de semigrupo, I]~“f = I'¢. Asi pues, la necesidad de las
condiciones (1.13) se sigue del Lema 1.9 anterior.

Supongamos ahora que se satisfacen las condiciones (1.13) indicadas en el
enunciado. En tal caso, en virtud nuevamente del Lema 1.9, podemos expresar
In=%f como I"~f = [%yp para cierta ¢ € L!(a,b). Por tanto, en virtud de la
propiedad de semigrupo,

I f=1lo=I'"""Ip

y asi, I~*(f—I%¢) = 0; luego por unicidad de solucion de la ecuacion integral
de Abel, f =IZ¢. O

Es fundamental tener presente que el hecho de que una funcién f € I%(L')
es independiente de la existencia de la derivada de orden « de tal funcion.
Por ejemplo, la funciéon f(z) = (z — a)® !, con 0 < a < 1, cuya derivada
fraccionaria de orden « es idénticamente nula, no es una funcién de I¢(L!) ya
que fi_q(a) # 0. En realidad, podriamos pensar que la funcion (z — a)®~! es
la integral fraccionaria de orden « de la distribucion delta de Dirac d(x — a)
concentrada en a —que como es bien conocido, no estd asociada a ninguna
funcion del espacio L'—.

Supongamos por simplicidad que 0 < a < 1. Si consideramos la hipotesis
Do f(x) = d/dxI}~f(z) existe en casi todo punto de cierto intervalo, enton-
ces deberemos tener en cuenta el siguiente hecho: que una funcién g admita
derivada ¢’ integrable no es condicion suficiente para que [ ¢'(t) dt = g(z)+¢;
basta considerar la funcion escalera del diablo. Luego es claro que la condicion
eziste y es integrable la derivada fraccionaria de orden o de la funcion f no es
suficiente para poder asegurar que f € I$(L;). Para evitar estos inconvenientes
es necesario trabajar nuevamente con funciones absolutamente continuas.

Definiciéon 1.13. Dado o > 0, diremos que f € Li(a,b) tiene derivada frac-
cionaria de orden « integrable si 17~ f € AC™([a,b]) con n = [a] + 1.

El siguiente teorema clarifica la relacion entre los operadores de integracion
y derivacion fraccionaria.

Teorema 1.14. Si ¢ es una funcion integrable, entonces
DIZp(x) = o(x). (1.14)
Si p € I¢(LY), entonces

13 Dgp(x) = o(z) (1.15)
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Si p € LY(a,b) es una funcion con derivada fraccionaria de orden o inte-
grable, entonces

"*1 _ a k—1
I¢DSo(x) = F (1) D(a),  conn=[a]+1.
k=0

(1.16)

Demostracion. Efectivamente, pues para el primer resultado enunciado, in-
tercambiando el orden de integraciéon y efectuando el pertinente cambio de
variable, obtenemos que para una funcién ¢ integrable,

wra o 1 [T 1 el
Daliel®) = Faytin —a) dm"/a (a:—t)a—”“/a (i~ syia B
1

— SR e ) [T s
= s [ o) s = o) = ).

Si asumimos ahora como hipotesis que ¢ € I¢(L!), entonces (1.15) se si-
gue facilmente a partir de (1.14); de hecho, la identidad (1.15) ya habia sido
probado en la demostracién del Teorema 1.12 anterior.

La prueba de (1.16) es completamente anéloga a la mostrada para probar
la suficiencia de las condiciones del Teorema 1.12. Veamos como proceder, por
ser ¢ € L(a,b) una funciéon con derivada fraccionaria de orden « integrable,
teniendo en cuenta la Definicién 1.13 y el Lema 1.9, concluimos que podemos
expresar la funcién I~ “p como

1) =gy [ @0 (1) e a

n=1l rm—a (k) a
+Z(Ia QZ‘) ( )(a:—a)k
k=0

-1
n Jn—o ) (k)
—peagDge () + ) BT g

k=0

y asi,

& (1)) (a)

(o — IgDY) (x) = Y i —(z —a)F,
k

k!
=0
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de donde, aplicando a ambos términos de la igualdad anterior el operador
Dy~ se sigue finalmente que

n—1 n—a, .\ (k) a
18DG () =p(a) + Y e E

(CE . a)k—n—l—a

— (k—n+a+1)
n—1
T X el (0 J
—QD( )+k:0 F(Oé—k) ( ) * D

Una consecuencia inmediata de la identidad (1.16) probada anteriormente
es el siguinete resultado, que nos d4 una versiéon fraccionaria de la serie de
Taylor usual.

Corolario 2. Sea o > 0 yn € N; si f es una funcion con derivada fraccionaria
de orden o + n integrable (en el sentido de la Definicion 1.13), entonces

fw= Z D@ gyt 4 Rya)
NG lra+]+ ) n )

donde Ry (x) = I D" f ().

Demostracion. Basta considerar en (1.16) como orden de derivacion e integra-
cibn a4+ n y tener en cuenta que [a + n] = n + [a]. En efecto, pues

n+la]

a+n na+n (‘r = a)n+a—k—1 [e]+1—a £\ (n+[a]—k)
I3 D, f(z) :f(.%') N Z F(n+ N k) (Ia f) (a)
k=0
n+[a] n—k—14+a
= — Da f(a) _ \nta—k-1
= /(@) kzo ok *~9
-1 Da+] )
Z Oé—l—j—(l—)l)(x_a)a—’—]. O

=—le]

Nota 1.1. Observemos que para valores de a € N, obtenemos la clasica férmula
de Taylor con el resto dado mediante la formula integral.

1.5. Propiedades de los operadores fraccionarios

Conocer ciertas propiedades elementales de los operadores fraccionarios es
ciertamente importante. En esta seccién mostramos ciertos resultados sobre
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acotacion de los operadores fraccionarios de Riemann-Liouville que nos per-
mitirdn entender como el operador integral mejora ciertas propiedades de las
funciones sobre las que acttia. Resultados similares, e incluso més generales,
pueden consultarse en [70].

Una familia uniparamétrica de operadores T, con « > 0, actuando en un
espacio de Banach (X, |- [/ x) se dice que es un semigrupo si T,T3 = To4p para
todo o, B > 0y Topx = x para todo = € X.

Un semigrupo se dice fuertemente continuo si para cada x € X,

lim [|[Thxr — Tox|lx =2, 0<ap < occ.
a—roQ

Hablaremos de semigrupo uniformemente continuo si se cumple que

lim [[Tap — Tagell = 0,

a—roQ
donde ahora || - || denota a la norma en el espacio de operadores lineales y
acotados definidos en X y con imagen contenida en X.

Teorema 1.15. Para p > 1, los operadores de integracion de orden fracciona-
rio a > 0 de Riemann-Liouville forman un semigrupo en el espacio LP(a,b),
1 < p < oo; ademds, tal semigrupo es uniformemente continuo para o > 0 y
fuertemente continuo para o > 0.

Demostracion. Comencemos observando que el operador I es lineal y limitado
en LP(a,b). En efecto, pues empleando la desigualdad de Hélder, tenemos que

/ab /:( (75)1adt‘ /ab/G(a;_tla pll/ @t o dt| dx
(:v—tl a t‘p_l/a (a SO(tt))
/b

“”) dt(p_l( 9”) ’dtdx
b b p—
e @'ﬁwd! 1’< 9”2?1

lfa

b b q b p p
/ /t ’/ @(tt)l o dt ’( dw}l/ [/ ‘( (t)) dx]l/ di
b ’ “O(tt) dt‘ dz l/q[/b‘ e (t) pdxr/pdt.

{ b x_tl _ ‘ l/q /b[/tb (t pdxr/pdt.
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Por tanto, pasando dividiendo el primer factor del segundo miembro de la
desigualdad anterior al primer miembro y aplicando luego la desigualdad ge-
neralizada de Minkowski, obtenemos finalmente que que

[/ab /j(xf(;))l_adt‘pdx]l/pgfab [/tb’(xf(tt))l_a
<[[ [ l55=

b rx
-1

< el [

pdx] VP

pd:cdt] 1

pdtdx} v

et
(1. _ t)l—a
(b — a)opP—Pt2 } 1/p
ap—p+1)(ap—p+2)
Ahora la acotacién o continuidad del operador I es clara.
Las propiedades de la definiciéon de semigrupo para el operador I ya fueron
probadas y comentadas anteriormente; centremos entonces nuestros esfuerzos

en probar la continuidad uniforme del semigrupo (I$)s>0. Para a, 8 > 0
arbitrarios, tenemos que

o I T A1 () I (% o)
lie—lie = r<a>/a CEDE rm/a @7

b N e() L[ ) )
- (7@ rw))/a <x—t>1—a‘“+r<ﬁ>/a @ e (@_nip
= Ay + Bop.

(1.17)

A continuacion, estimaremos las cantidades ||A¢||L» v ||Be||L» de modo sepa-
rado. Asi, en virtud de (1.17),

11 )[ (b — a)or—p+2 }1/10
() T(B)/ L ap—p+1)(ap—p+2)

lAgle < ( el (118)

Por otra parte,

p(t) (’O(t)l_ﬁ‘dt

1 T
|Bo(x)| < / _
I ey
- /0 1 5 (e — )] dt
I A Ve
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y asi, teniendo en cuenta la desigualdad de Minkowski generalizada,

1 byorhma 1 — B P 11/p
IIBsOIILp—F(B)[/a /O g e t)\dt’ dq;]

1 - taﬂ\
< —— — p
<), [ et orar]

1 b—a ‘1—75& ,3‘
< — - .
< el (1.19)

Finalmente, teniendo en cuenta las acotaciones (1.18) y (1.19), llegamos a que

lgo —Idpls (1 1 (b— a)or—p+2 1/p
e <@ @) s

. /b_a [1- ) dt
L(B) Jo t1=h ’

donde tomando limite cuando ow = 3, concluimos que |12 f —IZ f|| = 0 cuando
«a — (. Falta por considerar el caso a = 0.
Tenemos que

I30(0) ~ pla) = 7o /O “hetole - f)dt - o)
. NSE £F (x — a)°
- 71 /0 2 dt + () [7“1 T !
=Fp+ Gop.

La siguiente estimacion es clara

W _1‘
it < [ o=

y ademaés, en virtud del Teorema de la convergencia dominada, concluimos
que ||Gol|Lr — 0 cuando o — 0. Para acotar la cantidad ||F¢|| », escogemos
primero un polinomio P tal que, dado € > 0, || — P||Lr < . Tenemos asi que,
aplicando nuevamente la desigualdad generalizada de Minkowski,

[E¢ll < [[F(p = Pl + [|FPLr

2(b—a)” e /b_a ,
<204, p _* 1@ P'(t)|dt — 0
=T+ a) lo = Pl + T(1+a) Jax [P @)l dt =0,

cuando a — 0.
Luego ahora es claro que ||I$¢ — ¢|| — 0 cuando o — 0. O
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Como ya indicamos en el Teorema 1.15 anterior, el operador integral frac-
cionaria de Riemann-Liouville deja invariante el espacio de Lebesgue LP(a, b).
No obstante, la integral fraccionaria (en el sentido de Riemann-Liouville) de
una funcién dada tiene ciertas propiedades de regularidad extra de las que
puede carecer la funcién original.

Teorema 1.16. Sean 0 < a <1y 1 <p < 1/a. En tal caso, el operador I
es un operador lineal y acotado de LP en L, con 1 <r < q=p/(1— ap).

Demostracion. Sea € = (1/r — 1/q)/2; tenemos entonces que

- . 1 T (,O(t) B 1 T (p(t)p/rso(t)l—p/r
10 =t | Gl = T, G e

y asi, empleando ahora la desigualdad de Holder para el caso de tres factores
con py =r, po =rp/(r—p)y ps = p’, obtenemos que

I0l)) < rs [P 0 Mo 0l o - 0
el [ et = o tad U [ ipora) "
<[ [ letptz =0 el
<allolls? [ [ e - or=ta] ",

siendo ¢1 una constante real. Por tanto, concluimos finalmente que

—p/r b 1/r
Izl < el [ [ [ letopt - ot dras]

—o/r b b e 1/r
< allell [/ !sO(t)Ip/t (x —1t)° 1da;dt}

1—p/r

= callell P P

= c2|lpllLe- O

Definicion 1.17. Sea A > 0. Diremos que una funcion real f definida en el
intervalo [a,b] C R pertenece al espacio de Holder H*([a,b]) si

|f(z1) — f(x2)| < Alzy — 22| para todo x1, x5 € [a, b).
El exponente X\ recibe habitualmente el nombre de exponente de Hélder.
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Los espacios de Holder H* de interés se reducen al caso 0 < A < 1. En
efecto, pues para A > 1, el espacio H*([a,b]) contiene tnicamente funciones
constantes en el intervalo [a, b].

Definicion 1.18. Diremos que una funcion real f definida en el intervalo
[a,b] C R pertenece al espacio de Holder h*([a,b]) si

i 4 (#2) = f(z1)

= 0 para todo x1, x4 € [a,b].
wa—ar  |xg — x|

Claramente, para 0 < A < 1, se tiene que h* C H?. Por otra parte,
considerando para f € H*([a,b]),

. |f(z1) = f(z2)]
f = max |f(zx)|+ sup ——>—"—" """,
H HH/\ z€la b]l ( )’ o1, 2 lad] |931 — 1‘2|)‘
r1#£T2

)

se obtiene una norma y H*([a, b]) es entonces un espacio de Banach.

Como veremos a continuacion, los espacios de Holder juegan un importante
papel a la hora de estudiar propiedades elementales de la integral fraccionaria
de orden «. Sin embargo, es conveniente tener en cuenta que se trata de espa-
cios de Banach no separables [65]. Luego no es posible aproximar una funcion
arbitraria de H* empleando funciones de un subconjunto denso en H* y con
buenas propiedades, ya que la clausura de tal subconjunto seria h*, y no H*.

Para el caso A > 1, conviene tener presente que existen dos posibles gene-
ralizaciones de los espacios de Holder.

Definicion 1.19. Sea A = [A| + {A} > 1, con 0 < {A\} < 1. Diremos que
una funcion real f definida en el intervalo [a, b] pertenece al espacio de Holder

H([a,0)) si f € CW([a,b]) y f) € HPM ([a, b]).

Definicion 1.20. Sea A = [A\| + {A\} > 1, con 0 < {A} <1, y k > 0. Diremos
que una funcién real f definida en el intervalo [a,b] pertenece al espacio de
Holder HMF([a, b)) si f € CM([a,b]) y existe A > 0 tal que

k
1F (@ 4+ h) — fPD ()] < A|h|{)‘}(ln VlL\) para todo |h| < %

Considerando las normas dadas por

11> = 1Nl + 1F P o
(A
= max |f® (@) + || fPV,
k:()aze[a,b]
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[A] B) — fA
1F s = fley + sup @+ =[P @)]

k )
z,z+h€la,b A 1
|h|<1/[2 ! Al }<ln |h|>

obtenemos nuevamente una estructura de espacio de Banach para los espacios
H* y HMF respectivamente.

Teorema 1.21. Sean o >0 yp > 1/a. En tal caso, el operador IS es un ope-
rador lineal y acotado del espacio LP(a,b) en el espacio de Holder H*~/?(a,b)
siao—1/p ¢ Ny de LP(a,b) en H* VPV si oo —1/p € N, siendo p y p'
exponentes conjugados.

Demostracion. Consideremos inicialmente el caso o — 1/p < 1. Bajo tal con-
dicion, dados x, = + h € [a,b], tenemos que

z+h
m¢@+h)zﬁmwzra%/ @+:@ﬂlaﬁ

I R I())
Tl e
4 1 z+h Sp(t)
_rmyl @h—iro

*f%ﬁ/ﬂ@+h—@w4—@—®”Hw®ﬁ
:Il(a:) = IQ((E)

Empleando ahora la desigualdad de Hélder, obtenemos las siguientes estima-
ciones

nl< gl [ eera] [ wengr o]

< c||g|lLe AP, ceR (1.20)
@) < i [ oAl " [ -0 - @-eop]

14552 RV
_ el [/ "l (s — 1)y dS} " pe-1/p
1

I'(a)
. H@HLP /Iha a—1 a—1p /v a—1/p
‘*Fm)[o (s + 1) 5271 @} he=1/p,



Si (z —a)/h < 1, entonces la acotacion |Ir(z)| < ¢z ||¢||Lrh® /P es obvia. En
otro caso, es decir, si (x — a)/h > 1, entonces tenemos que

r—a

/ / 1 /
|IQ(I)| < ||(:0HLP |:Ot—1|p/ h S(a—2)p ds} /P ha—l/p

I'(a) 0
= , , 1/p’
<l [ertea [ 7 s as] e
1
h l—a+1/
llllLe [03+C4<x—a) p} ho—1/p, sea—1/p<1,
< (1.21)
— 1/p
Le|Cc3 + ¢y lngc @\ ho‘_l/p, sea—1/p=1.
v h

Teniendo en cuenta ahora las acotaciones (1.20) y (1.21), el resultado enun-
ciado es claro bajo la condicion inicial « — 1/p < 1.

Sia—1/p>1, sea entonces k € N tal que k < a — 1/p < k + 1. Teniendo
en cuenta lo dicho anteriormente y que

dk
ng‘gpzfg‘_kgo, con0<a-k<1,
el resultado enunciado queda probado. ]

En realidad, todavia tenemos un resultado bastante mas fuerte.

Corolario 3. Seana > 0 yp > 1/a. En tal caso, el operador IS es un operador
lineal y acotado del espacio LP(a,b) en el espacio de Holder h®=1/P(a,b) si
0<l/p<a<l+1/p.

Demostracion. Dadose > 0y ¢ € LP, sea P. un polinomio tal que ||[¢o—FP;|| < e.
Asi, en virtud del Teorema 1.21 anterior tenemos que

I8p(z + 1) — [26(x)| <|IOP.(z +1) — IEP.(x)
F I (e = P)(a +8) — I2 (o — P) (@)
<erltl* + caltl* VPl = P
—o([t]*~1/7). =

1.6. Operadores fraccionarios de Liouville

Las integrales fraccionarias de Riemann-Liouville consideradas anterior-
mente para funciones definidas en un intervalo compacto [a,b] C R pueden
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ser extendidas o generalizadas para el caso de funciones definidas en toda la
recta real. Asi, para ¢: R — R, podemos hablar del operador conocido habi-
tualmente con el nombre de integral fraccionaria de orden o de Liouville, que
vendria dado para « > 0, por

ay— L [T e
Ifp(x) = o) /_Oo @-fi dt, —oo<x < oo.

Conviene tener en cuenta, que podemos escribir tal operador como una
convolucién del modo que se indica a continuaciéon

o0 1

10() = s |6 e =0 = s [ e e -
_ b [/01 t Lo(x —t)dt + /100 t Lo(x — 1) dt],

I'(a)
{ o=l t>0,
tafl —
+

0, t<0.

siendo

Asi, dado que

[/Oo ‘/ltalap(az—t) dt‘pdx} \ <
—00 0

1 0 1/
< / [/ @ DP| oz — t)[P dw} "t < oo
0 —o0

oo oo 1 0o 1
/ t Yp(x — t) dt < (/ ¢la=ba dt) /q</ lp(z — t)[P dt) ” < 00,
a 1 1

concluimos luego que para 0 < a < 1, el operador de integracion fraccionaria
de Liouville I¢ esta bien definido para funciones ¢ € LP(R) con 1 < p < 1/a.

Una vez introducidas las integrales de orden fraccionario, resulta natural
considerar las correspondientes derivadas fraccionarias. Asi pues, procediendo
de forma anéloga a lo indicado anteriormente para la integral de Riemann-
Liouville, obtenemos ahora, para 0 < o < 1, la derivada fraccionaria de orden
« de Liouville, que vendria dada por

1 d (" f(t)
D¢ =———— ———dt, —oo<x <00
+ (@) F(l—a)d:v/_oo (x —t) oSS
Para 6rdenes de derivaciéon a > 0 arbitrarios, consideramos naturalmente
O Q)
DY =="—— ——dt, - 1.22
te(@) ['(n—«)dz” /_OO (x —t)o—ntl 7 %0 = <09 (1.22)
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con n = [a] + 1.

Es ahora especialmente interesante considerar algunos ejemplos es elemen-
tales de integrales fraccionarias de Liouville de ciertas funciones. Por ejemplo,
para p > 0, tenemos que

I% expluz) = —— /m exp(yit) (z — 1) dt = —— /Ooo 19 excp(pu(a — 1)) dt

INa) J_ s I'(a)
— M = a—1 exp(— = QM - a-l exp(—
oo R LT v A i
= pu* exp(px).

Observemos que si consideramos la integral fraccionaria en el sentido de Riemann-
Liouville de la misma funcién exp(ux), obtenemos un resultado diferente y
quizés menos intuitivo.

Para una funcion del tipo p(z) = (z —a)? si x > a y o(z) = 0 en otro
caso, con § > 1, en virtud de (1.12), tenemos que

F(ﬁ + 1) (x_a)a—l—ﬁ

Ifp(x) = Ta+5+D) , paraxz>a e Ifp(x)=0 paraz<a,

coincidiendo ahora si con el caso del operador de Riemann-Liouville.

El operador integral fraccionaria de Liouville no deja invariante el espacio
de Lebesgue LP(R). Si queremos considerar un espacio de Banach que quede
invariante por el operador I¢, debemos considerar espacios de Lebesgue con
pesos de tipo exponencial. Asi, para 1 < p < oo y w € R, el espacio L}, sera el
conjunto formado por las funciones medibles en R tales que su norma

1/p

(o)
el = [ [ e letoPa]
—0o0

es finita. Para el caso p = oo, consideraremos el espacio C,, formado por
aquellas funciones ¢ tales que la funcién ¢ € R — exp(—wt) es continua y
acotada. Asi, se tiene que

I¢lle., = sup exp(—wt)[p(t)] < oc.
teR

Teorema 1.22. Para 1 <p < oo y w € R, el operador I es lineal y acotado
en el espacio LL,(R).

Demostracion. En efecto, pues en virtud de la desigualdad de Minkowski ge-
neralizada, para 1 < p < co y w > 0, tenemos que

1 o0 o0 P
Ifolr = [/ e W / 2 Lo(r —t dt‘ dx
Lol (o) ; p(z —1)

—00

}1/17
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Para p = oo, es claro que

1 o0
I%¢||c, = supexp(—wz / o1 plx —1t)|dt
ITelle., = supexp(-wr) 5o | oz = 1))

= sup L /000 exp(—w(z — t))|@(x — t)| exp(—wt)t* ! dt

z€R P(Oé)
1 ¢ ya-l
—ilelgexp(—wx)|gp(x)||w‘r(a)/0 (m> exp(—t)dt (1.23)
= [w|™® ilelgexp(—ww)lsﬁ(m)l-

Conviene observar ademés que para el caso p = 1, si ¢ es una funcién no
negativa entonces

/ oW / " lp(z —t) dt‘ dr = / ol / e o(r —t)dxdt,
—oo 0 0 —o0

luego [[1¢|Ly 11 = [w|™. Considerando la funcién exp(wt) en (1.23), también
se concluye que ||1$le,—c, = |w|™%. O

Teorema 1.23. Sean 0 < a < 1 y 0 < A < 1. El operador I es lineal y
acotado de H en HM® si \4+a < 1; si A+ a = 1, entonces I% es lineal y
continuo de H en H M1,

Demostracion. Sea ¢ € H(a,b) arbitraria. Tenemos entonces que

olo) = (20 (oo s [

Sea 1(x) la funciéon dada por el segundo sumando del segundo miembro de la
igualdad anterior. Veremos que ¢ € HM* si A+ a < 1y quesi A +a = 1,
entonces 1) € H1

z+h — o(x T
sarn) v = [ O g [ Dy

x+h—t)l-o x —t)l-e
 [Te(w =) = ¢(a) O gz —s) = pla)
= / T / R
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+ /0 " (ol — )= p@) (s Hh) ! — s271) ds

r—a+h)—(x—a)®) =J1+ o+ Js.

A continuacion, acotaremos cada uno de los sumandos anteriores. Asi, para
el primero de ellos tenemos que

< [ Neta =) = olo)) ~(ple) = 2o,

(s+ h)l-«
_ A
</ Alx —s —a|? x\ A/
=)o (s+h)—o S—I—h
An?
<2 = h®t) con e € R.
a

Para el caso del segundo sumando, tenemos que
r—a
|J2] S/ (e — ) = p(@)[|(s + h)*! = s ds
0
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<A/ (s +h)* ! — s> ds
r—a

:Ah)\Jra/ h 8)\|Sa71 _ (1 —i—S)ail‘dS
0

1
e [ et s e
< 0
>~ 00 1 -1
Ah)‘Jra/ s)‘safl‘l—<1+f>a ‘dé‘a siz—a>h.
0 s

Finalmente, para el tercer sumando, también debemos distinguir entre el
caso x —a < hy x —a > h. Asi, en el primer caso, se tiene que

) =P by 0 <22 0P @ - a)

<ch*®, con c € R.

Para el caso x —a > h, empleando la desigualdad (1+¢)*—1 < «t, concluimos
que

)~ (@~ a)°|
(+52)" -
h

< A(ac 7. a))\Jra_
r — a

= chMe, O

) <@ @y,

O A(x 4 a))‘"m
«

1.7. La derivada fraccionaria de Marchaud

La derivada fraccionaria de Liouville introducida en (1.22) para una fun-
cion definida en la recta real puede ser expresada de forma més conveniente.
Asumamos para ello que f es una funcién continuamente derivable en R y tal
que f’(x) decrece suficientemente réapido cuando |z| tiende a infinito. En tal
caso, para 0 < a < 1, tenemos que

D+f(x)—r(1_a)dw/0 0 f(z — t) dt

1

:F(Oé)/g 7 (x—t)dt
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/fm—t/ s~ ldsdt
1—a

C 1/ fl(x—t)dtds
f(z) = flx—3s)

sa+1

F(l—a /
I8

ds

l—a

Empleando entonces la notacién

—t
D(-Xl—f( 1 _ a / f tcv—l—lm ) dt

_ flx) = f(t)
P(l—a) /_OO e (1.24)

concluimos que D¢ f = D¢ f para funciones f suficientemente regulares. Nos
referiremos a (1.24) como derivada fraccionaria de Marchaud de orden « de la
funcioén f.

Conviene notar que, por ejemplo, si f € H*, con X\ > a, entonces la funcio-
nes construida en (1.24) esta bien definida. Asi pues, resulta natural pregun-
tarse bajo qué condiciones sobre f se dard la igualdad D¢ f = D¢ f. En primer
lugar, debemos mencionar que la existencia de D¢ f no 1mphca la existencia de
D¢ f; en efecto, basta considerar como f una funcién constante. La cuestion
reciproca, esto es, la existencia de D¢ f partiendo de la existencia de D¢ f,
estd relacionada con la inversion de las integrales fraccionarias.

Como veremos a continuacion, la igualdad D¢ ¥y = ¢ tan solo sera valida
para funciones ¢ € L'(R), mientras que la identidad DY I¢p = ¢ es cierta
para funciones ¢ € LP(R) con 1 < p < 1/a. Concluimos luego que la derivada
fraccionaria de Marchaud es méas adecuada que la derivada fraccionaria de
Liouville para funciones definidas en R, ya que permite un mayor grado de
libertad para el comportamiento de la funcién en el infinito.

En lo que sigue, la derivada fraccionaria de Marchaud de una funcion f
dada serad entendida del siguiente modo. Dado € > 0, consideramos

DS . f(z) l—a/ f@ taﬂw_t)dt (1.25)

y definimos DY f como

DS f = lim DS ./,

donde el limite anterior es considerado en el marco de los espacios LP(R).

Para probar la férmula de inversiéon asociada a la derivada fraccionaria
de Marchaud (Teorema 1.25 siguiente), necesitamos inicialmente el siguiente
resultado.
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Lema 1.24. Sea f = I{¢, donde ¢ € LP(R) con 1 <p < 1/a. Entonces

D (z / K(t)p(x — et) dt,

siendo @ (1 1)
K(t) = Sen(io‘t) + (t_ EEN (1.26)
tal que
K(t) >0, paratodoteR Yy / K(t)dt = (1.27)
—00
Demostracion. Para t > 0 abitrario, tenemos que
fl@)=fz—1t)= L [/00 s Loz — 5)ds — /OO s lo(x —t — s) ds]
La) Lo 0
_ ' {/00 s to(z —ts)ds — /00(5 — 1Dz —ts) ds}
I'a) Lo 1

=t /000 k(s)p(x — ts) ds,

5270 0<s<1;
k(s) =

s (s —1)a ) s> I

siendo

Asi pues, en virtud de (1.25), tenemos ahora que

D2 _f(x) 1_a /001/ k(s)o(x — ts) ds dt
- | /0 s/t
:7F(1a—a) /Oogo(x—s)/soo k’(;/t) dt ds

o s/e
i) / k(r)drds
0
0

x—s)dsdt

S

i
plr —es) /S k(r)drds,

S

o
l—«o
o

0
I )/ooo
:m—a)/o

cumpliéndose ademés que

s _F(l—a)s . a 1 f7 P dr —
/Ok(r)dr—lC()@F(l_a)S/o k(r) dr = K(8).
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En virtud ahora de las condiciones (1.26) y (1.27), y de un teorema de apro-
ximacion de la identidad [75, p. 62-65], podemos afirmar que D¢ . f converge
en LP(R) cuando € — 0.

Teorema 1.25. Sea f = I{p, donde ¢ € LP(R) con 1 < p < 1/a. Entonces
o = D% f, siendo

DY /() = lim DY . f(z) en LP(R).
Demostracion. En virtud del Lema 1.24 anterior, tenemos que
D of(@) ~pla) = [ K@) (o(o = =0) - pla) d

y asi, aplicando la desigualdad de Minkowski generalizada y el Teorema de la
convergencia dominada de Lebesgue concluimos finalmente que

IDscf = ol =[ [ | [ K@liota—ct) - ptanar] az]

< [ Klota—et) = p@], &t 0. =
0
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Capitulo 2

Otros operadores diferenciales
fraccionarios

En este capitulo, presentaremos otros operadores diferenciales de orden
fraccionario més modernos. Asi, hablaremos brevemente de la famosa derivada
fraccionaria de Caputo, que sera considerada més tarde en diversos problemas
de los Capitulos 3 y 4.

También trabajaremos con la conocida como derivada conformable. Mas
concretamente, la segunda seccién de este capitulo estara dedicada a tal ope-
rador; detallaremos los resultados publicados en |4, 24].

La tercera y cuarta seccién tratan sobre las dificultades propias de las
ecuaciones diferenciales de orden fraccionario; veremos pues la relacién entre
la regla de Leibniz y los operadores fraccionarios. Intentaremos aclarar también
ciertos resultados sobre la ecuacion logistica fraccionaria; pormenorizaremos los
resultados publicados en [10].

La quinta y dltima seccién de este capitulo estard dedicada a la reciente-
mente introducida derivada de Caputo-Fabrizio. Hablaremos, por ejemplo, del
operador inverso asociado y detallaremos algunos resultados de [56].

2.1. La derivada de Caputo

Para garantizar existencia y unicidad de solucién de problemas de valor
inicial sencillos asociados al operador de Riemann-Liouville, es preciso indicar
las condiciones iniciales de forma que, atun a dia de hoy, no tiene una inter-
pretacion fisica o geométrica clara y plenamente aceptada por la comunidad
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matematica (véase |70, Capitulo §|).

Asi, a finales de los anos sesenta del pasado siglo XX, el fisico y matematico
italiano M. Caputo, motivado por las limitaciones de la derivada fraccionaria
de Riemann-Liouville a la hora de modelar y estudiar ciertos problemas fisicos,
propuso |28, 29| una definicion alternativa y quizéas maés sencilla para la derivada
fraccionaria de una funcion f.

En realidad, muchas de las novedosas ideas propuestas por M. Caputo ya
habian sido consideradas anteriormente por en matematico de origen armenio
M. M. Dzhrbashyan, quien public6é numerosos y muy interesantes trabajos,
todos ellos relacionados de una u otra manera con el calculo fraccionario, |36,
37]. Sin duda alguna, sus resultados tuvieron poca repercusiéon en el mundo
occidental por motivos obvios.

Definicion 2.1. La derivada fraccionaria de Caputo de orden o > 0 de una
funcion f dada se define como

“Dgf(t) = ! 2) /t(t—s)”_alf(")(s)ds t>a,

I'(n—
conn = [a]+1€N, esto es, n es la parte entera de o mds uno.

Observemos entonces que para definir la derivada fraccionaria de Caputo
de orden a > 0 de una funcién f, necesitamos asumir la existencia —en cierto
sentido que aclararemos en breve— de la derivada usual de orden n > « de la
funcién f.

Conviene notar también que la derivada fraccionaria de Caputo se obtiene
como la integral fraccionaria de la derivada, de cierto orden entero de la funcién.
Recordemos que en el caso de Riemann-Liouville, procediamos en el orden
inverso, esto es, la derivada fraccionaria de Riemann-Liouville de una funcién
es la derivada de orden entero de una integral fraccionaria de la propia funcioén.

Veamos, por ejemplo, como obtener la derivada fraccionaria de la funcion
potencia (t—a)", conr > 0. Enel casor <n—1conr € Ny n = [a]+1, se tiene
que la derivada de orden n de la funciéon (t — a)” es la funcion constantemente
nula. Por tanto, en tal caso, “D%(t — a)" = 0.

Para r > n — 1, tenemos que

@ T — 1 ! n—oa— d" T
ot — a) _M/G(t—s) L s~ a) ds
L(r+1)

— ! _Snfafls_arfn s.
F(r—n-l—l)f‘(n—oz)/a(t ) ( )y
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Asi pues, haciendo la substitucion s = a + 7(t — a), concluimos que

r 1
Dt = a)f = 71:(+ B;in —t-o /0 (1—7)" " dr
= L(r+1) —a) " *B(r—n n—a«a
T nt Dy @ Brontlnoa)
L THD) e
*r(r—a+1)(t )

Por tanto, concluimos que

CD¥(t—a)" =0, para reN, r<n-—1.

L(r+1)
Pir—a+1)
que coincide con lo obtenido para la derivada de Riemann-Liouville en (1.12).

Ademés, ahora se tiene que CDg‘c = 0 para toda constante ¢ € R.
Una consecuencia inmediata de la identidad (2.1) anterior es el siguiente
resultado.

DYt —a)" = (t—a)™%, parar>n-—1, (2.1)

Lema 2.2. Sea a >0 yn = [a] + 1 € N. Entonces,
°DLft) =0 f(t) ZCJ (t—a)",

donde para 0 < j <n, ¢j € R.

Nota 2.1. Conviene tener en cuenta que si f € AC"([a,b]), entonces se tiene

que
n—1
D=3 t'“wlf(’“)() D2 (1)

En particular, para 0 < a < 1, tenemos que

o _ (t_ a)a C o
DEF(0) = iy @)+ DL ).
Por tanto, si f*)(a) = 0 para todo k € Ny, 0 < k < n — 1, entonces
°Dyf = D5

A veces, cuando no sea relevante el punto base a € R que escogemos para
definir las integrales o derivadas fraccionarias, emplearemos la notacion D¢,
CD% e I® para referirnos a los operadores derivada fraccionaria de Riemann-
Liouville, derivada fraccionaria de Caputo e integral fraccionaria de Riemann-
Liouville respectivamente.
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2.2. La derivada conformable

Motivados por las dificultades propias de los operadores de orden fraccio-
nario, los autores de [51], introducen la siguiente definicion.

Definiciéon 2.3. Sean f: [0,00) — R y 0 < a < 1. La derivada conformable
de orden « de la funcion f en un punto t > 0 viene dada, en caso de existir,
por el valor del limite

l1-a
DEF(t) = tim LUFELTD 2 IO
e—0 3
Si el limite anterior existe, diremos entonces que f admite derivada conforma-
ble de orden « en el punto t. Si la funcion f admite deriwada conformable de
orden o en cierto intervalo (0,a), con a > 0 y eziste lim,_,o+ D2 f(t), definimos

entonces
D2 f(0) = lim D2 f(t).
t—0+

Dada una funcién f: [0,00) — R y ¢ > 0, la derivada usual de f en el
punto ¢ viene dada, en caso de existir, por el valor del limite

)

e—0 £

Asi, en particular, tenemos que si f(t) = t", entonces f'(t) = nt" ! para
n € N. Conviene luego indicar que si, para ¢ > 0, definimos f(t) = t? con
p > 0, entonces DY f(t) = ptP~® para todo t > 0. Por tanto, para ciertas
funciones potencia, la derivada conformable y la derivada Riemann-Liouville
coinciden salvo una constante multiplicativa.

Observemos ademas, que para el caso a = 1, la derivada fraccionaria con-
formable coincide con la definicién clésica de derivada.

Proposicion 2.4. Sean f:[0,00) y 0 < a < 1. Si f admite derivada con-
formable de orden o en cierto punto tog > 0, entonces la f es continua en
to.

Demostracion. Para € > 0 suficientemente pequefio, tenemos que

f(to+ et ™) — f(to)6
3

flto+eto' ™) — flto) =

)

luego haciendo h = ety! = y tomando limite cuando € — 0 en ambos miembros
de la igualdad anterior, concluimos que

lim f(to +h) = f(to) = D' f(t0) 0 =0,

es decir, la continuidad de f en el punto tg. ]
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Recogemos en la siguiente proposicion otras propiedades importantes de la
derivada fraccionaria conformable.

Proposicion 2.5. Sean f, g: [0,00) — R dos funciones que admiten derivada
conformable de orden 0 < a < 1 en cierto punto t > 0. Tenemos entonces que:

a) D (af +bg)(t) = aDSf(t)+bDgg(t) para todo a,b € R;

b) dado p >0, si f(s) = sP para s >0, entonces DS f(t) = ptP™;
c) si f(t) =c € R para todo t > 0, entonces DY f = 0;

d) Dg(fg)(t) = f(t)Dgg(t) +g(t) D f(t);

o) siglt) 20, entonces D2(f/g)(0) = {OPEADEAODEIL,

f) si f es derivable en el punto t > 0, entonces D f(t) = t'=* f'(t).

Demostracion. Las tres primeras propiedades enunciadas son completamente
triviales a partir de la Definicién 2.3. Pasemos entonces a mostrar la prueba
de la regla de Leibniz. Se tiene que, de modo completamente analogo al caso
usual,

ft +et'")g(t +et! ™) — f(t)g(t)

Dg(f9)(t) = lim

e—0 =
g T+ g(t e 70) — [(B)g(t + et =) + (gt + et ™) — F()g(t)
e—0 e
1oy 1—ay _
:ilf_lg(l)(f(t—kst . ) f(t)g(tﬂtl_a)) + 1(t) im gt +et : ) — g(t)

=g(O) D f(t) + f(£)Dg(t).

La férmula para el cociente de dos funciones se prueba de modo similar.
Para probar lo enunciado en f), basta tener en cuenta que haciendo h =
Etl—oc
Y

flt+et™) — f(t) ft+h) - f(t)

Dgf(t) =1 =1l
A0 = i = fim = s
o t+h)— f(t) .
T aq f( — pl-apr )
t lim Y T f(¢) O

Por tanto, la derivada conformable de ciertas funciones elementales se
puede calcular ahora facilmente. Por ejemplo, se tiene que: D (t%/«) = t,
D%(sencz) = cxl™cos(cx) y D%(cos cx) = —cxl™%sen(cx) para todo ¢ € R.

Conviene también notar que, como no, una funcién puede admitir derivada
conformable de cierto orden 0 < o < 1 en t = 0 y no ser derivable en el

35



sentido usual en tal punto. Basta considerar la funcion f(t) = v/, para la que
Di/Zf(t) = 2 para todo ¢t > 0, siendo luego Dé/Qf(O) =2

Empleando el concepto de derivada conformable, también se pueden obte-
ner versiones ciertamente curiosas de algunos resultados clasicos del analisis
matematico.

Proposicion 2.6 (Teorema de Rolle). Sea a > 0 y f: [a,b] C R — R una
funcion dada tal que:

a) f es continua en el intervalo [a,b];
b) f admite derivada conformable de orden 0 < o <1 en el intervalo (a,b);

c) f(a) = f(b).
Luego eziste ¢ € (a,b) tal que DS f(c) = 0.

Demostracion. Es una consecuencia del Teorema de Rolle clésico. O

Proposicion 2.7 (Teorema del valor medio). Sean a > 0, 0 < o < 1 y
f:[a,b] C R — R una funcién dada tal que:

a) f es continua en el intervalo [a,b)];
b) f es deriwable en el intervalo (a,b).

Entonces existe ¢ € (a,b) de modo que

paf(e) = L= 1@

Demostracion. Basta aplicar la Proposicién 2.6 anterior a la funcion

b) — « «
o) = fa) — f(a) - DPZT@ (T 00y oy
a  a
y tener en cuenta que D%(z%/a) = 1. O

El operador inverso asociado a la derivada conformable se obtiene facilmen-
te.

Definicién 2.8. Dados 0 < a<1,a>0y f:[a,b] CR — R definimos

t f(@) dx.

mlfa

IEf() =17 )() =

a
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En tal caso, se tiene que DYIS f = f. En efecto, pues

d d [t f(x)
DYTY t) = tl—aila t) = tl—ai
cC~cC ( ) dt (4 f( ) dt a J;l_a

= tlat";(ti = f(t), tE€]la,b].

Observemos entonces que para a > 0y 8 € R, 8 # —a, tenemos que
para f(t) = t7, I1f(t) = t**# /(8 + ). Luego empleando la densidad de los
polinomios en el espacio de las funciones continuas definidas sobre un conjun-
to compacto (Teorema de Weierstrass), podemos concluir por ejemplo que la
integral conformable de orden 1/2 de la funcién coseno viene dada por

o = (—1)M2 /2 gen(t)
I cost) = ,ZB @n+ D20l Vi

Para el caso a > 1, tenemos la siguiente definicién de derivada conformable
de orden a.

Definicion 2.9. Sean n € N, o € (n,n+ 1] y f: [0,00) — R una fun-
cion n-veces derivable en cierto punto t > 0. Diremos que f admite derivada
conformable de orden « en el punto t si existe el siguiente limite,

(n n+l—ay _
Daf(t) = timy L EH D = F@)

e—0 €

Notemos entonces que D% f(t) = t"+1=*f(")(¢) para t > 0.

2.2.1. Un problema de frontera

En esta seccion presentaremos los resultados probados en [24], en donde se
estudia una clase de ecuaciones diferenciales, en las que interviene la derivada
conformable antes presentada, junto con ciertas condiciones de frontera. Un
problema similar a este ha sido estudiado en [25].

Maés exactamente, se trata de estudiar la existencia y unicidad de soluciones
para el problema

DD +Na(t) = f(t.2(t), teo,1],
(2.2)
2(0) =0, 2'(0)=0, (1) = Bz(n);
donde D2 es la derivada conformable de orden o € (1,2], D es el operador

derivada usual, f: [0,1] Xx R — R es una funcion continua conocida y A > 0,
n € (0,1) y B son nameros reales dados.
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Como ya dijimos anteriormente, para a € (0, 1], se tiene que DI 1%z (t) =
x(t); como resulta previsible, para « > 0 arbitrario tal resultado también es
valido. En esta seccion nos restringiremos al caso o € (1,2].

Lema 2.10. Dados o € (1,2] y una funcion continua x(t), se tiene que
D I%x(t) = x(t) para todo t > 0.

Demostracion. En efecto, pues dado que x es una funcién continua, I3z es una
funcion dos veces derivable y asi,

2 ptopt
D¢Idx (t):t2_a§tQ/ / z(s)s* 2 ds dt

d t
= t2_adt/0 z(s)s* 2 ds
= 20000 = a(t), >0,
quedando luego probado el resultado enunciado. ]

Lema 2.11. Dados o € (1,2] y z: [0,4+00) — R una funcion derivable, se
tiene que Dx(t) = 0 para todo t > 0 si, y solo si, x(t) = c1+cat concy, ca € R.

Demostracion. Es una consecuencia inmediata de la Proposicién 2.7. O
Empezaremos por estudiar el problema lineal correspondiente, esto es,
DD+ Nz(t) =o(t), te]0,1], (2.3)
conl <a<2yoe(([0,1],R). Obtendremos la funcion de Green asociada.

Proposicion 2.12. Sea

A+exp(—=A) —1
An+exp(—An) — 1

B#

En tal caso, la inica solucion de (2.3) sujeta a las condiciones indicadas en
(2.2) viene dada por

x(t) = /Ot exp(—=A(t — s)) /OS o(uw)u®%(s — u) duds
+ A(t) [ﬁ /0?7 exp(—A(n —s)) /OS o(u)u® (s — u) duds
- /01 exp(—A(1—9)) /0S o(w)u*"%(s — u) du ds}, (2.4)

38



siendo
_ Atexp(—At) -1

A

A(t) (2.5)

A =X+exp(—A) —1— (M +exp(—An) —1) #0.
Demostracion. Integrando la ecuacion diferencial de (2.3), obtenemos que
(D + Nx(t) = ISo(t) + cit + cot. (2.6)

Asi pues, en virtud de los Lemas 2.10 y 2.11, toda solucién de (2.6) es solucion
de la ecuacion diferencial (2.3).

Sea ahora y(t) = exp(At)x(t). En tal caso, la ecuacion (2.6) puede ser
reescrita como

Dy(t) = ¢/ (t) = (I%0(t) + c1t + c2) exp(\L).
Luego integrando entre 0 y ¢, concluimos que

z(t) :%(At 1t exp(=At) + C—;u —exp(=AD) + e

+ /0 exp(—A(t — s)) /0 o(u)u®=2(s — u) duds. (2.7)

Teniendo en cuenta ahora las condiciones indicadas en (2.2), deducimos final-
mente que debe ser c3 =0, co =0y

a1 :22 [B /017 exp(—=A(n — s)) /08 o(uw)u®2(s — u) duds

_/Olexp(_)\(l—s))/osa(u)ua_Q(S—u) duds).

Finalmente, teniendo en cuenta los valores de ¢, ¢3 y ¢3 en (2.7), obtenemos
la identidad (2.4) enunciada. O

Pasamos ahora a obtener la funcién de Green correspondiente al problema
antes mencionado. Comenzamos indicando que intercambiando el orden de
integracion

/Ot exp(—A(t — 5)) /0 o (w)u2(s — u) duds —
_ /0 t /u " exp(\(s — £))(5 — ) dso(w)u®? du
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luego la solucion (2.7) con ca = ¢3 =0, es de la forma

x(t) = %()\t — 1+ exp(—At)) —i—/o k(t,s)o(s)s % ds

donde

k(ts) = / exp(Au— 1)) (u — 5) du = ZPAEZ t))v— As— 1At

Finalmente, teniendo en cuenta la condicion de z(1) = Sz(n), concluimos
que
A2 n 1
= A(ﬁ/ k(n,s)o(s)s* 2 ds —/ k(1,8)0(s)s" 2 ds).
0 0

Por tanto,
x(t) = (5 /On k(n,s)o(s)s* 2 ds — /01 k(1,5)o(s)s* 2 ds)
+ /Ot k(t,s)o(s)s* 2 ds.

Esto es, hemos obtenido el resultado que se indica a continuacion.

Teorema 2.13. La inica solucion de la ecuacion diferencial (2.3) satisfacien-
do las condiciones indicadas en (2.2) viene dada por

1
:L‘(t):/o G(t,s)o(s)s* 2 ds,

siendo
[ —k(1, 5)0(t), si 0 <méax{n,t} <s<1,
—k(1,8)0(t) + k(t, s), st 0<n<s<t<l,
G(t,s) =
(Bk(n,s) — k(1,s))(t), st 0<t<s<n<l,
(BE(n,5) = k(1,8))(t) + k(t,s), st 0<s<min{n,t} <1;

con Y(t) = A(t)/A para cada t € [0, 1].

Nota 2.2. En otras palabras, G(t,s) es la funcion de Green del problema ho-
mogéneo (2.3) junto con las condiciones requeridas en (2.2).
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Nota 2.3. Notemos también que G(t,s) es independiente de 1 < a < 2, pero
obviamente la solucion x(t) si depende de a.

Sea C el espacio de Banach formado por las funciones continuas definidas
en el intervalo compacto [0,1] C R en el que consideramos la norma de la
convergencia uniforme dada por

[#]loc = sup{|z(?)|: ¢ € [0, 1]}.
Por conveniencia y simplicidad, emplearemos la notacién

_ L+ A (BIn* (1L — exp(=An)) + 1 — exp(=A))
Aa(a—1) ’

B
siendo
A1 =sup{|A(t)|: t € [0,1]}

con A(t) como en (2.5).
En virtud del Lema 2.11 anterior, podemos transformar el problema (2.2)
en el problema de punto fijo

x=Tx, con zé€C, (2.9)

donde T': C —» C es el operador dado por
T (t) = /0 exp(<A(t = 5)) /0 " Fu, 3())u2(s — ) duds
+A(1)[8 /077 exp(—A(n — 3)) /0 £, p(u))u®2(s — ) du ds
- /01 exp(—A(t — 3)) /O (s w(w))u (s — w) duds|. (2.10)

Teorema 2.14. Sea f: [0,1] x R — R wuna funcion continua tal que
|f(t,v) — f(t,w)| < Llv —w|, para todo t €[0,1] y v,w € R.

En tal caso, si B < 1/L, siendo B la constante introducida en (2.8), el proble-
ma (2.2) admite una inica solucion.

Demostracion. Inicialmente, para el operador T introducido en (2.10), mos-
traremos que para r > 0 suficientemente grande, T'(B[0,7]) C BJ[0,r], siendo
B[0,r] ={z € C: ||z||oc <7} la bola cerrada de centro el origen y radio r > 0
en el espacio de Banach C. En efecto, para x € B[0,r] y

MB

" 1B
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tenemos que

|ITz|| = sup ‘ /t exp(—=A(t — s)) /S fu,z(w)u®"2(s — u) duds

t€[0,1]

+A(t)[ﬁ/ exp(—A(1) — s) /fux — ) duds

_/Oexp A1 = 5)) /fux s—u)duds”

t “At—s u, z(u)) — f(u U u* (s — u) duds
< sup}/o exp(—A(t ))/ ([f(w, z(u) = f(u, 0)| + | f(uw, 0))u™""(s — u) dud

te(o,1

4 sup |A®) w/ *“/ (1 (1)) — £, 0)] + | (1 0))u=2(5 — 1) ds s

t€[0,1]

[ espt-a =) [ 0) = £, 01+ 170D — ) ]
< sup / exp(—=A(t — s) )/ (L|z ()| + | f(u, 0))u*"2(s — u) duds

tel0

(131 [ exv-2m=) [ (Blata] + 0D ~ w duds
+/ exp(—A(1 — 8)) /OS(L]w(u)] + | f(u, 0))u*"2(s — u) duds

0

t S
<(Lr+ M) { sup / exp(—A(t — 8)) / u%(s — u) duds
tef0,1] /o 0

+ A [|B| /077 exp(—A(n — s)) /05 u*"2(s — u) duds

+ /01 exp(—A(1 —s)) /OS % (s — u) du ds} }
Scf{a—i_—]\f) {t?{éﬁ} /Ot exp(—A(t — s))s“ ds

+ A (]B\ /077 exp(—A(n —s))s*ds + /01 exp(—A(1 —s))s” ds)}

1+ A (|8l (1 — exp(=An)) + 1 — exp(=A))
Aa(a—1)

<(Lr+ M)

=(Lr+M)B <.
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Por otra parte, para x,y € C arbitrarios se tiene que

Tz — Tylloo = sup |Tz(t) — Ty(t)|
t€[0,1]

< sup {/ﬁemx—x@——$>/“Lﬂu¢au»—aﬂuﬁxu»uﬂ-%s—deuds

te[0,1]

+ At |5|/ A= / | f(u, z(u fu,y(u)[u®"2(s — u) duds

# [0 [l - 1 m>ﬂa2@—wmw4}

SHJ}—Z/HOO{ sup}/0 exp(— )\(t—s))/sua_Q(s—u)duds

tefo,1

+ sup A(t |/B|/ exp(— ))/sua_2(s—u)duds

t€[0,1]
ex —s Sua72s—u uds
# [omiean o) [(us - wanas])
<7 1+ A(BIn"(1 — exp(—An)) + 1 — exp(=A))
- Aa(a—1)
=BL|lz —y].

=y

Asi pues, si BL < 1, en virtud del Teorema de punto fijo de Banach,
podemos concluir que la ecuaciéon (2.9) admite un tnico punto fijo y de ello
se deduce el resultado sobre la unicidad de soluciéon para el problema (2.2)
enunciado. O

Por supuesto, también podemos emplear otros resultados de la teoria de
punto fijo para obtener informacién sobre la existencia de solucién para el
problema 2.2. A continuacion, deduciremos la existencia de solucion para el
problema (2.2) a partir del siguiente resultado debido a M. Krasnoselskii [74,
Teorema 4.4.1].

Teorema 2.15. Sea M un conjunto cerrado, convero y no vacid de cierto
espacto de Banach X y 11, To: M — X dos aplicaciones tales que:

a) Thvx + Ty € M para todo x,y,€ M;

b) Th es continua en y Ty(M) estd contenido en un conjunto compacto de
X}.

c) Ty es una contraccion.

Luego existe z € M tal que z =Tz + Thz.
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Teorema 2.16. Sea f: [0,1] X R — R una funcion continua que satisface las
siguientes condiciones:

|f(t,v) — f(t,w)] < L|v—w| paratodo t€[0,1] y v,w € R; (2.11)
|f(t,v)| < p(t) para todo (t,v) €[0,1] xR, con peC. (2.12)

En tal caso, si ademds

4, |Bln* (1 = exp(=An)) + (1 + exp(=A))
! Aa(a—1)

<1, (2.13)

entonces el problema (2.2) admite cuando menos una solucion en el espacio C.

Demostracion. Sea r > 0 de modo que

o L+ Au([BIn" (L~ exp(=An)) + (1 + exp(=N)))
- Aa(a—1)

[l4lloo (2.14)

y consideremos luego los operadores 17 y Ty definidos, para € B[0,r] C C
como sigue:

Tyz (t) :/Otexp()\(t~s))/sf(u,x(u))uo‘_Z(Sau) du ds;
Ty () :A(t)[ﬁ/onexp 7 — ) / £l y(w))u2(s — w) du ds
/exp A1 —s)) /fuy Nu*"2(s — u) duds|.

Asi pues, en virtud de (2.14), para x,y € B[0, r| arbitrarios tenemos que

|Bln* (L — exp(=An)) + (1 +exp(=A)) _
Aa(a —1) -

HTle - T2y”<>o <A

Es decir, para z,y € B|0, 7] se tiene que Tz + Ty € B[O, r].

Por otra parte, la condicién (2.13) implica que la aplicacion Ty es una
contracciéon. Luego para poder aplicar el Teorema de Krasnoselskii tan solo
falta probar la condicion b) del Teorema 2.15 anterior.

Para probar la compacidad de T} emplearemos el Teorema de Ascoli- Arzela.
La linealidad de T} es clara y para x € B[0,r] arbitraria, se tiene que

|T1 2|00 = sup ‘/ exp(—A(t — s)) / flu,z( (s —u) duds

te[0,1]
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t s
<||pt)loo suUp / exp(—=A(t — s)) / u*"2(s — u) duds
tef0,1] /o 0

:ayéju_ool) /0 exp(—A(t — s))s*ds
1 —exp(—A)

§|‘N||oom7

lo cual prueba la continuidad de T7. Por otra parte, haciendo
M, =sup{|f(t,x)|: t €[0,1], x € B[O,r]},

obtenemos que, para 0 < t1 < to < 1,
t1 S
[Tz (t)—Thz (t2)]| = ‘ /0 exp(—A(t1 — s))/o fu, z(w)u®"2(s — u) duds
- /t2 exp(—A(t2 — s)) /S Fu, 2(u)u®"2(s — u) duds
0 0

Sa(i\fl)(exp()\h) — exp(At2))(exp(—At1)t1Y — exp(—Ata)t2®),

acotacion esta ultima independiente de x y que converge hacia 0 cuando t; —
to. Por tanto, la equicontinuidad de T'(B[0, r]) es ahora clara.
El resultado enunciado se sigue ahora del Teorema 2.15 anterior. O

Como ejemplo de aplicacion de los resultados anteriores, podemos conside-
rar el problema

Dgﬂ(D +4)x(t) = L (t* + cost + arctan x(t)), t € [0,1],
(2.15)

z(0) =0, 2'(0) =0, (1) = Bx(1/2);

Luego en este caso, tenemos que: f(t,v) = L (t*> + cost + arctanv), A = 4,
B=1yn=1/2. Ademss,

|f(t,v) — f(t,w)] < L|arctanv — arctanw| < Lv — wl|;

B 4+ exp(—4) —1

4 texp(—4)—1—(2+exp(—2)—1)

1+ A1(0.5%3(1 — exp(—2)) + 1 — exp(—4))
3

Por tanto, en virtud del Teorema 2.14 anterior, para L < 0.9792, el problema
(2.15) admite una unica solucion.

Ay ~ 1.6029;

B ~ 1.0212.
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2.3. Laregla de Leibniz y las derivadas fraccionarias

Como ya hemos visto, existen numerosas definiciones de derivada fraccio-
naria. Desafortunadamente, los operadores diferenciales de Caputo y Riemann-
Liouville no satisfacen la regla de Leibniz clésica: (fg)' = f'g+ fg'. Para el caso
de la derivada de orden fraccionario de Riemann-Liouville es bien conocido [70,
Teorema 15.1] que si f y g son funciones analiticas, entonces

R kzzo L(k+ 1;)(Q(Z 1—)k +1) (D] (DY), (2.16)

formula ya conocida por Liouville.

Identidades como (2.16) dificultan notablemente la soluciéon de ciertas ecua-
ciones diferenciales fraccionarias que, en el caso de 6rdenes de derivacién ente-
ra, no presentan grandes dificultades. Tal hecho, ha motivado la introduccién
de nuevos tipos de derivadas fraccionarias —como por ejemplo, la derivada
fraccionaria conformable—, que intentan superar tales inconvenientes.

Es por ello que conviene resaltar el importante resultado probado en [78],
donde se afirma que si un operador lineal D* satisface la regla de Leibniz usual,
entonces puede ser expresado como D* = a(x) D', donde a(x) = D%x; es decir,
no es posible definir una derivada verdaderamente fraccionaria que satisfaga la
regla de Leibniz.

A pesar de ello, derivadas fraccionarias como la derivada conformable si-
guen gozando de cierto interés y popularidad en la actualidad [53, 71, 84].

2.3.1. La ecuacidn logistica fraccionaria

La funcion exponencial, exp(t), juega un papel fundamental en las mate-
maticas y es realmente 1til, por ejemplo, en el estudio de numerosas ecuaciones
diferenciales. En el caso de los operadores diferenciales e integrales de orden
fraccionario, la funcién exponencial pierde muchas de sus interesantes propie-
dades. Asi, en el caso de 6rdenes no enteros, las funciones de Mittag-Leffler
podrian pensarse como substitutas naturales de la funcién exponencial.

A continuacion, recordamos su definicion y ciertas propiedades elementales.

Definicién 2.17. Para o > 0, la funcion E,(z) recibe su nombre en honor
del matemdtico sueco Gasta Mittag-Leffler (1846-1927), quien la definié como
la serie de potencias dada por

Z z € C.
k;:OF ozk+1
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Asi, la funcion de Mittag-Leffler E, es una generalizacion de la funcion
exponencial ya que F1(z) = exp(z) para todo z € C.

Definicion 2.18. La funcion de Mittag-Leffler de dos pardmetros o, > 0
viene dada por

Z z € C.
k:OF ozk:+ﬁ

Durante las primeras décadas del pasado siglo XX, las funciones de Mittag-
Leffler no gozaron de gran interés por parte de la comunidad matemaética.
Sin embargo, recientemente matematicos, fisicos e ingenieros han mostrado
gran interés por esta familia de funciones e incluso hay quien se refiere a tal
funciéon como la reina del calculo fraccionario. En la actualidad, disponemos de
monografias de estilo enciclopédico sobre las funciones de Mittag-LefHler, como
por ejemplo [39]; en [59], puede consultarse més informacion detallada sobre
esta familia de funciones especiales y su relacién con el calculo fraccionario.

De las dos definiciones anteriores, se sigue por ejemplo que

E11(2) = exp(z),  BEa1(2%) = cosh(z),

exp(z) —1 senh(z
exp(z) —1—z
By 5(2) = L()Zz—_’ B 5(2%) = cos(2);

formulas que ponen da manifiesto la importancia de las funciones de Mittag-
Leffler.
Ademas, dado que para > —1, 8 £ 0y a > 0 se tiene que

r 1
(D§2%) (t) = %tﬂ—a, t>0,
concluimos luego facilmente que la funcion f(t) = E,(At%), con A € R, es
una autofuncién no trivial para el operador derivada fraccionaria de Caputo
de orden o > 0 introducido al inicio del presente capitulo.
En el pasado reciente, algunos autores [48, 47| cometieron errores cierta-
mente graves al emplear, entre otras, falsas identidades como

E.(a(t+ s)*) = Eq(at®)Eq(as®), t,s >0, (2.17)

que unicamente es valida para los casos a = 1 (caso de la funciéon exponencial,
ver [10]) o a = 0. El articulo [66] es de gran interés para mas informacion
sobre el producto de funciones de Mittag-Leffler e identidades similares a la
considerada en (2.17).
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A continuacién, partiendo de cierta propiedad de las funciones de Mittag-
Leffler, concluiremos que la funcion recientemente propuesta en [88] como so-
lucién exacta de la ecuacién fraccionaria logistica no es tal. Esto pone de
manifiesto la dificultad real a la hora de obtener soluciones exactas de cier-
tas ecuaciones diferenciales -bastante sencillas- de orden no entero; al mismo
tiempo, muestra que a pesar de que las funciones de Mittag-Leffler comparten
numerosas propiedades con la funcién exponencial, debemos ser cautelosos a
la hora de substituir funciones exponenciales por funciones de Mittag-LefHer.

En el ano 1838, el matematico belga P.F. Verhulst introdujo un término
no lineal en la ecuacién de crecimiento; por aquel momento, Verhulst estaba
interesado en modelos de poblaciones y pretendia evitar las catastroficas pre-
dicciones de T. Malthus, quien ya habia empleado la ecuacién de crecimiento
exponencial para predecir el aumento fatidico de la poblaciéon humana sobre
la Tierra. De este modo, Verhulst acabdé proponiendo, para k € R dado, la
ecuacion diferencial

u'(t) = ku(t)(1 —u(t), t=>0, (2.18)

a la que hoy es habitual referirse como ecuacion diferencial logistica.

La ecuacion diferencial (2.18) es una de las pocas ecuaciones diferenciales
no lineales para las que se conocen sus soluciones exactas. En este caso, las
soluciones viene dadas por funciones de la forma

u(t) = = £>0, (2.19)

up + (1 —up) exp(—kt)” =

donde ug € R seria la condicién inicial, que en el caso de un modelo de pobla-
ciones se corresponderia con ug = u(0) = N(0)/Nmax, siendo N(0) el ntmero
de individuos en el instante inicial y Npsx la capacidad de carga del ecosistema.
En la actualidad, ya superados modelos de poblaciones tan simples, la ecuacion
logistica asi como diversas generalizaciones de la misma han mostrado cierta
utilidad en la modelizacion de otras situaciones fisica y bioldgicas.

La ecuacion fraccionaria logistica, esto es, dados ¥k € Ry 0 < a < 1,
encontrar una funcién u tal que

CDgu(t) = ku(t)(1 —u(t), t>0, (2.20)

ha sido estudiada recientemente, pero hasta el momento su solucién exacta no
es conocida. Sin embargo, en [88], se afirma que la solucién exacta de (2.20)
vendria dada por

ult) = f: (“O - 1>nEa(—nko‘t), >0, (2.21)

U
n=0 0
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Observemos que para a = 1, obtenemos que

u(t) = i (uo -1 exp(—nt))k = l t>0,

r SN ug + (1 — up) exp(—kt)

coincidiendo asi con el caso ordinario considerado en (2.19).

La solucion (2.21) habria sido obtenida empleando la técnica del embebi-
miento de Carleman, muy tutil a la hora de resolver ciertas ecuaciones diferen-
ciales de orden entero no lineales sencillas, pero que depende de la regla de
Leibniz.

En lo que sigue, supondremos que la funcién introducida en (2.21) es efec-
tivamente una solucién exacta de la ecuacion diferencial (2.20); llegaremos a
una contradiccion.

Proposicion 2.19. Si la funcion introducida en (2.21) fuese una solucion
ezacta de la ecuacion (2.20), tendriamos entonces que, para todo n € NU {0},

(n+ 1) Ea(—nk®t) =Y Eg(—(n— j)k°t*) Eo(—jk°t%), t>0.
7=0

Demostracion. Sea, para cada j € NU {0},

B ) Bal—(n — k) Ba(—jk4%), ¢ >0,

a;(t) = <

Uuo

Asi, para la funcién u(t) introducida en (2.21) tenemos que

= an(t)
n=0

Ademés, para 0 < a < 1, teniendo en cuenta la propiedad de autofuncion
de la funciéon f(t) = E,(At%) respecto de la derivada de Caputo de orden «,
concluimos que

CDg[i (“Ou; 1)”Ea(—nk“s“)} (t) = —k* f:o (uou; 1)nnEa(—nk“t“)-

n=0

Por tanto, efectuando ahora el producto de Cauchy de las series que repre-
sentan respectivamente a las funciones u(t) y 1 — u(¢), obtenemos que

w1 - () =3 (= D) Ba(-nkere) (1~ > (= D) Ba(-nkor))
n=0
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oo n

. UO*]_” o
= (uo) —nk*t®) g Ea] ) an—;(t
n=0 n=0 j=0
= UO_l)n[ oy . oy ‘aa]
= kE*t%) E,(— VYt —jk%tY)].
5 () Bty = S o= e B

Ahora bien, dado que como por hipdtesis estamos asumiendo que CDf}u(t) =
kEwu(t)(1 —u(t)), concluimos finalmente que para cada n € NU {0},

(n+ 1)Ey(—nk“t?®) ZE’ — k) Eo(—jkt™), t>0;

esto es, el resultado antes enunciado. ]
En las condiciones de la Proposicion 2.19 anterior, se tendria que
Ey(—2ktY) = Eo(—kt*)Eo(—k“t™), t>0. (2.22)

En efecto, basta considerar n = 2 en la Proposicién 2.19 anterior para concluir
la identidad anterior. No obstante, en virtud de resultados elementales sobre
la funciéon exponencial y la funcién de Mittag-Lefler, la igualdad (2.22) es falsa
para 0 < a < 1. También es posible obtener una prueba directa de tal hecho.

Proposicion 2.20. La igualdad (2.22) de la Proposicion 2.19 anterior tan
solo es vdlida si oo = 1.

Demostracion. En virtud de la Definicién 2.17 anterior, tenemos que

o — (_Qkata)n
Eo(—2kt ):;)m, t>0. (2.23)

Ademis, efectuando el producto de Cauchy correspondiente, obtenemos que

x n koctoz n— ]( kata)j

Ba( =K Bal K1) = 33 r (n—j)a+ )T (a+1)

n=0 j=0
> L\ = 1
_ nz::o(_k £ ;} T((n—j)a+ )I(ja+1)

n

9—n
M((n—jla+ I (ja+1)

_ i(_zkata)n
n=0 J
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= (—2K°t")"b, t >0 (2.24)

donde

3

9—n
— I'((n—7a+D'(ja+1)

<
Il

La validez de (2.22) implicaria la coincidencia de los coeficientes de las
series (2.23) y (2.24). En particular, para n = 2, tendriamos que

1 2 1 1
4 (F(Qa +1) - T(a+ DI (a+ 1)) T T(2a+1)’
o equivalentemente,
ra+1) 1
AT(a+1)2 2
No obstante, para 0 < a < 1, se tiene que I'(2a+1) < T'(3) =2y I'(a+1)% >

4T'(1) = 4; luego ahora es claro que la identidad (2.22) tan solo es valida para
a=1. O

Nota 2.4. Derivando ambos miembros de la igualdad (2.22) obtenemos que la
la igualdad
Ea,a(_Qkata) = Ea’a(_kata)Ea(—kata)

tan solo es vélida para a = 1.

Empleando Mathematica podemos constatar los resultados obtenidos an-
teriormente. En la Figura 2.3.1 se muestran algunas graficas comparando las
funciones consideradas en la Proposicién 2.20. Observemos que cuando « esta
proximo a 1 la diferencia entre ambas funciones se hace cada vez méas pequena.

2.4. La ecuacion logistica fraccionaria y series de po-
tencias

Considerando el problema de valor inicial asociado a la ecuacién logistica
usual dado por

W (t) = ult) — u?(t),
(2.25)
u(0) = 1/2;
obtenemos que su solucién viene dada por la funcion
t
a(ty = POy (2.26)

l4exp(t) T
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alpha=0.9 alpha=0.75

Figura 2.1: Comparacion para diferentes valores de o (o = 0.9,0.75,0.5,0.25)
entre las graficas de la funcion E, (—2k%t®) (linea continua) y el producto
E, (—k“t*) E, (—k%t®) (linea discontinua).

para la que se tiene que

exp
E t 2.27
ue) = s Z o < (227)

(el radio de convergencia es 7 ya que la funcion presenta una singularidad en
im) donde los coeficientes Ej, k € N, satisfacen la siguiente ley de recurrencia:

Ey=1/2, E =FE,—E;=1/4 (2.28)

y, para k € 2N,

k

k!

mientras que E, , = 0 para k € 2N.

Nota 2.5. A diferencia de los que se afirma en [35], los coeficientes Ej de
la serie de potencias (2.27) no estén, al menos en un principio, directamente
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relacionados con los nameros de Euler [83, 72|. Basta decir que la funcién cuyos
coeficientes de Taylor son los nimeros de Euler es
2

) = exp(t) + exp(—t)’ 20

Para mayor claridad, indicamos a continuacién el valor de algunos de los co-
eficientes Ey, k € N,

1 1
By=-=, E =0, Bs=>, FEg=0
3 87 4 ) 5 47 6 )
17 31
E;=——, Es=0, Eg=—, Epp=0.
7 16 8 ) 9 4’ 10

Sin embargo, si es cierto que tales coeficientes Ay estan relacionados con
los polinomios de Euler; véase, por ejemplo [73]. Mas concretamente, se sabe
quesiag=1y

-1
ap = z:(—l)’C <n i )an_l;kak, para n > 0,

entonces se tiene que a, = P,(—1) para todon € N, donde P, (z) es el n-ésimo
polinomio Euleriano, que viene dado por

Py(z)=2(1—z) P, (2) + Po_1(z) 14+ (n—1)z), para n>1,

siendo Py = 1. Cambiando los valores iniciales de (2.28) por Ey =1y E; =1,
obtendriamos que a,, = F,, para todo n € N.

Consideremos ahora la serie dada por

0 tak:
t) = E, j——— 2.
donde
Ea0=1/2, Ea1=FEqo0—E, =1/4 (2.31)
y, para k € 2N,

I(ak+1)
1

J(alk —n) 1) oo Eak—n (2.32)

k
E, = —
Ouk"‘r]. Z F(Oén +
n=0
mientras que E, , = 0 para k € 2N.
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Nota 2.6. Observemos la analogia entre (2.28)-(2.29) y (2.31)—(2.32).

Para saber en qué puntos del semieje positivo la serie (2.30) anterior de-
fine una funcién, seria necesario estudiar el comportamiento asintotico de la
sucesion (Eq, ,/T'(ak +1))ken. No obstante tal tarea no es nada sencilla, pues
debemos notar que los coeficientes |E, ;| vienen dados por una ley de recu-
rrencia que ya de por si involucra numeros reales de distinto signo y cocientes
de la funcién Gamma evaluada, para 0 < a < 1, en valores no naturales.

Si es posible intuir ciertas expresiones mas o menos generales para los
coeficientes E, 1, k € N, en funciéon tnicamente del dato inicial F, 1. Como
por ejemplo las que se indican en [35] y reproducimos a continuacion:

E 2
Eo3=—-T(2a+1) (ﬁ) ;

T2a+1)/ Ea1 \3

Ea,5 =2 (e + 1>FE30¢ r 13 (F(a—i— 1)) ’
) da+ DI'2a+1) 1I'2a+1) )( Eun )4
50+ 1)IQ(Ba+1)  4TBa+1)2/\T'(a+1)/ "’
[(6a+ DI (4a+ DI(2a+1)  1T(da+ 1)I(2a + 1)2
[(7a+1)D(Ga+ )TBa+1)  2T(Ba+ DI'(3a + 1)2

IT(6a+ I'2a+1)2\/ Ea1 \7

4T(Ta + 1)L (3a + 1)2) (F(a + 1))

Sin embargo, de las expresiones anteriores no puede deducirse que

Ea7=—4T(6a + )(— ?E

Bag =8T(Sa + 1)(

Eot1,k
T(a+ Dk+1) =

_oy2, B, n
<! 22) (r(§f1 ) /m(

(n—2)/2

I(2ja+ 1)
Fin < ]Hl T(2j + Da+1)

A I'(2ja+1)

I((2j + Da+1)

+ R, ), n>2,
7j=1
con

Basta tener en cuenta que para a =1

6o+ DI (4a+ 1D)I'(2a+ 1)

~ 0.00952381
T(7a+ 1)I(5a+ 1)[(3a + 1)

mientras que

1T(4a+ P20 +1)*  10(6a 4+ DI (20 +1)°
2T (Ba+ NI Ba+1)2  4T(7a + DI'(3a + 1)2

~ 0.0111119.
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Nota 2.7. Conviene también indicar que, a medida que aumenta n, aumen-
ta también el nimero de sumandos que deben aparecer en R,. Este hecho
complica enormemente, el estudio asintotico de la sucesién formada por los
coeficientes de la serie (2.30).

Debido a lo comentado anteriormente, para obtener una posible soluciéon
de la ecuacion logistica fraccionaria es necesario suponer que la serie (2.30)
converge uniformemente en cierto intervalo [0, a,] C R, con a, > 0.

Teorema 2.21. Sea 0 < a < 1 fijo. Si la serie introducida en (2.30) converge
uniformemente el el intervalo [0,a,] C R, aq > 0, entonces la funcion u(t)
definida como

0 tak
t) = Ea T 1. | 1\’ 13 07 )
u(t) kz::O Fahgry L€ 0l

es la solucion del problema de Cauchy fraccionario
CDgu(t) = u(t) — u?(t),
u(0) =1/2.

Demostracion. Empecemos por calcular la derivada de Riemann-Liouville de
orden « de la funciéon u(t). En virtud de la convergencia uniforme de la serie
(2.30) en el intervalo [0, a,], tenemos que

ta(k 1) (k‘ 1)

DOU ZEak _1)+1) 7N aOt * ZEak 1) )

Asi pues, teniendo en cuenta ahora la relacion entre las derivadas de Caputo
y de Riemann-Liouville, concluimos que

OO ak
CDauu)=Da<u—u<o>><t>=ZEa,k+lr(;Hl), telal. (233)
k=0

Por otra parte, haciendo el producto de Cauchy de la serie que define a la
funcion wu(t) y recordando que E, o = 0 para todo k € N, llegamos a que

—Uu
> Fu Ty
= E Ea nEa k— n
— ak:—i— 1) —— F(an+ DI'(a(k—n)+1)
o) k
E, i 1
- tak — Ea nEa -n
kzo (F(ozk: +1) HZ:;) ek I'(an + DIN(a(k —n) + 1))
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— ak T(ak +1)
el

k
FE,k 1
8 (s = Fan ok )
* kz—o I(ak+1) nzzo ook b gn + DI (al(k — n) + 1)
k¢_2N
tak
= te|0 . 2.34
Z ok P T (ak+1) € [0, aq] (2.34)
El resultado enunciado se sigue finalmente de (2.33) y (2.34). O

Nota 2.8. Por supesto, para o = 1, recuperamos la solucion clésica (2.26) del
problema de valor inicial (2.25), solucion que estaria definida en el intervalo
[0, 7).

En la Figura 2.4 se muestran aproximaciones numéricas para distintos va-
lores de 0 < a < 1 de los resultados que acabamos de obtener. Tal y como era
predecible, se observa cuanto menor es o € (0, 1), menor parece ser la longitud
del intervalo (0,a) C R en el que la serie (2.30) es convergente.
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alpha=1

09f —
-
-
-
-
0.8} yd
s’
s’
7’
0.7 7
s
s
e
0.6 7’
s
d
d
051 1 1 1 1 1 1
0.5 1.0 15 2.0 25 3.0
alpha=0.9
alpha=0.9 091
1.0
//
0.8} 0.8}
0.6
L~ Q71
041
0.6
0.2
L 1 1 1 1 1 0.5 [ I 1 1 1
0.5 1.0 15 2.0 25 3.0 0.0 0.5 1.0 15 2.0
alpha=0.8
alpha=0.8 0.9
1.0 /
0.8 /‘\ 0.8
0.6 / I
04
0.6
0.2
1 1 1 1 1 0.51 1 1 1 1
0.5 1.0 15 2.0 25 3.0 0.0 0.5 1.0 15 2.0

Figura 2.2: Comparacion para diferentes valores de « (« = 1,0.9,0.8) entre las
graficas de la funcion

100
tak ) )
u(t) ~ Z Ea7 km, (hnea Contlnua),
k=0

aproximacion de la solucion de (2.25), y la funcion exp(t)/(1 + exp(t)), (linea
discontinua), soluciéon de la ecuacion logistica clasica.
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2.5. La derivada de Caputo-Fabrizio

En [30], M. Caputo y M. Fabrizio proponen una nueva definiciéon de deri-
vada fraccionaria. Esencialmente, para 0 < a < 1, proponen sustituir el ntcleo
integral (t — s)™® presente en la definicion clasica de la derivada fraccionaria
de Caputo, por la funciéon exp(—a(t — s)/(1 — «)) y la constante multiplica-
tiva 1/I'(1 — «) por M(«) € R, donde M(«) es un parametro dependiente
de a de modo que M(0) = M(1) = 1. Se obtiene asi, para una funcién f
suficientemente regular, la derivada fraccionaria de Caputo-Fabrizio.

Definicion 2.22. Sea 0 < a <1y f:[0,00) C R — R un funcion suficiente-
mente regqular, se define entonces la derivada fraccionaria de Caputo-Fabrizio
de orden « de f como

CEDYf () / f'(s)exp(—a(t —s)/(1 —a))ds, t>0.

Nota 2.9. Conviene notar entonces que, al igual que ocurria en el caso de la
derivada fraccionaria de Caputo, la derivada fraccionaria de Caputo-Fabrizio
de una funcién constante es nula. Sin embargo, en el caso de la definicion
de Caputo-Fabrizio, el nucleo integral ya no presenta ninguna singularidad en
t=s.

Observemos ademas que si, para 0 < o < 1, consideramos 0 = (1 — o) /a,
entonces la derivada fraccionaria de Caputo-Fabrizio de una funcién f dada
puede escribirse como

C¥p of (t) /f s)exp(—(t — s)/o) ds

donde o € [0,00) y N(0o) es la correspondiente normalizacion del factor M (a);
observemos que se cumple que N(0) =0y N(o) — 1 cuando t — +oo.
Ademas, dado que ¢ — 0 cunado v — 1y

1 —(t—s)\
Jim - exp (=) = 8(t =),

siendo 0(z) la distribucion delta de Dirac centrada en z € R, concluimos en-
tonces que

lim “F DY f(t) = lim

a—1 a—=11—«

/f s) exp(—a(t — s)/o) ds

/ £(s) exp(—(t — 5) /) ds = f'(2).

o—0
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Por otra parte, cuando o — 1, se tiene que ¢ — 0. Asi pues,

lim “F Dy 1§
Yo ™ Do £(t) = :f%l_a

/f s)exp(—alt — 5) /o) ds

= lim
o—+400

'(s) exp(—(t — 5)/0) ds = f(t) = [(0).

Paran+a >1con 0 <a<1yn €N, la derivada de Caputo-Fabrizio de
orden n + « de una funcién f estaria definida como

Dyt f(t) = D, ().

Proposicion 2.23. Sea 0 < a <1, si f:[0,00) C R — R es una funcion de
clase C"*1 tal que fF) (0) =0, para todo 1 < k < n, entonces se tiene que

D"F Dy f(t)y=FDs M), t>o0.

Demostracion. Una vez probado el caso n = 1, la situacién general se deduce
facilmente; supongamos luego que n = 1. Asi pues, integrando por partes y
teniendo en cuenta que, por hipotesis f'(0) = 0, tenemos que

(CFDS‘f = / 1" (s) exp it )> ds

/f exp ot - )>ds}, £>0. (235)

l—«o

:M[

11—« 1—a

Por otra parte, tenemos que

D (*05r)0 =51 [ e (- D) gy
:M[ / /Ot (s) exp ( — O‘f__j)) ds}, t>0.  (2.36)

l1-—o
El resultado enunciado se deduce luego teniendo en cuenta (2.35) y (2.36). O

11—«

Para estudiar ciertas propiedades de la derivada fraccionaria de Caputo-
Fabrizio serd de gran utilidad la transformada de Laplace. Empecemos por
estudiar la relacion entre la transformada de Laplace y la derivada fraccionaria
de Caputo-Fabrizio de una funcién suficientemente regular. Por simplicidad,
en lo que sigue asumiremos que M (a) = 1.
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Proposicion 2.24. Sean 0 < a <1 yn €N; si f:[0,00) CR — R es una
funcion de clase C™ | se tiene entonces que

gntl s) — " —gn—lygt .. )
£lee g s = N <O 00 00

siendo L[f(t)] la transformada de Laplace de la funcion f.

Demostracion. Teniendo en cuenta ciertas propiedades elementales de la trans-
formada de Laplace, nn virtud de la propiedad de convolucién, tenemos que
para 0 < a < 1,

£ Dg 0] (5) =£ 17 ()£ [exp (- T2

11—«
_S"LIf®)](s) — sf(0) — f'(0)
s+a(l—s) ’

De modo similar se prueba que paran € Ny 0 < a < 1,

[ gt (o) (5) =2l @)L [exp (~ 225 )].

1-a
_ s LSO = 2(0) — 5O — - = [0)
s+a(l—s) .

2.5.1. El operador integral asociado

Nuevamente, una vez visto el concepto de derivada fraccionaria de Caputo-
Fabrizio, es natural preguntarse por la integral fraccionaria asociada. Esta
cuestion ha sido resuelta en [56].

Sea 0 < a < 1; si para una funcién suficientemente regular u: [0,00) C
R — R consideramos la ecuacién diferencial

CEDSf(t) =u(t), t>0, (2.37)
tendremos entonces que
£[FDg (1)) (5) = Llu®](s), 5= 0.

Por tanto, en virtud de la Proposicion 2.24 anterior, tendremos que

(SLLF@)(s) = F(0) = Llu(B))(s), 5 >0,
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o equivalentemente,

clrole) =1 o)
_21=2) ons) s
b L)@, sz0 (239

Considerando ahora la transformada de Laplace inversa en ambos miembros
de (2.38) y teniendo en cuenta que si £L7[G(s)](t) = g(t), entonces

L1 [@} (t) = /tg(T) dr, t>0,
§ 0

obtenemos finalmente que

o 2(l-w) ) 20 t@m .
1) = Gt 0% Gy [, WOdr 0. 120, 239)

es decir,

ft) = (22_(10&\;2&)@0(1&) + o= j)aMm) /0 w(t)dr +¢, t>0,

siendo ¢ € R una constante, es una solucion de la ecuacion diferencial (2.37).
Por otra parte, conviene observar también que podemos reescribir la ecua-
cion diferencial (2.37) como

o equivalentemente,

[ GEron- i 2500, o

Derivando ahora en ambos términos de la expresiéon anterior, concluimos que
2(1 — «) ( , e

——(u'(t) +

(2 —a)M(a) ®) -«

Por tanto, integrando ahora entre 0 y ¢, obtenemos en concordancia con (2.39)

que

() =

u(t)), t>0.

ft) = Mu(w + (2_025‘]\4@/0 u(t)dr + f(0), t>0.

Como consecuencia de lo expuesto anteriormente, parece razonable definir
la integral fraccionaria de orden 0 < a < 1 de Caputo-Fabrizio del siguiente
modo.
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Definicion 2.25. Sea 0 < a < 1 fijo y f:[0,00) C R — R wuna funcion
dada, la integral fraccionaria de orden « de la funcion f segun Caputo-Fabrizio
vendria dada por

FII0) = e 0+ s [ F)ds 120

Nota 2.10. Conviene enfatizar entonces que la integral fraccionaria de Caputo-
Fabrizio de orden 0 < o < 1 de una funcién f dada es una media ponderada
—en funcién de a— de la propia funcién f y una primitiva de f.

Asi pues, exigiendo que

2(1 - «) N 2
2-a)M(a)  (2=a)M(a)

=1 paracada «a€[0,1],

obtenemos una formula explicita para M («),

2
2—«

M(a) =

, para « € [0,1].

Motivados por lo expuesto anteriormente, podriamos reescribir la Definicién
2.22 anterior como sigue.

Definicion 2.26. Sea 0 < a < 1y f:[0,00) C R — R un funcidn suficiente-
mente regular, se define entonces la derivada fraccionaria de Caputo-Fabrizio
de orden « de f como

CF DA (1) /f exp olt - ))ds, t>0.

11—«

2.5.2. Algunas ecuaciones diferenciales lineales

En este epigrafe estudiaremos algunas ecuaciones diferenciales sencillas que
involucran al operador de Caputo-Fabrizio.

Lema 2.27. Sea 0 < a < 1 fijo y f una solucion de la siguiente ecuacion
diferencial
Fpaft)y=0, t>0. (2.40)

Luego f es una funcion constante.

Demostracion. En virtud de (2.39), concluimos que toda solucion de (2.40)
debe satisfacer que f(t) = f(0) para todo ¢ > 0. Luego es claro que f debe ser
una funcién constante. ]
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Proposicion 2.28. Sea 0 < a < 1 fijo. La tnica solucion del problema de
valor inicial

CFDgf(t) =o(t), t=0,
(2.41)
f0)=foeR
viene dada por
¢
£ = fo+ aalo() = o) +b, [ o(rydr, tx0. (242
0
donde an y by son constantes reales que vienen dadas por
2(1— 2
Gt ) < (2.43)

T 2 a)M@)’ (2—a)M(a)’

Demostracion. Supongamos que el problema de valor inicial (2.41) admite dos
soluciones f y fo. En tal caso, tenemos que

EDgf1(t) =T DY fo(t) =FDG(fr = f2) (1) =0y (fi — f2)(0) = 0.

Por tanto, en virtud del Lema 2.27 anterior, concluimos que f;(t) = fo(t) para
todo ¢t > 0.

Por otra parte, en virtud de lo discutido en el epigrafe 2.5.1 anterior, la
funcion definida en (2.42) es solucion de la ecuacion diferencial de (2.41) y
satisface que f(0) = fo. O

Nota 2.11. Como ya indicamos anteriormente, el reciproco del Lema 2.27 an-
terior también es cierto.

Consideremos ahora la siguiente familia de ecuaciones diferenciales:
CEDEf(t) = AF(t) +ult), >0, (2.44)
siendo A € R, A # 0, y u € C([0,00)) una funcion dada. En virtud de la

Proposicién 2.28 anterior, sabemos que obtener una soluciéon de la ecuaciéon
diferencial (2.44) es equivalente a encontrar una funcion f tal que

ﬂw—m+aaxﬂw—ﬂ»+wo—wm)+wﬂﬂwwwxﬂmatzo

donde las constante reales a, y b, vienen dadas por (2.43). Esto es, tenemos
que encontrar una funcién f tal que

(1 —Xaq)f(t) — )\ba/o f(r)dr
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= (1 — Xaq) fo + aa(u(t) — u(0)) + ba/o u(r)dr, t>0.

Para Aa, = 1, obtenemos que

En otro caso, es decir si Aa, # 1, tenemos entonces que

/f r=a(t), t>0, (2.45)

siendo

5(t) = fo—l—%(u(t)—u(O))—i—l_biaa/o a(r)dr, >0,

Asi pues, dado que A # 0, podemos reescribir (2.45) como

—A/O f(F)dr=6(t), t>0,

donde X = Mbo/(1 — Aag) y concluimos finalmente que f/(t) = Af(t) + 6(t)
para t > 0, ecuacion diferencial ordinaria que para una condicién inicial dada
admite una tnica solucién.

En consecuencia, hemos probado el siguiente resultado.

Proposicion 2.29. Sean 0 < a <1 y A € R fijos. Entonces, el problema de
valor inicial
{ CF D F(t) = M(t) +ult), 130,
f(0) = fo € R,

admite una dnica solucion.

2.5.3. Ecuaciones diferenciales no lineales

Finalmente, en este epigrafe estudiaremos algunas ecuaciones diferenciales
no lineales que involucran al operador de Caputo-Fabrizio.

Teorema 2.30. Sean 0 < a <1y T >0 fijosy ¢: [0,T] xR C R? — R una
funcion continua para la que ezxiste L > 0 de modo que, para todo t € [0,T],

lo(t,s1) — p(t, s2)| < L|s1 — s2|, para todo s1,s2 € R
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Si (aq + b T)L < 1, entonces el problema de valor inicial

{ CEDR (1) = o(t, (1), te[0,T),
f(0) = fo €R,

(2.46)

admite una tinica solucion en el espacio C([0,T],R) formado por las funciones
continuas en [0,T] C R que toman valores reales.

Demostracion. En el espacio C([0,T],R), consideremos la norma dada por

[flleo = sup [f(8)], fe€C(0,T],R),
te[0,7
y definamos el operador T': C([0,T],R) — C([0,T],R) dado, para cada f €
C([0,T],R), por
¢
TH() =+ antba | ol (7)) dr
0

siendo ¢ = —app(0, fo) + fo € R.

En virtud de (2.39), encontrar una solucién del problema de valor inicial
(2.46) es equivalente a encontrar un punto fijo del operador T'.

No obstante, dado que para fi, fo € C([0,T], R) arbitrarias y ¢ € [0, T},

ITF(®) - T2 =|aalelt; 1(8) - #(E f2(6)

ta( [ plrnioN = [Cotr )|
<aalo(t, f1(t)) — o(t, f2(t))]
+b/ﬁ¢7ﬁ — (7, fo(r))| dr
<%Mﬁw—ﬁ@+@JALMﬂ—bMMT
<(aa + baT)El i — falloo

concluimos que el operador T es una contraccion en C([0,7],R). Luego el re-
sultado enunciado se sigue en virtud del Teorema de punto fijo de Banach. [
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Capitulo 3

Algunas ecuaciones diferenciales
de orden fraccionario

Tanto la derivada como la integral de orden fraccionario de una funciéon in-
volucran a un operador integral; debido a ello, las ecuaciones diferenciales a las
que dan lugar estos operadores estan directamente relacionadas con principios
de causalidad que podrian jugar un importante papel en la modelizacién de
ciertos procesos o fenémenos fisicos, pues tales principios de causalidad o me-
moria serfan ignorados al trabajar con ecuaciones diferenciales de orden entero.
Este hecho es bien conocido desde la publicacién de los importantes resultados
obtenidos Bagley y Torvik [81, 16].

La referencia més conocida sobre ecuaciones diferenciales fraccionarias, ya
clasica en la actualidad, es el libro de Podlubny [67]. No obstante, en los ultimos
anos, la teoria de ecuaciones diferenciales de orden fraccionario ha sido objeto
de novedosos e interesantes estudios (véanse, por ejemplo, los articulos [2, 5,
7, 55, 86, 90]).

El objetivo de este capitulo es presentar algunos resultados sobre existencia,
unicidad y propiedades de soluciones para ciertas ecuaciones diferenciales de
orden fraccionario.

La primera seccién serd dedicada al estudio de una familia de ecuaciones
diferenciales funcionales de orden no entero; pondremos especial interés en el
caracter atractor de ciertas soluciones, que seran estudiadas empleado teoremas
de punto fijo y medidas de no compacidad; esencialmente, presentaremos los
resultados publicados en [57].

La segunda seccion, serd dedicada al estudio de ciertas versiones fracciona-
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rias de las ecuaciones diferenciales de K. Pearson, también se plantearan alli
ciertas propiedades de familias de casi-polinomios ortogonales; nos limitaremos
a mostrar los resultados obtenidos en [§].

3.1. Ecuaciones diferenciales fraccionarias
funcionales

En esta secciéon estudiaremos ciertas propiedades de problemas de valor ini-
cial en los que aparece una ecuacién diferencial funcional de orden fraccionario.
Miés exactamente, consideramos

CD(t) = D% fi(t,w) + folt,w), t>to,
i=1
u(t) = (1),

donde ©D? es la derivada fraccionaria de Caputo de orden 0 < o < 1, o es
una constante positiva, ¢ € C([to — o,to],R) y para cada i € N, 1 < i < m,
CD% es la derivada fraccionaria de Caputo de orden 0 < o; < « y cada
fi: I x C(]—0,0],R) — R es una funcion dada siendo I = [tp,00). Ademas,
para cada t € I, la funcién

(3.1)

ut: [—0,0l CR— R

estda definida como u:(s) = u(t + s) para cada s € [—a,0]. Observemos que las
soluciones de (3.1) esta definidas en [ty — g, 00).

Estamos especialmente interesados en el estudio de la existencia de so-
luciones que satisfagan ciertas propiedades de atraccién en el sentido de las
definiciones que se indican a continuacién. Tales definiciones ya habian sido
consideradas en trabajos previos de otros autores, como por ejemplo en [18, 32].

Definiciéon 3.1. Una solucion u = u(t) del problema de valor inicial (3.1) se
dice atractora si se verifica que existe una constante by > 0 tal que si |p(s)| < by
para todo [ty — o,tg], entonces

lim wu(t) =0.

t—+o00

Definicion 3.2. Una solucion u = u(t) del problema de valor inicial (3.1) se
dice globalmente atractora si se verifica que

lim (u(t) —v(t)) =0

t——+00

para toda solucion v = v(t) del problema de valor inicial (3.1).
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3.1.1. Soluciones atractoras empleando el
Teorema de punto fijo de Schauder

Empleando el Teorema de punto fijo de Schauder |74, Teorema 4.1.1], cuyo
enunciado recordamos a continuacién, mostraremos que el problema de valor
inicial admite, bajo ciertas hipotesis extra, soluciones globalmente atractoras
en el sentido de la Definiciéon 3.1 anterior.

Teorema 3.3 (Teorema de punto fijo de Schauder). Sea U un conjunto no
vacio y convero de un espacio vectorial normado B y T: U C B — B una
aplicacion continua tal que K = T(U) C B es un conjunto compacto. Entonces
T tiene un punto fijo.

Como ya dijimos, necesitaremos ciertas hipotesis para probar la existencia
de soluciones atractoras de (3.1). Mas concretamente, asumiremos que:

(Hp) para cada i € NU{0}, 0 <i < m, la funcién f(¢,1) es Lebesgue-medible
respecto de la variable ¢ € [0,00) y f(¢,7) es una funcién continua res-
pecto de ¢ € C([—o,0],R);

(H;) existe una funcion H: RT — RT estrictamente decreciente y que se
anula en el infinito de modo que, para todo ¢ € [0, c0),

‘SO(tO) + i (ﬁ /to (t— )27 fils, us) dS)’ < H(t — to);
i=1 V)

(H2) existe una constante 8 € R tal que para cada i € N, 1 <1i < m, se tiene
que f; € LYA(1,C([—0,0]),R), con

0<fB< min a— q.
0<i<m

Bajo la condicion (Hp), podemos reescribir el problema de valor inicial (3.1)
como

& 1 ! a—a;—1 ¢
wiy = 4 PO [ T s
o(1), to — o <t <ty,

donde ap = 0y 0 < oy < a para cada i € N, 1 < ¢ < m. Consideremos
entonces el operador F: C([tg — 0,0),R) — C([tg — 0,0),R) definido, para
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cada u € C([ty — 0,00),R), como

- { AT myl_ai)/:“ =8 T s ws) ds, ¢ > to,

0

o(t), to— o <t <t

Tenemos entonces que u = u(t) es solucion del problema de valor inicial
(3.1) si es un punto fijo del operador F. Teniendo en cuenta las condiciones
asumidas anteriormente, podemos enunciar y probar el siguiente resultado.

Lema 3.4. Si para cada i € NU{0}, 1 < i < m, las funciones f; de (3.1) sa-
tisfacen las condiciones (Hy)-(Hs), entonces el problema de valor inicial (3.1)
admite al menos una solucion en el espacio C([tg — 0,00),R).

Demostracion. Consideremos el conjunto S C C([tgp — 0, 00),R) dado por
S={uruel(to—o0,0),R) v |u(t)| < H(t—1ty) para todo t > to}.

El conjunto S es un subconjunto no vacio, cerrado, acotado y convexo de C([tg—
0,00),R). Como ya indicamos anteriormente, para probar que el problema de
valor inicial admite una solucién, basta mostrar que el operador F mantiene
un punto fijo en el conjunto S.

Empezaremos por observar que el conjunto S queda invariante por el ope-
rador F; esto es una consecuencia de la hipotesis (H7) asumida anteriormente.

Para probar la continuidad del operador F, sea (u™),cn una sucesion de
funciones del conjunto S tales que u™ — u cuando n — oco. En tal caso, en
virtud de la continuidad de las funciones f; respecto de su segunda variable,
tenemos que

lim fi(t,w") = fi(t,u;), paratodo t >ty y i=0,1,...,m.
n—o0

Dado ahora e > 0, puesto que la funciéon H es estrictamente decreciente, existe
T > tg tal que

H(t —to) < %

Por otra parte, para typ < t < T', tenemos que

para todo ¢t > T. (3.3)

m t
<3 [T A ) = Al ds
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t

ZF(al_ai)(/tt(t_s)a_laiB_l ds)l_ﬁ( t |f7;(8,’un5)—fi(37us)|1/ﬁd8>ﬁ

=0
1-— 1-8 T — a—a;—f T 5
e f)aix((x o B)I-? (/t [Fis. ") = Ji(su) |7 ds)

(
_ \1-8 _ a—a;
F((ié —@Z)(a(f azti)l@>1—ﬁ tOS<%I<)T |fi(3, uns) - fi(87 us)|7

IN

&

Il
=)

(2

&

I
o

(2

donde conviene observar que el segundo miembro de la ultima desigualdad se
anula cuando n — oo. Por otra parte, dado que S es invariante para el operador
F, en virtud de (3.3) concluimos que

[(Fu™)(t) — (Fu)(t)| < 2H(t —to) <e, paratodo t>T.
Por tanto, para t > tp, deducimos finalmente que
|(Fu™)(t) — (Fu)(t)] = 0 cuando n — oo.

Sit € [to — o,to], entonces es obvio que |(Fu™)(t) — (Fu)(t)] = 0. Luego la
continuidad de F queda probada.

A continuacion mostraremos que F(S) es una familia de funciones equi-
continua. Sea luego ¢ > 0 dado y o < t; <tz < T, donde T > 0 es escogido de
acuerdo con (3.3); tenemos luego que, en virtud de la condicion (Hs) asumida
anteriormente,

|(Fu)(ta) — (Fu)(tr)]

m 1 to ~p, t -
SZW /t (tz —5)*% 1fi(Saus)d3_/t (t1 — 8)* L £ (s, uy) ds
=0 0 0
m t
<Zl[/ 1 [(t — s)*7 71— (t1 — 8)* | fi(s, us)| ds
T4 F(Oé — Oéi) t )
=0 0
to
—i—/ (ta — s)afaifl\fi(s,us)]ds]
t1
Y 1 " —a;—1 i1 1-5
< e\ _ oo e
<Y mama (] 1= (t2 — s)7= 1[5 )
=0 0

x (/ttl fi(s,u)|F ds)

0

+ (/:2 (t2 — S)%? ds) 15(/:2 |fl(3’us)|% ds)ﬁ}

1 1
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Sir(al_ai)[(/tl |(t1 — s)%iﬁ_1 — (t2 — 8)a1aﬁ_l|ds)1_ﬁ

i=0 to

([t as)”

0

+ (/:2(752—8)&1%51 ds) (/ | fi(s, us |5 ds)ﬁ}

1

Em: T(a — a;)( aﬁ_)loj_ B)i—F [(t2 )rT N B(/ | fi (s, us !ﬂ ds)ﬂ

a—a;—fB ;=B a—a;—f 1—
+(ta—ta] TF 4 |(ti—to) T —(ta—to) 15 )77

([ st as)]

0

que converge a 0 cuando t; — to. Supongamos ahora que t1, to son tales que
t1,to > T teniendo luego en cuenta que F(S) C Sy (3.3), concluimos que

(Fu)(ta) = (Fu)(t)] < Y- s
=0

— Oéi)

/t2 (ta — s)a_a"_lfi(s, ug) ds

to

— /t1 (t1 — s)a_a"_lfi(s,us) ds

to

<H(ty —tg) — H(ty —tg) < &
Notemos que para el caso typ < t; <T' < tg, se tiene que
tih >ta=>t1 =T y tg =T,
lo cual junto con las desigualdades anteriores implica que,
[(Fu)(t2) = (Fu)(tr)] < [(Fu)(tz) = (Fu)(T)| + [(Fu)(T) — (Fu)(t1)| = 0,

cuando t1 — to.

Concluimos por tanto que F(S) es una familia equicontinua de funciones en
todo intervalo compacto [to,7] C R con T' > 0. Ademas, dado que F(S) C S
y teniendo en cuenta la definicién de S, deducimos que

lim  sup sup{|u(t)|: ¢t > T} =0.

T—00 yeF(3)
Es decir, F(S) es un conjunto relativamente compacto en C([to— o, 00),R) y se
cumplen entonces todas las hipdtesis del Teorema de punto fijo de Schauder;
luego el operador F: S — S admite al menos un punto fijo, esto es, el
problema de valor inicial (3.1) admite una solucién en S. O
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Por tanto, ahora podemos formular el resultado principal sobre existencia
de solucién para el problema (3.1).

Teorema 3.5. Supongamos que se satisfacen las hipétesis (Hy)-(H1) indicadas
anteriormente. El problema de valor inicial (3.1) admite el menos una solucion
atractora en el sentido de la Definicion 3.1 anterior.

Demostracion. En virtud de Lema 3.4 probado anteriormente, existe al menos
una solucion de la ecuacion diferencial presente en (3.1) perteneciente al con-
junto S. Por otra parte, para probar que tal solucién es atractora, teniendo en
cuenta la propiedad indicada en (Hj) de la funcién H, concluimos que todas
la funciones del conjunto S deben anularse en el infinito y asi, la solucién en
u € S de (3.1) cuya existencia ya teniamos garantizada previamente, cumple
que u(t) — 0 cuando t — o0. O

Nota 3.1. Conviene indicar que la tesis del Teorema 3.5 anterior no implica la
existencia de una solucion globalmente atractora para (3.1) en el sentido de la
Definicion 3.2 anterior.

3.1.2. Soluciones localmente atractoras empleando
medidas de no compacidad

Este epigrafe estd dedicado al estudio de la existencia de soluciones del
problema de valor inicial (3.1) en el espacio de Banach BC(Ry,—,) formado por
aquellas funciones reales definidas en el intervalo [tg — o, 00) que son continuas
y acotadas. Para ello, emplearemos técnicas que haran uso de medidas de no
compacidad.

Asi, bajo ciertas hipotesis ligeramente distintas respecto de las consideradas
anteriormente para las funciones involucradas en (3.1), lograremos asegurar la
existencia de soluciones atractoras (em un sentido que ya precisaremos més
adelante) para (3.1) en el espacio BC(R¢y—s).

Empezaremos por introducir notacién y ciertos conceptos que emplearemos
més adelante. Si (F, ||{|) es un espacio de Banach y X C E es un subconjunto de
E, X y conv (X) denotaran respectivamente a la clausura topolégica de X y la
envolvente convexa de X. Ademas, denotaremos por Mg a la familia formada
por todos los conjuntos no vacios y acotados de E; Ng serd la subfamilia
de Mg formada por todos los subconjuntos relativamente compactos en E.
Por otra parte, B(x,r) sera la bola cerrada de centro x € E y radio r > 0;
emplearemos la notacion B, para referirnos a la bola B(0,7) C E centrada en
0 € E y de radio r > 0.
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Recordemos ahora el concepto de medida de no compacidad, introducido
inicialmente en [19] en el ano 1980.

Definicion 3.6. Una aplicacion u: Mg — R se dice que es una medida de
no compacidad st satisface las siguientes condiciones:

(a) la familia ker (1) = {X € Mpg: n(X) =0} es no vacia y ker (u) C Ng;
(b) X CY implica que pu(X) < p(Y), para todo X,Y C E;

(c) w(X) = u(X) para todo X C E;

(d) p(conv (X)) = u(X) para todo X C E;

(e) para todo X\ € [0,1] se tiene que

pAX + (L= A)Y) < Ap(X) + (1= M)uY);

(f) si (Xpn)nen es una sucesion de conjuntos cerrados de la familia Mg tal
que

Xn+1 C X, para todo n € N Yy lim pu(X,) =0,

n—oo

entonces se tiene que

() Xn # 0.

n=1

La familia ker (1) descrita en (a) recibe habitualmente el nombre de nicleo de
la medida de no compacidad .

Definiciéon 3.7. Sea p una medida de no compacidad en un espacio de Banach
(E,||-ID- Una aplicacion T: C C E — E se dice que es una pg-contraccion
si existe k € (0,1) tal que

w(T(W)) < ku(W), para todo conjunto cerrado y acotado W C C.

El siguiente resultado, conocido habitualmente como Teorema de Darbo-
Sadovskii nos serd de gran utilidad.

Teorema 3.8. [19] Sea C un subconjunto no vacio, acotado, cerrado y con-
vexo contenido en un espacio de Banach (E,||-||) y sea T: C — C una
pp-contraccion. Luego T tiene como minimo un punto fijo en C.

Mas exactamente,emplearemos el siguiente resultado, que ha sido reciente-
mente probado en [3].
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Teorema 3.9. Sea C' un subconjunto no vacio, acotado, cerrado y convezo
contenido en un espacio de Banach (E,|-||) y sea T: C — C una aplicacion
continua tal que

(T (W)) < e(pu(W)), para todo W C C,

donde p es una medida de compacidad y p: RT™ — RT es una funcion mond-
tona creciente (pero no necesariamente continua) tal que

lim " (t) =0, para todo t € R,

n—oo

Luego T tiene al menos un punto fijo en C.

En lo que sigue, trabajaremos en el espacio de funciones BC(Ry,—,), don-
de tg y o coinciden con los considerados en (3.1). En tal espacio funcional
consideraremos la normal habitual, que viene dada por

Jull = sup{|u(t)|: t >ty =0}, ue€BC(Ry ).

Para alcanzar nuestros propositos ya comentados anteriormente, necesitamos
definir una medida de no compacidad en el espacio BC(Ry,—.). Procederemos
de modo completamente analogo a lo indicado en [3, Capitulo 2| para el espacio
BC(R™).

Sean entonces B un subconjunto limitado de BC(Ry,—») y T > to—o. Para
u € By e >0, denotaremos por wtj;_a el moédulo de continuidad de la funcién
u en el intervalo [ty — o, %], esto es,

thO_U(u,s) = sup{|u(t) —u(s)|: t,s € [T — 00, T, |t — s| < ¢&}.
Consideraremos también

w;‘g_U(B,g) = sup{w;‘g_g(u, €): u € B},

Wip-o(Bs2) = lim wy_o(B.e),

wto-o(B) = lim wl_,(B).

Para t > ty — o, emplearemos la notacion B(t) = {u(t): w € B} C Ry
definiremos
dim B(t) = sup{|ui(t) — ua2(t)|: u1,us € B}.

Finalmente, consideraremos la aplicaciéon u: MBC(RtO_(,) — RT definida
€omo

w(B) = wty—o(B) + limsup dim B(t). (3.4)

t—o00
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De modo practicamente idéntico a como se define una medida de compa-
cidad en el espacio BC(R™) —ver [3, Capitulo 2]—, se prueba que (3.4) define
una medida de no compacidad en el espacio BC(R¢,—s).

Como veremos mas adelante, tener informacion sobre ker (u) serd espe-
cialmente 1til. Em este momento, mencionaremos tinicamente que ker (u) esta
formado en este caso por conjuntos X no vacios y acotados tales que las fun-
ciones pertenecientes a X son localmente equicontinuas en R y

lim X (¢) = 0.
t—00

Sea ahora © C BC(Ry,—s) un conjunto no vacio y Q: Q C BC(Ry,—») —

BC(Ry,—s) un operador dado. Consideremos entonces la siguiente ecuacion

z(t) = [Qz](t), para todo t € Ry _,. (3.5)

Definicién 3.10. Se dice que las soluciones de (3.5) son localmente atractoras
si existe una bola cerrada B(ug,r) en el espacio BC(Ry,—s) tal que si u = u(t)
y v =2(t) son dos soluciones arbitrarias de (5.5), entonces

Tim (u(t) — o(8)) = 0.

Si el limite anterior es uniforme respecto del conjunto B(ug,r) N SY; esto es, si
para cada € > 0 existe T > 0 tal que

|u(t) —v(t)| <e para todo u,v € B(ug,r)NQY y t>T,

diremos entonces que las soluciones de (3.5) son uniformemente localmente
atractoras.

Nota 3.2. Tal y como ha sido mostrado en [20], conviene tener en cuenta que
las soluciones globalmente atractoras siempre son localmente atractoras, pero
—en general— pueden existir soluciones localmente atractoras que no sean
globalmente atractoras.

Nota 3.3. Por otra parte, en el espacio BC(Ry,—.) el concepto de soluciéon uni-
formemente localmente atractora es equivalente al de solucién asintéticamente
estable considerado en [21, 22]; por tanto, podemos emplear ambos conceptos
indiferentemente.

En lo que sigue de epigrafe, asumiremos las siguientes condiciones:

(H3) paracadai € Ny, 0 <i < m,lafuncion f;: Ry,_o xC([to—0,t0],R) — R
es continua y existe una funcién continua h;: Ry —, — R tal que

[fi(t,u) = fi(t, 0)| < i@ H([lu—v[]), para toda u,v € C([to—0,t0], R),
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donde H: RT — R es una funcién subaditiva, esto es,

H(a+b) < H(a) +H(b), paratodo a,b>0;

(H4) para cada i € Ny, 0 < i < m, se tiene que

t
A; = sup / (t —5)*" % h(s) ds < oo,
te[t0,+oo) to

t
Bi= s / (t— 5)* 1| fi(s,0)] < oo
te[t0,+oo) to

y ademas,
lim A4" H"(t) =0, paratodo ¢t >0,
n—oo

siendo
M=) —— <1
A Z INa— a;)
(Hjs) existe una solucion positiva de la desigualdad

sup  [@(t)] + AaH(r) + Ap <, (3.6)
teto—o,to]

donde .
B;
Ap = -
% Z INa — a;)
=0
Ahora podemos enunciar el resultado principal de la seccion.

Teorema 3.11. Bajo las condiciones (Hsz)—(Hs) indicadas anteriormente, el
problema de wvalor inicial (3.1) admite al menos una solucion en el espacio
BC(R¢y—s). Ademads, todas la soluciones de (3.1) son uniformemente localmente
atractoras.

Demostracion. Consideremos el operador F definido mediante la siguiente for-
mula

- 1 ! a—a;—1
[fu](t) = Sp(t0)+iz;1—‘(a—ai) /to (tis) |fi(S,US)|dS, t> to,
(1), o <E<t

para cada u € BC(Ry,—.). Conviene notar, que en virtud de las hipotesis (Hz)—
(Hs), la funcién Fu es continua en Ry _,. Ademaés, se tiene que el conjunto
BC(Ry,—) es invariante por F.
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En efecto, pues para u € BC(Ry,—y) y t > to se tiene que

IFUO] < et + 3 e [ (6= 9" Ao ds
=0

a— ;) Ji,
- 1 ! a—a;—1
§|¢(t0)’+zw/(t—3) T fils,us) = fils, 0)[ + | fi(s, 0)]) ds
i=0 v/ Jto
- 71 t —s)alp (g U s
Sloltall + 2 gy [ (6 sl

t

+3 e [ =950

to

<le(to)| + AaH([[ull) + As,

lo cual muestra que Fu es una funcion acotada en I = [tp,00). Teniendo en
cuenta que ¢ € C([top — o, to],R), concluimos finalmente que Fu € BC(R¢,—s);
luego el operador F deja invariante el espacio funcional BC(Ry,_o ).

Por otra parte, teniendo en cuenta la hipotesis (Hs), sabemos que existe
ro > 0 de modo que se satisface (3.5). En tal caso, tenemos que F(B,,) C
B,, C BC(R¢y—¢). Sean ahora X C B,, un conjunto no vacio y x,y € By,
arbitrarios. Para t > t(, tenemos luego que

F0) = Pl < 33 i . (= 977 Mhlore) — ol
- 1 t a—oa;—11 .
<> e [ e — vl s
<Aat([lu —l),
de donde se sigue que
lim sup dim (F(X))(t) < )\A’H(h’msupdimX(t))). (3.7)
t—+00 t—+o00

Sean ahora T' > ty fijo, ¢ > 0 dado, u € X y t1 < to € (to,T] tales que
|t1 — ta| < €. Asi pues, teniendo en cuenta nuestras hipotesis, concluimos que

|[Ful(t2) — [Ful(t1)| <
i 1

< -
= Mo — ;)

/t2 (to — s)o‘_ai_lfi(s, us) ds

to
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- /tl (t1 — s)* L fi(s, ug) ds‘

to

m t
Z T(a — ) [/ [(t1 — 8)* L — (ty — )47 L| fi(s, us)| ds

i= to
to
_ a—a;—1 (8, Us d
+/t1 (t2 — ) | fi(s,us)] s}
m 4
Z (o — ) [/ (1 — 8)*7 47— (tg — 8)* 7| fi(s, us)| ds
i=0 ? to
to
—5)™ a;—1 h U (s ds
+/t1 (t2 = )" (Y H(us]) + 15, 0)]) ds]
L )]

para cada u € X C B,,, donde hemos empleado la siguiente notacién:

t1
S (fvane) =sup { [ 10t 97T (= 9 (o) ds:

to
t1,t2 € [to — U,T], |t1 —t2| <eg, ||U|| < 1"0},
to
o (ivaine) =sup {2 = 92 (sl + LG, 0)]) s
t1
t1,tg € [to —U,T], |t1 —t2| < E}.

Teniendo en cuenta ahora que, para i € Ny, 0 < i < m, la funcion f;(s, us)
es uniformemente continua en el conjunto [ty — o, to] X B, deducimos que

Wiy—o(F(X)) < AaH (wiy (X)),

desigualdad que junto con (3.7) y la condicion de subaditividad sobre la funcion
‘H, nos permite concluir que

(X)) = ity (F(X) + lim sup dimm (F(X) (1)

< N aH(wey (X)) + AA%(h’m sup dim (]—"(X))(t))

t——+o0

< AaH(p(X)). (3-8)

Ahora bien, dado que la aplicacion p considerada en (3.4) define una medida
de no compacidad en el conjunto BC(R¢,—s), la desigualdad anterior junto con
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el Teorema 3.9 nos permiten afirmar la existencia de al menos una solucién del
problema de valor inicial (3.1) en el espacio BC(R¢,—s)-

Para probar que todas las soluciones del problema de valor inicial (3.1)
son uniformemente localmente atractoras en el sentido de la Definicion 3.10
anterior, sea B} = convF(By,), BL = convF(BL) y asi sucesivamente,
donde By, es la bola cerrada de centro 0 € BC(Ry,—») y radio r9. Observemos
entonces que B,}O C By Bﬁoﬂ C By para todo n € N, siendo (B]! )pen una
sucesion de subconjuntos cerrados, convexos y no vacios. Ademas, en virtud

de (3.8), tenemos que
w(Br) < Xa" H(u(Br,)), paratodo n € N.

Teniendo ahora en cuenta la hipotesis (H4) y que p(By,) > 0, deducimos
finalmente que
lim p(By) =0.

N—00 ro

Por tanto, de acuerdo con la condiciéon (f) de la Definicion 3.6 anterior, el

conjunto
o0
B=()Bp
n=1

debe ser no vacio, acotado, cerrado y convexo. Ademds, el conjunto B es inva-
riante por el operador F, que es continuo en tal conjunto.

Asi pues, teniendo en cuenta que B € ker (u) y recordando la caracteriza-
cién de ker (u), concluimos finalmente que todas las soluciones del problema
de valor inicial (3.1) son uniformemente localmente atractoras en el sentido de
la Definicién 3.10 anterior. O

Nota 3.4. El Teorema 3.11 que acabamos de probar asegura la existencia de
soluciones atractoras en el sentido de la Definicién 3.2 anterior para el problema
de valor inicial (3.1).

3.1.3. Algunos ejemplos concretos

Finalizaremos esta secciéon mostrando un par de ejemplos concretos que
ilustraran los resultados teéricos obtenidos anteriormente.
Consideremos en primer lugar el siguiente problema de valor inicial:

CDV2u(t) = CD1/3((3 + 1)~ Y2 exp(—senu(s — 1)))(t)
+sen7“”(t3_1)(|u(t—1)|+t+1)‘4/5, t>0, (3.9)

u(t) = texp(—t), t e [-1,0].
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La hipotesis (Hp) se satisface claramente. Veamos que también se cumple
(H1). En efecto, dado que u(0) = 0, para t > 0 tenemos que

1 t B u(s —1) _us
’F<1/2)/0<t_3> V2 sen == (Jus = D] s+ 1) ds

1 t B -
r'(1/6) /0 (t—s) 5/6(5 +1) 1/2 exp(—senu(s — 1)) ds‘ <
1

' ) Vsg4/5 gg 1 ' _5)8/65-1/2 g
r(1/2)/0(t ) d +F(1/6)/0(t ) d

—3/10 -1/3 1
! ! / (1—s)"/65712ds. (3.10)
0

! —1/2 —4/5
= iy J, -9 s

+

<

Por otra parte, recordando la definicion de la funcién Beta [1], para o, 8 € R,

se tiene que
o - L()I'(B)
a—1 _ \B-1 _
/0 s (1l =) ds_F(a+B)’

identidad que junto con (3.10) implica que

F(ll/z) /0 (t— 8)_1/2 sen @(’u(s 1)+ s+ 1)74/5 ds
T, €=+ )7 2 exp(—senu(s = 1) ds < (1),
donde
H(t) = FP((71//150)) §=3/10 | %t—l/:ﬂ’ sara cada £ > 0,

es una funcién estrictamente decreciente en R™; luego ahora es claro que se
satisface la hipotesis (H).

Finalmente, veamos que también se cumple la condicién (Hs). Sea para
ello 8 € (0,min{1/2,1/6}). Tenemos luego que

/000 (senu(sg_l) (Ju(s —1)| +s+1)_4/5) ds < /Ooo(s+1)8ds: %,

lo cual prueba que

u(s —1)
3

o(s,us) = sen

(lu(s — 1) + s+ 1) € LV/A([0, +00),C([~1, 0], R)).
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De modo similar, para fi(s,us) = (s +1)71/2

que

exp(—senu(s — 1)), se prueba

/OOO ((s +1)" Y2 exp(—sen u(s — 1))>1/5

oo 1
ds S/ (s+1)Bds ==,

0 4
lo cual prueba que fi(s,us) € LY5([0,00),C([~1,0],R)).

Por tanto, se satisfacen todas la hipdtesis del Teorema 3.5 anterior, luego
podemos asegurar la existencia de al menos una soluciéon atractora para el
problema de valor inicial (3.9).

En lo que sigue, indicaremos un ejemplo de ecuacion diferencial multi-
término que muestra la utilidad del Teorema 3.11 anterior. Counsideremos el
siguiente problema de valor inicial:

CDU( ) CD1/3(SGDU(S—7T/2))(t)

¢

27 (s + 3)2/3
+CD1/2<%S((ST2T%>@), >0, (3.11)
\ u@)——(t+f3p, € [7/2,0].

La condicion (Hs) se cumple claramente. En efecto, basta considerar

4—2/3 +—1/2

mit) < 5= halt)= 5= v M=

Para probar que la condicién (Hy) también se satisface, basta observar que

A= sup 1 t(t—s) 1/2,-2/3 gg _ r{A/3)re/3) 1

< 00,

t€[0,4-00) 27 27 %
Ay = sup /t_s 12124, PA/ATA/Z) 1 o
t€[0,+oo 2 2

Luego tenemos que

lim A4"H"(t) = lim Ag"t=0, paratodo t>0,

n—-+4o0o n—-4o00

donde 1 ]
g = + ~ 0.7084 < 1.
AT VBr(2/3) | 2vr

Finalmente, para la condicion (Hs), se tiene que

By =0 y
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t t— -1/2 1 t 1
By = sup / (87>12 ds < — sup / (t— s)_1/23_1/2 ds = —,
1€[0,400) Jo 2m(s +2)1/ 2T 4e(0,400) Jo 2

de donde se sigue que existe rg > 0 tal que

t
sup ‘7‘ + A7+ Ap < 0.25 +0.87 + 0.5 < 79;
te[-1,0) | (£ +3)?

basta considerar rg > 3.75.

Por tanto, dado que se cumplen todas las hipétesis del Teorema 3.11, po-
demos concluir la existencia de solucién uniformemente localmente atractora
para el problema de valor inicial (3.11).

Nota 3.5. Conviene notar que concluir la existencia de soluciéon para el proble-
ma de valor inicial (3.11) empleando el Teorema 3.5 parece una ardua tarea,
pues encontrar una funciéon H estrictamente decreciente que se anule en el
infinito de modo que se cumpla (H;7) no es, en principio, sencillo.

3.2. Ecuaciones fraccionarias de Pearson

En 1895, K. Pearson [64] identifico cuatro tipos de distribuciones (numera-
das deTaIV), que se sumaban a la distribucion normal (originalmente conocida
como Tipo V). Sus investigaciones estaban motivadas por la busqueda de una
familia de curvas con aplicaciones en la teoria de evolucion.

Una densidad de Pearson p es cualquier solucién de la ecuacion diferencial
ordinaria de primer orden

1 a+x
co + c1x + cox’

En [46] puede consultarse informacion detallada sobre densidades de Pearson.
El grafo de las soluciones de la ecuacién diferencial anterior varia notablemente
en funciéon de los parametros reales a,cg,c; y co. No obstante, K. Pearson
clasifico tales soluciones en distintos tipos. En el trabajo original de Pearson [64]
o en referencias mas modernas como [46], puede consultarse mas informacion
sobre tal clasificacion.

Algunas soluciones p de la ecuacién diferencial anterior han sido amplia-
mente estudiadas. En particular, la distribucién normal

exp(—z?)

pn(z) = —F z € R, (3.12)
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la distribucién gamma

x®exp(—x)

~1 1
Tasn) 0 ¢> L0 (3.13)

pc(z,a) =

y la distribucién beta

2%(1 —2)’T(a+b+2)
Ca+1)TOB+1)

pB(z,a,b) = a, b> -1, z € (—1,1), (3.14)
gozan de numerosas aplicaciones en diversas areas de las matematicas, espe-
cialmente en estadistica y probabilidad.

Las tres densidades mencionadas anteriormente tienen momentos finitos de
cualquier orden; esto es,

/x”p(m) dr < oo, para todo n € Ny,
I

donde I C R es el conjunto soporte respectivo. Por otra parte, en el &mbito de
la Teoria de polinomios ortogonales de una variable [33, 45, 77|, la ecuacion de
Pearson para la funcion de peso p(z) viene dada por (véase [62, Capitulo 1])

(0 p) (2) = m(x)p(2), (3.15)

donde ¢ y 7 son polinomios de grado, a lo sumo, uno y dos respectivamente.
Para los casos mencionados anteriormente, se tiene que

p/N(x)——x o(x) = T7(x) = —2x;
p,G(CC)_CL_$ o\r) =2 T\X) = a — X
pG(J))_ a 9 () ? () +]‘ )

pp(x,a,0)  a—(a+Dbx o) — o1 a). o) —1ta—(q )
pp(z,a,b)  x(l—2) (z)=z(1—-m), 7(x)=1+a—(a+b+2)z.

Por otra parte, también son conocidas propiedades de transicién limite
entre las distribuciones mencionadas anteriormente. Asi, para la las densidades
beta y gamma, se tiene que

1
lim 7103(‘%/()7 a, b) = pG(CU, CL); (316)
b—oo b
mientras que para las densidades normal y gamma, es cierto que

Jim apg(a+ 2v2a,a) = pn (). (3.17)
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Las identidades (3.16) y (3.17) anteriores también estan relacionadas con pro-
piedades de transicién limite entre familias de polinomios ortogonales. De he-
cho, en la literatura matematica uno puede encontrar diferentes pruebas de los
resultados indicados anteriormente: basadas en el estudiando la ecuacion di-
ferencial (3.15), empleando la funcion generadora de momentos, partiendo del
estudio asintético de las funciones especiales involucradas, o empleando simple-
mente series de potencias. Notemos, por ejemplo, que la funcién pg(a+2v/2a, a)
puede ser expresada como una serie de potencias del como

= /a 2"/2a“*"/21F1(—n a—n+1,a)
2 — ) ) n
polac+ov2ea) = () cp@TarD "

y dado que

lim v/a

a—0o0

exp(a)l’(a+ 1) - 2v/2m(n/2)!
concluimos la veracidad de (3.17).

En esta seccion estaremos interesados en resolver tres ecuaciones diferen-
ciales de orden fraccionario de la forma

(a) 2"/2q0 2 Fy(—n,a —n+1,a)  (=1)"2((-1)" + 1)
n

A(z*)°D¥(z) = B(z*)p(z), 0<a <1, (3.18)
para ciertos polinomios A(z) y B(x) dados. Obtendremos asi ciertas genera-
lizaciones de las distribuciones beta, gamma y normal. Notemos inicialmente
que la ecuacion diferencial de orden fraccionario (3.18) anterior converge for-
malmente a la ecuacion diferencial ordinaria (3.15) cuando oo — 17.

3.2.1. Densidades fraccionarias de Pearson
Densidad normal fraccionaria
Estudiemos inicialmente la siguiente ecuacién fraccionaria de Pearson

CD%(a,a) = —22%p(z,a), 0<a<1, z>0. (3.19)

Considerando entonces la serie formal de potencias

o0
plz,a) = Z an(a)z"™, x>0,
n=0

tenemos que

00
M'l+a(n+1))
Cpa no
D = g
,0(1',06) nzoan-i-lx F(1+na)

85



Por tanto, obtenemos la siguiente férmula de recurrencia para los coeficientes
an, n € Ny

I'a(n—1)+1)

Tant ) para cada n € N, (3.20)

ap = —20p_2

que puede resolverse facilmente teniendo en cuenta las condiciones iniciales
a—1 =0y ag = 1. Concretamente, se obtiene que para x > 0,

T.o) = N ﬂ -9 n/anaH?i%_lr(l—’—a(l—i_zj))
N et

. (3.21)

Para = < 0, definimos p(z, «) por simetria. Observemos entonces que si hace-
mos a — 17 en la relaciéon de recurrencia anterior, obtenemos que

ap = —2a7;;2, para cada n € N; (3.22)

esto es, la relaciéon de recurrencia para los coeficientes de la expansiéon en serie
de potencias

%
w5
n=0

donde py(x) viene dada por (3.12). Notemos ademas que la relacion de recu-
rrencia (3.22) admite otra solucion, que daria lugar a la funcion

g(z) = %ﬁexp(—ﬁ)erﬁ (x), zeR;

en nuestro caso la unicidad de solucién es una consecuencia de la condicién
inicial p(0) = 1 propia del caso gaussiano. De forma similar, en el caso fraccio-
nario la relacion de recurrencia (3.20) podria dar lugar a otra solucion distinta
de la mostrada anteriormente.

Densidad gamma fraccionaria

En este epigrafe asumiremos siempre que a > 0. En tal caso, la soluciéon de
la ecuacion diferencial fraccionaria

I'(l1+a)

aC na
D - <7
x p(a:,a, Oé) F(l—l—a—a)

- :Uo‘)p(:v, a,a), x>0, (3.23)

puede ser obtenida considerando la siguiente serie formal de potencias
o
pla,a,a) = an(a, a)z"re
n=0
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Figura 3.1: Gréficas de la suma parcial considerada a partir de (3.21) y definida
para z < 0 por simetria con 100 sumandos y a = 9/10 (azul) y de la funcion
exp(—22) (en color naranja) para = € [—3, 3].

Asi, a partir de la ecuacion diferencial (3.23), obtenemos la siguiente formula
de recurrencia para los coeficientes b, (a, @),

bn—1(a,a)
Lle+l) = T(l+a+no
I'l+a—a) T'(l+a+(n—1a)

bp(a,a) =

(3.24)

Resolviendo ahora la relacién de recurrencia anterior, obtenemos la siguiente
formula explicita para los coeficientes by, (a, ar)

bo(c)
- I(l4+a) = T(d+a+tja)
F'Tl+a-a) T4a+(j-1)a)

bp(a,a) = para cada n € N,

Por tanto, obtenemos finalmente que
p(x,a,a) = (3.25)

. - bO(CL?a) na+ta
_"EZ:OH” Mi+a  Ti+atja © = 70
='T1+a—-a) T(A+a+(j—1a)

Conviene indicar que si en la relacion de recurrencia (3.24) anterior hacemos
a — 17, obtenemos entonces




que es la relaciéon de recurrencia que define los coeficientes b,, de la serie de

potencias
oo
a) = g bt
n=0

donde pg(x) viene dada por (3.13). Notemos también que la ecuacion diferen-
cial fraccionaria (3.23) converge formalmente a la ecuacion diferencial ordinaria

ry'(z) = (a — 2)y(x)

cuando o« — 17, ecuacion diferencial de la que pg(z) es solucion.

\\v . . - VVVVVVVVVT'"’ —

L L
2 4 6 8 2 4 6 8

Figura 3.2: Graficas de las sumas parciales definidas a partir de (3.25) con
30 sumandos (en azul) y de la funcién zexp(—z) (en color naranja) para

€ [0,8], a = 1, y bp(a;a) = 1. En la figura de la izquierda se considera
a = 9/10, mientras que para la figura de la derecha ae = 99/100.

Densidad beta fraccionaria

Asumamos ahora que a,b > 0. En tal caso, la soluciéon de la ecuacion
diferencial fraccionaria

(1 — :L‘a)CDO‘p(x,a, b,a) =

_(Tla+b+1) Fla+b+1)
—<F(a—a—i—1)_f‘(a—a+b+1)x ) z>0 (326

puede ser obtenida partiendo de la serie formal de potencias

p(x,a,b,a) ch a,b, a)x"*t (3.27)
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Obtenemos luego, la siguiente relacién de recurrencia para los coeficientes
cn(a, b, o) de la serie anterior,

MNa—a+1DI'(a+a(n—1)+1)
FNa—a+b+1)'a+an—2)+1)
FNa+b+1)I'(a+an—2)+1)—Ta—a+b+1)I'(a+a(n—1)+1)

Fe+1l'(a+an—-1)+1)—T(a—a+Dl'(a+an+1)

cnla,b,a) = cp—1(a,b, )

que cuando a@ — 17 converge a

1
cn(a,b) = g(n —b—1)cy—1(a,b), paracadan €N,

es decir, la relacién de recurrencia que satisfacen los coeficientes de la serie de
potencias

241 —z)b = Z cn(a,b)z™.
n=0

Nuevamente, conviene indicar que, cuando o« — 17, la expresion (3.26)
converge formalmente hacia la ecuacion diferencial ordinaria que define a la
densidad beta indicada en (3.14).

0.15 - 0.15 -

0 L L
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 3.3: Graficas de las sumas parciales definidas a partir de (3.27) con 30
sumandos (en azul) y de la funcién z%(1—z)° (en color naranja) para x € [0, 1]
y a =1, b= 2. En la figura de la derecha se considera o = 9/10, mientras que
la de la izquierda o = 99/100.

3.2.2. Transiciones limite

En este epigrafe mostraremos transiciones limite entre las densidades fraccio-
narias de Pearson previamente presentadas. Obtendremos asi propiedades analo-
gas a las mencionadas (3.16) en (3.17).
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Teniendo en cuenta las expresiones obtenidas para los coeficientes ¢, (a, b, a)
y byn(a, ) respectivamente, concluimos la siguiente identidad

lim bo‘p(f,a, b, a) = p(z,a,a), (3.28)
b—o0 b
que relaciona la densidad beta fraccionaria de orden « € (0, 1) con la densidad
gamma fraccionaria de orden « € (0,1). Claramente, la igualdad anterior es
una generalizacion al caso fraccionario de la propiedad (3.16).

Teniendo en cuenta la identidad (3.17), es natural considerar la siguiente
modificacién de la densidad gamma

(a +Vv2ax)%exp(—a — V2ax)
Ia+1) '

ﬁ(ZL‘,(I) = pG’(a7+ \ QCLZL‘) =
En tal caso, los coeficientes de la serie de potencias
2 ~
pla,a) =) ba(a)z"
n=0

vienen dados por

- a\ 2/2a% "2 exp(—a)
bp(a) = <n> Tat D) 1Fi(—n,14+a —n,a), (3.29)

de forma que
lim v/ab,(a) = a,, paracada n e N,

a—ro0

donde, de acuerdo con (3.17), a, es el n-ésimo coeficiente de la serie de poten-

cias
oo

Cem?) & & ()
D DL Dl

Observemos que los tres primeros coeficientes en (3.29), vienen dados por

n=0

b= G252 =0 i~ 0L

Por otra parte, la funcién p(x,a) es solucion de la siguiente ecuacion dife-
rencial de Pearson

(Va+v2a) o pla,a) = ~2/az p(z,a).
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Motivados por tal hecho, planteamos la siguiente ecuaciéon diferencial de orden
fraccionario

(I‘( Lot 1) + \/§xa> CD%(x,a, )

—a++/a+1)
___MGatl) .
T T T(—a+.a+1) p(z,a,0)  (3.30)

y consideramos la serie de potencias de una de sus soluciones

plx,a,a) Zb a, o)

En tal caso, partiendo de la condicién inicial

~ _a” exp(—a)
bo(a,a) = TatD

asi escogida con el objetivo de simplificar cierto paso al limite cuando o« — 1~

posterior, concluimos que los primeros términos de la sucesion (by(a, @))pen
vienen dados por

~ K a® eXp(—a)
bo(a, @) = \ 2 4

bi(a,a) =0,

bo(a, ) = ~ 2a% exp(=a)T'(a + 1)

I'(a+1HI'(2a+ 1)
Ademas, se satisface la siguiente relacion de recurrencia
- I(an—1)41)
bn ; =
(a,0) I'(an +1)
(\fbn 1(a, )l (—a++a+ 1) (a(n—1) +1)
I'(Va+1)(a(n —2)+1)

con by(a,a) = 0y siendo by(a, a) una constante normalizadora.
Ahora es facil probar por induccion que

+ 2b,_o(a, a)).

HI{I bn(a, ) = by(a), par todo n € N.
a— 1"

Finalmente, también es sencillo concluir la siguiente relacion entre los coefi-
cientes by (a, @) y an(a),

lim vap(xz,a,a) = an(a),
Jim Vaj(r.a,0) = ——au(a)
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donde el factor 1/v/27 puede ser ignorado simplemente redefiniendo el coefi-
ciente inicial Eg(a, a). Por tanto, obtenemos la siguiente relacion limite entre
las funciones p(z,a,«) solucion de (3.30) y la densidad normal fraccionaria
p(a,a) introducida en (3.21),

1

lim vap(z,a,a) = ——
Jim Vap(r,a,0) =

que es la generalizacion de (3.17) en el caso fraccionario.

a:,a),

3.2.3. Casi-polinomios ortogonales y densidades fraccionarias

Definicion 3.12. Sea 8 > 0. Nos referiremos a un polinomio en z°,
n
Pn(xﬁ) =P, 5= Zan,ixlﬂ, z €R,
i=0

como un casi-polinomio de orden n € N con potencia 3.

Para a € (0, 1], en [68] se ha estudiado el problema de la evaluaciéon numé-
rica de

1 ! a—1
F(a—)/o F(8)(1 = ) ds

empleando el concepto de ortogonalidad en el siguiente sentido

1 1
— /0 P, 5(s,a)Py, g(s,a)(1 — 5)%1ds =0, n #m.

I(e)

Sea p(x,a) la densidad gamma fraccionaria o la densidad beta fraccio-
naria. A continuacion, presentamos un algoritmo que nos permitira obtener la
sucesion de casi-polinomios ortogonales respecto de p(z, ) en el soporte corres-
pondiente I C R; esto nos permitird generalizar los resultados recientemente
presentados en |76] al caso fraccionario. Mas exactamente, en el caso de la densi-
dad gamma fraccionaria se tiene que p(x, a) = p(z,a,a) e I = [0, 00), mientras
que para el caso de la densidad beta fraccionaria serd p(z,a) = p(x,a,b, a) e
I=(0,1).

Definamos

Xn(8) = (1,2°,2%° ..., 2" para cada n >0,

ma (e, B) = /a:"pr(:c,oz) dx, paracada n > 0.
I
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Introducimos también la matriz M, («, 5) simétrica y definida positiva, dada
por

M, (a1, B) = / X (B)(Xn(B)) T pl, @) dz, 1> 0.

I

Conviene indicar que la matriz M, (a, §) es una matriz real de dimensiones
(n+1) x (n+1). Sea ahora

M (e, ) = La(, 8)(Ln(ev, 8))"

la descomposicion de Cholesky [43] de M,,(«, /3), donde L, (v, 3) es una matriz
triangular inferior con entradas no negativas en su diagonal. Definamos ademas

T(a, B) = (Ln(a, 8)) (3.31)
y sea P, («, ) el vector de n + 1 casi-polinomios dado por
P (@, ) = Tl 8)Xn (5): (3.32)
Tenemos entonces el siguiente resultado.

Teorema 3.13. El vector formado por n+ 1 polinomios Py («, ) introducido
en (3.32) satisface que

/ P, (s 8)(Pales ) ol @) di = I 1, (3.33)

1

donde 1,, es la matriz identidad de dimension n X n.

Demostracion. Dado que

T
= Ty(a, /)My (e, B)(Tu(ar, B))”
= T (e, B)Ln(ev, B)(Ln(a, 8))" (Tn(ev, B))"

el resultado enunciado se concluye a partir de (3.31). O
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Ejemplos numéricos y conjeturas sobre los ceros de los casi-polinomios

Consideremos ahora la funcién peso p(z,a, b, ) definida en (3.27) para el
caso particular « = 1/2, a = 1y b = 2 y normalizada de modo que

1
/ p(x,1,2,1/2)dx = 1.
0
Sea ademés = 1/2 fijo. En tal caso, podemos aproximar la matriz
por

1. 0.522651 0.305996  0.194547
0.522651 0.305996 0.194547  0.131658
0.305996 0.194547 0.131658 0.0935493 |’
0.194547 0.131658 0.0935493 0.0691131

con factor de Cholesky L3(1,2,1/2,1/2) = L3(1/2,1/2)

Ms(1,2,1/2,1/2) =

1. 0. 0. 0.
0.522651 0.181198 0. 0.
La(1,2;1/2,1/2) = 0.305996 0.191053 0.0390292 0.

0.194547 0.165443 0.061751 0.00893294
Tenemos luego que el vector P3(1,2,1/2,1/2) = P3(1/2,1/2) viene dado por

1.
5.51883,/7 — 2.88442
25.62182 — 27.0154+/z + 6.27942 ’
111.9452%/2 — 177.1172 + 84.5384/z — 11.7656

P5(1,2,1/2,1/2) =

satisface la relacion de ortogonalidad indicada en (3.33).
De modo similar, se tiene que

1
5.41862/7 — 2.66051
24.7858x — 25.0858/7 + 5.49757
107.3123/2 — 164.6942 + 75.4371/z — 9.92172

P5(1,2,0.4,1/2) =

1
5.613061/z — 3.07125
26.3874x — 28.6843/7 + 6.95742
116.16423/2 — 188.006% + 92.4758,/z — 13.4001

P5(1,2,0.6,1/2) =
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Figura 3.4: Graficas de los casi-polinomios ortogonales respecto de la densidad
beta fraccionaria conn=5,a=1y b= 2.

En la figura de la izquierda, se considera o = § = 0.5 (en azul) y a = 0.5, § =
0.6 (en naranja). Las raices de los casi-polinomios anteriores son: 0.0208402,
0.101603, 0.273096, 0.532213 y 0.820418 para a = § = 0.5; mientras que para
a=0.5y B =0.6 son: 0.0275359, 0.122522, 0.306668, 0.566053 y 0.838286.
En la figura de la derecha, se considera « = 0.4y 8 = 0.6 (en azul) y a = 0.5,
B = 0.6 (en naranja). Las raices para « = 04 y f = 0.6 son 0.0239517,
0.112001, 0.291514, 0.55457 y 0.835314.
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1.0

Figura 3.5: Graficas de los casi-polinomios ortogonales respecto de la densidad
beta fraccionaria con n =5, a = 3 =1/2.

En la figura de la izquierda, se considera a =1, b =2 (en azul) y a =2, b = 2
(en naranja). Las raices de estos casi-polinomios son: 0.0208402, 0.101603,
0.273096, 0.532213, y 0.820418 para a = 1, b = 2; mientras que para a = b =2
son: 0.0440961, 0.151432, 0.335739, 0.581802 y 0.839372.

En la figura de la derecha, se considera a =1, b=2 (en azul) ya=1,b =3
(en color naranja). Las raices para a = 1 y b = 3 son 0.018028, 0.0899672,
0.249686, 0.505895, 0.808125.
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Sea, para m,n € N con n > m,

Pp(z,a, 8) = (Pn(a, 8))m.

Empleando los mismo argumentos que en [76] y el Teorema 3.13 anterior,
concluimos que P, (z, a, 3) tiene exactamente m ceros reales distintos en I.

Empleando Mathematica [44] hemos realizado numerosos experimentos nu-
meéricos con el objetivo de aproximar los ceros de P, (z, o, 3). Para o, § € (0,1)
las siguientes conjeturas podrian ser investigadas en trabajos futuros:

» los ceros de P, (z,a, 3) son funciones crecientes de a,

» los ceros de P, (z;a, B)son funciones crecientes de [3;

s para la densidad beta fraccionaria:

los ceros de Pp,(z,a,b;a, 8) = Py (x;a, B) son funciones crecientes
de a,

los ceros de Pp,(x;a,b;a, 8)son funciones decrecientes de b;

» Para la densidad gamma fraccionaria, los ceros del casi-polinomio
Pr(@; 050, 8) = P(z;a, )

son funciones crecientes de a.
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Capitulo 4

Calculo fraccionario y
funciones periddicas

Las funciones periddicas juegan un papel fundamental en las mateméticas
desde los importantes trabajos realizados por J. B. Fourier a principios del
pasado siglo XIX. Asi, en la actualidad, el estudio de la existencia de soluciones
periddicas para ciertas ecuaciones diferenciales es uno de los temas o aspectos
més interesantes de la teoria cualitativa de ecuaciones diferenciales. Esto es
debido, en parte, a las importantes implicaciones que tales soluciones tienen en
diversas areas de las matematicas, desde las mas puras hasta las mas aplicadas;
pero también al gran ntimero de aplicaciones que de ellas se derivan, tanto en
la fisica como en muchas otras disciplinas cientificas.

Sin embargo, la definiciéon del concepto de funcion periddica es extrema-
damente exigente y debido a ello, las condiciones que nos permiten garantizar
la existencia soluciones peri6édicas de ciertas ecuaciones diferenciales también
son bastante fuertes. Debido a esto, en las dltimas décadas, algunos autores
[41, 42, 61] han propuesto y estudiado ciertas generalizaciones del concepto de
funcién periodica que se han mostrado ciertamente interesantes y tutiles.

Es un hecho sobradamente conocido que la derivada de una funcién perio-
dica —si es que existe— es nuevamente una funcién periédica con el mismo
periodo. Ademas, la primitiva de una funcién periddica —cuando ésta existe—
también puede ser en muchos caso una funcién periédica del mismo periodo:
pensemos, por ejemplo, en la funcién — cos(t) como primitiva de sen(t). Sin
embargo, cuando uno considera derivadas o integrales de orden fraccionario no
entero las propiedades que acabamos de mencionar no son ciertas. En la litera-
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tura matemaética podemos encontrar diversos trabajos en los que se relacionan
las funciones periodicas con el calculo fraccionario [9, 49, 52, 58].

En la primera seccién de este capitulo, estudiaremos propiedades relacio-
nadas con la idea de periodicidad para integrales y derivadas fraccionarias de
orden no entero de una funcién peridédica dada. Mostraremos asi los resultados
publicados en [12], donde para los operadores fraccionario de Riemann-Liouville
y Caputo, se considera la integral y derivada fraccionaria de una funcién pe-
riddica.

La segunda y ultima seccién de este capitulo estd dedicada al estudio de
resultados similares a los de la primera seccién en el marco del célculo fraccio-
nario discreto. Presentaremos alli los resultados publicados en [11], donde se
muestran propiedades relacionas con el comportamiento periddico de la suma
o diferencia fraccionaria de una funcién periédica dada.

4.1. Integrales y derivadas de orden fraccionario

En este ultimo capitulo emplearemos la notacion Cy([0,00),R) para re-
ferirnos al espacio formado por todas las funciones definidas en el intervalo
[0,00) que tomando valores en R son continuas y acotadas; en tal espacio con-
sideraremos la norma de la convergencia uniforme || -||s ya considerada en
capitulos anteriores. Trabajaremos también con los subespacios Cy(]0, 00),R)
y Cr([0,00),R) de Cy([0,00),R) definidos, cada uno de ellos, como:

Co([0.0), B) = {a € [0,00).): lim [a(t)] = 0},
Cr(]0,00),R) = {x € Cp([0,0),R): x es una funcion T-periddoca}.

4.1.1. El concepto de funcién periédica

Empezamos recordando algunas definiciones méas generales que la de fun-
cion periddica; estas definiciones serdan de gran importancia tanto en la presente
como en la segunda y tltima seccién de este capitulo. La primera de todas ellas
fue introducida originalmente por el matematico A. S. Besicovitch en [26]; las
dos restantes son mucho mas recientes.

Definicion 4.1. Una funcién f € C(R,R) se dice casi-periddica si para todo
e > 0 existe un congunto relativamente denso H (e, f) C R tal que

|f(t+s)— f(t)] <e, paratodo t€R ytodo sec He,f).
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Nota 4.1. Recordemos que un conjunto E C R se dice relativamente denso si
existe £ > 0 tal que tal que todo intervalo de longitud ¢ contiene al menos un
elemento de F.

Definicion 4.2. Una funcion f € C(R,R) se dice asintéticamente casi-periddica
si existe una funcion casi-periodica g y ¢ € Co([0,00),R) tal que

f(t) =g(t) +o(t), para todo t € [0,00). (4.1)

Si g es en realidad una funcion T-periddica, diremos entonces que f es asin-
toticamente T-periodica.

Definicién 4.3. Una funcion f € Cy([0,00),R) se dice S-asintéticamente pe-
riodica st existe T > 0 tal que

1i t+T)— f(t)) =0.

lim (f(t+ 1)~ f(1))

En tal caso, diremos que T es un periodo asintdtico de la funcion f y que f es
S-asintoticamente T-periddica.

Es especialmente importante comprender el significado de las definiciones
4.2 y 4.3 anteriores, pues a pesar de lo que se afirma en [40], existen ejemplos
de funciones que siendo S-asintéticamente periédicas no son asintéticamente
periddicas. Los siguiente ejemplos, originalmente propuestos en [61] ayudan a
entender la diferencia entre ambas definiciones.

Ejemplo 1. Sea (by)nen, una sucesiéon de numeros reales tal que satisface las
siguientes propiedades:

(1) b, # 0 para todo n € Ny,
(2) lim b, =0,
t—o00

(3) la sucesion (a,)nen dada, para cada n € Ny, por

n
ap = E bz
i=0

es acotada y no convergente.

Observemos que bajo tales condiciones se tiene que
lim (ap, —an—1) =0.

n—o0

Sea ahora f: [0,00) C R — R la funcién definida por f(n) = a, para cada
neNyy

ft) = ant1 + (a1 —an)(t—n—1), tenn+1], neN.
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Es decir, el grafo de la funciéon f esta formado por los segmentos que unen los
puntos del conjunto {(n,a,): n € Ng} C R2.

En estas condiciones f es una funcion acotada en [0,00) y ademas, dado
que

£(8) = F(3)] < méxlags1 — axllt — |, para todo 1,5 & [n,00),

concluimos luego que f es uniformemente continua el el intervalo [0,00) C Ry
lim f(t+7T)— f(t) =0, paratodo >T > 0;
t—o0

esto es, f es una funcién S-asintéticamente periddica para todo T > 0.

Sin embargo, f no es asintéticamente 1-periddica ya que si fuese cierto que
f =g+ ¢, con g e C([0,00),R) una funcion 1-periodica y ¢ € Cy([0,0),R),
tendriamos entonces que

an = f(n) =g(n) + ¢(n) = g(0) + ¢(n) — ¢g(0), cuando n — oo,

hecho que contradice la eleccion de la sucesion (by, )neny, -

Ejemplo 2. Sea f: [0,00) — R la funciéon dada por
f(t) =sen(In(t + 1)), para cada t € [0,00).

Tenemos entonces que

cos(In(t + 1))

1) = t+1

,  para cada t € [0,00);

asi pues, en virtud del Teorema del valor medio, se tiene que para t,7 > 0,
ft+T)—f(T)=f(t+0T)T, con 0<o <1,

lo cual implica que
1tli}m f&+1T)— f(t) =0.

Por tanto, f es una funcién S-asintéticamente T-peridédica para todo periodo
T > 0.

Sin embargo, como veremos a continuaciéon, f no es una funcién asintoti-
camente T-periddica para ciertos periodos 1" > 0. Supongamos inicialmente
que f si puede ser expresada como en (4.1); llegaremos a una contradiccion.
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Dados € € (0,1/2) y T' > 0, sea k € N suficientemente grande como para que
se cumplan las siguientes condiciones:

exp(2km) + T < exp(2km + 7/2), (4.2)
t > exp(2km) — 1 = |p(t)| < e. (4.3)

Teniendo en cuenta que f es una funcion creciente en el intervalo [exp(2km) —
1,exp(2km 4+ w/2) — 1] C R, concluimos entonces en virtud de (4.2) que

g([exp(2km) — 1,exp(2km) — 1+ T]) C g([exp(2km) — 1,exp(2km + m/2) — 1]).
Por otra parte, la condicion (4.3) implica que
g([exp(2km) — 1,exp(2km + 7/2) — 1]) C (—¢,1 +¢€);

asi pues, se tiene que

g([exp(2km) — 1,exp(2km) — 14+ T]) C (—&,1 +¢).
Sin embargo, dado que

glexp(2km +37/2) —1) < —1+¢ < —¢,

deducimos que g(exp(2km+37/2) —1) ¢ (—¢,1+¢). Tendriamos entonces que

Im(g) \ g([t,t +T]) #0, para t=exp(2km) — 1,

hecho que impide la T-periodicidad de la funcién g.

4.1.2. Algunos resultados previos

Para obtener las conclusiones que mostraremos mas adelante sobre el com-
portamiento perioédico de la integral y la derivada fraccionaria de una funcion
periddica, necesitamos antes algunos resultados previos. En este epigrafe, men-
cionaremos algunos de los hechos que emplearemos en la siguiente seccién.

Teorema 4.4. Sea f: Rt — R una funcion no idénticamente nula y T-
periodica tal que f € Llloc(]R). Luego la integral fraccionaria I®f no es una
funcion T-periddica.

En la literatura matemaética podemos encontrar distintas pruebas del Teo-
rema 4.4 anterior. Los autores de [49] lograron probar tal hecho empleando la
transformada de Mellin; por otra parte, en [85] se muestra una prueba maés
sencilla de tal hecho empleando la transformada de Laplace.

También es relativamente sencillo mostrar que si f es una funcién T-
periodica, entonces I*f no puede ser una funcién T-periddica para ningtn
periodo T > 0. Una prueba de tal hecho puede consultarse en [9].
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Lema 4.5. Sean f: R — R wuna funcidon periddica con periodo T > 0 y
0 < a < 1. Tenemos entonces que, para todo t > 0,

t t
lim (t —s)*Lf(s)ds = lim (t —s)* "1 f(s)ds.
n—00 n—oo
neN Jt-nT neN /—nT

Demostracion. Es claro que

t—nT t—nT
[ et as) < [ s el < e
—nT —nT

asi pues, dado que a € (0, 1), concluimos que para t > 0

t—nT .
z a— J—
Jm (t—s)*""f(s)ds =0.
neN /—nl’

El resultado enunciado se sigue ahora teniendo en cuenta que

/t (t— )21 f(5) ds

—nT
t t—nT
:i/ (t—$a4f@ﬁh—:/ (t— )2 f(s)ds. O
—nT —nT

Los tres resultados que mostraremos a continuacién seran especialmente
utiles a la hora de probar que la integral fraccionaria de una funcién peridédica
no es una funcién casi-periédica.

Lema 4.6. [42, Lemma 3.1] Sea f: R — R wna funcion S-asintdticamente
T-periodica y (tn),cy una sucesion de nimeros reales tal que t, — +oo cuando
n — 4oo. Si fi,,(t) = f(t +t,) es tal que fi, — F uniformemente en todo
subconjunto compacto de R, entonces tenemos que F' € Cr(R,R).

Demostracion. Es claro que F' es una funcién continua. Por otra parte, dados
T >0ye >0, escogemos ng € N de modo que

|F(s)— f(s+tn)| <e,  seltt+T],
|ft+t,) —F@) <e, t=>0,

para todo n > ng. Por tanto, para n > ng arbitrario, tenemos que

[F(t+T) = F@)| <|F(t+T) = f(t + T +t,)| + |[f(t + T +tn) — f(t+1n)|
+ |f(t+tn) — F(t)] < 3e,

lo cual implica que F(t +T) = F(t). Por tanto, queda probado el resultado
enunciado. 0
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Proposicion 4.7. [42, Proposition 3.4] Sea f: RT — R wuna funcién S-
asintdticamente T-periddica y asintdticamente casi-periddica. Luego f es una
funcion asintéticamente T-periddica.

Demostracion. Por hipétesis, podemos expresar la funciéon f como f = fi+ fo,
donde f; es una funcién casi-periédica y fo € Co(R™,R). Ahora, teniendo en
cuenta resultados conocidos propios de la teoria genérica de funciones casi-
periodicas [26], se sabe que existe una sucesién de ntimeros reales (1), tal
que t, — 400 cuando n — +oo y fi,, (t) = fi(t +t,) satisface que f1, — fi
uniformemente en R* cuando n — +oo.

Por tanto, f1;, — f1 uniformemente en R* cuando n — 400 y, en virtud
del Lema 4.6, concluimos que f; € Cr(R,R) lo cual ahora implica que la funcion
f es asintoticamente T-periddica. O

Proposicion 4.8. Sea f: R — R una funcion S-asintéticamente T-periddica
y casi-periddica. Luego f es una funcion T-periddica.

Demostracion. Como ya indicamos anteriormente, por ser f una funcion casi-
periddica, sabemos que existe una sucesién de niimeros reales (t,),, .y de modo
que t, — +o00 y f, — f uniformemente en R* cuando n — +oco. Teniendo en
cuenta ahora el Lema 4.6 anterior, concluimos finalmente que f € Cr(R,R). [

La integral fraccionaria de Weyl

En esta seccion serd de especial utilidad la integral fraccionaria de Weyl,
ideal para consideraciones relativas a funciones periddicas debido, principal-
mente, a que su definicién estd motivada a partir de consideraciones sobre
series de Fourier. De acuerdo con [70, Capitulo 4, Seccion 19], la integral frac-
cionaria de Weyl de orden « € (0,1) de una funcion f dada, se define como

N 1 2
Vg0 =g [ =90 ds
donde, para 0 < s < 27,
o ... 1 . ~1_ (2mn)?
= ——s” — 1 2 2 ot —
g(s) F(a)s +F(a) lim [ Wn;(s+ m) -

Emplearemos también el siguiente hecho (véase |70, Lemma 19.3]),si f: R —
R es una funcién T-periddica, f € L1(0,T) y es tal que

T
/ f(t)dt =0, (4.4)
0
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entonces, para a € (0,1),
t
IO = g [ -9 ) s (1.5

siempre y cuando la integral impropia del segundo miembro de la identidad
anterior sea entendida como condicionalmente convergente, esto es, como

/ (t—s)*1f(s)ds = Jm (t —5)* 1 f(s)ds.

—00 neN Jt—nT

4.1.3. Principales resultados

El objetivo principal de la presente seccion es estudiar si la integral (o
derivada) fraccionaria de una funcion periodica satisface ciertas propiedades de
periodicidad. Més concretamente, responderemos a las siguientes cuestiones: si
fe CT(R, R),

1.- jes entonces I f una funciéon acotada?
2.- jes entonces I*f una funcion S-asintéticamente T-periodica?
3.- ;es entonces [*f asintéticamente T-periddica?

4.- ;es entonces I*f una funcién casi-periédica?
Mostraremos también resultados similares para derivadas fraccionarias, tanto
en el sentido de Caputo, como en el de Riemann-Liouville.

Iniciamos luego este epigrafe con un resultado sobre funciones S-asintética-
mente periddicas e integrales fraccionarias. Pasaremos a centrar nuestro interés
en el concepto de periodicidad asintoética.

Lema 4.9. Si f € Cr (RT,R) y a € (0,1) entonces [*f satisface la siguiente
propiedad de T-periodicidad asintdtica:

lfm [I°f (t+T) — I°f (t)] = 0.

t—-+o0

Demostracion. Efectivamente, dado que f es una funcién T-periddica, tenemos
que parat >0

If(t+T)—-1°f (t) =

_ F(/Ot+T(t+T—s)a_1f(s) ds—/ot(t—s)"‘_lf(s) ds)

= (/Ot+T(t+T— $)* 71 f(s)ds — /t+T(t —r+ 1) f(r—T) dr)

T
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_ P(la) ( /Ot+T(t LT — 5)* L f(s)ds — /:T(t — s+ T)°Lf(s) ds).

Asi pues,

« «a 1 g a—1
f(t+T)~ 1 f(t)—r(a)/o (t+T — )1 f(s) ds,

lo cual implica que

1 _ _
L+ T) = PF Ol = 55 Tl e P T flleo T
ya que 0 < 1/T'(a) < 1 para 0 < @ < 1. El resultado enunciado se sigue ahora
facilmente. O

Nota 4.2. Conviene observar que, en ningin caso, hemos probado que la inte-
gral fraccionaria I*f es una funcién S-asintoticamente T-periddica, pues I*f
podria ser una funcién no acotada.

Teorema 4.10. Sea f € Cr (RT,R) tal que I*f, con « € (0,1), es una funcion
acotada. Luego I1®f es una funcion S-asintéticamente T-periddica.

Demostracion. Obvio si tenemos en cuenta el Lema 4.9 y la Nota 4.2. O

Lema 4.11. Sea f € Cr (R*,R) una funcion absolutamente continua. Lue-
go para o« € (0,1), °D*f satisface la siguiente propiedad de T-periodicidad
asintotica,

lim (°D¥f (t +T) — °Df (t)) = 0.

lim (CDf (¢ + 1) £(1)
Demostracion. El resultado enunciado se deduce facilmente teniendo en cuenta
la definicion de la derivada fraccionaria de Caputo y el Lema 4.9 anterior, ya
que la derivada usual de una funcién T-periédica también es una funcién T-
periddica. O

Nota 4.3. Nuevamente, procede hacer el siguiente comentario: hasta el mo-
mento, no hemos probado que ®D®f sea una funciéon S-asintéticamente T-
periédica, pues de momento no sabemos si ©D®f es una funcién acotada.

Teorema 4.12. Sea f € Cr (RT,R) una funcién absolutamente continua y
a € (0,1). Luego, si °D*f es una funcién acotada, entonces *D*f es una
funcion S-asintséticamente T-periddica.

Demostracion. Obvio a partir del Lema 4.11 anterior y la Nota 4.3. O
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Nota 4.4. Si suponemos que f es una funcion tal que f(*=1 es absolutamente
continua (f € AC™) entonces, si °Df con o € (n —1,n) es acotada, tenemos
que ©D*f es una funcion S-asintoticamente T-periodica.

Probaremos ahora resultados anélogos a los anteriores, pero para el opera-
dor de Riemann-Liouville.

Teorema 4.13. Sea f una funcion tal que f € Cr(R,R) y f € AC™(R).
Luego st D*f, con a € (n — 1,n), es una funcion acotada, entonces D[ es
una funcion S-asintéticamente T-periodica.

Demostracion. Sea f una funcién en las condiciones del enunciado, pero tal que
D f no es S-asintéticamente T-periddica. Consideremos en tal caso la funcion
f = f — f(0); es entonces obvio que f € Cr(R,R) y f € AC™(R). Teniendo
en cuenta que en tal caso CD"‘f(t) = D?f (t), concluimos asi que CDf no es
una funcién S-asintoticamente T-periodica, lo cual es necesariamente falso. [

En el siguiente teorema, cuya demostracion estd motivada por los resultados
publicados en [40], asumiremos que I®f es una funcion acotada.

Teorema 4.14. Sea f € Cr(R,R) tal que I*f, con o € (0,1), es una fun-
cion acotada. Tenemos entonces que I¢f es una funcion asintdticamente T-
periddica.

Demostracion. Por comodidad y brevedad emplearemos la notacién

¢
o(t) = I (1) = ﬁ/o (t— "1 f(s)ds, t>0.

Ahora, para cada n € N, consideramos las siguientes funciones: ¢, (t) =
ot +nT) y O,(t) = supgs, ¢x(t) con t > 0. Dado que I*f es una funcion
acotada, ¢, y ®, también son funciones continuas y acotadas en Rt. Ademas,
tenemos que ®,,41(t) < ®,(¢) para todo n € Ny t € RT. Por otra parte,
empleando la hipotesis de T-periodicidad sobre la funcién f, concluimos que

lim ®,(t) = lim |supy(t+ kT)| = limsup p(t + nT)

n—00 n—00 |: E>n } n—s00

t+nT )
= limsup —— t4+nT —s)* " f(s)ds
mswp s [ =1 £(s)

1 t
= lirir;sogp (o) /nT(t — ) f(r 4 nT) dr

1 t
= limsup —— / (t—s)* 1 f(s)ds,
¢

n—r00 F<a> —nT
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donde hemos empleado el Lema 4.5 anterior.
Teniendo en cuenta ahora que para cada n € N,

’ /t nT - a 1f( )dS - /tt (n+1)T(t - S)ailf(s) ds‘

_’/t "i)T ) 1f(S)dS‘ < T (nT)* || £lloo.

concluimos que, para cada t € RT, la sucesién (a,),en dada para cada n € N
por

an = / (t—s)*"1f(s)ds
t—nT

es una sucesion de casi-Cauchy en (R, |-|) con un tnico punto de acumulacion
(véase [27]). Por tanto,

lim ¢,(t) =®(t) ¢ R, forallt>0

y en virtud de (4.5), tenemos que

t
o(t) = VI (1) = L/ (t— )" f(s)ds, >0,  (46)
[() /oo

es la integral fraccionaria de Weyl (intimamente relacionada con la integral
fraccionaria de Liouville) de orden « de la funcion f. Conviene observar en
este momento de la prueba que estamos considerando f € Cr(R,R), pero no
necesariamente con media nula.

Es decir, hasta el momento sabemos que (®,),, oy es una sucesion de fun-
ciones que converge puntualmente a la funciéon continua dada por (4.6).

Asi pues, se satisfacen todas las hipotesis del Teorema de Dini |23, 69| y
podemos concluir entonces que (), .y converge uniformemente a la funcion
® en todo subintervalo cerrado de R™.

A continuacién, mostraremos que ® es una funciéon T-periodica. En virtud
del Lema 4.9 anterior y del Teorema de Heine, sabemos que

lim (e(t+nT +T)—@(t+nT)) =0

n—oo

y asi

B(t+T)— B(t) = lim (cpn(t+T) - (Dn(t)>

n—oo

= lim (sup ot +T +kT) —sup p(t + kT))

N—=00 \ k>p k>n
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= lim sup (cp(t +T+nT)—p(t+ nT))

n—oo

= lim (p(t +T +nT)—p(t+nT)) =0.

n—oo

Por tanto, concluimos que ® es una funcién T-peridédica. Tal hecho coincide
para lo mencionado cuando f tiene media nula en [70, p. 348], esto es, cuando
se satisface la condicion (4.4).

La siguiente etapa de la prueba consiste en mostrar que la sucesion de
funciones (®,,),en converge uniformemente a la funcion ® en R,
Sean para cada m,n € N, I, = [nT,(n+1)T] y

Am,n = Sup ‘(I)n(t) - (I)(t)| :
teln,

Teniendo en cuenta ahora que ® es una funciéon T-periédica,obtenemos que

Apn = $up [ sup o4 (t) = ®(t)] = sup |sup (¢ + KT) — B(1)

tely, ' k>n t€ly ' k>n
=sup| sup o(t+kT)— <I>(t)‘ = Ao m+n-
telp ' k>n+m

Dado que por hipotesis I¢f es una funcién acotada, es entonces claro que
limg_,o0 Ag, s = 0. Por tanto, dado € > 0 arbitrario, existe N € N tal que para
todo k > N,

A()’k = sup I‘I)k(t) = (I)(t)| < € (47)
tely

Dado ahora ¢t € RT arbitrario, existe m € N tal que t € I,,, y en virtud de
(4.7), para n > N, tenemos que

Am,n = Ao,min = Sl}p |Pn (1) — @(1)| < e.
teln

Esto es, para n > N, debe ser necesariamente

sup |D,(t) — D(t)| < e,
teR+

o lo que es equivalente, la sucesion de funciones (®y,), oy converge uniforme-
mente a la funcién ® en R*.

Si en lugar de ¢, consideramos para cada n € N

Va(t) = fnf op(t) = Inf o(t +kT),
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podemos entonces probar de modo andlogo a lo mostrado antes, que (¥y), cy
también converge uniformemente a la funcion ® en el conjunto RT.

A continuacion, probaremos que

lim ¢(t) — ®(t) =0.

t—-+o0

Dado que

W (1) = fuf @i(t) < pu(t) < SUD (1) = Do (1)

y teniendo en cuenta que (®,,),cn, (Un),ecn converge uniformemente a ® en
R*, concluimos que (¢p), oy también converge uniformemente ® en R*.
Asi pues, dado € > 0 arbitrario existe N € N tal que paran > N,

lon(t) — ()] < g para todo t € R,
y tenemos asi que
lp(t) — ()] < [o(t) =@n(t)] + len(t) = R@)] < [o(t) — en(t)] + % (4.8)
En virtud ahora del Lema 4.9, para el € > 0 fijado anteriormente, existe S > 0

tal que si t > S entonces

ot +T) = o(t)] < 5=

Teniendo en cuenta esto ultimo, concluimos que para t > S,

lp(t) — @t +nT)| < |p(t) — @t + T)| + et +T) — pt + 27|
+ -+t + NT) —o(t+ (N —1)T)|

g €
<—N-=

o (4.9)

lp(t) —@@)] < 5 +

5.
Por tanto, teniendo en cuenta (4.8) y (4.9), concluimos que, para t > S
c €
2

6 —_—
5=
y entonces

lim (®(t) — ¢(t)) = 0.

t—o00

El resultado enunciado se sigue ahora a partir de la identidad obvia p(t) =
D(t) + (p(t) — 2(1)). O
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Teorema 4.15. Sea a« > 0, « € [n—1,n) conn € N. Si f € Cp(R,R),
f € AC™(R) y la integral fraccionaria I~ f es una funcion acotada entonces
CDYf es una funcion asintéticamente T-periédica.

Demostracion. Teniendo en cuenta la definicién de la derivada fraccionaria de
Caputo y el Teorema 4.14 anterior, el resultado enunciado es claro; en efecto,
pues la derivada de orden entero de una funcién T-periddica es nuevamente
una funcién T-periodica. O

A continuacion, enunciamos y probamos un resultado andlogo para la de-
rivada fraccionaria de Riemann-Liouville

Teorema 4.16. Si f € Cp(R,R) y la integral fraccionaria I'=%, con o €
(0,1), es una funcion acotada, entonces D*f es una funcion asintéticamente
T-periodica.

Demostracion. Teniendo en cuenta que D*f (t) = D' (I~ f) (t) y el Teorema
4.14 anterior, podemos escribir

Def(t)=D' (fi+ f2) (1) = fi' (1) + (1),

donde f1 € Cr(RT,R) y f2 € Co(RT,R).
Dado que fi’ € Cp(RT,R) y D*f es una funcién acotada, tenemos entonces
que
max {h’m sup | f2'(t)], lim inf |f2'(t)|} < +o0.
t—+o00 t—+00

Si

3 ! _ 1z . ! _ 3 ! _

lim Sup f2(t) =lminf fort) = lim fy'(t) =d € R,
entonces D®f (t) = (fi'(t) +d) + (f2'(t) —d), y el teorema estaria probado. En
otro caso, esto es, si

¢ / z 3 !/ _
dy = Eglilop f2 () > liminf f5(t) = do,

podemos escribir entonces D*f (t) = (f1'(t) + f3(t)) + (f2'(t) — f3(t)), de modo
que f3 € Cr(R*,R) y

dy =1 t dy = liminf fo'(t
1 1133520”3( ), 2 = Hminf f5'(2),
finalizando asi la prueba del resultado enunciado. ]
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Los resultados mostrados anteriormente muestran la importancia de co-
nocer cuando la integral fraccionaria de orden o € (0,1) de una funciéon 7-
periddica es una funcién acotada. En lo que sigue, abordaremos tal cuestion.

Teorema 4.17. Sean f € Cr(R,R) y a € (0,1). Entonces, I®f es una funcion

acotada si, y solo si,
T
/ F(#)dt = 0. (4.10)
0

Demostracion. Supongamos inicialmente que I*f es una funcién acotada.
Dado que f es una funcién T-periddica, en virtud de ciertas propiedades
elementales de la transformada de Laplace [89], se tiene que

S

SEIIS) () = SLIf](5),

donde L [I*f] y L]f] denotan respectivamente a las transformadas de Laplace
de las funciones I*f y f. Por tanto, en virtud ahora del Teorema 4.14 anterior
y [38, Theorem 1], tenemos que

lim s L (I*f / lim /

s—0t ( 1®) —+UF$afT f(®)

Por tanto, ahora es claro que si la integral fraccionaria /“f es una funcion
acotada, entonces debe satisfacerse (4.10).

Supongamos ahora que (4.10) es cierto, probaremos que en tal caso I®f es
una funciéon acotada. En virtud de (4.5), tenemos que

0

@ ="Ir ) - dm [ (=)™ f(s) ds. (4.11)
neN v —nT

Dado que la integral de Weyl de una funcién T-periodica que satisface (4.10)
es nuevamente una funcion T-periodica (véase |70, p. 348]), concluimos que
el primer sumando del segundo miembro de (4.11) es una funciéon acotada.
Ademas, para el segundo sumando se tiene que, para cada n € N,

/OPW“fM_ZfU t— )7L f(s) ds

—nT

n

T . —1 . = T . —1
:Z/O (t —r+47) f(r—]T)dr:;/o (t —r+5T)* 1 f(r) dr

j=1

= T . —1 4 = T . .
:jz::l/o (t—r+jT)* " f (T)dr—jzz:l/o (t—r+T)f (r)dr
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n

<c Z(t + (-1t - En:(t — i)t =t (4.12)

j=1 j=1
donde
T T
c_/ @) dt—/ f(t)dt > 0. (4.13)
0 0
Analogamente, para cada n € N, se puede probar que
0
/ (t—s)* 1f(s)ds > —ct* L. (4.14)
—nT
Asi pues, teniendo en cuenta (4.12) y (4.14), deducimos que
0
—ct*l < / (t— )" Lf(s)ds < ct?
—nT

y asi, empleando finalmente el teorema del emparedado, concluimos que

0
lim lim t— )2 1f(s)ds = 0.
i i, [0 9700

Por tanto, hemos mostrado que I f es una funcién acotada. Esto finaliza
la prueba del resultado enunciado. O

Nota 4.5. Conviene observar que en la segunda parte de la prueba del Teorema
4.17 anterior, hemos probado que si f € Cp(R,R), o € (0,1) y se cumple
(4.10), entonces la integral fraccionaria I*f es una funciéon asintoticamente
T-periddica. Observemos también que en la primera parte de la prueba del
Teorema 4.17, hemos empleado la tesis del Teorema 4.14 anterior.

Nota 4.6. En [85], los autores estudian resultados similares a los previamente
aqui mostrados. En cualquier caso, conviene notar que a la hora de probar
afirmaciones similares a la tesis del Teorema 4.17, debemos ser especialmente
cuidadosos al hablar de lim;_,o, I®f(t), pues in general, tal limite no tiene por
qué existir. Por ejemplo, para o € (0,1), limy_,oo 1% sen (t) no existe tal limite
(véase la Figura 4.1).

Nota 4.7. Para a > 1 no es posible afirmar nada sobre la acotacién de la
integral fraccionaria I*f. En efecto, pues por ejemplo por para a € (1,2)
tenemos que,

I%sen (t) = I Tt sen(t) = 17! (—coss + 1) (t),
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que es claramente una funcién no acotada en R*. Sin embargo,
I%cos (t) = I ' cos(t) = I ' sen (t).
Luego, I“ cos si seria una funcién acotada en R*.

Corolario 4. Sea a € (0,1) fijo. Si f € Cr(R,R) es tal que no satisface (4.10),
entonces

lim I9f (t) = sgn(/OTf(t) dt)oo.

t—o00

Demostracion. Consideremos ¢ = ¢/T', donde c viene dado por (4.13), y defi-
namos la funcién f como f = f —¢. Tenemos entonces que f € Cp (R,R) y que
(4.10) es cierto para f. Asi pues, dado que

. . &

If () =1°f (t) +1%C(t) =1 f (t) +
el resultado enunciado es ahora claro. O

Consideremos ahora la casi-periodicidad de la integral fraccionaria de una
funcion periddica dada. Por claridad emplearemos la siguiente notacion: AAP
denotaré al conjunto de las funciones casi-asintéticamente periddicas, S—APrp
seré el conjunto de las funciones S-asintoticamente T-periddicas y APy seré el
conjunto formado por las funciones casi-periodicas.

En virtud de la Proposicién 4.7 anterior, sabemos que AAP NS—APr C
APr. Por otra parte, es facil probar que la inclusion APy C S—APr es cierta
(pero APr # S—APr, véase [42, 61]) y es trivial que APp C AAP. Por tanto,
tenemos que

AAPNSAPr = APr.

Pero, en virtud de la Proposicién 4.8 anterior, podemos afirmar que
APNSAPpr = Pp, (415)

donde Pr(R) denota al conjunto de las funciones T-periddicas.
Asi, teniendo en cuenta las observaciones anteriores, obtenemos el siguiente
resultado.

Teorema 4.18. Si f € Cr(R,R) y I*f, con o € (0, 1), es una funcion acotada,
entonces I*f no es una funcion casi-periddica.
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Demostracion. Supongamos que la integral fraccionaria I f fuese una funcién
casi-periddica. Por otra parte, en virtud del Teorema 4.10 anterior, I*f es
una funcion S-asintoticamente T-periodica. Por tanto, en virtud de (4.15), la
funcién I f seria una funcién T-periodica, lo cual contradice el Teorema 4.4
anterior. O

Nota 4.8. Razonando de forma similar a lo mostrado antes, podemos obtener
resultados analogos para las derivadas fraccionarias de Riemann-Liouville y
Caputo de orden « € (0,1).

4.1.4. Un ejemplo esclarecedor

Sea, para cada t € R, f(t) = sen(t) y consideremos la integral fraccionaria
de f de orden a > 0. Teniendo en cuenta que

oo
(_1)nt2n+1
sen(t) = Z ——
|
A (2n +1)!
y que para n(t) = (—1)"t>"+1/(2n + 1)!, se tiene que

1 t —1)" 2n+1 1 nta+2n+1
Ian(t): /(t—sa_l( )3 S:( ) :
') Jo (2n+1)! I(a+2n+2)

deducimos que,

1 t X tCH-l 0 - )
Io — _ a1
£ = a7 [ =90 ) = s ;_0: (_;)
totl a a 3
- sy P(L3 FLg 5 -7)

para t >0, donde (A); = A(A+1)---(A+j—1), (A) := 1 denota al simbolo
Pochhammer y 9F} es una funcién hipergeométrica generalizada [1].

Para a = 1/2 la expansion en serie de potencia en el infinito viene dada
por

\/I (t) (t)
sen(t) — cos
IV2 )~ L2 4 _—

F® VT V2
por lo que tenemos que I'/2f es una funcién acotada.
Sin embargo, para o = 3/2 se tiene que

2V/t _ sen(t) + cos(?)
VT v2 oo
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luego I3/2f es una funcién no acotada.
Dado que para « > 0 arbitrario el primer sumando de la serie de potencias
mencionada anteriormente es

3 (—(a = 3)a+t* - 2)
I'(«)

concluimos que, I f es una funcion acotada si y solo si a € (0, 1].

Moannnnn

0,54

T s

t

Figura 4.1: Grafica comparativa de las funciones I'/?sen () (izquierda) y
I'/2 (sen(r) + 1) (t) (derecha) para t € [0, 50].

En resumen, para a € (0,1) la integral fraccionaria I® sen (t) es una fun-
cion acota y S-asintoticamente 27-periddica. Ademds, bajo tales condiciones,
I%sen (t) es una funcion asintoticamente 2m-periddica, pero no es una funcion
casi-periddica.

Hemos obtenido que para a € (0,1), la integral fraccionaria I“f de una
funcién T-periddica es una funcion acotada si, y solo si, la media de f es nula.
Por otra parte, también hemos enunciado y probado condiciones suficientes
sobre f para que I®f sea una funcién S-asintéticamente periddica y/o asin-
toticamente periddica. Los resultados que involucran a integrales fraccionarias
son ademds muy ttiles a la hora de probar hechos analogos o similares para el
caso de derivadas de orden fraccionario en el sentido de Caputo o Riemann-
Liouville. También cabe indicar que los resultados probados en esta seccién
podrian ser tutiles a la hora de entender el comportamiento de ciertos fenéme-
nos modelados empleando ecuaciones diferenciales de orden fraccionario como
los considerados, por ejemplo en [87, 49].
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4.2. Sumas y diferencias de orden fraccionario

En la actualidad, el célculo fraccionario discreto, que involucra a sumas y
diferencias de orden fraccionario, se encuentra mucho menos desarrollado que
su version continua.

Podriamos decir que el interés moderno por el célculo fraccionario discreto
se inici6 con [60]. En [6] es posible consultar informacion detalla sobre defini-
ciones y propiedades de los operadores fraccionarios discretos. Por otra parte,
en |14, 15, 82, 31, 34| se han estudiado también cuestiones relacionadas con el
calculo fraccionario discreto.

4.2.1. Algunas definiciones y resultados elementales

En este epigrafe asumiremos la propiedad de suma vacia; esto es, si a > b
entonces

Y ft)y=o. (4.16)

Por otra parte, dado ¢ € R, emplearemos la notacion N, = {¢,t +1,t+2,... }.
A continuacién, presentamos las definiciones de diferencia y suma de orden
fraccionario, que fueron introducidas originalmente en [60].

Definicion 4.19. Sea a > 0, la suma fraccionaria de f orden o con punto
base a € Z se define como

A;O‘f(t):1§(t—s—1)(°‘_1)f(s), t=(a+a) méd1l, (4.17)
I'(«)

donde f es una funcion definida para s = a méd 1 y la funcion factorial
decreciente estd definida, para o € R, como

T(t+1)

Y ti1-ad¢{..,-3,-2,-1
" Ti+i—ay (Fimafle=3-2-1)
£ = 1, a=0

0, t+l-ae{..,—3,-2 1}

Conviene observar que A;“(t) esta definida para ¢t = (a + @) méd 1. En
particular, la imagen por A;® de una funcién definida en N, es otra funcion
cuyo dominio es Ng 4.
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Nota 4.9. El origen de la Definicion 4.19 anterior se encuentra en una generali-
zacion de la formula discreta de Cauchy que expresa la suma iterada m veces,
con m € N, como una tnica suma

SN DT Flkm) Zt—kﬂ D f(k),

donde t, k; y a son numeros enteros tales que a < k; < k;_1 < t. Conviene
indicar entonces que la expresion anterior juega el papel andlogo de la formula
de Cauchy para las integrales iteradas.

Otra justificacion de la Definicion 4.19 anterior puede consultarse en [60],
donde los autores consideran ecuaciones en diferencias lineales y estudian la
funcién de Green asociada.

Ahora, después de la nociéon de suma fraccionaria de orden v > 0, la idea de
diferencia fraccionaria de orden arbitrario (es decir, no necesariamente entero)
aparece de modo natural. Al igual que en el caso continuo, uno podria sentir
la tentacion de cambiar directamente « en (4.17) por —a. Sin embargo, para
obtener una definicién de interés, es necesario proceder con mas cuidado.

Sea, para n € N, A" el operador en diferencias progresivas de orden n, esto
es,

A" f(s) kzi:( ) "R (s + k).

A continuacion, presentamos dos posibles definiciones del operador en dife-
rencias progresivas de orden fraccionario. Puede consultarse més informacion
sobre estos operadores puede consultarse en, por ejemplo, [34].

Definicion 4.20. Sea o > 0 tal que n —1 < a < n, con n € N. El operador
diferencia de Caputo de orden o de f estd definido como

CAF(t) = AT IARf(t)
1 t—n+a

= T ) Z (t—s—1)""2"DAf(s), € Nyta

s=a

Definicion 4.21. Sea o > 0 tal que n — 1 < o < n, con n € N. El operador
diferencia de Riemann-Liouville de orden o de f estd definido como

RLAg‘f(t) - A"A;(”_O‘)f(t), t € Nova.
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Nota 4.10. Obviamente, para a € N, las diferencias fraccionarias de Caputo y
Riemann-Liouville coinciden con el operador en diferencias progresivas usual
de orden n.

Conviene también resaltar que hemos empleado el mismo simbolo para re-
ferirnos a las sumas y a las diferencias: A. Asi pues, emplearemos la notacion
A7 “ para referirnos a la suma fraccionaria de orden o > 0, mientras que reser-
varemos la notacion A (sin el signo menos) para las diferencias fraccionarias
de orden a > 0

Continuamos ahora enunciando algunos resultados utiles que relacionan las
definiciones anteriores. Emplearemos estos resultados en razonamientos poste-
riores.

Como en el caso continuo, son bien conocidos ciertos resultados sobre la
composiciéon de sumas fraccionarias.

Teorema 4.22. Sean f: Ny — R y o, 5 > 0. Tenemos que
AJONTPf() = A @B f(1) = AZPATYf(t), para todo t € Nyioyp

La siguiente transformada, junto con el Lema 4.24 siguiente, presentados
originalmente en [14], también nos sera de gran utilidad mas adelante.

Definicion 4.23. La transformada discreta R, de una funcion f: N, — R
viene dada por

Ro[f()](s) = Z (S Jlr 1)t+1f(t), s> 0. (4.18)
t

Lema 4.24. Para o >0y f: N, — R, se tiene que
Rata A% f(1)](s) =s ¥Ry [f(t)] (s), para todo s> 0.

Por supuesto, para funciones definidas en conjuntos de la forma N,, con
a € R, también podemos considerar los conceptos de funciéon S-asintoticamente
(Definicion 4.3 anterior) periddica y funcion asintéticamente periddica (Defi-
nicion 4.2 anterior).

Definicion 4.25. Diremos que una funcion f: N, — R es asintdticamente
periodica si podemos expresarla como f = fi1 + fo, donde fi1 es una funcion
periddica en Ny y

lim fo(t) = 0.

t—o00
teN,
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Definicién 4.26. Diremos que una funcion f: Ny — R acotada es S-asinto-
ticamente periddica si existe N € N tal que
lim (f(t+ N)— f(t)) =0.

t—o00
teNg

En tal caso, diremos que f es S-asintéticamente N -periddica.

4.2.2. Resultados sobre periodicidad y
periodicidad S-asintética

Los siguientes resultados muestran propiedades relacionadas con la periodi-
cidad de la suma y diferencia de orden fraccionario de una funcién f: N, — R.

Teorema 4.27. Sean o > 0, o« ¢ N, y f: N, — R una funcidn no idén-
ticamente nula N -periddica, con N € N. Entonces la funcion AZ% no es M-
periddica para ningin periodo M € N,

Demostracion. Consideremos inicialmente a = 0 y 0 < o < 1. Supongamos
que existe una funcion N-periodica f: Ng — R tal que A;“f es una funcion
N-periddica. Esto es, asumamos que

t—a
u(t) = Ag*f(t) = ﬁ > (t—s=1)Vf(s), teN,,
s=0

es una funcién N-periodica. Considerando ahora la transformada R._; intro-
ducida en (4.18), concluimos que

Ro-1[u(t)](2) = Ra-1[Ag* f(1)] ()
-y (i)tHAgo‘f(t), 2> 0.

t=a—1
Ademas, en virtud de la propiedad (4.16) de suma vacia, tenemos que
=
=N (t-s—1)@Dfs) =0
)= 25— =0

S

podemos escribir Ro—1[u(t)] = Ra[u(t)] y en virtud del Lema 4.24 anterior,
concluimos que

Ro[u(t)](2) = 27“Ro[f(t)](z), paratodo z > 0.
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Por tanto, hemos probado que

g(zilyﬂA °f ai<

t+1
2.5 1) f(t), paratodo z> 0.

(4.19)
Teniendo en cuenta ahora las hipétesis de N-periodicidad sobre la funcion
fy N-periodicidad sobre la funcién u =

Ay f, podemos reescribir la identidad
(4.19) anterior como
atN-1 e t+Nr N-L e t+1+Nr
203 () = ()
> A (45 PIFIODIN Core
t=o r=0 t=0 r=0

o equivalentemente,

(z—i—l)N a+N-1

1o\t
m t:Za (z+1> A f(t)

+DN 1 e
D=1 & (z+1) f®)
y asi, para z > 0 tenemos que
a+N-1
1 Nt
2 3 (553) Aot =
t=«
Vo N-1
a7 Y, t+1
= (z+ 1)V N( e <z+1) £(1). (4.20)
t=0
Considerando ahora para cada z > 0
at+N-1 N-1
1 \t+1 t+1
P (L) agesa ()"0,
©= % (F1) a0 vy =X () 10

podemos reescribir la identidad (4.20) anterior como

- N _
2*P(z) = (2 + 1)N—NWQ(Z), z>0,
esto es,

S ; v(z+1)7Y =1 ,
2% g psz:(z+1)N_N(z+1)N_1 g g;7’, 0<z<l (4.21)
j=0 j=0
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Haciendo z — 0T en ambos miembros de la identidad (4.21) anterior y em-
pleando la regala de L’Hopital, concluimos que gg = 0. Asi pues,

00 N 00

A _~(z—|—1)N—1Z i
E ij] = (Z + 1)N Nm quj oz’ 0 <z < 1,
=0 =1

y haciendo nuevamente z — 07, deducimos ahora que py = 0. Observemos
aqui la importancia de la condicién inicial 0 < o < 1.

Por tanto, repitiendo este mismo argumento, concluimos que p; = ¢q; = 0
para todo j € Ny y luego debe ser P(z) = Q(z) para todo 0 < z < 1. Esto es,

a—i—N—l

> (1) a0

es decir, Ay f(t) =0y f(t)
mente.

La demostracion para a € R y a > 0 arbitrarios se sigue ahora facilmente.

O

=

1 t+1
(z—i—l) f(t) =0, paratodo0<z<1,

N\

0 para todo t € N, y todo t € Ny respectiva-

Corolario 5. Sea a >0, « ¢ N, y f: Ng — R wuna funcion N-periddica. La
diferencia fraccionaria de orden « de f, CAS‘f, no es una funcion N -periddica
para ningun periodo N € N.

Demostracion. Teniendo en cuenta que para cada n € N la diferencia pro-
gresiva de orden n de una funcién N-periddica es nuevamente una funcion
N-periddica, el resultado enunciado se sigue facilmente teniendo en cuenta el
Teorema 4.27 anterior y la Definicion 4.20. O

Por otra parte, teniendo en cuenta [34, Theorem 3.2|, podemos enunciar el
siguiente resultado.

Teorema 4.28. Sean o > 0, « ¢ N N e N N > 19y f: N, — R una
funcion N -periddica. Se tiene que

lim (A;*f(t+ N)—A;*f(t) =0.

t—+o00

Empleando ahora el Teorema 4.28 anterior, podemos obtener el siguiente
resultado.

Corolario 6. Sean o >0, a ¢ N, Ne N, N > 1y f: N, — R una funcion
N -periodica. Se tiene que

lm (CAJf(t+ N) —CA;¥f(t)) =0.

t—+o0
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Demostracion. Basta tener en cuenta que para cada n € N el operador dife-
rencia progresiva de orden n de una funciéon N-peridédica es nuevamente una
funcion N-periodica y aplicar Teorema 4.27 anterior. O

Teorema 4.29. El enunciado del Corolario 6 anterior también es vdlido para
el operador diferencia fraccionaria de Riemann-Liouville de orden o > 0.

Demostracion. Probaremos que si u = A"A;(n_a)f, con n = [a] € N enton-
ces

lim u(t+ N) —u(t) = 0.

t—o00

Empleando la hipotesis de N-periodicidad de la funciéon f, se tiene que

" /n <_1)n—k: t+N+k—nta
= ( )r—_ > t+N+E—s—1) V()

s=a
n—k ttk—nta

- n (_1) n—o—
_kzzo(k>m Y (t4 ks ) (s)

S=a
n _ L ttk+nta
n\ (—1)"* o
b btk s— 1)n—a)
(Niate X (k-s-10 D

0 s=a—N
n a—1
n (_1)n—k o
ED"™ NS (o p— s — 1)aD f(s).
()ials X (t+k-s—1 i

k=0 s=a—N

El resultado enunciado se sigue ahora de modo completamente similar a lo
mostrado en [34, Theorem 3.2]. O

Nota 4.11. Para poder afirmar que las funciones A;%f, CA%f o REA% f son
S-asintoticamente periddicas, es necesario (de a cuerdo con la Definicion 4.26
anterior) que tales funciones son acotadas. Es decir, los resultados anteriores
no afirman la propiedad de S-periodicidad asintética para ninguna de ellas.
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4.2.3. Resultados sobre periodicidad asint6tica

En el siguiente resultado, asumiremos que A, *f es una funcién acotada,
siendo f una funcién periddica.

Teorema 4.30. Sea f: Ny, — R una funcion N-periddica, con N € N, N >
1. St A%, con 0 < a < 1, es una funcion acotada, entonces A, f es una
funcion asintéticamente N -periddica.

Demostracion. Por brevedad y comodidad emplearemos la siguiente notacion,

#ﬂﬂ::A;af@)zIi;)iz@——s—])m_”fﬁy L€ Nosa

Ahora, para cada n € N, consideramos las siguientes funciones

on(t) =t +nN), t€Nyia;
(pn(t) = sup Sok(t)a te Na-l—oz-
k>n

Dado que ¢ es, por hipoétesis, una funcién acotada, las funciones ¢, y @,
también son funciones acotadas en N, 1, para todo n € N.

Ademas, teniendo en cuenta la hipotesis de N-periodicidad de la funcion
f, obtenemos que

lim ®,(t) = lm [supp(t+ kN)| = limsup p(t + nN)

n—+o00 n—+0oo k>n n——+oo
t+nN—«a
=1 o t+nN—s—1)@b
im SUBESS Z::a (t+nN—s—1)"Df(s)
t—a
. 1 (a—1)
=limsup —— (t—s—1) f(s+nN)
n—+00 F(a) s=a—nN
1 t—a
=limsup —— t—s— 1D Drs).
mowp oy 30 (==

Teniendo en cuenta ahora que

t—a t—a
Y s DR - Y (s = DTS =
a=a—nN s=a—(n+1)N
a—nN-—1
= > (t=s=DVIE) S N|fllolt —a+ (n+HN)O
s=a—(n+1)N
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Nt—a+n+1)N+1)
I't—a+(n+1)N+2—-a)’

=N flloo

concluimos que para cada t € Ny, la sucesion (a,)nen dada por

t—a
4 = Z (t—s— 1)(a_1)f(s), para cada n € N,

s=a—nN

es una sucesion de casi-Cauchy en (R, |-|) (véase [27]). No obstante, teniendo
en cuenta la hipotesis sobre la acotacion de la funcion A * f, concluimos que
(an)nen es una sucesion de casi-Cauchy con un dnico punto de acumulacién en
(R, |-]). Por tanto, podemos considerar

O(t) = lim ®,(t) € R, paratodo t € Ngyq,.
n—-+00
Asi pues, hemos probado que para todo t € Ny 14,

®(t) = Ln f (t—s—1)Vfs)eR. (4.22)

A continuacién, probaremos que la funcion ® definida en (4.22) es una
funcién N-periddica. En virtud del Teorema 4.28 anterior y del Teorema de
Heine, tenemos que

lim @(t+nN+N)— ot +nN)=0.

n—-+00

Por tanto,

B(t+ N)—0(t) = lfm @p(t+ N) — Dy(t)

n—-+oo

= lim <supg0(t+N+kN) —supgp(t+kN))

n=00 \ k>n k>n

=limsupp(t+ N +nN) — p(t +nN)

n—-+0o0o

= lim o(t+ N+nN)—@(t+nN)=0.

Ahora es claro que ® es una funcién N-periddica.

Es decir, hemos probado que (®,),cn es una sucesion de funciones que
converge puntualmente a la funcion @ introducida en (4.22).

A continuacién, mostraremos que, en realidad, la sucesién de funciones
(®),)nen converge uniformemente a la funcion ® en N,i,. Para ello, dados
n,m € N, consideraremos el conjunto

I,={a+a+nNa+a+nN+1,...,a+a+ (n+1)N}

126



y definimos

Ay = sup | @y (t) — ®(t)] € R.
teln,

Teniendo en cuenta ahora que ® es una funciéon N-periddica, deducimos que

A = sup [supr(t) = (8)| = sup |sup p(t + kN) — @ (1)

teln ' k>n teln ' k>n
=sup| sup @(t+kN)— <I>(t)‘ = Ao m+n-
telp ' k>m4n

Dado que, por hipotesis, la funcion A, “f es acotada, es claro ahora que

lim A075 = 0.

S§—00

Por tanto, dado € > 0 existe M; € N tal que, para todo k > M; tenemos que

Ao = sup | @x(t) — B(1)| < <. (4.23)
telp

Asi pues, dado t € Ny arbitrario, existe m € N tal que t € I,,, y entonces,
en virtud de (4.23), para k > M;, tenemos que

Am = Aomin = SUP |On(t) = B(t)] <&
t€lny,

Es decir, para n > My,

sup |®,(t) — D(t)] < ¢,

teNa+a

o equivalentemente, (®,),en converge uniformemente a la funcion ® en el
conjunto Ng 4.
Si en lugar de ®,, consideramos, para cada n € N

Un(t) = fnf oi(t) = Inf o(t +kN),

podemos probar entonces de modo similar a lo visto anteriormente que la
sucesion de funciones (¥, ),en también converge uniformemente a la funcion
® en el conjunto Ng4q.

Finalmente, probaremos que

lim ¢(t) — ®(t) = 0.

t——+o0
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Dado que

U, (t) = inf @i (t) < pn(t) < suppi(t) = ®,(t), paratodo n €N,
k>n k>n

y las sucesiones (®p,)nen v (¥h)nen convergen uniformemente a la funcion @
en el conjunto Ngi,, concluimos que la sucesion (¢p)nen también converge
uniformemente a la funcion ® en Ny . Asi pues, dado € > 0 existe My € N
tal que para todo n > Ms

pn(t) — @(1) <
y tenemos entonces que
p(t) = @D)] < lep(t) = @n(B)] + lon(t) = 2()] < |o(t) — @nlt)] + % (4.24)

En virtud ahora del Teorema 4.28 anterior, existe 7" > 0 tal quesit > Ty
t € Ngyq, entonces

, paratodo t € Ngyiq,

| ™

€
ot +N) = p()] < 5
Teniendo en cuenta ahora la tltima desigualdad, para t > T tenemos que

lp(t) — ot +nN)| <|p(t) — @t + N)| + |t + N) — o(t +2N)|

+ -+ ot +nN) —@(t+ (n — 1)N)|
€ €
<—n=—. 4.25
o 2 (4.25)
Por tanto, teniendo en cuenta (4.24) y (4.25), concluimos finalmente que para
t>T,
€

228.

p(t) — (B < 5 +

Esto es,
lim ®(t) —p(t) =0

t—+o0

El resultado enunciado se sigue ahora teniendo en cuenta la identidad
p(t) = @(t) + (p(t) — 2(1)). O

Corolario 7. Sea f: N, — R una funcion N-periddica y o > 0. Si CAg‘f
es una funcion acotada, entonces CASf es una funcion asintéticamente N -
periddica.

Demostracion. Teniendo en cuenta que para n € N la diferencia progresiva
de orden n € N de una funcién N-periddica es nuevamente una funciéon N-
periddica, el resultado enunciado se sigue a partir del Teorema 4.30 teniendo
en cuenta la Definicion 4.20. ]
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Corolario 8. Sea f: N, — R wuna funcion N-periodica y 0 < a < 1. Si
A —(1- . .

la funcion Aa( @) e acotada, entonces la suma fraccionaria VA f es una

funcion asintéticamente N -periddica.

Demostracién. Teniendo en cuenta que REAS f = AlA;(l_a)f y el Teorema
4.30 anterior, tenemos que

REASF(t) = AY(fi + f2) (1), t € Noga,

donde f; es una funcién N-peridédica y fo es tal que
tilgloo fQ(t) =0

(1

Dado que A'f; es una funcién N-periédica y A, _O‘)f es una funcién

acotada, tenemos que

7z e 1 Z. . 1
maX{lgigoplA Fo@)] Mfminf AL fo(2)[} < oo,

Asi pues, si

, 1 _ 1z . 1 A ’ 1 _
limsup A" fa(t) = 1§L“+1&fA fa(t) = tl}_rglooA f(t)=deR,

t——+o0

entonces REACf(t) = (ALfi(t) + d) + (Al f2(t) — d), y entonces el resultado
enunciado estaria probado. En otro caso, esto es, si

dy = limsup A fo(t) > liminf Al fo(t) = do,

t—-+00 t—r+o00
entonces podemos escribir RBEAYf(1) = (ALf(t) + f3(t)) + (Al fa(t) — f3(t),
siendo f3 una funciéon N-periédica de modo que

dy = 1113;gop fat) vy da= ltlglJrlglof f3(t).

Esto finaliza la prueba del resultado enunciado. O

4.2.4. Acotacion de sumas y diferencias fraccionarias

A la vista de los resultados mostrados en el epigrafe anterior, resulta im-
portante conocer cuando la suma fraccionaria de orden 0 < « < 1 de una
funcién periddica es una funcién acotada. Tal problema serd objeto de estudio
en lo que sigue.

Para ello, inicialmente, necesitamos probar dos resultados relacionados con
la transformada R,. Los teoremas que siguen deberian recordarnos al Teorema
del valor final para la transformada de Laplace.
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Teorema 4.31. [Teorema del valor final para la transformada R,| Considere-
mos f: Ny, = R una funcion arbitraria, se tiene luego que

lim R.[f(t)](s) = lm f(a+n), (4.26)

s—0t n—+00

stempre y cuando el limite del sequndo miembro ezista.

Demostracion. Tenemos que

Ra[arm] =30 () " arn =3 () e - s
t t

) e S () oz
-3 () 0 () ™

o+ 3 () 0 -3 () e

— 3 () 3 () =3 ()
—Ranlso)o i [ 52 ()0 <32 (1) e
—s R [f0]9)— (57) L@ (429

Asi pues, en virtud de (4.27), concluimos que

lim R [Af(8)](s)

s—0t
) ) a+n 1 t+1 a+n 1 1
=Jom tm [30 () fer0-3 () S0
a+n a+n
= tm [> e+ =Y S0
t=a t=a
= lim fla+n+1)— f(a), (4.29)

n——+00

mientras que (4.28) implica que

Tim Ra[Af()](5) = M s Rara[£(1)](s) — f(a). (4.30)
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El resultado enunciado se deduce ahora teniendo en cuenta las identidades
(4.29) y (4.30). O

Nota 4.12. De forma similar a lo mostrado en el Teorema 4.31 anterior, se
puede probar un Teorema del valor inicial para la transformada R,.

Para una funcion periédica no constante f, la identidad (4.26) anterior no
tiene ninguna utilidad, ya que no existe tal limite. Sin embargo, en tal caso,
se sabe (véase |38] para la transformada de Laplace en el caso continuo) que
el segundo miembro de (4.26) proporciona importante informacion sobre la
funcioén f.

Sea f: N, — R una funciéon N-periddica arbitraria con N € N, N > 1.
Tenemos entonces que

a+N-—-1

Ra[f(t)](s):(sj—l_l -1 Z f (s—i—l)tH

y por tanto, en virtud de la regla de L’Hopital,

a+N-—-1 a+N-1

, s—|—1 t+1
51—1>%1+8(s+1 N1 Z 1t <3+1> N Z 1®)

Luego concluimos finalmente que

a+N 1

lim s Ry [f(1)] Z £(t) (4.31)

s—0t

Para funciones asintéticamente periédicas tenemos el siguiente resultado.

Teorema 4.32 (Teorema del valor final generalizado). Sea f: N, — R una
funcion asintdticamente N-periddica con N € N, N > 1. Tenemos entonces

que
a+N-—-1

lim s R, [f Z fi(t

s—07F

siendo f = f1 + fa, con f1 una funcion N-periodica en el conjunto Ny y fo tal
que limy_, oo fo(t) = 0.

Demostracion. Dado que la transformada R, es un operador lineal, tenemos
que

lim s R, [ F() — fi (t)} (s) = lim s Ra[fo()](s) = lim _fo(a+n) =0

s—0t
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y asi, podemos concluir ahora que
a+N-—1

lim s R, [f N Z f1(t) O

s—0t

Teorema 4.33. Sean 0 < a < 1 y f: N, — R una funcion N -periddica no
nula con N € N, N > 1. La suma fraccionaria A;*f es una funcion acotada
sty solo si

Y flk)=0. (4.32)

Demostracion. Empecemos asumiendo que la suma fraccionaria A;“f es una
funcién acotada. En tal caso, empleando el Lema 4.24 anterior y la hipotesis
de N-periodicidad sobre la funcién f, tenemos que

s Rosa [, F(B)](5) =— Ra [f(t)] ()
a+N+1

_8(s+1 Z Sk <s+1)k+1'

Asi pues, aplicando ahora la regla de I’Hopital,

a+N-1

lim s Ryt A, f(1)](s) = lim —— Z f(k (4.33)

s—0+ s—0t 8¢ N

Dado que, por hipdtesis, A, f es una funcion acotada, en virtud del Teorema
4.30 anterior, A;*f es una funcién asintéticamente N-periddica. Por tanto,
podemos aplicar ahora el Teorema del valor final generalizado (Teorema 4.32
anterior) y concluir que

a+N-1

lim s Rata [A;°f(1) N Z f(k (4.34)

s—0t

Por tanto, teniendo en cuenta (4.33) y (4.34), es ahora claro que si A7“f es
una funcion acotada entonces debe satisfacerse (4.32).

Supongamos ahora que (4.32) es cierto y veamos entonces que A “f es
una funcién acotada. Partimos inicialmente de la identidad

a—1

AP =B — —— lm Y (t—s— 1)@ f(s)

I'(«) n—+o0
t=a—nN
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1 o
+ @(t —a—1)*"Yf(a),

donde @ es la funcion considerada en (4.22). Asi, en virtud del Teorema 4.30,
dado que se cumple (4.32), sabemos que el primer sumando de la expresion
anterior es una funcion acotada (ya que es una funcion periddica). Ademaés,
para el segundo sumando, para cada n € N, se tiene que

a—1 n a—14+(1—5)N
> (t=s =1V f(s) Z S s -1)ef(s)
s=a—nN - s=a—jN
n a—1+N
—E: > (t=s+iN =1V f(s=iN)
n a—1+N
—Z D2 (t= s +iN =) Vf()
n a—1+N

—Z S (t—s+iN -1V fi(s)
nsaalJrn

=33 s HiN =DV (s)

j=1 s=a
<c [Z(t — a+jN 2 1)(01_1) A Z(t —a-+ (] _ 1)]\7 o 1)((1—1)

J=1 j=1
:c[(t —a+nN — 1)(0‘_1) —(t—a— 1)(@—1)]

cl'(t —a+nN)
“I(t—a+nN+1-—a)’ (4.35)
siendo
a—14+N a—1+N
. =Y (s >0, (4.36)

con ft =méax{f,0} y f~ = max{—f,0}. Analogamente, para cada n € N, se
tiene que

cl'(t—a+nN)
(t—a+nN+1-—a)

a—1
Y. (t=s—D)OVf(s) > -5 (4.37)

s=a—nN
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Por tanto, en virtud de (4.35) y (4.37), deducimos que

cF(t—a—l—nN) a”l (afl)
_ < s
T(t—a+tnN+1-a) —S:;N(t s~ D)

cI'(t —a+nN)
“I't—a+nN+1-q)

y asi, por el teorema del emparedado, debe ser

a—1

, ’, o o (a—l) _
tlg—noo ngrfoo Z (t 5 1) f(S) =0
s=a—nN

Dado que para 0 < a < 1,

lim (t —a—1)*"Vf(a) =0,

t——+o0
hemos probado entonces que A, *f es una funcién acotada. O

Nota 4.13. Conviene observar que la segunda parte de la prueba del Teorema
4.33 nos permite afirmar ahora que si f es una funciéon N-peridédica no idén-
ticamente nula, o € (0,1) y se satisface (4.32), entonces A, f es una funcion
asintéticamente IN-periddica.

Notemos también que la primera parte de la prueba del Teorema 4.33 de-
pende de la tesis del Teorema 4.30.

Corolario 9. Sean o € (0,1) y f: N, — R wuna funcion N -periddica, con
N eN y N > 1, tal que no se satisface (4.32). Tenemos entonces que

a+N-—1
Jim A7 (8) = sen kz f(k)) .
Demostracidon. Sean
1 a+N—-1 ~
(= kZ ) vy f=f-5



donde el primer sumando es una funcién asintoticamente periodica. Ademas,
parat =n-+a+ «a con n € N, tenemos que

t—« n+a
Z(t —s—1)@7 = Z(n +a+a—s—1)1

T+ T(n) @)
%—i—%l—i- -+ T(a),

donde hemos empleado la desigualdad
nl'(n + «) - nl'(n)
I'(n+1) F'(n+1)

Dado que la serie armonica es divergente, el resultado queda probado. O

=1, paratodo neN y ae€(0,1).

Nota 4.14. Consideremos ahora « € (1,2) y una funcién f no idénticamente
nula y N-periédica con media nula. En tal caso, asumiendo a = 0, tenemos
que
_ —(a—1 A
AFFE) = A VAT (), teN,.

Dado que A, !f es una funcién N-periédica, en virtud del Teorema 4.33 ante-
rior, tenemos que Ay * es una funciéon acotada siempre y cuando

S OAGEf() = (N =1)f0) + (N —=2)f(2) + -+ fF(N —2) =0.
k=1

Conviene también recordar aqui que la integral fraccionaria de orden 1 <
«a < 2 de una funcién peridédica de media nula puede también ser acotada o no
acotada.

4.2.5. Integrales fraccionarias vs sumas fraccionarias

Trabajando con el operador diferencia del conocido como h-célculo, po-
driamos estar tentados a aproximar integrales fraccionarias empleando sumas
fraccionarias. Para més informacion sobre el h-calculo puede consultarse [82].

Sin embargo, si consideramos sumas fraccionarias de orden 1 < a < 2,
tenemos que

nAy ¢ cos(t) = hAa(a_l)hAal cos(t), te€{ha,2ha,...},
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donde (véase [50, Theorem 2.5])

sen(t — h/2)

n " eos(t) = 5 T

1
+§, te{h,2h,...}.

En realidad, nos gustaria tener que, para t € {ha, 2ha, ...},

[I§ cos(s)] (t) = ]_“(104) /0 (t — s)* ! cos(s) ds = h Ay ® cos(t),

pero I§ cos(t) es una funciéon acotada, mientras que h Ay cos(t) no lo es.
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