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Resumen

Se presentan los resultados de la aplicacion de una situacion de aprendizaje elaborada bajo el
marco de la teoria de los registros de representacion semidética de Duval y en el contexto de
la resolucion de problemas que involucran a la funcién logistica; y cuyo objetivo es que los
estudiantes establezcan una definicion del limite al infinito usando el lenguaje coloquial y la
simbologia matematica, en particular, lim;_,., P(t) = a, donde a € R. La muestra fue de
cuatro estudiantes (20-22 afios) voluntarios de una licenciatura en matematicas de la Unidad
Académica de Matematicas de la Universidad Auténoma de Guerrero. Se aplicé en dos
sesiones de 100 minutos cada una, la cuales fueron videograbadas y los estudiantes
trabajaron en equipos en un ambiente de lapiz y papel. Los resultados evidencian el logro del
objetivo planteado.

Palabras clave: Limites al infinito, funcion logistica, situacién de aprendizaje, nivel
superior.

1. INTRODUCCION

La ensefianza y el aprendizaje de los contenidos béasicos del calculo es un proceso complejo y
presenta muchas dificultades a los estudiantes. En ese sentido, Tall (1990) menciona que la
matematica contiene conceptos como el limite y el infinito cuyos significados son complejos, por
ello pueden interpretarse de manera errénea. Artigue (1995) por su parte, afirma que las
concepciones muy dependientes de una “geometria de la forma” no obligan a identificar con
claridad sobre cuéles objetos se lleva a cabo el proceso limite. Sostiene que esta dependencia
causa dificultades en la percepcion del juego sutil entre el cuadro numérico y el cuadro
geométrico que subyace el proceso de limite, e introduce o refuerza convicciones erroneas como
la creencia en que si “geométricamente” un objeto tiende hacia otro, todas las magnitudes que le
estan asociadas tendran por limite valores correspondientes a las magnitudes del objeto limite.

Respecto del concepto de limite, Cornu (1991) afirma que es particularmente dificil, tipica del
tipo de pensamiento requerido en matematicas avanzadas, en razén de que ocupa una posicion
central dentro del Andlisis Matematico como un fundamento de la teoria de aproximacion, de
continuidad, y del Calculo Diferencial e Integral. Sostiene ademas, que una de las mas grandes
dificultades en la ensefianza y aprendizaje del concepto de limite se debe no solamente a su
riqueza y complejidad, sino también a que los aspectos cognitivos no pueden ser abordados desde
un unico punto de vista de la definicion matematica (Cornu, 1991).

Por otra parte, Duval (1998, citado en Engler, et al, 2009; p. 15) afirma que la formacion de
conceptos matematicos implica una coordinacion de sistemas de representaciones gréaficas,
simbolicas y verbales. En ese sentido, en el concepto de limite, el registro numérico se estudia
mediante tablas de valores, el grafico mediante la utilizacion de los ejes cartesianos, el simbolico
sustentado en la simbologia matematica adecuada y el verbal, definiendo el concepto utilizando
palabras coloquiales (Engler, et al, 2009). Artigue (1997), sefiala que la ensefianza tradicional
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tiende a centrarse en una practica algoritmica y algebraica del célculo. A este respecto, varios
investigadores coinciden en que los contenidos del célculo deben abordarse desde diferentes
perspectivas buscando estrategias que contribuyan en una mejor comprension por los estudiantes
(e. gr. Engler, et al, 2008). Asimismo, Tall (1990) sostiene que no es posible hacer més simple
los conceptos complicados del Calculo, pero se pueden dar experiencias mas ricas basadas en
contextos. Por ello, las investigaciones actuales relacionadas con la Didactica del Calculo
proponen una aproximacion mas intuitiva y una metodologia mas activa para su ensefianza, ya
que para los alumnos es un concepto &rido, poco atractivo y demasiado abstracto (Engler, et al,
2008).

Tomando como base estas consideraciones, nos propusimos disefiar y aplicar una situacion de
aprendizaje del concepto de limites al infinito en el contexto de la resolucion de problemas que
involucran a la funcion logistica. Esta es una funcién matematica que aparece en diversos
modelos de crecimiento de poblaciones, propagacion de enfermedades epidémicas y difusion en

. ., ;- . . . , 1
redes sociales. La funcidn logistica simple se define mediante la férmula P(t) = e donde la
variable P puede ser considerada como poblacion, donde e es la constante de Euler y la variable t

puede ser considerada el tiempo.

Para tal objetivo, se elaboraron problemas en torno a enfermedades epidémicas, teniendo como
eje rector a esta funcion. La idea de trabajar sobre enfermedades epidémicas, es motivada por
Diaz (2005), quién presenta varios problemas del contexto en un compendio del tema “Limites y
continuidad” en la Universidad de Sonora, México y en la cual uno de ellos trata precisamente
sobre el contagio de enfermedades. De alli, nuestro interés por presentar al estudiante
universitario, una de las aplicaciones del limite al infinito en la resolucion de problemas que
involucran a la funcion logistica.

El concepto del limite al infinito es objeto de estudio de manera explicita en la escuela mexicana,
desde el Nivel Medio Superior. Sin embargo, es hasta en el Nivel Superior donde se concreta
formalmente su estudio. Este concepto matematico es sumamente importante, ya que es
fundamental en la introduccion de otros conceptos del Célculo Diferencial e Integral y del
Analisis Matematico. Ademas, se usa ampliamente en la cotidianeidad, de manera intuitiva.

2. FUNDAMENTOS TEORICOS
La teoria de los registros de representacion semiética de Duval

Para Duval (1997), los registros de representacion semiética son producciones constituidas por el
empleo de signos que pertenecen a un sistema de representacion, el cual tiene sus propias
compulsiones de significado y de funcionamiento. Asi, una figura geométrica, un enunciado en
lengua natural, una férmula algebraica, una grafica, son representaciones semidticas que
pertenecen a sistemas semioéticos diferentes. Se considera generalmente a las representaciones
semidticas como un simple medio de exteriorizacion de las representaciones mentales para fines
de comunicacion, es decir, para hacerlas visibles o accesibles a otros. En ese sentido, los registros
de representacién semidtica juegan un papel fundamental en la actividad matematica.

Duval (1997) hace hincapié en la importancia porque en la actividad matematica, se movilicen
varios registros de representacion semiotica (figuras, gréaficas, escritura simbdlica, lengua natural,
etc...) en el transcurso de una misma tarea, o bien como elegir un registro en lugar de otro.
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Asimismo, sefiala que la coordinacion de varios registros de representacion semiotica desde esta
perspectiva tedrica, aparece como fundamental para una aprehension conceptual de los objetos,
en donde es necesario que el objeto no sea confundido con sus representaciones y que se le
reconozca en cada una de ellas. Bajo estas dos condiciones, de acuerdo con Duval (1997), una
representacion funciona verdaderamente como representacion cuando este facilita el acceso al
objeto representado.

Por otra parte, este investigador sefiala que la existencia de varios registros de representacion
semidtica permite hacer cambios de un registro a otro, cuyo objetivo es efectuar tratamientos de
una manera mas econOmica y mas potente. Ademds, menciona que dichos registros se
complementan, ya que toda representacion es cognitivamente parcial con respecto a lo que ella
representa y entonces, de un registro a otro los aspectos del contenido de una situacion
representados son diferentes. De esta manera, la conceptualizacion implica una coordinacion de
registros de representacion.

De acuerdo con Duval (1997) la conversion de una representacion es la transformacion de esta
representacion en una representacion de otro registro conservando la totalidad o una parte
solamente del contenido de la representacion inicial. Esta transformacion, seguiria por si misma
desde el momento en que se es capaz de formar representaciones en registros diferentes y de
efectuar tratamientos sobre estas. Se identifican las siguientes conversiones: 1) ilustracion es la
conversion de una representacion linguistica en una representacion figural; 2) traduccion es la
conversion de una representacion linguistica en una lengua dada en una representacion linguistica
de otra lengua o de otro tipo de lenguaje; y 3) descripcion es la conversion de una representacion
no verbal (esquema, figura, gréfica) en una representacion linguistica.

Para concluir este apartado, presentamos la caracterizacion de los distintos registros de
representacion involucrados en nuestra investigacion. De acuerdo con Duval (1998, citado en Dal
Bianco, et al, 2006; p. 5): El registro de representacién lenguaje coloquial se da en el lenguaje
comdn y es utilizado para representar situaciones llamadas del mundo real; el registro de
representacion analitico hace referencia a la definicion del objeto matematico mediante una
expresion algebraica; el registro de representacion tabular corresponde a los valores numericos
del objeto matematico organizados en tablas de valores; y el registro de representacion gréafico se
refiere a la imagen del objeto en el plano cartesiano.

3. ASPECTOS METODOLOGICOS
a) Participantes

En el estudio participaron cuatro estudiantes (20 a 22 afios) que cursaban el sexto semestre de una
licenciatura en matematicas de la Unidad Académica de Matematicas de la Universidad
Auténoma de Guerrero. Su participacion se dié por invitacion a la profesora a cargo de una
unidad de aprendizaje y fue voluntaria porque de un total de nueve estudiantes matriculados en el
curso, solo cuatro se interesaron por participar y lo hicieron de manera activa. Los antecedentes
académicos de quienes participaron, consistieron de conocimientos matematicos relacionados con
funciones, limites, graficacion y analisis de datos en tablas. Respecto de su experiencia con el
concepto de limite al infinito, cabe sefialar que ya habia sido objeto de estudio en el primer
semestre de su carrera, en la unidad de aprendizaje Calculo I, una de las materias obligatorias del
plan de estudios correspondiente.
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b) Situacién de aprendizaje

La situacion de aprendizaje se elaboré bajo el marco de la teoria de los registros de
representacion semiotica de Duval, en la que se privilegio la movilizacion entre los registros de
representacion tabular, grafico, lenguaje coloquial y analitico del concepto en cuestion, en el
contexto de la resolucion de problemas que involucran a la funcion logistica. EI objetivo general
de la situacién es que, en un primer momento, los estudiantes establezcan una definicion del
limite al infinito usando el lenguaje coloquial y en otro, sustentados de la simbologia matematica,
en particular, lim;_, P(t) = a, donde a € R. Para ello, se disefiaron cinco actividades
agrupadas en dos apartados: Para Aprender y Sintesis. La Tabla 1 describe el proposito de las
actividades por apartado, asi como los registros de representacion que se movilizan.

Registros de
Apartado Actividad Proposito represgr)tgcmn
semidtica
movilizadas
Actividad 1 Analizar los pardmetros de la funcién que modela ?anbauligrco,
el comportamiento de una situacion. ary
gréafico.
Actividad 2 Asociar la expresion analitica de una funcién con Analitico y
su gréfica. gréfico.
Aprender | Actividad 3 . )P . tabular y
contextualizado, a partir de las representaciones rafico
algebraica, numerica y grafica. g '
Movilizar entre los registros de representacion Analitico,
Actividad 4 gréafico, lenguaje coloquial y analitico del limite al graficoy
infinito de una funcion para analizar el lenguaje
comportamiento de cierta situacion. coloquial.
Escribir una definicion del concepto de limite al -
o L -~ . . Analitico y
Sintesis Actividad 5 infinito de una funcion, utilizando lenguaje comdn lenquaie
y otra, usando la simbologia matematica colog uiJaI
(lim;, P(t) = a,a € R). quial.

Tabla 1. Secciones que conforman la situacion de aprendizaje, proposito de las actividades y
los registros de representacion que se movilizan.

Las actividades 1 y 2 son el puente para el desarrollo de la actividad 3, porque con ellas los
estudiantes se familiarizan con los pardmetros de la funcion que modela la situacién y con sus
representaciones analitica, gréfica y tabular.

b.1) Descripcion de las actividades del apartado Para Aprender

1. Actividad 1. Se presentan la definicion de la funcion logistica, la formula matematica
correspondiente y su aplicacion extramatematico. Con base en lo anterior, se muestra la
formula matematica que modela el contagio de una enfermedad epidémica en una
determinada poblaciéon. Se cuestiona el papel que tienen la variable independiente y la
variable dependiente en la formula, el valor esperado para la poblacion cuando el tiempo es
igual a 0, 5y 9.5 semanas. Se induce a la reflexion de por qué la féormula plantea t > 0 (¢t es
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el tiempo). Finalmente, se pide elaborar una grafica apoyandose de una tabla de valores
elaborada previamente.

2. Actividad 2. Se presentan cuatro funciones y cuatro gréficas relativas a la propagacion de la
enfermedad epidémica en poblaciones diferentes. Se pide al estudiante que relacione las
funciones con su respectiva grafica. Luego, se cuestiona sobre el comportamiento presentado
en cada una; el significado, en términos del problema, de la asintota horizontal en cada caso;
y la ecuacion de la asintota horizontal. Finalmente, basados en las formulas y las graficas se
pide un andlisis del contagio de la enfermedad.

3. Actividad 3. Consta de dos secciones. La primera, retoma el trabajo realizado en la actividad
1, pero se cuestiona, con base en la gréafica, sobre el comportamiento que presenta la cantidad
de poblacién infectada cuando transcurre considerablemente el tiempo. También se pregunta
si existe un valor maximo de la funcion y se pide describir el comportamiento observado
usando lenguaje comun y expresién matematica. La segunda, presenta una tabla de valores de
la propagacion de la enfermedad en cierta poblacién. Se solicita elaborar una grafica a partir
de los datos de la tabla; asi también, como identificar el comportamiento que presenta la
cantidad de poblacion infectada cuando el tiempo aumenta y expresarla por medio de la
simbologia matematica.

4. Actividad 4. Sintetiza el trabajo realizado por los estudiantes en el apartado Para Aprender.
Se propone una tabla con informacién incompleta sobre el contagio de la enfermedad, en tres
poblaciones. En cada poblacion, se da un registro de representacion del limite al infinito, ya
sea el gréfico, el lenguaje coloquial o el analitico. El estudiante debe completar, en cada una,
los dos registros de representacion faltantes. Por ejemplo, en la primera poblacion se presenta
el grafico que modela el contagio de la enfermedad y se deben completar los registros de
representacion lenguaje coloquial y analitico. Asi, en esta actividad se situ6 a los estudiantes
a movilizarse entre los registros de representacion grafico, lenguaje coloquial y analitico del
limite al infinito de una funcion.

5. Actividad 5. Se plantean tres preguntas basadas en las conclusiones a las que arribaron en las
actividades anteriores, que condujeran a los estudiantes a escribir una definicion del concepto
del limite al infinito de una funcidn, utilizando lenguaje comdn y una simbologia matematica
(lim;_, P(t) = a, donde a € R). Las preguntas son: 1) Cuando el tiempo aumenta
considerablemente, ;Qué comportamiento presenta la poblacion contagiada?; 2) De manera
general y utilizando lenguaje comun, describe el comportamiento anterior; y 3) Ahora,
utilizando la simbologia adecuada, expresa matematicamente lo anterior.

c) Desarrollo de la situacién de aprendizaje

Las actividades se resolvieron en un ambiente de lapiz y papel durante dos sesiones de 100
minutos cada una, las cuales fueron videograbadas. La forma de trabajo de los estudiantes sobre
la situacion fue en binas. En la primera sesion, los equipos resolvieron las primeras dos
actividades y en la segunda, las tres restantes.

El papel del primer autor, quien desarrolld la situacion en esta investigacion, consistié en
organizar los equipos y en institucionalizar el saber sobre el concepto del limite al infinito. Esta
institucionalizacion consistié en cuestionar a los equipos sobre el objetivo de la situacion de
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aprendizaje, el concepto matematico involucrado, el contexto utilizado y el ndmero de

actividades planteadas

4, RESULTADOS

Por cuestiones de espacio, solo se presenta el analisis de los resultados de la actividad 4, la cual
ubico a los estudiantes a movilizarse entre los registros de representacion grafico, lenguaje
coloquial y analitico del limite al infinito de una funcion mientras analizaban el comportamiento
del contagio de la enfermedad epidémica en tres poblaciones. Es importante mencionar que los
participantes ya tenian un acercamiento de este tipo de registros de representacion por su
experiencia con topicos de Célculo, objeto de estudio en la unidad de aprendizaje Célculo I. Con
base en las producciones de los equipos, se observo:

1. A partir de los registros de representacion lenguaje coloquial y analitico, los dos equipos
analizaron el comportamiento del contagio de la enfermedad epidémica y reconocieron
que la cantidad de personas contagiadas tiende a cierto valor cuando el tiempo aumenta
considerablemente. Este hecho se observa en las gréficas siguientes que realizaron ambos
equipos, a partir de los registros sefialados, en donde: i) usan la asintota horizontal para

indicar que el limite de la funcién es

[P 2]

cuando el tiempo aumenta considerablemente y

i1) no utilizan la asintota, pero por la forma de la grafica, esta tiende al valor “a” cuando
“t” aumenta. Ambas soluciones son validas desde el punto de vista matematico.

|
‘q.’

2. Con base en el lenguaje grafico y analitico, ambos equipos reconocieron que cuando el
tiempo aumenta, la cantidad de personas contagiadas por la enfermedad epidémica objeto
de analisis en el problema, tiende a un valor determinado; esto lo explicaron mediante el

lenguaje coloquial (ver Figura).
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3. El que los estudiantes (en equipo), movilizaran sus razonamientos entre los registros de
representacion grafico y lenguaje coloquial en el analisis del comportamiento de una
determinada enfermedad epidémica, contribuy0 a que definieran analiticamente ese
comportamiento. Ejemplo de ello, es la siguiente expresion, dada por uno de los equipos.

\(m ¢

o0

La actividad 4 favorecio que los estudiantes reconocieran que cuando el tiempo aumenta
considerablemente, la cantidad de personas contagiadas por una enfermedad epidémica tiende a
cierto valor, esto al movilizarse entre los registros de representacion grafico, lenguaje coloquial y
analitico del limite al infinito de una funcidn; y en consecuencia establecieron una definicion del
limite al infinito de una funcién para casos particulares usando el lenguaje coloquial y la
simbologia matematica correspondiente.

5. REFLEXIONES FINALES

Como resultado de su intervencion en las actividades 1 y 2 de la situacion de aprendizaje, ambos
equipos construyeron gréaficas crecientes. Con base estas gréficas, analizaron el comportamiento
de una enfermedad epidémica en un tiempo determinado (actividad 3). En particular, cuando este
tiempo transcurre y el nimero de personas contagiadas tiende a un cierto valor que es creciente
pero que llega a estabilizarse. En la 4, como parte de la sintesis, establecieron dos definiciones
usando lenguaje coloquial, ambas, validas desde el punto de vista matematico y coincidieron en
la definicidn analitica del limite al infinito de una funcion. Asimismo, las actividades planteadas
en el primer apartado contribuyeron para que en la sintesis, ambos equipos, establecieran y
coincidieran en una definicion del limite al infinito de una funcion usando el lenguaje coloquial y
la simbologia matematica, en particular, lim;_,., P(t) = a, donde a € R, la cual fue objeto de
estudio en la unidad de aprendizaje Calculo I.

Por otra parte, los estudiantes argumentaron que la resolucién de problemas relativos a
enfermedades epidémicas que involucran a la funcion logistica es adecuado para el estudio del
limite al infinito, ya que le encontraron sentido y significado a la matematica, al resolver
problemas que para su solucién requieren del uso de los limites al infinito, lo cual no sucedi6 en
el estudio que hicieron del concepto en Célculo I. Ademas, uno de ellos sefialé que la cantidad de
actividades planteadas en la situacién, la cual hasta cierto punto hace que las resoluciones se
vuelvan repetitivas, contribuyen para llegar a una definicién del concepto matematico en juego.
Asimismo, la intervencion del primer autor fue muy importante durante el desarrollo de las
actividades, ya que aclaraba las dudas de los estudiantes.

De esta manera, el contexto utilizado y las actividades planteadas en la situacion de aprendizaje
fueron fundamentales para que los estudiantes se motivaran en su resolucion y en consecuencia
llegaran al objetivo planteado. Por ello, estamos convencidos del gran valor que tiene la
elaboracion de situaciones de aprendizaje, ya que al profesor le permite ensefiar los conceptos
matematicos con mayor significado y al estudiante lo obliga a poner en juego sus habilidades y
conocimientos matematicos haciendo que reflexione sobre la solucion del problema; con esto
confirmamos la postura de Tall (1990) y Engler, et al (2008) quienes sostienen, respectivamente,
la importancia de dar experiencias mas ricas basadas en contextos en la ensefianza del Céalculo y
en una metodologia méas activa para su ensefianza. Finalmente, para futuras investigaciones
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sugerimos la aplicacion de la situacion de aprendizaje con estudiantes de otras carreras
universitarias que contemplen el estudio del limite al infinito y contrastar los resultados que se
obtengan con las de este estudio.
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