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Resumen

Prosentamos un laboratorio centrado en la resignificacion de la funcion trigonométrica, en un contexto
gréfico-variacional. Nos proponemos crear un escenario didactico-experimental donde el participante
trabaje en la modelacién y el estudio de un movimiento oscilatorio. El sentido experimental del escenario
se fundamenta en la naturaleza de lo trigonométrico, un conocimiento cuya construccion esta en estrecha
relacion a la matematizacion de la naturaleza, especificamente de los fendmenos periodicos. Mediante la
lectura y el uso de las graficas, nos proponemos construir aquello que le da sentido y dota de significados
a la funcion trigonométrica, mostrando que ésta no es necesariamente una extension y/o generalizacion de
la razon trigonométrica.

1. PROPOSITO Y ALCANCE

Fendmenos ligados a la ensefianza y aprendizaje del concepto de funcion han sido ampliamente
reportados en la literatura especializada de la matematica educativa (Breidenbach, Dubinsky,
Hawk y Nichols, 1992; Dreyfus, Eisenberg, 1991; Dubinsky y Harel, 1992; Hitt, 1998; Tall,
1996; Vinner, 1983; 1992). Todos estos trabajos de investigacion reportaron distintos matices de
la funcién cuando se llevd a escenarios escolares. Por ejemplo, su aprendizaje mediante el
transito, vinculo y manejo adecuado de sus representaciones se ha convertido en un paradigma
para lineas de investigacién tales como la visualizacion. Estudios como los de Monna (1972) y
Youschkevitch (1976) despertaron un interés especial por llevar al aula el proceso evolutivo del
concepto de funcién, incluyendo sus etapas, aplicaciones y dificultades. Esta linea de
investigacion considerd al concepto funcion en lo general, es decir, las funciones algebraicas,
exponencial, logaritmica y trigonométricas fueron tratadas por igual; su naturaleza particular no
fue considerada como variable en sus objetos de estudio.

En la dltima década encontramos trabajos de investigacion que se han ocupado del estudio de los
fendmenos didacticos relacionados con la funcion trigonométrica (De Kee, Mura, y Dionne,
1996; Maldonado, 2005; Weber, 2005; Mesa y Herbst, 2010). Estas investigaciones se han
caracterizado por estudiar cdmo los métodos de ensefianza o los disefios innovadores permiten
alcanzar, o no, cierta comprension de la funcion trigonométrica, tal como se plantea en el
curriculo escolar. Alrededor de esa funcion, pero marcando una importante distincion, nos hemos
planteado investigar sobre los procesos de construccién y transmision de conocimiento, desde
una perspectiva que parte de problematizar aquello que se debe ensefiar y se debe aprender, es
decir, nos preguntamos qué es eso que ensefiamos como funcién trigonométrica.

2. PRELIMINARES METODOLOGICOS

Nuestros estudios se han conducido por una propuesta metodoldgica (Montiel y Buendia, 2011)
que se ha ido configurado al seno del enfoque tedrico de la Socioepistemologia y que se adapta al
tipo de investigacion que hace uso de ella (figura 1).
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Figura 1

Problematizamos el saber trigonométrico al reconocer la confrontacion de la trigonometria
escolar con los usos de ese conocimiento en escenarios historicos (Montiel, 2011; Buendia, 2004;
Buendia y Montiel, 2011; Buendia y Montiel, 2009), en escenarios experimentales (Beltran,
Montiel y Rodriguez, 2012) y en escenarios que problematizan sus propiedades (Buendia y
Ordofiez, 2009; Vazquez, 2007; Buendia, 2006). Con base en estos analisis de corte
socioepistemoldgico se ha configurado una epistemologia de practicas, que hemos llamado
funcionalidad trigonométrica y que ejemplifica el cambio de atencion de los objetos a las
préacticas. Es decir, no estudiamos sélo el dominio de los contenidos, sino la construccion de
aquello que le es propio a los saberes matematicos y a la actividad (humana) de la que emerge.
Ese énfasis en las préacticas le da el caracter de social a la construccién que propondremos en las
siguientes secciones.

Actualmente hemos avanzado hacia el disefio de una situacion problema que hoy nos
proponemos presentar en el laboratorio, para discutir su congruencia con el marco tedrico, su
pertinencia en escenarios experimentales y la expectativa de situarla en escenarios escolares
particulares. En este sentido, este “andar” metodologico ilustra distintos momentos en la
investigacion sobre la construccién de conocimiento trigonométrico y es de nuestro interés
identificar, con la comunidad, elementos que fortalezcan el disefio y perfilen hacia las
consideraciones del escenario escolar y las condiciones institucionales que permitan configurar
situaciones de aprendizaje.

Desarrollamos en el presente documento la fundamentacion tedrica y la epistemologia de
practicas que proponemos, con el objetivo de ocupar las sesiones del laboratorio en la puesta en
escena de la situacion problema y su discusion a la luz de lo aqui expuesto.

3. METODO ENFOQUE TEORICO PARA LA CONSTRUCCION SOCIAL DE CONOCIMIENTO

El enfoque Socioepistemoldgico se propone como tarea fundamental estudiar el conocimiento
situado, aquel que atiende a las circunstancias y a los escenarios socioculturales particulares,
caracterizandolo como el fruto de las interacciones entre epistemologia y factores sociales
(Cantoral, 2002). Desde este enfoque la epistemologia es entendida a través de la actividad
humana y ello permite tomar como objeto de estudio situaciones que no estan definidas en una
estructura matematica y que, sin embargo, estan presentes cuando se estudia al hombre haciendo
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matematicas y no solo su produccion matematica (Arrieta, Buendia, Ferrari, Martinez y Suarez,
2004, p. 418). Es decir, otorga a la actividad humana la funcién de construir los objetos y los
conceptos matematicos en escenarios y contextos particulares.

La cognicion, en la socioepistemologia, se entiende como la capacidad de hacer emerger el
significado a partir de retroalimentaciones sucesivas entre lo humano y su medio ambiente
proximo, incluyendo lo cultural, a partir de una interaccion dialéctica entre protagonistas
(Cantoral, R., Farfan, R. M., Lezama, J. y Martinez, G., 2006). Sin embargo, para establecer una
distincion entre los significados asociados a los conceptos matematicos, con los significados
asociados a la actividad humana, hablaremos de significacion para referirnos a éstos Gltimos. Esta
distincion se reporta en (Kilpatrick, Hoyles, Skovsmose y Valero, 2005) y se plantea que para
entender el significado de un concepto se clarifica lo que se hace con dicho concepto, mientras
que para comprender el significado de una accion se puede ver cudl es la intencion (implicita)
conectada a la accion. Nosotros en particular analizaremos la significacion a partir del desarrollo
de usos del conocimiento, en el sentido de Cordero (2005).

Para enmarcar los usos del conocimiento y sus significaciones asociadas, hablaremos de
desarrollo del pensamiento matematico en el sentido de Cantoral, Farfan, Cordero, Alanis,
Rodriguez, y Garza (2000):

Dado que la actividad humana involucra procesos de razonamiento y factores de
experiencia cuando se desempefian cualquier clase de funciones, nos interesa que al
hablar de pensamiento matematico nos localicemos propiamente en el sentido de la
actividad matematica como una forma especial de actividad humana. De modo que
debemos interesarnos por entender las razones, los procedimientos, las explicaciones,
las escrituras o las formulaciones verbales que el alumno construye para responder a
una tarea matematica... (p. 18)

. el pensamiento matematico no estd enraizado ni en los fundamentos de la
matematica ni en la practica exclusiva de los matematicos, sino que trata de todas las
formas posibles de construir ideas matematicas incluidas aquellas que provienen de
la vida cotidiana... (p. 19)

Es decir, entenderemos que el pensamiento matematico incluye construcciones sobre topicos
matematicos, pero también procesos del pensamiento como la abstraccion, la justificacion, la
visualizacion, la estimacion, la aproximacion, el reconocimiento de patrones o el razonamiento
bajo hipotesis. Para estudiar como se desarrolla este tipo de pensamiento es necesario poner
atencion en las argumentaciones, los procedimientos y las explicaciones que el alumno configura,
en forma escrita, iconica, gestual o verbal; para responder a una tarea especifica.

4. CONSTRUCCION SOCIAL DE LA FUNCIONALIDAD TRIGONOMETRICA

Para perfilar los elementos que conforman dicha funcionalidad, reconocemos que resulta
necesario trabajar en un contexto dindmico, donde el estudio del movimiento y el cambio en
fendmenos oscilatorios den sentido a sus propiedades periddica y acotada, asi como de la unidad
de medida que se necesita para representarlos (Buendia y Montiel, 2011). El pensamiento
funcional trigonométrico estard inmerso en un contexto en el que importa entender cémo esta
variando el movimiento y desde ahi resignificar sus propiedades.
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4.1 ACERCAMIENTO VARIACIONAL A LO TRIGONOMETRICO

El desarrollo de un pensamiento funcional trigonométrico se fundamenta en reconocer que el
comportamiento trigonométrico se caracteriza, y se distingue de otros comportamientos
algebraicos o trascendentes, por su variacion y sus variaciones sucesivas: como cambia y como
cambian sus cambios.

Esta particularidad la ilustran Buendia y Ordofiez (2009) retomando un ejemplo de un libro de
texto (Miranda, 2003) sobre disefio de levas, un elemento mecanico que sirve para empujar a
otro. En este contexto, el analisis del cambio es un punto fundamental a tratar pues cuando las
levas giran a bajas velocidades, los cambios de fuerza que generan los cambios en la aceleracion
pueden despreciarse (Tabla 1). Sin embargo, a altas velocidades estos cambios se convertiran en
fuerzas que actuaran en el seguidor y por ello se requiere que el movimiento de la leva no cambie
de forma brusca. Asi, se descarta el movimiento parabolico para levas de alta velocidad ya que si
bien en apariencia es “suave", sus derivadas no lo son.

Movimiento Movimiento Movimiento
Parabdlico (P) Armonico (H) Cicloidal (C)
Gréfica del
movimiento
(Pa) | (Ha) Ca)
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" TI.'ZL 0 — E Sin T)
Yy =—-—5C0S—
2.82 .8 y’
L a 21O
=—(1—cos——
B B
" 21L 21l
y = FCOST

Tabla 1. Analizando variaciones (Buendia y Ordofiez, 2009)
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La seguridad de usar levas de altas velocidades que presenten este tipo de movimientos se debe a
que las funciones que modelan los movimientos armonico o cicloidal tienen comportamientos
periddicos, y la derivada de la funcion los conserva. Por ejemplo, aunque la funcion de
desplazamiento no sea periddica como en el caso de una leva que presenta un movimiento de ir y
venir pero ascendente, su comportamiento sobre las abscisas si presenta una repeticion propia de
lo periddico. Al derivar la funcién correspondiente, una composicion entre lineal y periddica,
dicha variacion se mantiene y la velocidad y aceleracion resultan periddicas.

Asi, no es suficiente considerar unicamente que el movimiento sea suave; hay que considerar
cémo serd la variacion de este movimiento para que no haya fuerzas que dafien al sistema.
Reconocer entonces la variacion sui-géneris de la cantidad trigonométrica conforma un elemento
importante hacia la funcionalidad trigonométrica.

4.2 IDENTIFICANDO LO QUE SE REPITE

Diversas investigaciones (Buendia, 2006; Vazquez, 2007) han dado evidencia acerca de que el
ejercicio intencional de la practica de prediccion favorece que lo periédico en un objeto
matematico resulte una caracteristica significativa.

Al trabajar con objetos periddicos o repetitivos, lo que favorece la prediccion es una distincion
entre el se repite y el cdmo se repite. Al predecir, hay en primera instancia una busqueda de
aquella parte del objeto que de informacion suficiente para saber qué va a ocurrir después, como
va a continuar su comportamiento. Esta identificacion para las funciones, series o fendmenos
periddicos no puede basarse en instantes (o puntos), sino tiene que ser una unidad de analisis o
maédulo generador (Vazquez, 2007) que contenga informacion suficiente. En particular, para las
funciones trigonométricas, esta unidad de analisis recibira el nombre de periodo.

Una vez entonces que el periodo ha sido identificado, el uso que se le dé haré evidente el tipo de
repeticion que presenta el objeto en cuestion. Este uso se revela a través de diferentes
herramientas totalmente situacionales que se ponen en juego para poder predecir. En cualquier
caso, la prediccion evidencia el tipo de repeticion presente y con esa base, la caracterizarizacion
que se logra para lo periddico.

4.3 LO ACOTADO

La estrategia del circulo unitario para introducir a la funcion trigonométrica determina que el
rango de la funcion queda en el intervalo [-1,1] y, por lo tanto, la funcién trigonométrica esta
acotada entre [-1,1]. Esto ocasiona un fendmeno didactico similar al que ocurre con lo periddico,
pues si bien lo trigonométrico esta ligado por su origen a esas caracteristicas, ambas deberian
tener un marco de referencia mas amplio que sélo lo trigonométrico para, entonces, ser también
significativas al caracterizar a lo trigonométrico.

Al favorecer un contexto dindmico, varios autores reportan el uso de lo acotado como producto
del tipo de movimiento analizado y sus condiciones iniciales. Como ilustracién presentamos el
trabajo realizado por Molina y Sanchez (2004). Ellos presentan un ejercicio de toma de datos en
el movimiento oscilatorio de un baldn para discutir el isocronismo del péndulo. Primero, plantean
una toma de datos soltando el balon a una distancia de 30 cm del suelo y posteriormente, a una
distancia de 15 cm; con los datos plantean una discusién acerca de las graficas que se producen a
través de un sensor de movimiento (Figura 2). En este experimento, lo acotado del movimiento
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del baldn puede quedar ligado a las condiciones iniciales del mismo, en particular la relativa a la
posicion.
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Figura 2. Discutiendo lo acotado
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4.4 UNIDAD DE MEDIDA

En una experiencia didactica, no controlada, con la participacion de colegas profesores de varios
paises de Latinoamérica se discutieron y exploraron algunas de sus concepciones ligadas a ciertas
nociones trigonométricas. Dentro de las secuencias trabajadas se presento la siguiente:

El siguiente calendario mensual muestra el comportamiento de la marea en Puerto Vallarta,
México, en junio.

e De acuerdo al calendario, ¢(cémo se leen los
datos —las alturas-?

JUNIO 2005 £ CICESE £ Pto. Vallarta, Jal.
Jaan s som
aravalt e (Es posible construir un modelo matematico
5‘/{11?; - del fenbmeno que se presenta? ¢Porqué?

= ¢Como construiria un modelo matematico?

e (Qué medidas tendriamos que tomar para
representar el tiempo y las alturas?

Sy ., .
werens = 3 300 QY e ;Conoce alguna funcion que describa este

comportamiento?

)T oo Medma e, &0
. L

Figura 3
e Cual es la unidad de medida de la variable

independiente de su modelo?

Junto con el calendario (Figura 3) se proporcionaron los datos que registra el Departamento de
Oceanografia Fisica del Centro de Investigacion Cientifica y de Educacion Superior de
Ensenada, para discutir sobre la factibilidad de construir un modelo matematico que represente el
comportamiento de la marea en Puerto Vallarta, Jalisco, del lero al 30 de junio de 2005.
Surgieron ideas como:

e recortar cada semana y pegarlas en forma continua (como un electrocardiograma) para ver
su comportamiento general,
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e definir el modelo en cuatro intervalos para cada periodo (1er cuarto, luna llena, 3er cuarto
y luna nueva)

e Determinar el maximo y el minimo alcanzado en cada periodo, para conocer un posible
parametro de amplitud de la funcién trigonométrica que lo modele.

Al preguntar a los profesores sobre las unidades de medida sélo hubo una respuesta: tiempo
(variable independiente) y distancia (variable dependiente). No hubo siquiera mencion de
angulos, todo se centré en el movimiento y las alturas de la marea. ElI abandono del contexto
matematico escolar, que pudiera haber obligado a una discusidn sobre grados o radianes, se logro
gracias a las condiciones en las que llevamos a cabo esta experiencia; el objetivo no era la
resolucion en si misma de los problemas, sino el debate y los consensos.

La hipotesis que planteamos es que el contexto de la situacion y el problema que se plantea
provocan la identificacion de las unidades de medida (tiempo y distancia) y la eleccién de la
herramienta matematica. Evidentemente para quienes no han trabajado con la funcion
trigonométrica, ésta no seria la herramienta inmediata para hacer un modelo, sin embargo, en este
momento estamos centrando nuestra atencidn en aquellos elementos que le dan uso y significado
a la funcionalidad trigonométrica. Otro momento sera aquel en que se institucionalice la funcion,
con toda la formalidad que demande para convertirse en un concepto matematico, con sus
representaciones y propiedades formales.

4.5 DESARROLLO DEL PENSAMIENTO FUNCIONAL TRIGONOMETRICO

Hablamos entonces del desarrollo de un pensamiento funcional trigonométrico cuando el que
construye conocimiento reconoce, en un comportamiento peridédico-acotado, una herramienta
predictiva. La especificidad de este comportamiento peridédico se construye en un contexto de
variacion, y se distingue de otros comportamientos cuando se reconoce en sus cambios y sus
variaciones sucesivas el mismo tipo de comportamiento (trigonométrico, acotado y periddico). En
este contexto emerge la unidad de medida (radian-real) como necesaria para articular el problema
fisico con el lenguaje matematico que lo modela.

El caracter social del desarrollo de la funcionalidad trigonométrica nos obliga a reconocer ahora,
en el que construye, otros elementos de uso que también contribuyen a su significacion. Entre
ellos estan la oralidad —principalmente con descripciones verbales de los comportamientos que,
institucionalmente, se traducen como las propiedades de la funcion-, la produccion pictorica -
esquemas de la realidad que se articulan con elementos matematicos numéricos, geomeétricos,
algebraicos o de otro tipo-, los calculos aproximados de prediccion sustentados en el
comportamiento de la gréafica, la negociacion y socializaciéon de conocimiento.

5. BREVE DESCRIPCION DE LAS ACTIVIDADES

El conjunto de actividades que trabajaremos en el taller tienen como base los distintos elementos

seflalados en la seccion anterior, siempre en una continua interrelacion. Con esa base,
proponemos a la modelacion y a la graficacion como préacticas institucionales: practicas de
referencia que dan un contexto —escolar- al desarrollo del pensamiento funcional trigonométrico.
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Asi, partimos de favorecer un transito continuo entre dichas practicas (ver figura 4) proponiendo
preguntas y actividades que desarrollen aquellos elementos de uso que contribuyen a la
significacion continua —resignificacion- de la funcionalidad trigonométrica.

;

sensor

calculadora botella

Figura 4. Ejemplo de una de las actividades

1. (A qué distancia del sensor se encuentra la botella?
¢Encuentras en la grafica todos los datos que describen lo que esta pasando?

Ubica sobre la gréafica los nuevos datos que se obtendrian al configurar la calculadora
para hacer la toma cada medio segundo.

6. METODO Y REFLEXIONES FINALES

Si bien el discurso matematico escolar supone como necesaria la secuencia clasica
trigonometria— circulo trigonométrico— funcion trigonométrica, la investigacién desde la
perspectiva socioepistemoldgica nos provee evidencia de la importancia de reconocer el
momento epistemoldgico para desarrollar un pensamiento funcional trigonométrico.

Toda propuesta tedrica o didactica basada en la aproximacion socioepistemoldgica supone un
cambio significativo en la vision de ensefiar y aprender matematicas. Podemos hablar ahora del
desarrollo del pensamiento matematico y de la construccién de conocimiento a partir de practicas
y no so6lo con base en las secuencias logicas y estructuradas que hasta ahora han sido favorecidas
en el tratamiento escolar de los conceptos. En ese sentido hablamos de la funcionalidad
trigonométrica y no en estricto sentido de la funcién y sus estructuraciones formales
(representaciones, propiedades y aplicaciones).
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