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Resumen

Este articulo trata de la aplicacion de una estrate-
gia de control predictivo (MPC) para sequimien-
to de referencias a un sistema real: un motor lin-
eal. La formulacion del MPC para sequimiento de
referencias usada en este articulo fue presentado
recientemente por los autores en [6]. Las princi-
pales novedades de este controlador son que: (1)
utiliza un estado de referencia artificial como vari-
able de decision, (2) penaliza la desviacion entre
este estado artificial y el real en el coste y (3) co-
mo restriccion terminal usa un conjunto invari-
ante para tracking calculado con una ley local co-
mo se verd en la seccion 3. Fsta ley de control
asegura la convergencia asintotica verificando las
restricciones a cualquier referencia definida dentro
de un conjunto de referencias admisibles, partien-
do de cualquier punto inicial definido dentro del
la region de atraccion.

El problema de optimizacion a resolver en cada
periodo de muestreo resulta ser un QP (Quadratic
Programming) parametrizado en el estado actual
y el estado asociado a la referencia (estado obje-
tivo), lo que nos permite obtener la ley de con-
trol de forma explicita y por lo tanto ser capaces
de aplicar este controlador a sistemas rdpidos co-
mo el motor lineal, con un tiempo de muestreo de
10ms.

Palabras clave: MPC, tracking, motor lineal,
solucién explicita .

1. INTRODUCCION

MPC ha probado ser una técnica de control
apropiada para tratar el problema de regulacién
para sistemas con restricciones (lineales y no
lineales), con una base tedrica madura [3].

Esta técnica ,de acuerdo con un indice que
evalia el desempeno, minimiza el coste de una
secuencia finita de acciones de control a lo largo
del horizonte de prediccién en base a un modelo,
obteniendo la secuencia optima de acciones de
control que verifican todas las restricciones. Una
vez calculada la secuencia 6ptima de control
se aplicard la primera accién y en el siguiente
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periodo de muestreo se volvera a resolver el mismo
problema (estrategia de horizonte deslizante).
Bajo ciertas condiciones [7] la ley de control resul-
tante hace converger al sistema asintéticamente
al punto deseado de una forma admisible.
Normalmente estos controladores se usan para
resolver el problema de regulacién. Si el setpoint
se cambia, las condiciones de estabilidad deben
ser recalculadas para poder asegurar convergen-
cia, factibilidad y estabilidad. Para resolver este
problema una nueva formulacién se presenté por
los autores en [6]. Este controlador converge de
forma asintdtica a cualquier setpoint admisible
de una forma factible y sin offset, garantiza la
factibilidad considerando una referencia artificial
como variable de control y como restriccién
terminal un conjunto invariante para tracking. La
referencia es alcanzada sin offset gracias a una
penalizacién de la desviacién este la referencia
artificial y la deseada en la funcién de coste.

En este articulo se mostrarda cémo este contro-
lador ha sido aplicado con éxito a un sistema
real: un motor lineal sincrono con imanes perma-
nentes. Debido a que el MPC requiere resolver
un problema de optimizacién en cada periodo
de muestreo hace dificil la aplicaciéon de este a
sistemas rapidos como el motor lineal.

Para superar este problema se ha recurrido a
precalcular la accién de control de una forma
explicita. Las técnicas para abordar este problema
son propuestas en:[1] y [2]. Aplicando técnicas de
programacion multiparamétrica, la ley de control
resulta ser una ley afin a trozos (piecewise affine)
definida en un conjunto de regiones criticas.
De este modo la mayor parte de carga de com-
putacién puede ser precalculada fuera de linea.
Bastard con determinar cual es la regién critica
activa en el momento y aplicar la ley de control
asociada.

El tiempo de calculo puede ser reducido atin mas
si utilizamos un 4rbol de busqueda [9] y [10].
Afortunadamente el problema de optimizacién
asociado a al MPC para tracking es un QP
parametrizado en el estado actual y el estado
asociado a la referencia. Esto nos permite calcular
la solucién explicita y usarla para controlar
el motor lineal. El arbol de bisqueda ha sido
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implementado en una S-function cargada en una

tarjeta dSPACE.

El articulo se estructura de la forma siguiente:
primero se vera el planteamiento del problema , a
continuacion el MPC para tracking. En la seccién
3.1 se expondra brevemente como formular el
problema como un QP. En la seccién IV la
obtencién de la solucién explicita y el arbol de
busqueda seran mostrados en pocas palabras.
En la seccion V el motor lineal es presentado
y en la seccion VI se ensenaran los resultados.
Finalizando con algunas conclusiones.

Notacién: FEl vector (x,6) denota [z7,67]7;
dado un A\, AX = {Az : = € X}; int(X) denota
el interior del conjunto X; una matriz T definida
positiva se representard como 7" > 0y T > P significa
que T"'— P > 0. Para una matriz simétrica P > 0,
||lz||p es la norma euclidea de z, i.e. ||z|p = VT Px.
0,.m € IR™™™ es una matriz de ceros de orden n x m,
I, € R™"™ es la matriz identidad de orden n, y
diag(Ai1,---,An) es una matriz diagonal a bloques
formada por la matrices A;. Dado a € IR"*, b € IR™,
y el conjunto I' € IR™* "™ el operador proyeccién es
Projo(I') = {a € R" :3b € R", (a,b) € T'}.

2. Descripcién del problema

Sea el siguiente sistema lineal descrito por:

xt = Az + Bu (1)
y = Cx+ Du
Donde z € IR" es el estado del sistema, u € IR™ es
la accién de control, y € IR? La salida y =™ el estado
en el siguiente periodo de muestreo. Se asume que la
planta es estabilizable y los estados accesibles. xy v uk
son el estado y la accién de control en el instante k.
El sistema estd sujeto a las siguientes restricciones:
rr€X, ur€eU
Para todo k > 0. Los conjuntos X y U son politopos
(poliedros cerrados y compactos) que contienen el ori-
gen en su interior.
El objetivo es disefiar un controlador uy, = Ky (xg, Ts)
que sea capaz de llevar al sistema a cualquier estado
de equilibrio admisible &, verificando en su evolucién
todas las restricciones.

3. MPC para tracking

La formulaciéon del MPC para seguimiento de refer-
encias usada en este articulo fue presentado reciente-
mente por los autores en [6]. Las principales novedades
de este controlador son que: (i) utiliza un estado de
referencia artificial como variable de decision, (ii) pe-
naliza la desviacién entre este estado artificial y el real
en el coste y (iii) como restriccién terminal usa un con-
junto invariante para tracking.

Para ello se necesita:

» 1) La descripcién de los estados de equilibrio:
considérese el setpoint ¢, el estado de equilibrio
zs = (xs,uss) asociado a dicho punto debe satis-
facer la siguiente ecuacién:

A-I, B s | | Onna
Toda solucién de esta ecuacién puede ser expre-
sada como:

zs = M6@ 3)
t = N6

Donde 0 es un pardmetro que caracteriza la
solucién de forma univoca. Su dimensién es ng
y depende de las matrices del sistema , pero
siempre es < m + p.

= 2) El controlador local K y y la matriz de Lya-
punov P deben verificar la siguiente ecuacién:
(A+ BK)'P(A+ BK)— P=—(Q + K"RK)

= 3) El conjunto invariante para tracking, que se
define como el conjunto de condiciones iniciales
desde las cuales el sistema puede ser llevado a
algtin punto de equilibrio admisible por la ley de
control:u = K (x — xs) + us donde =5 y us son el
estado y accién de control asociados a la referen-
cia deseada.
De loa ecuaciéon 3 podemos escribir la ecuacién
en bucle cerrado como:

" | A+ BK BL x (4)
0 - 0 I, 0
El anterior sistema de ecuaciones puede ser es-
crito como, w* = A,w. El conjunto invariante
para tracking serd pues el maximo conjunto in-

variante de este sistema con las siguientes restric-
ciones (véase [4]):

Wy ={w=(z,0): z€X,Kx+LOeU,

(zs,us) = MO € AX x AU}

Donde A es un pardmetro toma un valor A € (0,1)
mediante el cual se puede demostrar que el con-
junto estd finitamente determinado (ver [6]).

El conjunto de los estados de equilibrio admisibles
viene dado:

X:(\) =
y (A-I,)zs+ Bus; =0}

Cabe destacar que X,(1) es el conjunto de todos los

estados de equilibrio admisibles y ademds que X, (\) C

Proj, (Wy).

Para un estado inicial z y un estado de referencia de-

seado &, el problema de optimizacién Py (x,Zs) viene
dado por:

Vi (z, &s) = rgiglVN(w,:is,u, 0)

s.t. z(0) =
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(z(4),u(j) e X xU, j=0,---,N—1 reescribirse como x = G+ Fz y ef = Gu+Fu, donde:

(s, us) = MO, . Onm  Onm o0 O —M,
A N 0 € Xw. B On,wt O'n,,m, —M,
( ( )’ ) f - A ~ AB B On m _Mm
F= LG = :
N . . T . .
A AN-1p  AN-2p ... B —M,
Donde las decisiones de control son: la secuencia futura
de acciones de control u = {u(0),...,u(N — 1)} y el - - -
pardmetro . Asf como vy = Hu and xs = Lu, donde L =
zs = (zs,us) = MO es el estado y accién de control (0n,NmMa] y
de referencia artificial, z(i) es el estado predicho del I o o M
sistema en el tiempo 7 y es calculado en base al modelo Om.m  Im O m M,
z(i + 1) = Az(i) + Bu(i), con z(0) = z. H= . :
El coste a minimizar serd pues: O 0n L. M,

N-—1

V(g ) = 3 () -zl + fuli) - .l
1=0
Hlz(N) — 23 + |z, — 23

Los parametros libres del controlador son son las ma-
trices definidas positivas Q,R,T, la constante A € (0, 1)
y el horizonte de prediccion N.

Pn(z,%s) puede ser formulado como un problema de
programacién cuadratica en las variables (u, 6).

El hecho de considerar 6, variable asociada a la ref-
erencia artificial, como una variable de decisién y el
utilizar como restriccion terminal un invariante para
tracking asegura la factibilidad del problema de op-
timizacion para cualquier punto de referencia &s. La
convergencia del estado de referencia artificial al esta-
do de referencia deseado se asegura penalizando en el
coste esta diferencia.

Aplicando la técnica de horizonte deslizante, la ley de
control es dada por Kn(z,%s) = u*(0), donde u*(0)
es funcién de xz y Z,.

El dominio de atraccién del sistema en bucle cerrado
es la regién de factibilidad de Py(z,Zs), a la que se
llamard X . Esta regién es un poliedro y es indepen-
diente del estado asociado a la referencia 7.

Este controlador es capaz de llevar al sistema a
cualquier un punto de referencia admisible Z, €
Xs(X), verificando las restricciones, desde cualquier es-
tado inicial z € Xy , por lo tanto cualquier referencia
constante a trozos puede ser seguida sin offset [6].

A € (0,1) es un pardmetro del controlador que puede
ser elegido arbitrariamente cerca de 1; esto implica que
practicamente el todo el conjunto de referencias puede
ser seguido sin offset X(1).

3.1. Formulacién del problema como un

QP

Sean los vectores e = (v — zs,2(1) — x5, -, z(N) —
zs) , v. = (u(0) — us,u(l) — us,---,u(N — 1) —
us) y x = (x,z(1),---,z(N)). Sean las matrices:
Qf _ dlag(Q,,Q,P) c IR<N+1)HX(N+1)n, Rf —
diag(R,---,R) € RN™*N™_ TEntonces el coste a
minimizar puede ser reescrito como: Vn(z,&s,0) =
He||2Qf + HVH%f + ||lzs — &5||3, donde @ = (u, #) denota

las variables de decisién. o
La evolucion predicha y el error de seguimiento pueden
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Sustituyendo se obtiene:

o’ (GTQ;G+ H"R;H + L"TL)u
+2:(z"F'Q;G — %, TL)u

+2" FTQfFx + 11 Tx, (5)

VN('T7X$7ﬁ) =

Considerando que los conjuntos X, U y X}’ estén
determinados por X = {x € R" : Az < be},
U={z e R": Ayu < b} y & = {(z,0) €
R e Axzx + Axel < bx} y definiendo las
matrices A} = diag(Az, -+, Az), bF = (bz, -+, bz),
A} = diag(Au,---,Au) y by = (bu, -, bu), las re-
stricciones de Pn(z,xs) pueden ser reescritas como:
Axx + Agt < b, donde:

A7 0 0 o b
0 0 |x+| A% o |a<]| b
0 Ax, 0 Axg bx

Sea G = G diag(Inm,0n, n,), entonces las secuen-
cia de estados futuros puede ser expresada como:
x = Fz + Gi. De donde sacamos que la expresién
de las restricciones de Py (z,%s) como

(AxG + Ag)a < b — A Fx (6)

La solucién optima se obtiene pues, minimizando el
coste (5) sujeto al conjunto de restricciones (6) para
el estado actual = y el estado asociado a la referencia
Xs.

4. Obtencion de la ley de control
de forma explicita

Definimos como estado extendido & = (x,Xs), tenien-
do en cuenta las ecuaciones (5) y (6), el problema de
optimizacién Py(z,xs) puede ser expresado como un
problema QP standard.

V(%) = 3#Yi +min { J0Ha + &' Fa},
u
(M)
st. Ga<W + FEi,

Donde H = 2(GTQ;G + ATR;H + LTL), F =
(GTQF,—L"T", Y = diag(F'QF,T), G =

AxG+ Ag, W =by E = [-AxF,0].
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Existen métodos [1, 2] que nos permiten resolver un
problema QP que depende de uno o varios pardmet-
ros, es el llamado multi-parametric QP (mp-QP). Es-
tos métodos nos proporcionan la solucién dependien-
do del o de los pardmetros. Si consideramos el esta-
do Z como un pardmetro, entonces Py (z,%s) puede
ser considerado un problema de programaciéon mul-
tiparamétrica y puede ser resuelto por uno de estos
métodos. La solucion de este problema mp-QP nos
proporciona de forma explicita la secuencia optima de
acciones de control en funcién del estado actual, i.e.
u=K(7).

Llamamos z a la siguiente variable:
z=1u+H 'Fi

Entonces el problema mp-QP puede ser reformulado
como sigue:

V(%) = min. 2’'Hz
st. Gz<W + Sz

donde S=E+GH 'F'y V(&) = V(%) — 23" (Y —
FH™'F')z.
La solucién del problema de optimizacién y la trayec-
toria éptima resulta ser, para un problema mp-QP una
funcién dependiente del estado continua afin a tro-
zos (piecewise affine). Usando las condiciones de opti-
malidad propuestas por Karush-Khun-Tucker (KKT)
para el problema mp-QP, el espacio puede ser dividi-
do en un conjunto de regiones {X’Z}, llamadas regiones
criticas, en cada una de las cuales los pardmetros de la
funcién son constantes. Asi la accién de control toma
la siguiente expresion:

(i) = K.(i)@ + Kp(i), vzZeX;
Donde las matrices K (i) and Kp(i) son constantes en
la regién critica X'Z

Al final de este proceso el estado queda dividido en un
conjunto de regiones criticas en cada una de las cuales
existe una ley de control afin, una vez que el estado
actual es obtenido bastard determinar a que regién
pertenece y asi obtener la ley de control a aplicar.

Si el n° de regiones es muy grande, el tiempo requerido
para ver a que region critica pertenece el estado puede
ser grande. Con objeto de de reducir este tiempo un
arbol binario de busqueda es utilizado en concreto el
propuesto por [9, 10].

La clave estd en asociar una desigualdad y un con-
junto de regiones criticas a cada nodo no terminal,
de forma que los estados de las regiones de una de
las ramas verifican dicha desigualdad y los de la otra
no. Solo si una tunica regién es asociada a un nodo
esté se considerard terminal. El conjunto de desigual-
dades que determinan el drbol son buscadas de forma
que la profundidad del mismo sea minima.

El algoritmo comenzara evaluando la desigualdad del
nodo raiz, dependiendo si el estado actual verifica o
no la desigualdad el algoritmo evolucionara al sigu-
iente nodo y asi sucesivamente hasta encontrar un no-
do terminal que me proporcionara la ley de control a
aplicar.

El procedimiento expuesto anteriormente ha sido im-
plementado en linea para controlar un motor lineal
mostrado en la siguiente seccién.

5. El motor lineal

El motor lineal es un dispositivo posicionador electro-
mecéanico compuesto por dos partes:

» Una parte fija (estator) de forma rectangular
que dispone de imanes permanentes dispuestos a
lo largo del mismo de forma que la polaridad de
los imanes vaya alterndndose de uno al siguiente.

= Una parte mévil que desliza sobre y a lo largo
de la anterior. Esta parte posee fuertes elec-
troimanes que generaran un campo variable
que al interactuar con el campo del estator
generara el movimiento.

Su funcionamiento es similar de un motor eléctrico que
hubiésemos ”desenrrollado” a lo largo de su eje.

El motor lineal usado en este experimento se encuen-
tra en los laboratorios del Departamento de Ingenieria
de Sistemas y Automdtica de la Escuela Superior de
Ingenieros de la Universidad de Sevilla (figura 1).

Figura 1: Motor lineal 1FN 3 de Siemens.

La planta de ensayos estd compuesta de las siguientes
partes:

1. Motor Lineal: Es un motor lineal sincrono con
imanes permanentes modelo 1IFN3 050-2w00-0aa
de Siemens. La parte movil posee en su interior
las bobinas que generan el campo magnético. Sus
dimensiones son: 254 x 67 x 47,7 mm. El estator
esta compuesto por 21 imanes permanentes con
4 pares de polos cada uno, el tamano de cada
imén es: 120 x 58 x 11,8 mm; la longitud total
del estator es 2520 mm. Entre en primario y el
secundario existe una distancia de 1,3 mm.

2. Sensor de posicién: Es un sistema dptico de
medida LC181 de Heidenhein

3. Armario de control: El cual contiene la ali-
mentacion, las protecciones y el SimoDrive 611
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Universal de Siemens, el cual nos permite con-
trolar el motor. SimoDrive se conecta con el PC
mediante un bus RS-232.

4. PC: Este Pc posee una tarjeta dSPACE DS1103.
Es una tarjeta de control equipada con un
procesador PowerPC 604a a 400 MHz la cual
puede ser programada con una libreria de MAT-
LAB/Simulink. La tarjeta dSPACE se conecta
directamente con el armario de control, permi-
tiéndonos actuar directamente, ya sea leyendo las
salidas o proporcionando las senales de control.

6. Resultados experimentales

El control esta basado en una tarjeta dSPACE |, la cual
nos permites usar MATLAB/Simulink para la imple-
mentacién de los ensayos sobre el motor lineal. El algo-
ritmo para evaluar el arbol de busqueda asociado a la
solucién explicita del MPC para tracking ha sido pro-
gramado en C e implementado como una S-function.

La tarjeta dSPACE mide la posicién y la velocidad del
motor lineal como una senal analdgica y la convierte
a digital. La senal de control estd compuesta por tres
senales:

1. la primera analégica para la amplitud.

2. las otras 2 son digitales y nos sirven para deter-
minar la direccién.

Para identificar el sistema se ha escogido un tiempo de
muestreo de 10 ms con objeto de probar la efectividad
del procedimiento. Excitando el sistema con un PRBS,
el modelo de la velocidad en relacién con la senal de
control ha sido calculado. Este modelo resulté ser un
sistema de primer orden con un retraso de un periodo
de muestreo. Considerando que la posicién es la inte-
gral de la velocidad , el sistema tiene 3 estados con las
siguientes matrices:

11,6667 x 107* 0 0
A=1]0 0,9686 51663 |, B=|0
0 0 0 1
c=[10 0], D = [0]

Donde la entrada es el voltaje [V], el primer estado
es la posicién [m],el segundo es la velocidad [m/min]
y el tercero es la entrada en el periodo de muestreo
anterior [V]. Cabe resaltar que todos los estados son
accesibles.

El sistema real esta sometido a las siguientes restric-
ciones:

U={ue R:|ul <095},

Los parametros del controlador son: el horizonte de
prediccién N = 3, Las matrices de peso Q = C'-C,
R = 10,01 y T =100 x P. Esas matrices han sido es-
cogidas para obtener una respuesta rapida del sistema.
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La ley de control local , usada para calcular la restric-
cién terminal ha sido un LQR. P es la matriz de Lya-
punov asociada a dicha ley de control. El pardmetro
A = 0,95 lo que hace que el conjunto de puntos de
referencia admisibles sea [—0,76, 0,76].

El controlador explicito obtenido tiene 514 regiones
criticas con un total de 4740 desigualdades. EL arbol
de busqueda estd compuesto por 417 nodos con una
profundidad de 13 niveles asi que para encontrar el
nodo terminal y por lo tanto la regién critica, solo ten-
dremos que evaluar 12 desigualdades, en vez de 4740
desigualdades requeridas en el peor de los casos.

A continuacién se mostrardn 2 experimentos.

1. El motor lineal seguird una serie de referencias
entre —0,5 y 0,5 ver figuras [2, 3 y 4]. Se puede
ver como el sistema evoluciona hacia la referencia
deseada de una forma admisible a pesar de los
posibles errores de modelado y ruidos.

Input [V]
°

-1

Time [s]

Figura 2: Experimento 1. Accién de control

Position [m]
o

0 05 1 15 2 25 3 35 4 45
Time [s]

Figura 3: Experimento 1. Posicién y referencia

2. El segundo ensayo se pretende mostrar el papel
de la referencia artificial en el controlador para
asegurar la factibilidad. Para ello se le va a dar
como referencia un valor no factible —1 m . El
controlador evolucionard al punto de referencia
mas cercano que sea admisible que es —0,76, co-
mo se puede ver en las figuras [5, 6 y 7).
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80

60~

40

20

Speed [m/min]

Figura 4: Experimento 1. Velocidad

De la comparacién los resultados reales y del con-
trolador aplicado al modelo podemos deducir que
el modelo usado para las predicciones difiere del
real, actualmente se estd trabajando en un nuevo
modelo que reduzca estos errores y asi obtener
mejores respuestas en bucle cerrado y en una for-
mulacién robusta del problema.

Input [+]

Time [s]

Figura 5: Experimento 2. Accién de control

7. Conclusiones

En este articulo una nueva formulacién del MPC para
tracking ha sido aplicada a un sistema real: un motor
lineal. Este controlador nos permite seguir referencias
admisibles constantes a trozos sin offset, manteniendo
la factibilidad y asegurando la convergencia.

Gracias a que el problema a resolver para obtener la
solucién es un mp-QP parametrizado en el estado ac-
tual y el estado asociado a la referencia, la solucién
explicita del mismo puede ser calculada fuera de lin-
ea, lo que nos permite aplicar dicho controlador a sis-
temas rapidos como el motor lineal, con un tiempo de
muestreo de 10 ms.

Pasition [m]

Time [s]

Figura 6: Experimento 2. Posicién y referencia

Speed [mfmin]

Time [s]

Figura 7: Experimento 2. Velocidad
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