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Tutkielma koostuu kahdesta osasta. Tutkielmassa tarkastellaan ensin lukujonoja, sar-
joja ja summia teoreettisista ldhtokohdista ja timén jalkeen siirrytdén kisittelemééin
empiirisesti lukion oppikirjojen lukujonoihin ja summiin liittyvissé tehtédvissad vaa-
dittua matemaattista osaamista ja tietoa.

Teoreettinen tarkastelu tuo esille lukujonojen, sarjojen ja summien perusominai-
suudet seki sarjojen suppenemisen ja hajaantumisen kisitteet. Tutkielmassa esitel-
ldédn lukiostakin tutut geometrinen ja aritmeettinen lukujono seki ndiden summat et-
td ndiden kaavojen teoreettiset perusteet. Suppenemisen kasitettd kdytetdan Taylorin
lauseen ja Binomilauseen todistuksissa, jotka my0s kasitellddn tutkielman teoreetti-
sessa osuudessa. Teoreettinen osuus tuo esille geometrisen summan Taylorin sarjo-
jen erikoistapauksena ja lisdksi ndyttdd joitain geometrisen ja aritmeettisen summan
talousmatematiikan sovelluksia kuten tasaerilainan tasaerdn laskemisen kaavan.

Empiirisessd osuudessa tutkitaan lukion matematiikan oppikirjojen lukujono- ja
summatehtdvissd vaadittua matemaattista osaamista ja tietoa. Tdhén tarkoitukseen
muodostetaan Wilsonin taksonomian ja David R. Krathwolin uudistetun Bloomin
taksonomian perusteella uudenlainen luokittelumalli, joka ottaa huomioon myos
matemaattisen osaamisen ja tiedon kategorioihin luokiteltujen tehtdvien prosentuaa-
liset frekvenssit kaikista tehtivistd tehdyistd havainnoista. TAmaén jidlkeen vertaillaan
kaavioita, jotka on muodostettu jokaiselle kirjalle erikseen ja tutkitaan millaisia sa-
mankaltaisuuksia ja eroja kirjoissa ja niitd vastaavissa kursseissa on tehtdvien luo-
kitteluissa matemaattisen osaamisen ja tiedon kategorioihin sekéd millaisia yhteyksia
tiedon ja osaamisen kategorioilla on keskenéén siséllollisesti ja mairéllisesti. Mate-
maattisen osaamisen ja tiedon kategoria on tilastollisena muuttujana luokitteluastei-
koltaan sanallinen, joten kiytetddn kaavioiden keskilukuna moodia ja hajontalukuna
variaatiosuhdetta.
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1 Johdanto

Taméi Pro gradu -tutkielma koostuu kahdesta osasta. Tutkielman alussa on lukujo-
nojen, sarjojen ja summien matemaattiseen teoriaan keskittyvd osa. Tamén jéilkeen
siirrytddn tutkielman empiiriseen osaan, jossa tutkitaan lukion matematiikan kirjojen
lukujonoihin ja summiin liittyvissd tehtdvissd vaadittavaa matemaattista osaamista
ja tietoa, erityisesti MAY1 -kurssia ja MABG -kurssia vastaavista kirjoista.

Tutkielman teoreettisen osan tarkoituksena on tuoda esille lukiossa kisiteltdvien
lukujonojen ja summien matemaattista teoriaa hieman syvemmin kuin lukiossa ké-
sitelldéin. Teoriassa esitellddn lukujonojen peruskésitteet, jonka jilkeen mééritellaan
joitakin lukiostakin tuttuja lukujonoja. Teoriasta kdy selviksi lukujonojen ja sarjojen
yhteys, kun sarja on ddrettomén lukujonon kaikkien termien summa.

Esitellddn geometrisen ja aritmeettisen summan késitteet alussa miiriteltyjen
geometrisen ja aritmeettisen lukujonon késitteiden avulla ja ndytetddn, miten geo-
metrisen ja aritmeettisen summan lausekkeet muodostetaan summanotaatiosta.

Sarjojen suppenemisen ja hajaantumisen késitteet kuuluvat myos tutkielman teo-
reettiseen osuuteen ja ndiden osoittamisen apuvilineeksi esitelldén joitakin menetel-
mid kuten majoranttiperiaate ja hajaantumistarkastin. Sarjan suppenemisen kisite on
hyodyllinen todistettaessa esimerkiksi Taylorin lausetta ja Binomilausetta. Taylorin
lause, Binomilause ja Binomisarjat esitellddn tutkielmassa teoreettisina kisitteina,
mutta tuodaan my®os esille niiden teknisid ja teoreettisia sovelluksia funktion approk-
simoinnin ja pinta-alojen laskemisen apuvilineena.

Teoreettisessa osassa tuodaan vieli esille, ettd geometrinen summa on itse asias-
sa Taylorin sarjojen erikoistapaus. Toisaalta ndytetdin, geometristen ja aritmeettisten
summien soveltuminen talousmatematiikan tehtdvien ratkaisemiseen, sekd joitain
geometrisen ja aritmeettisen summan avulla muodostettuja tai johdettuja talousma-
temaattisia kaavoja kuten annuiteettilainan tasaerdn laskentakaava, tasalyhenteisen
lainan maksusuoritusten laskentakaava ja koronkoron seki diskonttauksen laskenta-
periaate.

Tutkielman empiirisessd osassa tutkitaan millaista matemaattista osaamista ja
matemaattista tietoa vaaditaan lukion matematiikan lukujonoihin ja summiin liit-
tyvien tehtdvien ratkaisemisessa. Matemaattisesta osaamisesta ja matemaattisesta
tietdmisestd on muodostettu useita teorioita. Tédssd tutkielmassa niitd kisitteitd 13-
hestytddn Wilsonin taksonomian ja David R. Krathwolin uudistetun Bloomin takso-
nomian pohjalta. Ndiden pohjalta muodostetaan uudenlainen tehtdvissi vaadittavan
matemaattisen osaamisen ja matemaattisen tiedon luokitteluun soveltuva malli, joka
ottaa myOs huomioon tiettyd osaamista ja tietoa vaativien tehtdvien prosentuaaliset
frekvenssit kaikista tehtivisti tehdyistd havainnoista.

Empiirisessd osuudessa tutkittavaksi valikoitui lopulta nelja lukion matematii-
kan kirjaa Otavan ja Sanoma Pron kirjasarjoista. Molemmista kirjasarjoista toinen
kirja vastaa lukion matematiikan yhteistd kurssia MAY1 ja toinen kirja vastaa ly-
hyen matematiikan talousmatematiikan kurssia MABG6. Niista kirjoista valittiin ne
kappaleet, joissa esiintyy lukujonoihin ja summiin liittyvii tehtdvid. Kappaleita, jois-



sa esiintyi hyvin vidhin lukujonoihin ja summiin liittyvié tehtivid ei otettu mukaan
tutkimukseen.

Tamin jalkeen luokiteltiin ndiden kappaleiden tehtivit niissd vaaditun matemaat-
tisen osaamisen ja matemaattisen tiedon kategorioihin. Luokittelu tehtiin jokaiselle
kirjalle erikseen ja kirjassa jokaiseen tiettyyn vaaditun matemaattisen osaamisen
ja tiedon kategoriaan luokiteltujen tehtdvahavaintojen lukuméadridd verrattiin kirjan
kaikkien havaintojen lukumaardéan. Tadlloin saatiin prosentuaaliset frekvenssit, miten
suuri osuus kirjan tehtivistd luokiteltiin kuhunkin vaaditun matemaattisen osaamisen
ja tiedon kategoriaan.

Tarkoituksena oli saada selville, millaisia tehtavid vaaditun matemaattisen osaa-
misen tai matemaattisen tiedon suhteen kirjoissa on, ja kuinka suuri osuus tehtavista
kuuluu kuhunkin kategoriaan. Kullekin kirjalle muodostettiin kaavio, jossa nikyy
tehtavien prosentuaaliset osuudet kussakin kategoriassa. Tamin jilkeen vertailtiin
millaisia yhteyksié tiedon ja osaamisen kategorioilla on keskenédén sekd millaisia sa-
mankaltaisuuksia tai eroja on eri kirjojen tai kurssien vililld tehtiivien jakautumisessa
matemaattisen osaamisen ja tiedon kategorioihin. Pohdittiin my0s prosentuaalisten
osuuksien erojen merkitsevyytti ja mistd ne mahdollisesti johtuvat. Matemaattisen
osaamisen ja tiedon kategoria on tilastollisena muuttujana luokitteluasteikoltaan sa-
nallinen, joten kiytetddn kaavioiden keskilukuna moodia ja hajontalukuna variaatio-
suhdetta.



2 Lukujonoja ja sarjoja

Tarkastellaan ensin joitakin tunnettuja lukujonoja, sarjoja ja summia. Lukujonojen
seki sarjojen suppenemisen kisitteiden kautta saadaan kidytt6on menetelmid, joilla
voidaan osoittaa sarjan suppeneminen johonkin ddrelliseen raja-arvoon tai sarjan ha-
jaantuminen. On tarkedi erottaa sarjan ja summan kasitteet toisistaan sekd ymmartaa,
ettd summat voidaan nidhda sarjojen rajoittumina. Myohemmin Taylorin sarjojen yh-
teydessa voidaan mahdollisesti osoittaa, esittddako jokin funktio tiettyd sarjaa. Tamin
osoittamisessa sarjan suppenemisen kasite on tiarkedssi osassa.

2.1 Lukujonoja
Madritellddn ensin lukujonojen perusominaisuudet. [6, s. 23]
Mairitelmé 2.1. Lukujono {ay}}_, on lukujen

aO,al,aZ’ a3’ LA ’al’l

muodostama jono, missd a; € R kaikilla k € N. Joissain yhteyksissi oletetaan, etta
indeksointi alkaa luvusta 1, jolloin tdma yleensd selvidd asiayhteydesta tai madritel-
ldédn erikseen. Mikéli n — oo, lukujono on ddreton ja merkitdan

aop, d1,d2,as, . ..

Lukujonoa

al’lpanz’ ce e
missd ny,ny,--- € Njan; < np < ... sanotaan lukujonon ag, ar, a»,as, ... osajo-
noksi

Esimerkki 2.2. Lukujonon {ay};7 , osajono voi olla esimerkiksi jono {ak}zzl, jota
vastaa jono
ai, das, ds.

Esimerkki 2.3. Lukujonon {ay},?,, osajono voi olla myds esimerkiksi jono
ap,asz,ds, . ...

Esimerkin 2.3 lukujono on dédreton lukujono, vaikka se onkin osajono. Tarkastel-
laan seuraavaksi joitain tunnettuja lukujonoja. [7, s. 35-36]

Madritelmé 2.4. Lukujonon {a};_,, missd ax = a; + (k- 1)d, k € {1,2,3,...}
jad = ay — ay-1, sanotaan olevan aritmeettinen lukujono.

Aritmeetisessa lukujonossa kahden edellisen termin erotus d on vakio.

Miidritelmi 2.5. Lukujonoa {ax}?_,, missi ax = a;g*™', k € {1,2,3,...} ja
q= a‘/’(—’il, kutsutaan geometriseksi lukujonoksi.



Geometrisessa lukujonossa kahden peridkkéisen termin osamiird g pysyy va-
kiona. Lukujono madritelldin usein rekursiivisesti, jolloin lukujonosta annetaan en-
simmadiset jdsenet ja midritelldn yleinen jasen. Seuraava lukujono on rekursiivisesti
madritelty [16, s. 610].

Mairitelmé 2.6. Lukujonossa {ay};_, kaksi ensimmdisté jasentd ovat ap = 1 ja
a; = 1. Yleinen jisen a; = aj_| + ax—2, kun k € {2,3,4,...}. Titd lukujonoa
kutsutaan Fibonaccin lukujonoksi.

Fibonaccin lukujonossa kaksi ensimmaisti jasentd on annettu. Lukujonon muut
jasenet saadaan kahden edellisen jasenen summana.

2.2 Summat ja sarjat

Lukujonon ay, as, as, . . ., a, summaa merkitdaan seuraavasti

n

a1+a2+a3+---+an=2ak:Sn.
k=1

Summan indekseind voidaan kayttdd, mitd tahansa kirjaimia. Y114 oleva summa on
ddrellinen. Mikili lukujonossa, josta summa muodostetaan on ddrettdméin monta
termid, tilannetta voidaan ldhtea tarkastelemaan seuraavasti osasummien S, kautta,
jolloin

1
S]ZZZCZ]
k=1
2
S2:Z:a1+a2

k=1
3

S3 :Z =aj+ax+as
k=1

n

Sn=Z:a1+a2+a3+---+an
k=1

Mairitelmi 2.7. Jonoa {a},7, vastaavaa osasummien jonoa {S,}7  kutsutaan
sarjaksi ja merkitdan

()
S:Zak:a1+a2+---+an+--- .
k=1

Sarjassa on siis laskettu ddrettoméan lukujonon kaikki termit yhteen [16, s. 632-
635]. Tarkastellaan aritmeettisesta ja geometrisesta lukujonosta muodostettuja sum-
mia ja sarjoja [7, s. 35-36].



Mairitelma 2.8. Aritmeettista lukujonoa vastaa sarja

> a1+ (k- 1)d),
k=1

jota kutsutaan aritmeettiseksi sarjaksi.
Aritmeettisen sarjan osasumma on aritmeettinen summa.

Lause 2.9. Aritmeettinen summa

N

voidaan kirjoittaa muodossa

Todistus. Todistetaan lause induktiolla. Valitaan n = 1, jolloin saadaan a; = aj,
joten perusaskel on osoitettu. Oletetaan sitten, ettd lause on tosi n:lle. Osoitetaan
sitten induktioaskeleella, ettd lause on tosi (n + 1):1le. Tdlloin saadaan

ar+ax+az+---+ap = (@ +ax+az+---+a,) +an
a) +ay
2
+a;+(n-1)d
e 2(n ) +a;+(n+1-1)d
_ 2nay +n%d — nd
B 2
2naq n*d — nd + 2nd
= +a;+
2 2
n(n+1)
—=d
2

nd
=(n+1) a1+7)

2a4 +I’ld)

+ an+1

+ay +nd

=aj(n+1)+

=(n+1) >

ar+(ar+(n+1-1)d
)
611+61n+1)
— )

=(n+1)

—(n+1) (
Viite on siis tosi myos (n + 1):1le, joten viite on tosi. O

Maaritelma 2.10. Geometrista lukujonoa vastaa sarja

(o)

Zalqk_l,

k=1

jota kutsutaan geometriseksi sarjaksi.



Geometrisen sarjan osasummaa kutsutaan geometriseksi summaksi.

Lause 2.11. Geometrinen summa

Sp = Z arg*™!

voidaan kirjoittaa muodossa

1_ n
Snzalw, q# 1.
l-¢g

Todistus. Lisétddn toisella rivilld yhtdlon oikealle puolelle termit a;g¢” ja —a;q".

Sp=ai+aiqg+a1q*+--+aq""!
=SSy =ai+aiq+aig’ +---+a1q" +aiq" - aiq",
=Sy =Spq +ay —arq"
=8y = Sug =a1(1-¢q")
=Su(1-¢q)=a1(1-4")
1-4g"
l-q°

=>Sn =dai

Termien yhdistdmisen ja uudelleenjirjestelyn jilkeen saadaan padttelyketjun viimei-
selld rivilld oleva geometrisen summan kaava. O

2.3 Sarjojen suppeneminen ja hajaantuminen

Sarjan suppenemisen tai hajaantumisen selvittimien on hyodyllista silloin, kun ha-
lutaan tietdd, mitd arvoa sarjan arvo ldhestyy tai onko téllaista arvoa olemassa ol-
lenkaan. Suppeneminen tai hajaantuminen on hyodyllisté selvittdd myos silloin, kun
halutaan selvittdd esittdako sarja jotain funktiota. Kisitelldin ensin lukujonon raja-
arvon Késite [16, s. 595-592].

Mairitelméa 2.12. (Lukujonon raja-arvo) Jos jokaista lukua € > 0 on olemassa
positiivinen kokonaisluku K siten ettd, jos n > K, niin |a, — L| < €, kirjoitetaan

lim a, = L,

n—oo

ja lukujonolla {a,} sanotaan olevan raja-arvo L.
n—1
Esimerkki 2.13. Lukujonolle {a,}, missd a, = a; (%) jaaj > 0, pitee

lim a, = 0.

n—oo

10



Todistus. Valitaan nyt jokin mielivaltainen € > 0 ja positiivinen kokonaisluku K
siten, ettd K > [g“! + 1. Till6in

K-1> lgﬂ

€

(K —1)ig10 > [g2L
€

1910571 > [¢9L

€

1051 > 4

Valitaan nyt n > K, jolloin

Siis lukujonolla a,, on raja arvo 0. O

Mairitelméa 2.14. Jonon, jolla on raja-arvo, sanotaan olevan suppeneva. Mikili
raja-arvoa ei ole, jonon sanotaan olevan hajaantuva.

Huomautus. [3, s. 89] Oletetaan seuraavissa tarkasteluissa tunnetuksi, ettd geomet-
rinen lukujono a; = g*

i. ldhestyy raja-arvoa nolla, kun |g| < 1
ii. ldhestyy raja-arvoa 1, kun g =1
iii. hajaantuu muulloin.

My®és sarja voivat supeta tai hajaantua. Madritellddn seuraavaksi perusominai-
suudet sarjan suppenemisen ja hajaantumisen kasitteille.[ 16, s. 634-635] [3]

Mairitelmi 2.15. Jos sarjan osasummien jono {S,} suppenee direlliseen raja-
arvoon S, toisin sanoen jonon {S,} termille S, pitee

lim S, =S,

niin kirjoitetaan

iak =S
k=0

11



ja sanotaan, ettd sarja

(o)

Sa

k=0
suppenee kohti raja-arvoa S. Talloin sanotaan, ettd S on sarjan summa. Jos osasum-
mien jono hajaantuu, sanotaan, etti sarja

(S}
2,
k=0
hajaantuu
Huomautus. Sarjan osasummien jono on lukujono, joten sen suppeneminen voidaan
osoittaa esimerkiksi lukujonon raja-arvon méadritelmin 2.12 perusteella.
Seuraavan lauseen avulla voidaan osoittaa sarjan hajaantuminen. [3, s. 88-89]

Lause 2.16. (Hajaantumistarkastin). Jos sarja . | a, suppenee, niin lim, . a, =
0. Tdten, jos lim, . a, # 0, niin sarja 3., | a, hajaantuu.

Todistus. Olkoon S = ., a,. Koska sarja suppenee, sen osasummien lukujono
suppenee raja-arvoon S, jolloin osasummat S, ja S,-; ldhestyvit samaa raja-arvoa.
Toisaalta selvasti a,, = S,, — S,-1, joten

lima, = lim (S, -S,-.1)=5S-S=0
n—oo n—oo
O

Nyt siis jos lim,—. a, # 0, sitd vastaava sarja ), ", a, ei voi supeta, joten
sen tdytyy hajaantua. Hajaantumistarkastimella voidaan osoittaa ainoastaan sarjan
hajaantuminen. Se, ettd lim, . a, = 0 ei ole riittdava ehto sille, ettd sarja suppenee
vaan siitd, ettd sarja suppenee seuraa lim,_, a, = 0.

Esimerkki 2.17. [3, s. 89] Koska huomautuksen 2.3 mukaiset asiat oletetaan tun-
netuksi voidaan sanoa, kun |g| > 1, ettd limg_o ¢¥ # 0. Tillin hajaantumistar-
kastimen nojalla geometrinen sarja);;’ ¢* hajaantuu. Kun |g| < 1, sarjan P gk
osasumma saadaan lauseen 2.11 mukaan, jolloin

n
l_qn+1
Sp= gt=—2—

Nyt, kun n — oo, niin ¢"*! — 0, joten sarjan osasummien jonon termi S, lihestyy

adrellistd raja-arvoa ﬁ.
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Siis méaritelmén 2.15 mukaisesti sarja suppenee kohti raja-arvoa ﬁ ja
- 1

k _
Z‘ Ty

k=0

Sarjoille on olemassa erilaisia suppenemistarkastimia, joilla voidaan osoittaa
sarjan suppeneminen. Yksi tillainen on seuraava tarkastin.

Lause 2.18. (Majoranttiperiaate). Olkoon K > 0, jokin vakio. Oletetaan, ettd sar-
Jojen Y07 ay ja Y., b, termit toteuttavat jostakin rajasta ny alkaen epdyhtdilon
la,| < Kb, (selviisti b,, > 0, kun n > ny). Talloin

an suppenee = Zan suppenee.

n=1 n=1
Todistus. Sivuutetaan tdssd yhteydessa. [3, s. 96] O

Seuraavilla tarkastimilla voidaan osoittaa seki sarjan suppeneminen etti hajaan-
tuminen. Niitd voidaan kiyttaad esimerkiksi geometriselle sarjalle, mutta myos muille
sarjoille.

Lause 2.19. (Osamddrdtarkastin)

i. Oletetaan, etti on olemassa vakio L, 0 < L < 1 ja luku ny € N siten, ettd
sarjan 3, a,, missd a, # 0, termit toteuttavat epdyhtdlon

Ap+] .
——| <L aina,kun n > nj.

dp
Tilloin kyseinen sarja suppenee.

ii. Oletetaan, etti on olemassa vakio L > 1 ja luku ny € N siten, ettd sarjan
Yoy Gn, missd a, # 0, termit toteuttavat epdyhtdlon

an+1
an

> L aina,kun n > ny.

Tdlloin kyseinen sarja hajaantuu.

Todistus. [3,s. 99] Merkitdan kummassakin tapauksessa A = |a,,|. Talloin A > 0.
Tapauksessa i. saadaan induktiolla, ettd |a,,+k| < ALF aina, kun k > 0. Niin ollen
suppeneva geometrinen sarja Y. ALK majoroi alkuperdisen sarjan jidnnostermii
2nsn, @n- Alkuperdinen sarja suppenee télloin majoranttiperiaatteen nojalla.
Tapauksessa ii. ndhddén induktiolla, ettd |a,,+x| > AL*. Titen lim,,_,co ay # 0 ja
alkuperidienn sarja hajaantuu hajaantumistarkastimen nojalla. O

Voidaan kiyttdd myos osamairatarkastinta, jossa tarkastellaan osamiirin raja-
arvoa.
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Lause 2.20. (Osamdidrdtarkastin) Olkoon a,, ja a,y| termejd sarjassa 22021 a, ja
a, # 0. Jos on voimassa

Ap+l
ap

lim

n—oo

=L,

niin tdlloin jos 0 < L < 1, sarja suppenee, ja jos L > 1, sarja hajaantuu.

Todistus. [3,s. 99] Olkoon K = (L + 1)/2 lukujen L ja 1 keskiarvo. Merkitdin € =
|[K—L|.Jos L < 1,niintélléin L < K < 1, joten oletuksen perusteella jostakin luvusta
n; = n(e) alkaen |a,+1/a,| < K, mikd vastaa osamadritarkastimen ensimmaisen
version i. kohtaa. Téten sarjan ), a, suppeneminen seuraa osaméiritarkastimen
ensimmadisen version nojalla.

Jos L > 1, niin tidlloin L > K > 1, joten oletuksen perusteella jostakin luvusta
n; = n(e) alkaen |a,.1/a,| > K, mikd vastaa osamiidrdtarkastimen ensimmaiisen
version ii. kohtaa. Sarjan } "> | a, hajaantuminen seuraa siten osamééritarkastimen
ensimmadisen version nojalla. O

On huomattava, ettd lause 2.20 ei vastaa siihen, mitd tapahtuu, kun L = 1.
Seuraavassa alaluvussa Taylorin lauseella osoitetaan millainen funktio esittidi erdsti
geometrista sarjaa. Verrattuna esimerkkiin 2.17 on huomattava, ettd Taylorin sarjojen
yhteydessa kisitellddn funktiosarjoja, joten esimerkissd 2.17 oleva ei tarkoita aivan
samaa kuin Taylorin lauseella saatu tulos.

2.4 Taylorin sarjat

Taylorin sarjat ovat funktiosarjoja. Funktiosarjojen termit ovat lukujen sijaan jollakin
vialilla 7 médriteltyji funktioita. Funktiosarjoja kutsutaan myos sarjoiksi. Funktiosar-
jat suppenevat seuraavan mairitelmin mukaisesti.

Maaritelma 2.21. Olkoon [ reaalilukuvili. Funktiosta f; : I — R, k € N muodos-
tettu funktiosarja

S() =) filx)
k=0

suppenee pisteittdin joukossa I kohti summafunktiota S(x), jos jokaisessa pisteessi
x € I lasketusta funktioiden arvoista muodostettu lukujen sarja 3., fi(x) suppenee
kohti raja-arvoa S(x). Osasummalle kdytetddn merkintad

Sn(x) = D ().
k=0

Taylorin ja Maclaurinin sarjakehitelmien avulla voidaan muodostaa arvioita funk-
tioille seki niiden derivaatoille ja integraaleille. Joissan tapauksissa ei tarvitse tyytya
pelkistddn arvioon, vaan edelld mainitut sarjakehitelmit esittavit tasmélleen jotakin
haluttua funktiota. Tarkastellaan seuraavaksi, millaisilla edellytyksilld sarjakehitel-
min voidaan sanoa esittdvin jotain funktiota.

Kun tutkitaan tarkemmin sarjojen taustalla olevaa teoriaa huomataan, ettd geo-
metrisen summan lauseke voidaan todistaa myos Taylorin lauseen nojalla ja se on
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ndin ollen Taylorin sarjojen erikoistapaus. Taylorin sarjoissa ldhteend on kaytetty
teoksia [16, s. 664-696] [3, s. 131-133].

Miaritelmi 2.22. Olkoonx €]xo—R, xo+R| ja funktiolla f (x) kaikkien kertalukujen
derivaatat annetulla vililla. Télloin sarjaa

k)
S(x) = Z f (XO) Xo)k

kutsutaan funktion f(x) Taylorin sarjaksi pisteessi xo. Maclaurinin sarjat ovat Taylo-
rin sarjojen erikoistapauksia, kun xo = 0. Sarjojen osasummia kutsutaan vastaavasti
Taylorin polynomeiksi ja Maclaurinin polynomeiksi.

Lause 2.23. (Taylorin lause) Olkoon funktio f(x) vdlilla I =]xo — R, xo + R[ deri-
vaattoineen jatkuva kertalukuun n + 1 asti. Tdlloin vdlilld 1

noor(
f(X) = : (x - XO)k + R, (x) = T,(x) + Ry(x),

missd osasumma T, (x) on astetta n oleva Taylorin polynomi ja

o0 (s)
(n+1)!

on Lagrangen jddnnostermi, missd s €|xg, x|.

R, (x) = (x = x0)"™"!

Todistus. Kiinnitetddn x € 1. Jos x = xg, niin 7,,(xo) = f(xp) ja véite on tosi. Muussa
tapauksessa x — xo # 0. Nyt voidaan valita luku K siten, ettid

2.1 F(x) = T(x) + K (x = x0)"*.
Muodostetaan muuttujan ¢ apufunktio

f()( t)+%(x—t)2+ (x—1)"+K(x —1)""!

@)
h() = f(x)- [f(t) + +
Talloin h(x) = 0 ja myods h(xg) = 0, koska K on valittu siten, ettd yhtdlo (2.1)
pitee. Kayttdmalld oletusta ja tulon derivointikaavaa termeittdin summan sisilla
huomataan, ettd 4 (¢) on derivoituva lukujen x ja x¢ vililld ja sen derivaatta on

dh <~ d (fPO -0k .
- ——;E(T)+K(n+l)(x—t)
Z": (f“‘*”(r)(x -0k — OOk (x — k!

o +K(n+1)(x-1"

=-f'(0) -

Z f("”’(t)(x -0 Z”: fP & -t

* -1 +K(n+1)(x-1"

<n+) _
__J l(tn)‘(x D = )"+ K(n+ 1) (x )",
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koska muut termit kumoutuvat pareittain. Rollen lauseen ehdot ovat voimassa, joten
lukujen x ja x¢ vililld on sellainen kohta ¢ = s, ettd 4’ (s) = 0. Yhtélosta

_f(”"'l)([)(x - t)n ()C _ t)n +K(1’l+ 1)(x - Z)n =0

n!
seuraa, etti
f(n+l) ( S)
o (n+ D’
joten K on siis Lagrangen jadnnostermin kerroin. Rollen lauseen lupaama piste s ei
ole kumpikaan vilin péétepisteistd, joten x — s # 0. Viite seuraa tasta. O

Nyt jos funktion f(x) kaikkien kertalukujen derivaatat hallitaan riitdvin hyvin,
voidaan Taylorin lauseen mukaiselle sarjalle 7, (x) + R,(x) mahdollisesti osoittaa,
ettd piatee R,(x) — 0, kun n — oo, jolloin sarja suppenee. Tdlloin, kun sarja
suppenee, se myoOs esittdd funktiota f(x). Sarjan hajaantuessa ei voida sanoa, ettid
se esittdd vastaavaa funktiota. Rollen lause oletetetaan tunnetuksi Taylorin lauseen
todistuksessa [16, s. 199-200].

2.4.1 Geometrinen sarja Taylorin sarjojen erikoistapaus

Tarkastellaan seuraavaksi, miten voidaan Taylorin lauseen avulla osoittaa, etti funk-
tiota

fo) =

esittdd erds geometrinen sarja. Taylorin lauseen mukaisesti

I o lalC)

1 —x k‘ (‘x—xo)k+Rn('x)9

k=0
missé |x| < 1. Kun derivoidaan termeittéin, havaitaan, ettid
£ (o) = k(1 = x) "D,

joten

(x - xo)k + R, (x).

1-x

1 Z k(1 = x0)~+D
k!
k=0

Kun valitaan xo = 0, saadaan

b = Zn:xk + R, (x).

1 -
u k=0

Koska |x| < 1 havaitaan, ettd kun n — oo, niin R,(x) — 0, joten sarja suppenee ja
siten esittdd funktiota f(x).
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2.4.2 Korkolaskut geometrisen sarjan erikoistapaus

Talousmatematiikkassa korkolaskut on soveltamisala, johon erityisesti geometriset
sarjat ja lukujonot ovat hyodyllisid. Lahteind tdassd alaluvussa kaytetty teoksia [5], [4,
s. 160-175] ja [8, s. 57,59, 71-93]. Yksinkertainen korko jollekin padomalle voidaan
laskea geometrisen lukujonon kaavaa sopivasti muokkaamalla kéyttotarkoitukseen

sopivaksi valitsemalla g = 1 + 755, jolloin
p t
K=k(1+25),
100

missd K on loppupéddoma, k on alkupdioma, p on vuotuinen korkoprosentti ja ¢
on vuosien lukumdird. Loppupddoman laskemiselle pdinvastainen toimenpide on
diskonttaus. Tilloin ei tiedetd alkupdioman suuruutta, mutta tiedetddn loppupddoma,
josta tarvittava alkupddoma voidaan laskea kaavalla

k=K (1 + L)_t .
100

Yksinkertaisen korkoa korolle laskun periaatetta kiytetdan esimerkiksi laskettaes-
sa lainoille lyhennysten tai maksuerien suuruuksia. Niissd tdytyy ottaa huomioon
korkoa korolle ilmi6 ja erilaisissa lainamuodoissa pdddytddn hieman erilaisiin lop-
putuloksiin. Lainaa voidaan arvioida myos muuten kuin sen lopullisen hinnan perus-
teella, kuten lainaan hoitamisen helppouden ja ennakoitavuuden perusteella, jolloin
halvin laina ei ole aina sopivin vaihtoehto. Seuraavassa kaksi lainatyyppid, jotka
myos joissain lukion kursseissa esiintyvit. Tarkastellaan hieman tarkemmin teoriaa
lainan taustalla.

Tasalyhenteinen laina

Tasalyhenteistd lainaa lyhennetéén, jokaisena lainan erdpdivind yhtd suurella sum-
malla. Lyhennys tapahtuu aina lainan jiljelld olevasta padomasta. Tamin liséksi lai-
nasta maksetaan jokaisena erdpdivina erdpdivadn mennessd kertyneen koron osuus.
Maksusuoritus koostuu siis lyhennyksesti ja korosta. Tamai johtaa siihen, ettd aluksi
koron osuus maksusuorituksesta on suurempi verrattuna lainan lyhennyksen suuruu-
teen kuin lainan maksamisen loppuvaiheessa. Maksusuoritus on jokaisella kerralla
eri suuruinen. Seuraavassa taulukossa niytetddn, miten tasalyhenteisen lainan mak-
susuoritukset maardytyvit.

Esimerkki 2.24. L =lainan alkupdioma, n =lyhennysten lkm, K = % =lyhennyksen
suuruus, p =koronmidrdytymisajan korkoprosentti, L, =lainan mééra ennen n. ly-
hennystd ja M, =maksusuorituksen suuruus n. maksukerralla Koska L = nK, vii-
meisen maksuerin jilkeen L — ((n+1) — 1)K = L —nK =0.

Huomataan, etti jiljelld olevan lainan miirdd saadaan aritmeettisen lukujonon
kaavalla ja titen myos koron ja maksusuorituksen laskemisessa tarvitaan aritmeet-

tisen lukujonon kaavaa. Tasalyhenteisen lainan maksusuoritusten summa voidaan

laskea kaavalla . .
p
NS (K+Lk—).
k=1 k=1 100
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Maksukerta | Lainaa jéljelld Korko | Lyhennys | Maksusuoritus
! Li=L Liyg | K My =K+ L755
2 L,=L-K Ly | K M, =K+ Ly
3 Ly=L-2K Ly | K M3 =K+ Lybs
n Li=L-(n-1)K | L,75% | K M, =K+ L,

Esimerkki 2.25. Valitaan L = 60000 €, n = 20, jolloin K = 3000 €. Lisédksi p = 3,5
%. Nyt saadaan seuraavanlainen taulukko

Maksukerta | Lainaa jéljella(€) | Korko(€) | Lyhennys(€) | Maksusuoritus(€)
1 60000 2100 3000 5100
2 57000 1995 3000 4995
3 54000 1890 3000 4890
20 3000 105 3000 3105

Huomataan, ettd koron osuus maksusuorituksesta, joka ei ole vakio, pienenee
lainan loppua kohden ja lyhennys pysyy vakiona koko ajan. Maksusuoritus pienenee
lainan loppua kohti. Viimeisen maksusuorituksen jilkeen lainaa on jéljelld O €.

Annuiteetti- eli tasaerilaina

Annuiteettilainaa maksetaan jokaisena lainan erdpéivina takaisin vakiosumma eli ta-
saerd. Tasaerd koostuu lyhennysosuudesta ja korko-osuudesta, mutta sen laskeminen
tapahtuu eri tavalla kuin tasalyhenteisessa lainassa, jotta maksusuoritukset ovat ai-
na yhti suuria. My0s annuiteettilainassa takaisin maksettavan koron méird pienenee
suhteessa lyhennysosuuteen laina-ajan kasvaessa, koska lainapddoma pienenee.

Tasaerélainan tasaerdn suuruuden miirdytyminen perustuu siihen, ettd lainaoh-
jelman mukaan maksettujen tasaerien yhteinen alkuarvo lainanottohetkelld sovitun
korkokannan mukaan on lainan suuruinen. Niytetdin seuraavaksi, mistd annuiteetti-
lainen tasaeri johtuu.

Esimerkki 2.26. [5] Oletetaan, ettd L =lainan alkuperdinen padoma, A = annuiteetti,
p = koronmééraytymisajan korkoprosentti, n = erdpdivien lkm ja L, = lainan mééra
n. annuiteetin jilkeen

Nyt lainan méaéra 1. annuiteetin jilkeen on

L1:(1+L)L—A,
100

2. annuiteetin jdlkeen

Lz_(1+i)((1+i)L—A)—A
100 100
2
:(1+L) L—(1+L)A— ,
100 100
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ja n. annuiteetin jilkeen

Ln:(1+1%)((1+1%0)"_1L—(1+1%)"_2A—---—A)—A
n n—1
:(1+1%) L—(1+1%0) A—~--—(1+1%)A—A
Kun sijoitetaan g = 1 + 1%’ saadaan
Ly=Lg"—Aq" ' —-- . —Aqg-A
jakoska L, =0, saadaan
Lg"=Aq"' - - Ag - A.

Huomataan, ettd yhtdlon oikea puoli vastaa geometrista summaa, joten

n

l1-¢

Lg"=A
l-g¢g

Ratkaistaan téstd yhtdlosta tasaerd A, jolloin
1-
(2.2) A=Lg"———

Seuraavassa annetaan esimerkki annuiteettilainasta, jota voi verrata esimerkkiin
tasalyhenteisestd lainasta.

Esimerkki 2.27. Valitaan L = 60000 €, p = 3,5 % ja n = 20. Lasketaan annuiteetti
kaavalla (2.2), jolloin

1-1
A = 60000 - 1,035% , 035

Nyt lainaa maksetaan 20 kertaa annuiteetin (noin 4221, 66 €) verran, minka jilkeen
lainaa korkoineen on jiljelld O €.

Voidaan havaita, ettd tasalyhenteisestd lainasta maksetaan kokonaisuudessaan
vihemmain korkoa kuin annuiteettilainasta samalla alkupddaomalla, korkoprosentilla
ja maksuajalla. Toisaalta annuiteettilainassa maksusuoritus on aina sama, joten sitad
voi olla helpompi ennakoida.

2.5 Binomisarjat

Liahteestd riippuen on useita sarjoja, joista puhutaan binomisarjoina. Tamai johtuu sii-
td, ettd sarjassa esiintyvi eksponentti on joissain versioissa positiivinen kokonaisluku
ja joissan versioissa mika tahansa reaaliluku. Yksi ldhestymistapa binomisarjoihin
saadaan, kun Taylorin lauseen avulla voidaan osoittaa, ettd on voimassa lause 2.28.
Kaytetdin tassa tyossid lauseessa 2.28 esiintyvistid tapauksesta nimitystd binomilause
ja myohemmin lauseessa 2.29 esiintyvistd tapauksesta nimitystd binomisarja. Tassa
luvussa ldhteend on kaytetty kirjaa [1, s. 550-552].
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Lause 2.28. (Binomilause) Olkoon n € Z,. Silloin

_ nin-1)  _ _
et ——20" 2% + o+ nax™ !+ X"

(a+x)"=a" +na" T

% (n
= (k)xka”_k.
k=0

Todistus. Sovelletaan Taylorin lausetta 2.23. Valitaan f(x) = (a +x)" jaxg = 0. Nyt

(a+x)"1,

f'@ =na+n"™" = "'1).

[y =n(n=1)(a+x)"? =

n!

(n—1!

(n—1)(a+x)"2,

(a+x)" %, (0<k<n).

FOG) =n(n=1) - (n—k+1)(a+x)"* = o ”'k)'

Havaitaan, etta
(a+x)""=n!

n!
@) =
(n—n)!
on vakio, joten £¥)(x) = 0kaikilla muuttujan x arvoilla, jos (k > n). Kun0 < k < n
jaxg =0, pitee
n! !
®) () = n. "k

Nyt voidaan soveltaa Taylorm lausetta, missd Lagrangen Jaannostermille pitee jolle-
kin luvulle s, joka on lukujen O ja x vilissd

(n+1)
(a+x)":Zf (0)( _ ) ]E 1()|)( _O)n+1
k=0

(a +x0)"F =

-k _k
Z(n—k)'k' x40

i

Koska x¢ = 0, huomataan, ettd kyseessd on Maclaurinin sarja funktiolle (a+x)". Nyt,
kun n — oo, niin jddnnostermi R, (x) — 0, joten sarja suppenee kaikilla luvuilla x
ja titen kuvaa funktiota (a + x)" kaikilla luvuilla x. O

Tarkastellaan seuraavaksi tilannetta, jossa funktion (a+x)" potenssi r on mika ta-
hansareaaliluku sen sijaan, etté se olisi positiivinen kokonaisluku. Yksinkertaistaaksemme
tilannetta valitaan a = 1 ja tarkastellaan funktiota (1 + x)”. Yleinen tapaus seuraa

yhtdlon
_1 2 r—1 r
(a+x)" =d" 1+r£+r(r )(i) +...+r(f) +(f)
a 2! a a a
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perusteella kaikille @ > 0. Jos r on miké tahansa reaaliluku ja x > —1, niin k:s
derivaatta funktiosta (1 + x)” on

rr=1D)r=2)---(r—k+ D1 +x)% (k=1,2,3,..).

Seuraavassa lauseessa todistetaan, ettd funktiota (1 + x)” vastaa Maclaurinin sarja

1+2r(r—1)(r—2]z!---(r—k+1)xk,

mitd kutsutaan binomisarjaksi. Osoitetaan seuraavassa lauseessa, ettd binomisarja
suppenee kohti (1 +x)", jos |x| < 1.

Lause 2.29. (Binomisarja) Jos |x| < 1 jar € R, niin

(1+x)r:l+rx+r(r_1)x2+r(r_l)(r_z)x3+...

2! 3!
B S r(r=1)(r-2)---(r-n+1) ,
—1+Z; | x".
n=

Todistus. Sovelletaan osamaaritarkastinta sarjaan

fx) = 1+ir(r_1)("_213Y"'(r—n+1)xn’
n=1 .

jolloin

r(r=1)(r=2)--(r=n+1)(r—n) Kl

s (n+ D)1
L= i |\ — )
n! *
= lim |——
n—ooln+1

i | (57~ 7o)
= 1li - X
n—eol\n+1 n+1
=|-x| =<1,
koska 5 — 0ja -5 — 1. Siis sarja suppenee. Huomataan myds, ettd f(0) = 1. Nyt

taytyy siis vield ndyttdd, ettd f(x) = (1 +x)", kun |x| < 1. Sarjoja voidaan derivoida
termeittdin, joten f(x):lle saadaan

(o)

, r(r-=D)(r-=2)---(r-n+1) ,_
(2.3) f(x) = ; D! X!
” ) I B
n=0 '
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Téssd n:n tilalle on sijoitettu (n + 1), jotta summan versiosta 2.3 saadaan versio 2.4.
Kun lisataan x kertaa versio 2.3 versioon 2.4, saadaan

oo (o)

n=0 : o !
:r+Zr(r—1)(r—2’2'...(r—n+1)xn[(r_n)+n]
n=1 .
=7f(x).

Kiytetddn funktioiden osamédrin derivoimissddntod seuraavan yhtdlon vasempaan
puoleen, jolloin saadaan

d fx) _(1+x)’f’(X)—r(1+X)"1f(X)_

2:5) dx (1+x)" (1+x)%

Kun sijoitetaan yhtdloon 2.5 (1 +x) f'(x) = rf(x), saadaan

d_f) (4070 - (407
dx (1 +x)" (1+x)%

0

kaikilla x, joilla |x| < 1. Koska vakion derivaatta on nolla, f(x)/(1 + x)" on vakio
talla valilla. Lisdksi tiedetddn, ettd £(0) = 1, joten

f£(0) 1= f(x)
(1+0)" (1+x)

josta f(x) = (1+x)". O

Binomisarjan esitti ensimmiisen kerran julkisuudessa Isaac Newton vuonna
1676. Talloin suppenemistarkasteluja ei vield kdytetty, mutta Newtonin binomisar-
ja antoi mahdollisuuden tutkia funktioita d4rettomien prosessien avulla. Newton ei
paitynyt binomisarjaan yleistimélld binomilausetta vaan tutkimalla Wallisin méérit-
tamien kiyrien y = (1 — x2)"/? alle jaavii pinta-aloja, jotka parillisilla n:n arvoilla
ovat x:n polynomeja. [12]
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3 Lukujonot ja summat LOPS 2015 ja 2019

Tarkastellaan, miten lukujonot ja summat asettuvat lukion matematiikan kursseille
Lukion opetussuunnitelman perusteiden 2015 ja 2019 (LOPS 2015 ja 2019) mukai-
sesti. Tdma on oleellista siksi, ettd voidaan 10ytdad lukiokurssien oppimateriaaleista
sellaiset aihealueet, jotka erityisesti sisiltavit lukujono ja summatehtéavii. Ndiden teh-
tdvien rakennetta tutkitaan tutkielman myohemmissi vaiheissa. Tarkastellaan myos
hieman minkélaisia muutoksia LOPS 2015 ja LOPS 2019 on toisiinsa verrattuna.
Léhteend luvussa 3 kaytetty verkkojulkaisuja [13] ja [14].

3.1 Matematiikan yhteinen kurssi

Lukion opetussuunnitelman perusteet muuttuivat vuonna 2015 ja samalla myos ma-
tematiikan kurssien rakenne ja sisdllot muuttuivat. Lukioon tuli ensimmaiiseksi ma-
tematiikan kurssiksi kaikille pakollinen yhteinen matematiikan kurssi MAY 1, jonka
jéalkeen jatketaan pitkddan matematiikkaan tai lyhyeen matematiikkaan.

Opetussuunnitelman perusteiden 2015 mukaan lukujonot ja summat kasitelldén
yhteiselld matematiikan kurssilla MAY1 ja niiti ei endi esiinny samassa laajuudessa
myohemmilld matematiikan kursseilla. Lukujonoja ja summia sovelletaan monilla
myohemmilla lukion kursseilla. Talousmatematiikan kurssilla niitd kiytetdan esimer-
kiksi korko-, laina- ja rahastotehtivissa.

Opetussuunnitelman perusteissa 2019 matematiikan yhteinen kurssi on sdilynyt.
Siis, se on edelleen kaikille pakollinen yhteinen kurssi, jonka jidlkeen suuntaudutaan
pitkdén tai lyhyeen matematiikkaan. Erona vuoden 2015 opetussuunnitelmaan, lu-
kujonot ja summat eivit endd esiinny yhteiselld matematiikan kurssilla, vaan niiden
kisittely on siirretty myohemmille matematiikan kursseille.

3.2 Pitka matematiikka

Lukion opetussuunnitelman perusteiden 2015 mukaan lukujonoja ja summia ei enda
mainita pitkdn matematiikan kurssien keskeisissd sisélldissd opetussuunnitelmas-
sa MAY1 -kurssin jilkeen. Kuitenkin, lukujonot ja summat voivat ldheisesti liittya
esimerkiksi, jonkin luonnonilmion kuten populaation kasvun nopeuden kuvaami-
seen, joten lukujonojen ja summien osaaminen on oleellista myds myohemmillad
kursseilla. Pitkin matematiikan kurssilla MAA12, Algoritmit matematiikassa, ké-
sitelldadn esimerkiksi erilaisia funktion alle jadvin pinta-alan arvioimismenetelmid,
missd lukujono- ja summatehtdvid saattaa ilmetd. [13] MyoOs maérityn integraalin
teoreettisessa madrittelyssd ja tdimén kisitteen ymmartidmisessad voi tulla kysymyk-
seen lukujonojen ja summan késitteiden ymmartiminen.

Lukujonot ja summat ovat siirtyneet MAY'1 kurssilta kasiteltdviksi myohemmil-
le matematiikan kursseille Lukion opetussuunnitelman perusteiden 2019 mukaan.
Pitkddn matematiikkaan on uudessa 2019 opetussuunnitelmassa tullut talousmate-
matiikan kurssi MAADO9, jolla kisitellddn lukujonoja sekd summia. Erityisesti arit-
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meettinen ja geometrinen lukujono sekid niiden summat kuuluvat kurssin sisdltoon.
Lukujonojen ja summien ominaisuuksia sovelletaan esimerkiksi korkolaskuissa ja
nykyarvon madrittamisessd. Edelleen myoskddn LOPS 2019 mukaan aritmeettisia
ja geometrisia lukujonoja ja summia tai muitakaan lukujonoja ja summia ei mai-
nita muiden pitkdn matematiikan kurssien keskeisissi sisilloissd, mutta lukujonoja
saatetaan kuitenkin soveltaa kurssien tehtdvissi tidstd huolimatta. [14]

3.3 Lyhyt matematiikka

MAY'1 -kurssin jilkeen Lukion opetussuunnitelman perusteiden 2015 perusteella
lyhyessid matematiikassa lukujonoja ja summia késitellddn soveltaen esimerkiksi ta-
lousmatematiikan kurssilla MAB6. Talousmatematiikan kurssilla lukujonoja ja sum-
mia sovelletaan esimerkiksi korko-, indeksi-, laina-, kustannus, vero- ja rahoituslas-
kuissa. Tilasto ja todennidkdisyys kursseilla summat ovat merkittivassad osassa, kun
lasketaan keskihajontoja tai lasketaan binomitodennékdisyyttéd jollekin tapahtuma-
ketjulle. [13]

Myos regressiokésitteen perinpohjaisessa ymmaértdmisessd voi tulla kysymyk-
seen pienimmaén neliosumman menetelméaén tutustuminen tai sen sivuaminen, mika
edellyttdd summamerkinnén ja summien kiyton ymmartamistd. Aritmeettiset ja geo-
metriset lukujonot sekd summat, joita myos timén lopputyon alkuosassa kisitelldin,
ovat enemmain talousmatematiikan kuin tilastomatematiikan kursseihin liittyvii.

Lukion opetussuunnitelman perusteissa 2019 lukujonot ja summat on siirret-
ty lyhyessid matematiikassa kurssille lausekkeet ja yhtdlot MAB2. Erityisesti kisi-
teltdvind sisdltond mainitaan aritmeettinen sekd geometrinen lukujono ja summa.
Myos muilla lyhyen matematiikan kursseilla kisitellddn edelleen lukujonoja ja sum-
mia opetussuunnitelman 2019 mukaan. [14] Etenkin talousmatematiikan kurssilla
MABY7 lukujonojen ja summien osaaminen on tirkedd, mutta my0s muilla lyhyen
matematiikan kursseilla lukujonoja ja summia késitelldan. Esimerkiksi tilastolliset
ja todennidkoisyysjakaumat kurssilla MAB9 lukujonojen ja summien késitettd sovel-
letaan erilaisten jakaumien yhteydessi ja niiden keskihajonnoissa.
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4 Matemaattinen osaaminen ja tieto

Tassd tutkielmassa matemaattisen osaamisen ja tiedon kisitteiden madrittelyssa kéy-
tettdvit Wilsonin taksonomia ja Krathwolin uudistettu Bloomin taksonomia pohjau-
tuvat molemmat Bloomin taksonomiaan. Wilsonin taksonomia on kehitetty erityisesti
matemaattisen osaamisen tutkimiseen ja Krathwolin taksonomia alun perin erityi-
sesti luokittelemaan, mitd opiskelijoiden voidaan odottaa oppivan tehtivinantojen
tai tehtdvien ohjeiden perusteella.

Niiden taksonomioiden kategoriat ovat osittain paillekkdisid ja niissd voidaan
nidhdd samankaltaisuuksia. Yhdistelemilld ja muokkaamalla taksonomioiden kate-
gorioita muodostetaan uudenlainen luokittelumalli, jota kiytetdédn tissa tutkielmassa
lukiomatematiikan lukujono- ja summatehtévien luokitteluun matemaattisen osaami-
sen ja tiedon kategorioihin. Uudessa mallissa otetaan huomioon tiettyyn kategoriaan
luokiteltujen tehtdvien prosentuaalinen frekvenssi, mitid ei Wilsonin ja Krathwolin
malleissa oteta huomioon. Luvussa 4 kaytetdin ldhteend teosta [17] ja verkkoldhdetta

[9].

4.1 Wilsonin taksonomia

Wilsonin taksonomian avulla voidaan késitelld, millaista matemaattista osaamista
opiskelijat ilmentévit tehdessddn tehtdvii, joissa on tietynlainen tehtidvinanto. Wil-
son jakaa taksonomiassaan matemaattisen osaamisen paapiirteissiddn neljain kog-
nitiivisen osaamisen kategoriaan. Naméa ovat osaamisen vaativuuden mukaan kas-
vavassa jarjestyksessd laskutaito, ymmartidminen, soveltamien ja analyysi. Lisdksi
Wilson kiyttdd vield kahta ei-kognitiivista kategoriaa osaamisen arvioinnin tutkimi-
sessa, jotka ovat kiinnostus ja asenne sekd arvostus. Ylemmilld tasoilla toimiminen
matemaattisessa osaamisessa edellyttid yleensa myos alempien tasojen hallitsemista.
Tasot jakautuvat vield hienojakoisemmin, jolloin voidaan tarkemmin nihda millaista
osaamista kullekin tasolle pididsemien tai tasolla toimiminen vaatii. Tasoista ja kate-
gorioista kirjoitetaan rinnakkain tutkielmassa. Niiden merkitykset ajatellaan olevan
samat. Alaluvussa 4.1 on kéytetty ldhteend teosta [17, s. 645-696].

Wilsonin taksonomiassa on myos sisdltoulottuvuus. Sisiltoulottuvuuden katego-
rioina on Numerosysteemit (1.0), Algebra (2.0) ja Geometria (3.0). Wilson siis luokit-
telee tehtivit matematiikan sisdltGalueisiin ja sitten tutkii, millaista kognitiivista tai
ei-kognitiivista osaamisen kykya sisédltdalueen tehtivien tekeminen ilmentdd. Wilson
my0s antaa esimerkkeji tehtivistd, joiden tekeminen ilmentid tietynlaista osaamista.
Wilsonin taksonomian avulla voidaan luokitella esimerkiksi matematiikan tehtavaa
tehdessd hallittava matemaattinen sisilto ja tehtdvin tekemisessi ilmenevén osaami-
sen taso. [17, s. 649, 657-693]

Laskutaidon taso on vidhiten vaativa taso matemaattisessa osaamisessa. Lasku-
taitotehtdvit ovat yksinkertaisia muistiin palauttamista vaativia rutiinitehtévia, jotka
eivit vaadi monimutkaista paatoksentekoa tai monimutkaisia muistiprosesseja vaan
yksittdisten faktojen muistamista. Siirryttdessid laskutaidon tasolta ymmartimisen
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tasolle tarkastellaan faktojen sijaan kisitteitd. Késitteiden kdyttd vaatii enemmén
implisiittistda paatoksentekoa kuin faktojen muistaminen, joten sen voidaan sanoa
olevan monimutkaisempaa tai korkeamman tason osaamista kuin laskemisen tasol-
la. Ymmartamisen tasolla toimiessaan opiskelijalta edellytetiin tietoa periaatteista,
saannoistd ja yleistyksistd. Periaatteet, sddnnot ja yleistykset, joiden tietamistd vaa-
ditaan ovat kuitenkin sellaisia, joita on opeteltu oppimateriaaleista aikaisemmin.
Uusien periaatteiden, sddntdjen ja yleistysten muotoilu tai kdyttaminen kuuluu ym-
martdmistd korkeamman tason osaamiseen. Matemaattisen rakenteen kuten lukujar-
jestelmien ja algebrallisten rakenteiden ymmairtaminen sekd kyky seurata tehtivin
logiikkaa kuuluvat ymmartimisen tasolle. Kyky seurata logiikkaa voidaan muotoilla
my0s kyvyksi lukea tai kuunnella matemaattisia vditteitd. Monesti ymméirtdmista-
son tehtivissid ensimmaiisend pitdd pystyd lukemaan ja tunnistamaan ongelma seka
muokkaamaan ongelman osat toiseen muotoon. [17, s. 649, 660-661]

Toimittaessa soveltamisen tasolla tdytyy pystyd ratkaisemaan rutiinitehtédvii ja on
kyettdvd tekemiidn vertailuja. Rutiinitehtéivdn ratkaiseminen vaatii algoritmin valit-
semista ja sen suorittamista. Tasolla voidaan myos edellyttidd ensin tehtdvian muok-
kaamista symboliseen muotoon ja sopivan periaatteen tunnistamista, jonka mukaan
valitaan algoritmi, jolla tehtivi ratkeaa. Talldkin tasolla tehtivit ovat vield tuttuja
esimerkiksi kirjan johdantokappaleessa esiteltyjd. Myos tietoaineiston analysointi ja
kyky tunnistaa kuvioita, kaavoja, isomorfismeja ja symmetrioita kuuluu sovellusta-
son osaamiseen. Edellisessd pitdd pystyd erottelemaan aineisto olennaisiin kompo-
nentteihinsa ja tehdi nikyviksi yhteys jo ratkaistuihin pienempiin tehtivain liittyviin
ongelmiin. Jalkimmaisessd tiytyy osata palauttaa mieleen oleellista tietoa, muokata
ongelman osia ja laittaa ne jarjestykseen sekd havaita relaatioita. Kaikissa sovellus-
tason ongelmissa tehtdvin osat voidaan laittaa jonoon tai jarjestykseen ja jarjestysta
seuraamalla tehtdvi saadaan ratkaistua. Tehtdvit aineistot ja kuviot ovat kuitenkin tut-
tuja. Mikali taytyy 10ytéd tai todistaa jotain uudenlaisia relaatioita tai ominaisuuksia,
joita ei ole opiskeltu aikaisemmin toimitaan analyysitasolla. [17, s. 661-662]

Analyysitasolla tehtavit voivat olla ei-rutiinimaisia, joten opiskelijan on osatta-
va yhdistelld uudessa ympiristossd aikaisemmin oppimaansa tietoa ja mahdollisesti
osoittaa tai todistaa jotain uutta. Téllaisessa ongelmanratkaisussa tehtiva pitdd pur-
kaa osiin ja tutkia, mita osista voidaan oppia. Kaikissa téllaisissa tehtivissa opiskelija
asetetaan tilanteeseen, jossa algoritmisen ratkaisun kaytto ei ole mahdollista kuten
sovellustason tehtdvissd ja voidaan tarvita heuristista 1ahestymistapaa. Opiskelija te-
kee suunnitelman ratkaisuprosessista, ja vertaillen sekd mahdollisesti pois sulkien
vadrid ratkaisuja, madrittdd lopullisen ratkaisun. Analyysin tasolla voidaan vaatia
loytidméidn uusia relaatioita. Erona soveltamisen tasoon on, ettid relaatiot eivit ole
analyysin tasolla ennestéén tuttuja. Todistusten konstruointi ja niiden kriittinen tar-
kastelu ovat osa analyysin tasolla toimimista. Todistuksia voidaan myos uudelleen
konstruoida, mutta tidllainen osaaminen kuuluu enemmaén soveltamisen tasoon. Li-
saksi aikaisemmin opittuja todistuksia voidaan palauttaa mieleen, miki on laskutai-
don tasoa. Jos todistus tulee opiskelijalle eteen ensimmadisté kertaa, hdnen ajatellaan
rakentavan todistuksen itse, vaikka todistus olisikin aikaisemmin todistettu jonkun
muun toimesta. Tilloin hin toimii analyysin tasolla. Mikéli sama todistustehtiva tu-
lee opiskelijalle eteen uudelleen, hinelle ajatellaan jo syntyneen rutiinia todistuksen
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Taulukko 4.1. Wilsonin taksonomian osaamisen kategoriat. [17, s. 647,

660-663]
Kognitiivinen/ Tarkemmat piirteet
ei-kognitiivinen taso
F.0 Arvostus F.1 Ulkoinen arvostus

F.2 Sisdinen arvostus

F.3 Toiminnallinen arvostus

E.O Kiinnostus ja asenne | E.1 Asenne

E.2 Kiinnostus

E.3 Motivaatio

E.4 Into

E.5 Henkilokohtainen merkitys

D.0 Analyysi D.1 Kyky ratkaista ei-rutiini tehtdvia

D.2 Kyky 16ytia relaatio

D.3 Kyky rakentaa todistus

D.4 Kyky tarkastella todistusta kriittisesti
D.5 Kyky muotoilla ja vahvistaa yleistys
C.0 Soveltaminen C.1 Kyky ratkaista rutiiniongelmia

C.2 Kyky tehda vertailuja

C.3 Kyky analysoida tietoaineistoja

C.4 Kyky tunnistaa matemaattisia kaavoja
B.0 Ymmiirtiminen B.1 Kisitteiden tietiminen

B.2 Periaatteiden, sdintojen ja yleistysten tietiminen
B.3 Matemaattisen rakenteen tietiminen
B.4 Kyky lukea ja tunnistaa sekd muokata
ongelman osat muodosta toiseen

B.5 Tehtdvin loogisuuden seuraaminen
A.0 Laskutaito A.1 Yksittdisten faktojen muistaminen
A.2 Terminologian tietiminen

A.3 Algoritmien muistaminen ja toteuttaminen

muodostamiseen, ja siksi téllaista todistustehtdvad pidetdin enemmin soveltamisen
tasoon kuuluvana ja siind katsotaan tarvittavan mieleen palauttamisen taitoa, joka
on enemmain laskemisen tason osaamista. Yleistyksen muotoilu ja vahvistaminen
muistuttavat hyvin paljon todistamista, mutta niissa ei vaadita aivan yhti tarkkaa ka-
sittelyd. Yleistyksen muotoilua vaativa tehtivi voisi olla esimerkiksi tehtivi, jossa
opiskelijaa pyydetddn ndyttimiin yleistyksen paikkansapitdvyys tai muotoilemaan
yleistys. [17, s. 661-662]

Taulukossa 4.1 kaksi ylintd kategoriaa ovat ei-kognitiivisia, kun nelja alimmaista
ovat kognitiivisia. Ei-kognitiivisia kategorioita ei voida laittaa hierarkkiseen jirjes-
tykseen samalla tavoin kuin kognitiivisia kategorioita. Ndiden ei-kognitiivisten kate-
gorioiden avulla voidaan erityisesti tarkastella opiskelijoiden kiinnostusta ja asenteita
seki arvostusta matematiikkaa ja sen opiskelua kohtaan. Ulkoinen arvostus kasitte-
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lee matematiikan hyodyllisyyttd, kun sisdinen arvostus liittyy matematiikan rakentee-
seen, voimaan ja sen kauneuteen. Operationaalinen arvostus nousee matemaattisesta
kommunikoinnista muiden kanssa, missd matematiikka on kommunikoinnin objek-
ti. Opiskelijoiden ei-kognitiivista osaamista voidaan mitata tutkimalla opiskelijoiden
asenteita, arvostuksia, kiinnostuksia ja kommunikointia. [17, s. 662-663]

4.2 Uudistettu Bloomin taksonomia

David A. Krathwol on muodostanut Bloomin taksonomian pohjalta tavan luokitel-
la, mitd odotamme opiskelijoiden oppivan. Uudistetun Bloomin taksonomian avulla
tutkitaan tehtidvinantoa tai tehtdvin ohjeistusta, minké jilkeen voidaan sanoa, mi-
ta opiskelijan voidaan odottaa oppivan tehdessdin tehtdvdd. Krathwolin malli on
uudistettu versio Bloomin taksonomiasta ja sen avulla luokitellaan tehtivéssa vaa-
dittavaa osaamista sekd tiedon tasoa. Tietoulottuvuus koostuu neljasti padkohdasta;
faktatieto, kasitteellinen tieto, proseduraalinen tieto ja metakognitiivinen tieto. Nama
jakautuvat vield hienojakoisempiin piirteisiin, jotka ovat ndhtivilld taulukossa 4.2.
Alaluvussa kiytetty lahteend teosta [17, s. 662] ja verkkoldhdettd [9, s. 214.218].

Metakognitiivisella tasolla ajatellessaan opiskelijan pitdd ymmaértaa ja olla tietoi-
nen omasta tietotoiminnastaan yleiselld tasolla. Hanen pitéi siis tietdd aivojen, her-
moston ja kehon seké tietoverkkojen yhteistoiminnasta seki, miten kognitio lopulta
muodostuu. [9, s. 214, 216-217]

Taulukko 4.2. Krathwolin taksonomian tiedon kategoriat. [9, s. 214]

Tiedon taso Tarkemmat piirteet

G.0 Metakognitiivinen | G.1 Strateginen tieto

G.2 Tieto kognitioista

G.3 Itsetietoisuus/-tuntemus
H.0 Proseduraalinen H.1 Algoritmit

H.2 Tekniikat

H.3 Mairittelyjen kriteerit
1.0 Kisitteellinen I.1 Luokittelut

.2 Periaatteet

.3 Teoriat, mallit ja rakenteet
J.0 Faktuaalinen J.1 Terminologia

J.2 Yksittdiset yksityiskohdat

Proseduraalisella tasolla opiskelija tietdd toimintaohjeet, tekniikat sekd metodit
ja midrittelyjen kriteerit, joiden avulla hiin pystyy ratkaisemaan annetun tehtivin.
Hén osaa siis muodostaa tehtidvin ratkaisemiseen sopivan jonon toimintoja, jotka
suorittamalla padstidn ratkaisuun. Hén tietdd myos millaisia tekniikoita, metodeita
ja madrittelyja toimintoihin pitad sisaltyd, jotta ratkaisu saavutetaan. Kasitteellisen
tiedon tasolla voidaan hahmottaa suurempia kokonaisuuksia kuten teorioita seka
malleja ja tiedon rakennetta. Kisitteellinen taso siséltdd myos tiedon luokitteluista ja
kategorioista sekéa periaatteista ja yleistyksistd. Kisitteelliselld tasolla ja proseduraa-
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lisella tasolla toimiminen vaikuttavat liittyvidn hyvin ldheisesti yhteen, silla metodit,
tekniikat ja maadrittelyjen kriteerit ovat késitteind hyvin ldhelld luokitteluja, katego-
rioita, periaatteita yleistyksid, teorioita ja malleja. Esimerkiksi teoriat viistamitta
siséltidvat madrittelyjen kriteereita ja tietoa laskutekniikoista. Jotta voidaan muodos-
taa tehtidvin ratkaisemiseen sopiva algoritmi, tiytyy tuntea matemaattista rakennetta
ja matemaattisten késitteiden vélisid suhteita, jotta algoritmin toiminnot osataan suo-
rittaa oikeassa jarjestyksessd ja ratkaisuun paastdan. Terminologian ja yksittdisten
yksityiskohtien tietiminen kuuluu faktuaaliselle tasolle, jolla toimiessaan opiskelija
tietdd peruskdsitteet, joiden avulla voi ratkaista ongelman. Tilld tasolla muistetaan
yksittdisid faktoja, mutta niiden liittiminen laajempaan kokonaisuuteen ja laajemman
kokonaisuuden hahmottaminen ei vield onnistu. [9, s. 214, 216-217]

Taulukko 4.3. Krathwolin taksonomian kognitiivisen prosessin katego-
riat. [9, s. 214-215]

Kognitiivinen prosessi | Tarkemmat piirteet

K.0 Muistaminen K.1 Tunnistus
K.2 Mieleenpalautus
L.0 Ymmairtdminen L.1 Tulkitseminen

L.2 Esimerkkien antaminen
L.3 Luokittelu

L.4 Yhteenveto

L.5 Paittely

L.6 Vertailu

L.7 Selittdminen

M.0 Soveltaminen M.1 Toimeenpaneminen
M.2 Toteuttaminen

N.O Analyysi N.1 Erittely

N.2 Organisointi

N.3 Ominaisuuksien antaminen

0.0 Arviointi 0.1 Tarkastaminen
0.2 Kritisointi
P.0 Luominen P.1 Generointi

P.2 Suunnittelu
P.3 Tuottaminen

Erona alkuperiiseen Bloomin taksonomiaan, joka on yksiulotteinen, Krathwolin
taksonomia on kaksiulotteinen. Matemaattista osaamista tarkasteleva ulottuvuus on
nimetty taksonomiassa kognitiivisen prosessin rakenteeksi. Tdma sisaltda kuusi paé-
kategoriaa; muistaminen, ymmartiminen, soveltaminen, analyysi, arviointi ja luo-
minen. Kuten tietoulottuvuudenkin kohdalla my0s ndma piirteet jakautuvat vield
hienojakoisemmin. Piirteet ovat nihtévilld taulukossa 4.3. [9, s. 214-217]

Muistamista vaativassa tehtivissi vaaditaan tiedon tunnistamista ja palauttamista
pitkdkestoisesta muistista tydmuistiin, jolloin tehtdvin kognitiivinen kasittely muut-
tuu mahdolliseksi. Kun tehtivissd vaaditaan ymmartamistd, tdytyy osata mairittad

29



ja ymmartidd ohjeiden merkitys ja ndhdi ohjeet laajempana kokonaisuutena. Ohjeet
voivat olla suullisessa, kirjallisessa tai graafisessa muodossa ja niiden ymmartami-
nen voi edellyttdd esimerkiksi tiedon luokittelua, vertailua ja selittimistd tai muita
taulukossa 4.3 ndkyvid toimintoja. Sovellustehtavassd opiskelijan tdytyy tunnistaa
proseduuri, jota tehtivissd voidaan kdyttdd ja sitten soveltaa proseduuria annettuun
tehtdvadn. Analyysissé pitdd pystyd pilkkomaan tehtidvi osiin ja tutkimaan, miten osat
liittyvét toisiinsa ja ymparoiviin rakenteeseen. [9, s. 214-217]

Arviointi kategoriaan kuuluvassa osaamisessa kiytetddn kriteereitd sekd stan-
dardeja paatoksentekoon; tima edellyttdd tarkastamista ja kriittistd tarkastelua seka
tehtavin ratkaisun edetessi ettd sen valmistuttua. Luomisen kategoriaan kuuluvas-
sa tehtdvassi tdytyy muodostaa koherentti kokonaisuus tai alkuperdinen tuote: tami
voi tarkoittaa esimerkiksi todistuksen konstruoimista ensimmaisti kertaa. Suunnitte-
lu ja uuden tiedon tuottaminen kuuluvat olennaisesti luomisprosessiin. Krathwolin
taksonomian kognitiivisen prosessin kategoriat muistuttavat paljon Wilsonin tak-
sonomian kognitiivisen osaamisen kategorioita. Arvioinnin ja luomisen kategoriat
Krathwolin taksonomiassa voidaan katsoa sisdltyvin Wilsonin taksonomian analyy-
sin kategoriaan implisiittisesti. Krathwolin taksonomia ei sisilla ei-kognitiivisia ka-
tegorioita kuten Wilsonin taksonomia. Molemmat taksonomiat pohjautuvat Bloomin
taksonomiaan. Sekd Wilsonin taksonomia ettd Krathwolin taksonomian kognitiivi-
sen prosessin ulottuvuus ovat hierarkkisia tapoja luokitella osaamista. Krathwolin
taksonomiassa sama tehtdvd voidaan luokitella kuuluvaksi samaan aikaan useam-
paan kuin yhteen osaamisen kategoriaan, joten ndin taksonomia ei ole ehdottoman
tiukka hierarkioissa. Krathwolin taksonomian tietoulottuvuuden ei lihteessa kerrota
olevan hierarkinen luokittelutapa. [9, s. 214-217], [17, s. 662]

4.3 Matemaattinen osaaminen ja tieto LOPS 2015 ja 2019

Lukion opetussuunnitelman perusteissa 2015 ja 2019 kuvaillaan, millaista matemaat-
tista osaamista ja tietoa lukiokoulutuksessa opetetaan. Opetussuunnitelmat eivit yk-
sityiskohtaisesti kerro, millaisia tehtdvid oppikirjoissa tai -materiaaleissa tulee olla,
vaan jittavit vapauksia paikallisten opetussuunnitelmien ja kurssien oppimateriaa-
lien laatimiseen sekd valmistamiseen. Tietyt sisdllot, jotka kursseille pitéisi sisdltyd,
opetussuunnitelma kuitenkin kertoo. Lukion opetussuunnitelman perusteita ei ole
muodostettu minkdén tietyn tai tiettyjen matemaattisen osaamisen ja tiedon teorian
pohjalta.

Opetukselta edellytetddn matemaattisiin rakenteisiin ja malleihin tutustuttamista
sekd luovan ongelmaratkaisun, mallintamisen ja laskemisen taitojen opettamista.
Opiskelijoille tulee tarjota mahdollisuuksia itsendiseen sekd yhdessd tapahtuvaan
oppimiseen. Opiskelijoita tulee rohkaista ilmaisemaan matemaattista osaamistaan
monilla eri tekniikoilla sekd teknisilld apuvilineilld ja heidén tulee oppia muuttamaan
tietoa yhdestd tiedon esitysmuodosta toiseen. Opetuksen tulee antaa opiskelijalle
my0s mahdollisuuksia oman persoonansa kehittamisen.

Opettajien tulee arvioinnilla pyrkid vahvistamaan opiskelijan oppimista ja moti-
vaatiota. Opiskelijan tulee oppia my0s itse kriittisesti tarkastelemaan ja arvioimaan
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omaa oppimistaan, huomaamaan omat vahvuutensa sekd sditelemiin omaa moti-
vaatiotaan ja itseluottamustaan.

Vuoden 2019 lukion opetussuunnitelman perusteissa painotetaan lisiksi mate-
matiikan asemaa eettisessd osaamisessa sekd ympdristo- ja hyvinvointiosaamisessa.
Naditd voidaan vahvistaa tuomalla esiin matematiikan taitojen sovellettavuutta kes-
tavadan kehitykseen ja yhteiskunnallisiin ongelmiin liittyvissd ratkaisuissa. Lisdksi
vuoden 2019 LOPS:ssa tuodaan esiin myos opiskelijan ohjaaminen ymmartiméaén
matematiikan merkitys erilaisissa kulttuureissa, historian kehityksessa ja matematii-
kan luonne universaalina kieleni.

Vaikka lukion opetussuunnitelman perusteiden matemaattista osuutta ei olekaan
muodostettu minkiin tietyn tai tiettyjen matemaattisen osaamisen ja tiedon teorioi-
den pohjalta, voidaan osaamiselle ja tietimiselle asetetuissa tavoitteissa huomata mo-
nia samoja piirteitd kuin Wilsonin ja Krathwolin malleissa. Wilsonin ja Krathwolin
taksonomioissa ei kuitenkaan varsinaisesti mainita matematiikan asemaa eettises-
sd osaamisessa tai ympdristo- ja hyvinvointiosaamisessa. Ndissd malleissa ei myos
tuoda esille matematiikan osaamisen ja tiedon soveltuvuutta kestdviin kehitykseen
ja yhteiskunnallisiin ongelmiin liittyvissa ratkaisuissa tai ndiden merkitysti erilai-
sissa kulttuureissa ja historian kehityksessd. Kuitenkin edelld mainittujen alojen ja
ilmididen ymmirtdmiseen soveltamiseen ja analysoimiseen tarvitaan matemaattista
osaamista ja tietoa. Alaluvussa kéytetty ldhteend verkkoldhteitd [13] ja [14].
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5 Tutkimuksen toteutus

5.1 Tutkimusasetelma

Tutkimuksen empiirinen osuus kuuluu oppimateriaalitutkimuksen tutkimusalaan.
Oppimateriaalilla tarkoitetaan materiaalia, joka on sidoksissa yhteen tai useampaan
tiettyyn oppiaineeseen [15, s. 345]. Tassd tutkimuksessa oppiaine on matematiik-
ka ja tutkimuksessa tutkitaan erityisesti matematiikan lukio-oppikirjojen lukujonoi-
hin ja summiin liittyvia tehtivid. Aikaisempi oppimateriaalitutkimus on kohdistunut
esimerkiksi oppikirjojen ja opetussuunnitelman vilisen yhteyden tutkimiseen, op-
pimiskisityksen ilmenemiseen oppikirjoissa, oppikirjojen luettavuuteen ja visuaali-
suuteen, saman oppiaineen oppikirjasarjojen viliseen vertailuun sekd oppikirjojen
tehtavi- ja kidsiterakenteisiin [15, s. 345-346]. Téssa tutkimuksessa keskitytdidn lukio-
oppikirjojen tehtivi- ja kisiterakenteisiin ja saman oppiaineen oppikirjojen viliseen
vertailuun.

Erityisesti tutkitaan mihin matemaattisen tiedon ja matemaattisen osaamisen ka-
tegoriaan tehtdva kuuluu tehtdvinannon ja ajatellun malliratkaisun perusteella. Aja-
tellussa malliratkaisussa on otettu huomioon millaisia, vaiheita tehtivin ratkaisijan
on kaytiva tehtdvissi lapi ja esitettiva kirjallisesti, jotta hdn saa perusteltua ratkai-
sunsa ja vastauksensa. Tutkimus ei vastaa, millaista matemaattista osaamista ja tietoa
opiskelijoilla on vaan se vastaa, millaista matemaattista osaamista ja tietoa voidaan
sanoa tehtdavin ratkaisemisessa vaadittavan, tehtivinannon rakenteen, sanavalinto-
jen, tehtdvianantoon liitettyjen kuvien, alakohtien ja tietoaineistojen perusteella se-
ki ajatellun malliratkaisun perusteella, kun tehtadvid luokitellaan aikaisemmin tdssa
tutkielmassa esiteltyjen matemaattista osaamista ja tietoa madrittelevien teorioiden
pohjalta muodostetun uuden mallin perusteella kéyttiden teoriapohjaista sisdllonana-
lyysid ja kvantifiointia.

Tuloksena saadaan nelji taulukkoa ja kaaviota, joista nikyy millaista matemaat-
tista osaamista ja matemaattista tietoa kunkin tutkimukseen valitun oppikirjan tehta-
vien ratkaisemisessa vaaditaan, ja kuinka suuri prosentuaalinen frekvenssi kaikista
tietyn kirjan tehtdvihavainnoista luokiteltiin kuhunkin osaamisen ja tiedon kategori-
aan. Prosentuaalisen frekvenssin laskemisesta kerrotaan lisda tutkimusmenetelmissa.

5.2 Tutkimusmenetelmat

5.2.1 Tehtivien luokittelussa kiytettiva malli

Tutkielmassa tutkitaan tehtidvissd vaadittua matemaattista osaamista ja matemaat-
tista tietoa lukio-oppikirjojen lukujono- ja summatehtivien tehtdvianantojen seka
tehtavien ajateltujen malliratkaisujen ilmentdmini. Tehtdvien luokittelemisen apuva-
lineeksi muodostetaan uudenlainen luokittelumalli Wilsonin taksonomian ja uudis-
tetun Bloomin taksonomian pohjalta. Uudistetun Bloomin taksonomian tietoulottu-
vuuden kategoriat 4.2 antavat ldhtokohdan uuden mallin tietoulottuvuuden katego-
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rioille. Wilsonin taksonomian kognitiivisen osaamisen kategorioita 4.1 hyodynne-
tddn uuden mallin matemaattisen osaamisen kategorioiden muodostamisessa. Taysin
uutena ulottuvuutena malliin tulee prosentuaalisen frekvenssin ulottuvuus, joka ker-
too kunkin osaamisen ja tiedon kategorian kohdalla, tillaiseen kategoriaan kuulu-
vien tehtdvien prosentuaalisen frekvenssin kaikista kirjan tehtéviin liittyvistd havain-
noista. Koska tutkimuksessa tutkitaan, millaista osaamista tehtdvén ratkaisemisessa
vaaditaan, kidytetdin Wilsonin taksonomiassa esiintyvin kyky sanan tilalla uudes-
sa mallissa sanaa vaatia. Tutkielmassa puhutaan ajoittain matemaattisen osaamisen
ja matemaattisen tiedon tasoista ja kategorioista rinnakkain. Tason ja kategorian
merkityksen ajatellaan olevan sama tdssé tutkielmassa.

Jokaisen tehtdvin kohdalla arvioidaan, mikd on vaativin osaamisen taso, jolla
tehtivii ratkaistaessa tiytyy toimia ja mihin vaaditun tiedon kategoriaan tai katego-
rioihin tehtidvi kuuluu samaan aikaan valitun osaamisen tason kanssa. Tiedon tasois-
ta voi tdyttyd useampi samaan aikaan, mutta osaamisen tasoista valitaan ainoastaan
vaativin tehtivin ratkaisemisessa vaadittava osaamisen taso.

Taulukko 5.1. Tissé tutkielmassa matemaattisen osaamisen luokitteluun
kaytettivit kategoriat ja niiden tarkemmat piirteet.

Osaamisen kategoria | Tarkemmat piirteet

D.0 Analyysi D.1 Ei-rutiinitehtivin ratkaiseminen, suunnittelu

D.2 Relaation ldytdminen

D.3 Todistuksen rakentaminen, suunnittelu, luominen
D.4 Todistuksen kriittinen tarkastelu, arviointi

D.5 Yleistyksen muotoilu ja vahvistaminen, tuottaminen
C.0 Soveltaminen C.1 Rutiiniongelman ratkaiseminen

C.2 Vertailujen tekeminen

C.3 Tietoaineistojen analysoiminen

C.4 Matemaattisten kaavojen tunnistaminen

B.0 Ymmairtdminen | B.1 Kisitteiden tietiminen

B.2 Periaatteiden, sidintdjen ja yleistysten tietiminen
B.3 Matemaattisen rakenteen tietiminen

B.4 Ongelman tunnistaminen tehtdvinannosta

ja ongelman osien muokkaaminen muodosta toiseen.
B.5 Tehtévin loogisuuden seuraaminen

A.0 Laskutaito A.1 Yksittdisten faktojen muistaminen ja
terminologian tietiminen

A.2 Algoritmien muistaminen ja toteuttaminen

Krathwolin taksonomiassa esiintyvit osaamisen kategoriat arviointi ja luominen
[9]. Nditd ei esiinny omana kategoriana Wilsonin taksonomiassa [17]. Generoin-
tia suunnittelua ja tuottamista sekd tarkastamista ja kritisointia vaaditaan kuitenkin
analyysin tasolla toimittaessa, joten otetaan mukaan luominen ja arviointi muodostet-
tavan mallin analyysin kategoriaan lisidmailla namai tarkempiin piirteisiin. Siirretdin
terminologian tietdminen saman tarkemman piirteen A.1 yhteyteen kuin yksittdisten
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faktojen muistaminen, jolloin tarkempaa piirrettd A.3 vastaava numerointi poistuu.
Taten saadaan taulukossa 5.1 esiteltdvdat matemaattisen osaamisen kategoriat A.0-
D.0 ja niiden hienorakenteet A.1-D.5. Kohdat A.1-D.5 kertovat tarkemmin, millaista
osaamista tehtdvin ratkaisemisessa vaaditaan. On huomattava, ettei taulukon 5.1
malli ole sama, joka on esitelty taulukossa 4.1.

Tutkielmassa ei tutkita lukiokirjojen tehtiviad arvostuksen eikd kiinnostuksen ja
asenteen kategorioissa, koska nimé matemaattisen osaamisen piirteet liittyvit enem-
min matematiikan oppijoiden henkilokohtaisiin piirteisiin, ominaisuuksiin ja asen-
teisiin, joita ei pystytd arvioimaan pelkkien tehtdvien perusteella. Tiedon tasojen
luokitteluun kiytetddn taulukossa 5.2 olevia kategorioita, jotka ovat vastaavat kuin
Krathwolin taksonomian tietoulottuvuudessa. Tehtdvissd voidaan vaatia useampaa

Taulukko 5.2. Tissd tutkielmassa tietoulottuvuuden luokitteluun kéy-
tettdvit kategoriat ja niiden tarkemmat piirteet.

Tiedon kategoria Tarkemmat piirteet

G.0 Metakognitiivinen | G.1 Strateginen tieto

G.2 Tieto kognitioista

G.3 Itsetietoisuus/-tuntemus
H.0 Proseduraalinen H.1 Algoritmit

H.2 Tekniikat

H.3 Madrittelyjen kriteerit
1.0 Kisitteellinen I.1 Luokittelut

1.2 Periaatteet

.3 Teoriat, mallit ja rakenteet
J.0 Faktuaalinen J.1 Terminologia

J.2 Yksittdiset yksityiskohdat

kuin yhti tiedon tasoa samaan aikaan. Aineiston hankinnan osuudessa kerrotaan tar-
kemmin, miten tehtdvi valikoituu tiettyyn vaaditun osaamisen ja tiedon yhteiseen
kategoriaan. Esimerkiksi kuvan 6.1 taulukossa on nihtivissd, miten matemaattisen
osaamisen ja tiedon yhteiset kategoriat vastaavat rivien ja sarakkeiden ristedmis-
kohdassa olevia taulukon soluja. Taulukon riveilli on matemaattisen tiedon katego-
riat ja sarakkeissa osaamisen kategoriat. Ndima muodostavat ristedmiskohtaan uuden
yhteisen kategorian: esimerkiksi metakognitiivinen analyysin kategoria ja prosedu-
raalinen soveltamisen kategoria. Néitd kategorioita on yhteensi 16 kappaletta kuten
taulukosta kuvassa 6.1 nikyy. Tamédn voidaan ajatella olevan 16 luokan sanallinen
luokitteluasteikko, jonka tilastollisena muuttujana on matemaattisen osaamisen ja
tiedon kategoria. Muuttuja on kvalitatiivinen.

5.2.2 Teoriapohjainen sisillonanalyysi

Tutkielmassa aineiston analysoiminen on teoriapohjaista sisdllonanalyysia. Tutkit-
tava aineisto on pddosin tekstimuodossa sisiltden kuvia, matemaattisia kuviota ja
tietoaineistoja sekd taulukoita. Tutkielmassa sisdltda sekd tehtdvissd vaaditun mate-
maattisen osaamisen ja tiedon luokittelua ettd tutkimuskysymyksien taustalla olevien
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ilmididen kuvaamista tiivistetysti. Aineistosta Excelin avulla muodostetut kaaviot
ndyttivit ilmion, jota kuvaillaan sanallisesti tutkielman tekstissd. Tutkielma sisdltad
sekd maadrallista ettd laadullista aineiston kuvailua.

5.2.3 Prosentuaaliset frekvenssit

Kun tehtdvi luokitellaan kuuluvaksi johonkin 16:sta kategoriasta, muodostuu ha-
vainto. Kun luokittelu toistetaan jokaiselle kirjan tutkimukseen valitulle tehtaville,
voidaan laskea kaikkien havaintojen lukumaird Nj. Voidaan myos laskea tiettyyn
kategoriaan luokiteltujen tehtdavien lukuméird Ng. On otettava huomioon, ettd sama
tehtivd voidaan luokitella kuuluvaksi useisiin kategorioihin samanaikaisesti, joten
havaintoja voi syntyd enemmaén kuin on tutkittavien tehtdavien lukuméédra N. Kun
lasketaan, miten suuri prosentuaalinen osuus kirjan tehtéivistd tehdyistd havainnois-
ta kuuluu tiettyyn kategoriaan, jaetaan kategorian havaintojen lukumaééara kaikkien
havaintojen lukuméérilld. Saadaan kaava

f% = x—: - 100%,

missd f% on kategoriaa vastaava prosentuaalinen frekvenssi. Jokaista kategoriaa
vastaa prosentuaalinen frekvenssi. Kuvien 6.1, 6.2, 6.3 ja 6.4 kaavioissa prosentuaa-
liset frekvenssit kertovat pylvdiden korkeuden. Kategorioiden keskilukuna kiytetddn
moodia. Moodia vastaa se kategoria, jonka frekvenssi on suurin. Jos frekvenssi, joka
on suurin, vastaa useita kategorioita ovat kaikki nimé kategoriat moodeja. Hajonta-
lukuna kéytetddn variaatiosuhdetta v, joka lasketaan kaavalla

havaintojen mééra moodikategoriassa

v=1

)

havaintojen miird

joka vastaa kaavaa
S %
100%

Mité lahempéna variaatiosuhde on lukua 1, sitd enemmén tehdyissd havainnoissa on
hajontaa. Variaatiosuhde saa arvon 0, jos kaikki havainnot ovat moodikategoriassa.

5.1 v=1-

5.3 Tutkimuskysymykset

Tutkielmassa on tarkoitus tutkia matemaattista osaamista ja tietoa, jota lukion mate-
matiikan oppikirjojen lukujonoihin ja summiin liittyvien tehtdvien ratkaisemisessa
vaaditaan. Tehtdvit luokitellaan niissd vaadittavan matemaattisen osaamisen ja tie-
don kategorioihin. Tehtdvit jakautuvat siis matemaattisen tiedon ja osaamisen kate-
gorioihin, joita on yhteensd 16. Seuraavassa on esitelty tutkimuskysymykset, jotka
madrittelevit tarkemmin, minkélaisiin kysymyksiin tutkielmassa etsitdén vastausta.

1. Miten lukiokirjojen lukujonoihin ja summiin liittyvit tehtdvit ovat jakautuneet
niissd vaadittavan matemaattisen osaamisen ja tiedon kategorioihin tutkimuk-
seen valituissa kirjoissa?

35



2. Sijoittuvatko kirjojen tehtavit joihinkin kategorioihin useammin kuin toisiin.
2.a Miten merkitsevid erot ovat?

3. Minkdlaisia eroja tai samankaltaisuuksia on eri kirjojen vililld tehtdvien ja-
kautumisessa osaamisen ja tiedon kategorioihin?

3.a Miten merkitsevid erot ja samankaltaisuudet ovat?

4. Minkilaisia eroja tai samankaltaisuuksia on eri kurssien vililld tehtdvien ja-
kautumisessa osaamisen ja tiedon kategorioihin?

4.a Miten merkitsevii erot ja samankaltaisuudet ovat?

Kullekin kirjalle muodostuu luokittelun tuloksena kuvien 6.1, 6.2, 6.3 ja 6.4 mukaiset
taulukot ja kaaviot, joissa on 16 matemaattisen osaamisen ja tiedon kategoriaa.
Kaavioissa kutakin matemaattisen osaamisen ja tiedon kategoriaa vastaa pylvis,
jonka korkeus vastaa prosentuaalista frekvenssid. Merkitsevyyttd tutkitaan moodin
ja variaatiosuhteen avulla ja liséksi analysoidaan havaittujen frekvenssien sisdllollista
merkitsevyytta.

5.4 Esimerkkeja tehtivista ja kvantifioivia piirteita

5.4.1 Esimerkkeja

Tésséd alaluvussa esitellddn neljd esimerkkid tehtdvisti, joissa vaaditaan tietynlais-
ta matemaattista osaamista ja tietoa. Esimerkin jilkeen on kerrottu, miten tehtava
luokiteltiin tiettyihin kategorioihin. Esimerkeissd on kdytetty samantyyppisia kysy-
myksenasetteluja kuin esimerkkien alussa mainittujen ldhteiden tehtivissi. Tehta-
vanannot eivat kuitenkaan ole samoja, vaan niihin on otettu ainoastaan vaikutteita
kirjojen tehtavista.

Esimerkki 5.1. [2, t. 269] Laske jonon kuudes jasen aritmeettiselle lukujonolle a,,
a,=ap+ (n-1)d,
jonka ensimmadinen termi on 5 ja termien vélinen erotus on 3.

Ratkaisu.

Taytyy sijoittaa annetut alkuarvot oikeille paikoilleen ja laskea.

a6:a0+(6—1)3
a6:5+5-3
a6:20

Jonon kuudes jdsen on siis luku 20.
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Yll4 olevan esimerkin tehtivi olisi luokiteltu osaamisen kategoriassa laskutaidon
kategoriaan ja tiedon kategorioissa faktuaalista tietoa vaativaksi tehtdviksi. Tehté-
vissd tiytyi tietdd yksittdisen kaavan jasenien paikat, sijoittaa ne paikoilleen ja laskea
lopputulos.

Esimerkki 5.2. [4, t. 222] Minea laskee, ettd hinelld jdd vuosittain 6500 euroa yli-
maiirdistd rahaa sddstoon, joten hédn voi lyhentdi asuntolainaa vuodessa 6500 eurolla.
Minea péittdad hakea asuntolainaa. Voiko Minea saada tasaeridlainan 73 000 euroa
maksavaan asuntoon, jos lainan korko on 3,7 prosenttia ja takaisinmaksuaika on 15
vuotta.

Ratkaisu.
Lasketaan annuiteettilainan kaavasta, mink& suuruinen laina vastaa 6500 euron vuo-

sittaista annuiteettia 15 vuoden maksuajalla ja 3,7 prosentin korolla. Annuiteetti A
lasketaan kaavalla

A= Lq"l_—q.
1—q"
Ratkaistaan téstd lainan suuruus L, jolloin saadaan
_A(1—¢g")
S q"(1-¢q)°

Sijoitetaan kaavaan annuiteetti A kerroin g sekd laina-aika n ja lasketaan, jolloin
_ 6500 (1 - 1,037%)
© 11,0375 (1 -1,037)
L =73809,4331... = 73809, 44.

Siis Minea pystyy maksamaan 73809,44 euron lainan, joten hin pystyy maksamaan
sellaisen asunnon lainan, jonka hinta on 73000 euroa.

Esimerkki 5.3. [4, t. 203, 204] Pekka sijoitti sijoitusrahastoon 1200 euroa jokai-
sen vuoden alussa. Pekka jatkoi sijoittamista 9 vuotta. Vuosittaiseksi tuottopro-
sentiksi arvioitiin sijoittamisen alkaessa 5 prosenttia ja tuotto madrittiin lisitta-
viksi padomaan jokaisen vuoden alussa. Seuraavassa joukossa 7 on lueteltu to-
teutuneet tuottoprosentit vuosittain jarjestyksessid alkaen ensimmaisestd vuodesta.
T=A2,3,5,5,7,8,6,—1, 6}. Onko toteutunut tuotto suurempi vai pienempi kuin ar-
vioitu tuotto, kun arvioitu tuotto on 5 prosenttia vuosittain ja toteutunut tuotto joukon
T mukainen. Voit kéyttdd hyodyksi taulukkolaskentaohjelmistoa.

Ratkaisu.
Lasketaan ensin arvioitu tuotto 74 yhdeksin vuoden aikana geometrisen summan

S avulla. Geometrisen summan kerroin on 1,05, vuosien lukuméérd on 9 ja rahas-
toon sijoitetaan aluksi 1200 euroa. a; = 1200 - 1,05 = 1260, joten

1-1,05°
= 13893,4710...
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ja arvioitu tuotto 74 saadaan viahentimalld 1200 euroa yhdeksén kertaa summasta S.
Siis

Ty =S5-1200-9=13893,4710... — 1200 - 9 = 3093,4710... = 3093, 47.

Lasketaan todellinen tuotto taulukkolaskentaohjelmalla laskemalla ensin seuraavan
taulukon mukaisesti kertynyt todellinen pdaoma 9 vuoden aikana.

Taulukko 5.3. Taulukko, jossa laskettu pdioma kunkin vuoden 1-9 lo-

pussa.
Vuosi | Kertynyt pddoma vuoden loppuun mennessa (€)
1. a; =1200-1,02 = 1224
2. az = (1200 + ay) - 1,03 = 2496, 72
9. ag = (1200 + ag) - 1,06 = 13708, 9568...

Lasketaan kuinka paljon toteutunutta tuottoa 77 on kertynyt 9 vuoden loppuun men-
nessi euroina,

Tr = ag — 1200 - 9 = 2908, 9568... ~ 2908, 96.
Nyt, koska 77 — T4 < 0, toteutunut tuotto on pienempi kuin arvioitu tuotto.

Esimerkin 5.3 tehtiva olisi luokiteltu soveltamisen kategoriaan. Tehtivissa tiy-
tyy vertailla arvioidun tuoton ja toteutuneen tuoton eroa, luoda tietoaineisto vuoden
loppuun kertyneelle padomalle ja 10ytad aineistosta olennainen tieto eli vuoden 9 lop-
puun mennessi rahastoon kertynyt pddoma. Lisédksi tehtdva siséaltdd rutiinimaisia osia
kuten kertyneen padaoman laskeminen ja geometrisen summan kaavan kdyttaminen

Tehtédvissa pitdi tietdd lukujonojen ja summien teoriaa ja osata soveltaa geomet-
risen summan kaavaa. Pitdd ymmartii, ettd myOs toteutunutta tuottoa vastaavasta
lukujonoista voidaan muodostaa summa, jolla tehtdvissad lasketaan rahastoon ker-
tynyt padoma 9 vuoden loppuun mennessi. Tehtdvissd pitdd pystyd muodostamaan
toimintamalli, jolla saadaan laskettua arvioitu tuotto ja toteutunut tuotto ja vertaa-
maan niitd keskenddn sekd muodostamaan taulukon 5.3 kaltainen tekniikka, jolla
voidaan laskea toteutunut pidoma kunkin vuoden loppuun mennessa. Lisdksi pitaa
mahdollisesti pystyd kadyttamadn hyodyksi taulukkolaskentaohjelmiston tekniikoita.
Niiden kohtien perusteella tehtéiva olisi luokiteltu kasitteellisen ja proseduraalisen
tiedon kategoriaan.

Esimerkki 5.4. [8, t. 278] Néyti, ettd a, = —5n + 1 on aritmeettisen jonon yleinen
jdsen ja osoita sitten, ettd a,, on lukujen a,_; ja a,+ keskiarvo.

Todistus. Tarkastellaan aritmeettista lukujonoa a, = -4 + (n — 1) - (=5). Nyt
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an=—-4+n-1)-(-5)
a,=-4-51+5
a,=-5n+1,
joten a, on aritmeettinen.

Lasketaan seuraavaksi lukujen a,,—1 ja a,4+1 keskiarvo.

apy1 +an-1 -Sn+ D) +1+(-5m-1)+1

2 2
_ S5n—-5+1-5n+5+1
B 2
_ —10n+2
2
=-5n+1,
joten a, on lukujen a,—1 ja a,4+ keskiarvo. O

Esimerkin 5.4 tehtava olisi luokiteltu osaamisen kategorioissa analyysitason teh-
tiaviksi ja tiedon kategorioissa kisitteelliseksi, proseduraaliseksi ja metakognitiivi-
seksi tehtaviaksi.

Tehtdvissi taytyy konstruoida todistus ja vahvistaa viitteend annettu kaava. To-
distustehtivi ei ole rutiininomainen, jos tehtdvin ratkaisija ei ole tehnyt tehtivaa ai-
emmin ja todistamiseen siséltyy aina kriittinen tarkastelu. Nadiden perusteella tehtava
luokitellaan osaamisen kategorioissa analyysitasolle.

Jotta tehtdvin ratkaiseminen onnistuu, tdytyy tietdd aritmeettisen lukujonon maa-
ritelmé seki keskiarvon mairitelmai, pitdd osata muodostaa nidistd yhtalot ja ratkaista
ne. Ratkaisut pitdd osata saattaa sellaiseen muotoon, ettd nihddin —5n + 1 olevan
aritmeettisen jonon yleinen jisen sekd lukujen a,41 ja a,— keskiarvo. Todistuksen
rakenne on oltava sisdistetty, jotta voidaan loogisesti osoittaa kysytyt asiat. Selvisti
todistamisessa pitdd olla strategista tietoa todistamisesta, missi jirjestyksessi todista-
minen tapahtuu seki luottamusta todistusmenetelmiin ja sen osiin. Yleiselld tasolla
olevat tehtévit vaativat tietoisuutta meneilldéin olevista kognitiivisista prosesseista,
todistusta tdytyy pystyd tarkastelemaan kriittisesti ja arvioimaan sen oikeellisuutta
samaan aikaan, kun tiytyy proseduraalisesti ja kisitteellisesti késitelld tehtaviad. Kun
tehtavin todistamiseen kuluu aikaa, niin pitdé pystya selittimaiin itselleen miksi teh-
tavad yleensd edes tekee, joten tarvitaan itsetietoisuutta ja tunteiden sditelyn seka
ajankdyton taitoja, jotta tehtdvin ratkaiseminen onnistuu. Nédiden perusteella tehtava
luokitellaan kisitteelliseen, proseduraaliseen ja metakognitiiviseen tiedon kategori-
aan.

Voi tulla kysymykseen tarkastella myos kuuluuko tehtidvi faktuaalisen tiedon
kategoriaan. Tehtdvén ratkaisemiseen katsotaan kuitenkin kuuluvan sellaista mate-
maattista rakennetta ja laajempaa tietimysta, ettd pelkét yksittiiset tiedot eivit vie
tehtdvin ratkaisemista eteenpdin. Siksi tehtdva ei kuulu faktuaalisen tiedon katego-
riaan.
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5.4.2 Kvantifiointi

Tehtdvien luokittelussa on kvantifioivia piirteitd. Tehtivissd vaadittu matemaattisen
osaamisen ja tiedon kategoria tai kategoriat valitaan tehtdvdnannon seki ajatellun
malliratkaisun perusteella. Tehtdvinannossa ja ajatellussa malliratkaisussa tietyt sa-
namuodot, matemaattiset rakenteet ja kysymykset antavat perusteita sille, ettd tutkija
voi asettaa tehtédvin tiettyyn kategoriaan kuuluvaksi.

Taulukko 5.4. Osaamisen kategorian kvantifioivia piirteita.

Osaamisen
kategoria

Sanamuodot, rakenteet ja kysymykset

Analyysi

1. Tehtdvinannossa sanotaan, todista, osoita, ndyti tai tutki.
2. Tehtdvissa pitdd keksid kuviolle, lukujonolle tai summalle
saanto tai yleistys.

3. Tehtdvai ei ratkea pelkélld algoritmisella ratkaisulla vaan
tarvitaan heuristista lahestymistapaa. Tehtava pitiaa

purkaa osiin ja suunnitella ratkaisuprosessi, jossa joskus
pitda sulkea pois védrii ratkaisuvaihtoehtoja.

4. Pyydetdin muokkaamaan sdintod, jotta voidaan laskea
haluttu asia tai pitdid johtaa uusia kaavoja jo tunnettujen
kaavojen perusteella.

Soveltaminen

1. Pyydetiin vertailemaan, annetaan tietoaineisto, josta pitia
ndhdi sdéinto. Pitdd luoda tietoaineisto osana tehtivaa.

2. Tehtivissa pitdd vertailla lainojen edullisuutta.

3. Tehtavassid kysytddn, miten sijoituskohteet ovat tuottaneet,
kun on ollut useita sijoituskohteita.

4. Tehtavit, joissa lainan korko muuttuu kesken laina-ajan tai
on useita sijoituskohteita.

Ymmartaminen

1. Matemaattisia kisitteitd ja kaavoja on niin useita, ettd voidaan
puhua matemaattisen rakenteen ymmaértamisesta.

2. Ongelman ratkaiseminen voi vaatia kuvan piirtimisti tai
tietojen esittdmisti toisessa muodossa.

3. Tehtavassd kiytetdadn esimerkiksi lukujonon summan kaavaa
tai tasaerdlainan tilanteessa, jossa ei tarvitse vertailla useita
lukujonoja tai lainoja tai lainan korko ei muutu laina-aikana.

Laskutaito

1. Tehtdvanannossa lukee laske.

2. Pitaa tdydentaa puuttuva sanat tai kaavat.

3. Ratkaisussa muistettava yksittdinen sana tai kaava, jota ei
kéytetd laajemmassa yhteydessa.

4. Sovellettava yksinkertaista ja lyhyttd algoritmia. Esimerkiksi
arvojen sijoittaminen valmiiksi annettuun kaavaan.

Taulukoissa 5.4 ja 5.5 kerrotaan millaiset sanamuodot, tehtdavin rakenteet ja kysy-
myksenasettelut antavat perusteita, ettd tehtdva tiytyy luokitella kuuluvaksi tiettyyn
matemaattisen osaamisen tai tiedon kategoriaan. On huomattava, etti tehtivaa tar-
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kastellaan aina kokonaisuutena, joten yksittdisen sanan 16ytyminen tehtdvdanannosta
tai ajatellusta malliratkaisusta ei vield riitd perusteeksi sille, ettd tehtivd voidaan
luokitella tiettyyn kategoriaan.

Taulukko S.5. Tiedon kategorian kvantifioivia piirteita.

Tiedon kategoria

Sanamuodot, rakenteet ja kysymykset

Metakognitiivinen

1. Tehtdvinanto tai ratkaisu on poikkeuksellisen laaja.

2. Todistustehtivit. Néissd vaaditaan usein strategista
tietoa ja pitdd pystyd kdsittelemiin useita vaiheita sekd
sddteleméddn ajankayttod.

3. Yhtdlon muodostus usealle muuttujalle.

4. Tehtivit, joiden vastauksena ei ole yhtd selkedd oikeaa
vastausta. Tutkimistehtavit.

Proseduraalinen

1. Tehtdvit, joissa ratkaisuun pddseminen edellyttidd useiden
vaiheiden yhdistelyd, ndiden laittamista oikeaan jirjestykseen
ja jarjestyksen noudattamista oikeaan ratkaisuun
padsemiseksi.

2. Sanalliset yhtalonmuodostustehtavit.

3. Vertailutehtavit.

Kasitteellinen

1. Tehtdvin ratkaisemisessa tarvitaan laajempaa matemaattisen
rakenteen ymmairtamistd ja pitdd pystyd yhdisteleméén useita
tehtivinosia keskeniin.

2. Tehtévit, joissa pitdd tunnistaa esimerkiksi lukujonon sdianto
tai lainan laskukaava mahdollisesti tietoaineistosta,

kaaviosta tai kuvasta ja muokattava nditd muodosta toiseen
ratkaisuun padsemiseksi.

3. Tehtivit, joissa pitdd muodostaa yhtilo sanallisen
tehtavinannon pohjalta.

4. Vertailutehtavit.

Faktuaalinen

1. Lyhyet laskemistehtaviit.

2. Tehtaviassi pitdd pystyd tdydentdméddn puuttuvat kaavat.
Ratkaisussa pitdd muistaa yksittdinen sana tai miéritelma,
jota ei kiytetd tehtdvissd laajemmassa yhteydessa.

3. Yksittdisen laskusdannon tai kaavan muistaminen.

Taulukoissa 5.4 ja 5.5 esitellyt sanamuodot, rakenteet ja kysymyksenasettelu ovat
sellaisia tehtdvinannoissa tai tehtdvien ratkaisuissa olevia piirteitd, jotka vastaavat
luokittelumallin kategorioita ja tarkempia piirteitd. Luokittelumallin tarkemmat piir-
teet, jotka 10ytyvit taulukoista 5.1 ja 5.2 ovat edelleen voimassa tehtivien luokitte-
lussa ja niitd kiytetddn ensisijaisesti.
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5.5 Tutkimuksen kulku

Tutkielman teoreettisessa osassa késiteltiin lukujonojen, sarjojen ja summien teoriaa.
Siksi empiiriseen osuuteen valittiin tutkittavaksi sisédltoalueeksi lukion matematiikan
kirjojen lukujonoihin ja summiin liittyvien kappaleiden tehtivida. Havaittiin LOPS
2015 perusteella, ettd erityisesti MAY1 -kurssilla ja MAB6 -kurssilla kisitellddn
lukujonoja ja summia, joten valittiin tutkimukseen niitd kursseja vastaavia kirjoja,
joiden tehtévid tutkimuksessa tutkittiin. Tutustuttiin aikaisempiin aiheeseen liittyviin
tutkimuksiin seké teorioihin ja valittiin teoreettinen ldhestymistapa sekd menetelmiit.
Vield ennen luokittelun aloittamista muodostettiin tehtdvien piirteiden luokitteluun
soveltuva malli kategorioineen erityisesti Wilsonin taksonomian ja Krathwolin uu-
distetun Bloomin taksonomian pohjalta. Muodostettiin myos tehtdvien luokittelun
kriteerit, joiden perusteella tehtivi voidaan asettaa kuuluvaksi tiettyyn kategoriaan.

Sopivan mallin muodostamisessa kaytettiin koeotoksena pienté joukkoa kirjojen
tehtévid, joiden avulla testattiin mallin toimivuutta ja soveltuvuutta tarkoitukseensa.
Tamaén jalkeen malliin tehtiin vield joitain muutoksia, jonka jdlkeen se oli valmis sys-
temaattisempaan kidyttoon. Jokaisen tutkimukseen valitun kirjan tehtéivét luokiteltiin
erikseen. Kun tehtivid luokiteltiin, ne sijoittuivat Excel-taulukkoon, jossa taulukon
soluihin saatiin lukumaéérit havaituista tehtdvisti, joissa vaaditaan tietynlaista mate-
maattista tietoa ja osaamista. Tamén jilkeen soluissa olevat havaintojen lukumaarét
jaettiin vield kirjan tehtivisti tehtyjen kaikkien havaintojen lukumairilla ja muodos-
tettiin ndistd prosentuaaliset frekvenssit kuvaamaan tietynlaista matemaattista osaa-
mista ja tietoa vaativien tehtdvien prosentuaalista osuutta kaikista kirjan luokitelluis-
ta tehtivistd kaavan 5.2.3 avulla. Muodostettujen taulukkojen pohjalta muodostettiin
kolmiulotteinen pylvdskaavio kunkin kirjan tehtéville erikseen. Esimerkki tillaisesta
taulukosta ja kaaviosta on kuvassa 6.1.

5.5.1 Kirjasarjojen valinta

Tutkimukseen valittiin Otavan matematiikka kirjasarja sekd Sanoma Pron Yhteinen
tekijé kirjasarja. Néistd kirjasarjoista 10ytyi MAY 1 -kurssia ja MABG6 -kurssia vastaa-
vat Kkirjat, joista 10ytyi tutkimukseen soveltuva lukumiiri lukujonoihin ja summiin
liittyvid tehtdvid. Yhteensd tutkimukseen valikoitui molemmista kirjasarjoista kaksi
kirjaa eli yhteensa nelja kirjaa.

Neljén kirjan valitseminen kahteen eri lukion kurssiin liittyen oli sopiva miéra
tutkimuksen tarkoitukseen nidhden, koska tidmé antoi mahdollisuuden kirjojen ja
kurssien viliseen vertailuun.

5.5.2 Tutkittavien tehtavien sisaltoalue

Sisdltoalueiksi valittiin molemmista tutkimukseen mukaan otetuista kirjasarjoista
MAY1 -kurssia ja MABG6 -kurssia vastaavista kirjoista sellaisia tehtivid, joiden rat-
kaisemisessa pitdi jollain tavalla hyodyntédé lukujonoja tai summia. Tehtdvit rajattiin
kappaleiden mukaan. Siis, jos jossain kirjojen kappaleissa vield olikin yksittéisia
lukujonoihin ja summiin liittyvid tehtdvid, niiti ei otettu mukaan tutkimukseen, kos-
ka muiden kappaleiden katsottiin siséltivin niin vdhin yksittdisid lukujonoihin ja
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summiin liittyvid tehtivid, ettd niiden ottamien mukaan tutkimukseen ei vaikuttaisi
olennaisesti tutkimuksen tuloksiin.

Lukujonoja ja summia vastaavat sisiltoalueet olisi voitu tutkimuksessa korvata,
jollakin toisellakin sisdltdalueella. Tutkielman empiiristd osuutta edeltivissd osas-
sa kasiteltiin lukujonoa, sarjoja ja summia teoreettisesta ndkokulmasta. Siksi em-
piiriseen osuuteen valittiin tutkittavaksi samaan matemaattiseen aihepiiriin liittyvia
tehtéivia lukiokirjoista.

5.5.3 Aineiston hankinta

Kun oli valittu, mitkd tehtivit tutkimukseen valituista kirjoista tutkitaan, alettiin
tehtivid luokitella ensin tehtavassd vaaditun matemaattisen osaamisen kategorioihin.
Luotiin Exceliin kuvan 5.1 kaltaiset taulukot. Luettiin 14pi jokainen valittu tehtivi ja
valittiin, mika on korkein osaamistaso, jota tehtdvin ratkaisemisessa vaaditaan.

Oikealla olevissa osaamisen kategorioissa A.0-D.0 on asetettu tehtava siihen Esimerkki: Tehtéva 208 on luokiteltu oikealla

kategoriaan, johon se vasemmalla kohtien A.1-D.5 luokittelun perusteella kuuluu. kategoriaan Ymmartaminen B.O (Sininen pohja),
vasemmalla olevan luokittelury perusteella.

Sinisella pohjalla osaamisen kategoriat.

Oranssilla pohjalla tiedon kategoriat. Lisaksi se on i ista (F) ja pr ista (P) tietoa
vaativaksi tehtavaksi |Orans£ pohja).

Kirja: Otavan iikka, Luvut ja lukujonot, MAY1, tehtévét 201-450 Kirja: Otavan iikka, Luvlt ja lukdjonot, MAY1, tehtévaf 201-450
Osaami iat A.0-D.0 ja tarkemmat piirteet A.1-D.5 (Gradun Taulukko 5.1) Tiedon oiden piirteet F- 1.0, K=Kasittegflinen 1.0,
P=Proseduraalinen H.0, M=Métakognitiivinen G.0 (Gradug Taulukko 5.2)
Laskutai| |Y artami i C.0| |Analyysi D.0 Laskutaito Ymmartgminen Soveltaminen £.0 |Analyysi D.0
to 8.0 A0 B.0
A0
Tehtava [A.1[a2[ [B.1]B.2[B.3[B.4[B.5| [cac2[c3]ca] [p.1]p.2]p3[D.4]D.5] [Tehtava F [k [p [m F/x [o [m F K [P [m F Ik [p [m
201 1] 1 201 [ 1] 1 1 /
202] 1] 1 202| 1] 1 1 i
203 1] 1 1 203] [ 1 1 1 /
204 1] 1 204 1 | 1 /
205 1| | af 1] 1] 1 1 1 205! 11
206 1] 1 1 206 A 1| 1
207 1| 1] A dg=E 1 1 207 JANIIR
208] AIEEEREETR 208 Yal ™ LA
209) [ o] o[ o] o[ af 1 209 1 1
444 i ] 1] 1 1 1 444) 1 1 1
445 1 a2 o aff 2 1 445 1 1 1
446) 1 1 1 1 446 1 1 1
447 1 1 1 447 1 AR
448 1 1 1 448 1 1| 1
449) 1 1 1 449 1 AR
450 1 1 1 1 450 1 AR
yht 10] 8] 2[10[ ofe3[21(39]63] 3]s5] 44aas5[14[23] 1]20]23]12

Kuva 5.1. Alku- ja loppuosa taulukosta, jossa on luokiteltu tehtivid
vaaditun osaamisen ja tiedon tason mukaan. Kaikki taulukot 16ytyvit
tutkimuksen liitteistd. Liite A ja B.

Taulukossa 5.1 on osaamisen kategoriat A.0-D.0 sekd vasemmalla ettid oikealla
ja osaamisen kategorioiden tarkemmat piirteet A.1-D.5 vasemmalla. Tarkempi piirre
saa taulukossa arvon 1, jos sitd vaaditaan tehtdvin ratkaisemiseksi. Muussa tapauk-
sessa piirrettd vastaava solu siilyy tyhjdnd. Kun enemmain, kuin puolet osaamisen
kategorian tarkemmista piirteistd saa arvon 1 vasemmanpuoleisessa osassa tauluk-
koa, tehtivissd vaaditaan titd matemaattista osaamista. Kuitenkin, jos useammissa
osaamisen kategoriassa tdyttyy tdma ehto, katsotaan, ettd tehtidvissd vaaditaan hie-
rarkiassa korkeimmalla olevaa osaamista, joille ehto tiyttyy. Siis esimerkiksi, jos
tehtava tiyttdad ymmairtdmisen kategorian piirteistd yli puolet ja soveltamisen katego-
rian piirteistd yli puolet, tehtivin katsotaan kuuluvan soveltamisen kategoriaan. Kun
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tehtdva luokitellaan taulukon vasemman puolen perusteella johonkin osaamisen ka-
tegoriaan, merkitddn taulukon oikealle puolelle vastaavan kategorian kohdalle arvo
1. Mikadili tehtédvaa ei luokitella johonkin kategoriaan, vastaava solu sdilyy tyhjana.

On korostettava, ettd tehtdvissd voidaan vaatia myds muunlaista osaamista kuin,
mihin kategoriaan se tissa tutkimuksessa valikoituu. Osaamistaso, johon tehtdvi va-
likoituu, on vaativin osaamisen taso, jota tehtdvin ratkaisemisessa vaaditaan. Yleen-
sd matematiikassa korkeammalla tasolla toimittaessa vaaditaan myos korkeampaa
tasoa alempien tasojen osaamista, mikd johtuu matemaattisen tiedon ja osaamisen
kumulatiivisesta luonteesta. Uusi tieto ja osaaminen perustuu aikaisemman tiedon ja
osaamisen pohjalle.

Tehtivissd vaadittavaa matemaattista tietoa alettiin luokitella sen jdlkeen, kun
tehtévit oli luokiteltu vaadittavan matemaattisen osaamisen kategorioihin. Samaan
kuvan 5.1 taulukkoon osaamisen kategorioiden kanssa luotiin Exceliin taulukko
myOs matemaattisen tiedon kategoriointiin taulukon oikealle puolelle matemaatti-
sen osaamisen kategorioiden viereen oranssille alustalle. Sama tehtivi voitiin luo-
kitella useisiin vaadittavan matemaattisen tiedon kategorioihin samaan aikaan. Jos
vaadittavan matemaattisen tiedon kategorian tarkemmista piirteistad tayttyi yli puo-
let, tehtdvi asetettiin tiettyyn matemaattisen tiedon kategoriaan. Tiedon kategorian
kohdalle merkittiin taulukkoon arvo 1, jos tehtivissd vaadittiin tdtd matemaattista
tietdmistd. Jos tehtdvissi ei vaadittu kyseistd matemaattista tietdmistd vastaava solu
jdi taulukossa tyhjaksi.

Esimerkiksi, jos tehtdavissi vaadittiin algoritmien ja tekniikoiden tietimistad sekad
samaan aikaan luokitteluiden ja periaatteiden tietdmisti, tehtdva valikoitui seka pro-
seduraalisen tiedon ettd konseptuaalisen tiedon kategoriaan. Tillaiseen luokitteluun
vaaditun matemaattisen tiedon suhteen paddyttiin, koska havaittiin luokittelun aloi-
tusvaiheessa, etti jos tehtdva vaikutti selkedsti olevan sellainen, ettd se tdytyi luoki-
tella kahteen tai useampaan vaaditun matemaattisen tiedon kategoriaan oli mahdoton
sanoa, mihin kategoriaan se kuului eniten.

Tehtdvin ratkaiseminen saattoi vaatia esimerkiksi proseduraalisen ja kisitteelli-
sen tiedon hallitsemista samaan aikaan. Nima saattoivat olla niin toisiinsa kietoutu-
neita tehtdvin ratkaisun kannalta, ettd ei voitu erottaa kumpaa tietdmista tehtiavissa
vaaditaan enemmaén. Siksi pdddyttiin siihen, ettd tehtiavi voi kuulua useampaan vaa-
dittavan tiedon kategoriaan samanaikaisesti. Tiedon kategorioiden tarkemmista piir-
teistd piti kuitenkin tdyttyd vihintddn puolet, jotta voitiin katsoa tehtivin kuuluvan
kyseiseen kategoriaan.

Siis, jos tehtava luokiteltiin osaamisen kategorioista laskemisen kategoriaan, mer-
kittiin arvo 1 laskemisen kategorian kohdalle taulukon oikealla olevaan osaan sinisel-
le alustalle. Tehtaviassi vaadittavien tiedon kategorioiden kohdalle merkittiin arvo 1
laskemisen kategorian vieressa oikealla puolella olevalle oranssille alueelle. Samoin,
mikéli tehtdva luokiteltiin osaamisen kategorioista ymmértidmisen kategoriaan, mer-
kittiin ymmartdmisen kategorian kohdalle taulukon oikeanpuoleiseen osaan siniselle
alustalle arvo 1 ja tehtdvissd vaadittavien tiedon kategorioiden kohdalle merkittiin
arvo 1 soveltamisen kategorian vieressa oikealla puolella olevalle oranssille alueelle.
Samoin toimittiin soveltamisen sekd analyysin kategorioihin luokiteltujen tehtavien
kohdalla, luokiteltaessa namé edelleen vaadittavan tiedon kategorioihin.
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Lopulta saatiin taulukkolaskennan avulla lukumiira tehtiville, joiden ratkaise-
minen vaatii tietynlaista matemaattista osaamista ja matemaattista tietamisti. Naistd
muodostettiin kuvien 6.1, 6.2, 6.3 ja 6.4 kaksiulotteiset taulukot, jossa riveillda ovat
tiedon tasot ja sarakkeissa osaamisen tasot. Jokaisen kirjan tehtaville muodostettiin
oma taulukko ja kaavio. Osaamisen ja tiedon tason yhdistetyissd 2-ulotteisissa taulu-
koissa on 16 kategoriaa: yksi taulukon solu vastaa yhta kategoriaa. Tiettyd osaamista
jatietoa vaativien tehtdavien havaintojen lukumiaraa verrattiin kirjan tehtavista tehty-
jen kaikkien havaintojen kokonaismééraén ja muodostettiin ndistd prosenttiluku, joka
sijoitettiin taulukon soluun sitd vastaavan osaamisen ja tiedon yhdistetyn kategorian
kohdalle. Kunkin kategorian kohdalla oleva prosenttiluku on kategoriaa vastaava
prosentuaalinen frekvenssi. 2-ulotteisen taulukon ja prosentuaalisten frekvenssien
perusteella muodostettiin kuvissa 6.1, 6.2, 6.3 ja 6.4 olevat kaaviot.
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6 Tutkimustulokset

Kirjojen tehtivien luokittelun tuloksena saatiin yhteensi neljd kaaviota, joista kutakin
tutkimukseen valittua kirjaa vastaa yksi kaavio. Kisitelldin ensin jokaista kirjaa
vastaava kaavio erikseen. Puretaan kuhunkin kirjaan liittyvd kaavio sanallisesti ja
kerrotaan, millaiset prosentuaaliset frekvenssit matemaattisen osaamisen ja tiedon
kategorioita vastaavat. Lisdksi kerrotaan jakaumien moodit ja variaatiosuhteet.

Tarkastellaan sen jilkeen asettuvatko tehtévit joihinkin kategorioihin useammin
kuin toisiin ja miten merkitsevid erot ovat. Tarkastellaan myos millaisia samankal-
taisuuksia ja eroavaisuuksia eri kirjoja vastaavien kaavioiden vililld on ja pohditaan
millaiset tekijét voivat olla ndiden taustalla ja miten merkitsevid samankaltaisuudet ja
eroavaisuudet ovat. Tutkitaan vield, onko eri kursseja vastaavien kirjojen kaavioissa
samankaltaisuuksia tai eroavaisuuksia sekd, mitka tekijét voivat olla ndiden taustalla
ja miten merkitsevid samankaltaisuudet ja eroavaisuudet ovat.

Jokaisessa neljidssd kaaviossa on yhteensd 16 matemaattisen osaamisen ja tiedon
kategoriaa ja jokaista kategoriaa vastaa pylvis, jonka korkeuden kategoriaa vastaava
suhteellinen frekvenssi kertoo. Pylvéin kohdalle on merkitty suhteellista frekvenssia
vastaava prosenttiluku.

6.1 Tuloksena saadut kaaviot

6.1.1 Otavan Luvut ja lukujonot

Kuvan 6.1 kaavio vastaa Otavan Luvut ja lukujonot kirjaa. Otavan Luvut ja lukujo-
not kirjasta tutkimukseen valikoitui yhteensd N = 177 tehtédvaa, joita luokiteltaessa
tehtiin kokonaisuudessaan N ; = 319 havaintoa matemaattisen osaamisen ja tiedon
kategorioihin. Laskemiskategorian tehtdvit on luokiteltu tiedon kategorioissa fak-
tuaalisiksi (3%), kisitteellisiksi (1%) tai proseduraalisiksi(3%). Metakognitiivista
tietdmistd vaativien laskutaitotehtivien (0%) prosentuaalinen frekvenssi on pyoristy-
nyt nollaan. Ymmartamistd vaativat tehtavit saattoivat kuulua mihin tahansa tiedon
kategoriaan. Kuitenkin metakognitiivisia ymmairtamistehtdvid on vain (1 %), joten
niitd on vdhin. Hieman enemmaén on faktuaalisia ymmaértdmistehtivia (7%). Eni-
ten tehtdvistd on joko proseduraalisia ymmartamistehtivid (20%) tai kasitteellisia
ymmartdmistehtivid (12%).

Metakognitiivisia soveltamistehtivid (4%) on enemmén kuin metakognitiivisia
ymmartimistehtivid. Toisaalta faktuaalisia soveltamistehtivid (1%) on vihemmin
kuin faktuaalisia ymmartimistehtivid. Edelleen soveltamista vaativista tehtavista
suurin osa on kasitteellisid soveltamistehtivid (14 %) tai proseduraalisia soveltamis-
tehtavid (17 Y%). Analyysin kategorioissa pylvdit eivit ole aivan yhtd korkeita kuin
soveltamisen ja ymmartdmisen kategorioissa. Faktuaalisten analyysitehtavien (0 %)
prosentuaalinen frekvenssi on pyoristynyt nollaan ja metakognitiivisten analyysiteh-
tavien osuus (4 %) on metakognitiivisten sovellustehtdvien tasolla. Kaésitteellisten
analyysitehtdvien (6%) ja proseduraalisten analyysitehtdvien (7%) prosentuaaliset
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frekvenssit ovat ldhes samalla tasolla faktuaalisten ymmirtamistehtdvien prosentu-
aalisen frekvenssin kanssa.

Merkittavin huomio Otavan Luvut ja lukujonot kirjaa vastaavasta kaaviosta on
proseduraalisten tai kasitteellisten ymmaértdmistehtivien ja proseduraalisten tai kisit-
teellisten soveltamistehtdvien suuri osuus verrattuna muiden kategorioiden tehtiviin.
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Otava; Luvut ja lukujonot (MAY1)

Laskutaito Ymmartaminen |Soveltaminen Analyysi
Faktuaalinen 3 7 1 0
Kasitteellinen 1 12 14 6
Proseduraalinen 3 20 17 7
Metakognitiivinen 0 1 4 4

Kuva 6.1. Taulukko ja kaavio Otavan Luvut ja lukujonot kirjan tehta-
vien luokittelusta. Taulukossa ja kaaviossa kategorioiden prosentuaaliset
frekvenssit, joiden summa =~ 100%

Kategorioiden moodi kuvan 6.1 taulukon arvojen perusteella on proseduraali-
set ymmartdmistehtavit (20%), koska silld on korkein prosentuaalinen frekvenssi.
Variaatiosuhteeksi saatiin 0, 8 kaavalla 5.1.

6.1.2 Sanoma Pron Luvut ja lukujonot

Sanoma Pron Luvut ja lukujonot kirjasta tutkimukseen otettiin mukaan yhteensi
N, = 128 tehtdvad. Havaintojen kokonaismaiéréksi saatiin N 2 = 273. Sanoma Pron
Luvut ja lukujonot kirjaa vastaa kaavio 6.2. Kirjassa laskutaitotehtivit ovat faktuaa-
lisia (4%) tai proseduraalisia (4%). Kaavion mukaan késitteellisid tai metakognitii-
visia laskutaitotehtivid ei kirjassa ole tai ainakin niiden prosentuaaliset frekvenssit
ovat pyoristyneet nollaan. Ymmartdmisen kategoriassa tehtdvit ovat painottuneet
kisitteellisiin ymmartdmistehtiviin (17%) ja proseduraalisiin ymmartamistehtéiviin
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(19%). Faktuaalisia ymmairtamistehtavid (1%) ja metakognitiivisia ymmaértamisteh-
tiavia (0%) on prosentuaalisesti hyvin vihin tai ei ollenkaan.

Faktuaalisia soveltamistehtdvid on prosentuaalisesti (0%) ja metakognitiivisia
soveltamistehtdvid (2%). Soveltamisen kategoriassa tehtivit ovat painottuneet ka-
sitteellisiin soveltamistehtdviin (14%) ja proseduraalisiin soveltamistehtéviin (15%).
Edelleen faktuaalisten analyysitehtévien (0%) prosentuaalinen frekvenssi on pyoris-
tynyt nollaan, mutta metakognitiiviset analyysitehtéavit yltavit (6%) prosentuaaliseen
frekvenssin. Proseduraalisia analyysitehtavia (9%) ja kaisitteellisid analyysitehtavia
(8%) on keskendin lahes yhté suuret prosentuaaliset osuudet.
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Sanoma Pro: Yhteinen tekija lukion matematiikka 1; Luvut ja lukujonot (MAY1)
Laskutaito Ymmadrtaminen |Soveltaminen Analyysi
Faktuaalinen 4 1 0 0
Kasitteellinen 0 17 14 8
Proseduraalinen 4 19 15 9
Metakognitiivinen 0 0 2 6

Kuva 6.2. Taulukko ja kaavio Sanoma Pron Luvut ja lukujonot kirjan
tehtavien luokittelusta. Taulukossa ja kaaviossa kategorioiden prosentu-
aaliset frekvenssit, joiden summa ~ 100%

Moodiksi kategorioille saatiin kuvan 6.2 taulukon perusteella proseduraaliset ym-
martdmistehtavit, joiden frekvenssi on 19%. Variaatiosuhteeksi saatiin 0, 81 kaavalla
5.1

6.1.3 Otavan Talousmatematiikka

Kirjasta Otavan Talousmatematiikka tutkimukseen valittiin N3 = 132 tehtdvaa. Nail-
le tehtaville kertyi yhteensd Nj, 3 = 258 havaintoa matemaattisen osaamisen ja tie-
don kategorioihin. Otavan Talousmatematiikka kirjan tehtdvien luokittelua vastaa
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kaavio 6.3. Faktuaalisten laskemistehtavien (3%), késitteellisten laskemistehtavien
(2%) ja proseduraalisten laskemistehtivien (3%) prosentuaaliset frekvenssit ovat 1a-
hes yhti suuret. Metakognitiivisten laskutehtivien (0%) prosentuaalinen frekvenssi
on tdssdkin kaaviossa pyoOristynyt nollaan. Faktuaalisia ymmartamistehtivid (4%)
ja metakognitiivisia ymmartamistehtavid (1%) on paljon pienemmaét prosentuaaliset
osuudet kuin késitteellisia ymmartamistehtivid (24%) tai proseduraalisia ymmar-
tamistehtdvid (26%). Kasitteellisten ymmartdmistehtdvien ja proseduraalisten ym-
martdmistehtdvien frekvenssit ovat ldhelld toisiaan kuten ovat myos késitteellisten
soveltamistehtidvien (16%) ja proseduraalisten soveltamistehtdvien (16%) frekvenssit
lahelld toisiaan. Faktuaalisten soveltamistehtidvien (1%) ja metakognitiivisten sovel-
tamistehtdavien (5%) frekvenssit jadvit kauas kisitteellisten soveltamistehtivien ja
proseduraalisten soveltamistehtdvien frekvensseista.

Analyysin kategorioissa prosentuaaliset frekvenssit ovat (0%) Otavan Talousma-
tematiikka kirjassa, mikd tdytyy ottaa huomioon ja pohtia mistd timé johtuu. On myos
huomattava, ettd kisitteellisen ymmartdmisen ja proseduraalisen ymmaértamisen ka-
tegorioissa on tdssd kaaviossa suuremmat frekvenssit kuin kahdessa aikaisemmassa
kaaviossa, joten tiytyy tarkastella timin merkittdvyyttd ja mistd tdma johtuu.
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Otava: Huippu 6; Talousmatematiikka (MABG6)

Laskutaito Ymmartaminen |Soveltaminen Analyysi
Faktuaalinen 3 4 1 0
Kasitteellinen 2 24 16 0
Proseduraalinen 3 26 16 0
Metakognitiivinen 0 1 5 0

Kuva 6.3. Taulukko ja kaavio Otavan Talousmatematiikka kirjan tehta-
vien luokittelusta. Taulukossa ja kaaviossa kategorioiden prosentuaaliset
frekvenssit, joiden summa =~ 100%

Kuvan 6.3 taulukon perusteella kategorioiden moodi on proseduraaliset ymmar-
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tamistehtavit, joiden frekvenssi on 26%. Variaatiosuhteeksi laskettiin 0, 74 kaavan
5.1 mukaisesti.

6.1.4 Sanoma Pron Talousmatematiikka

Sanoma Pron Talousmatematiikka kirjasta tutkittiin N4 = 96 tehtidvii. Tehtéville ker-
tyi havaintoja matemaattisen osaamisen ja tiedon kategorioihin yhteensa N, 4 = 208.
Kyseisen kirjan tehtidvien luokittelua vastaa kuvan 6.4 kaavio. Kuten muissakin kaa-
vioissa myOs tdssd kaaviossa laskemisen kategorioihin on luokiteltu melko vahén
tehtavid. Tadlld kertaa faktuaalisten laskutaitotehtdvien prosentuaalinen frekvenssi
(0%) ja metakognitiivisten laskemistehtdvien (0%). Metakognitiivisten laskutehta-
vien prosentuaalinen frekvenssi on 0% jokaisessa kirjassa kaavioiden mukaan. K-
sitteellisten laskutehtivien (2%) ja proseduraalisten laskutehtivien (2%) frekvenssit
eivit tidssdkadn kaaviossa kasva kovin suuriksi.

100
80
60 0 e 0
) o - Metakognitiivinen
40 ) A A— Proseduraalinen
26 18 0 s .
20 0 71 0 0 Kasitteellinen
0 74 e g e Faktuaalinen
<9 Q BN
*@{& '\(\e '\QQ’ \**
~N & <& &L
S 2 N4 v
\/’b ((\'bk AQ>
& <
Faktuaalinen Kasitteellinen ~ mProseduraalinen B Metakognitiivinen

Sanoma Pro: Tekija Lyhyt Matematiikka 6; Talousmatematiikka (MAB6)

Laskutaito Ymmadrtaminen |Soveltaminen Analyysi
Faktuaalinen 0 1 0 0
Kasitteellinen 2 26 18 0
Proseduraalinen 2 26 18 0
Metakognitiivinen 0 0 6 0

Kuva 6.4. Taulukko ja kaavio Sanoma Pron Talousmatematiikka kirjan
tehtavien luokittelusta. Taulukossa ja kaaviossa kategorioiden prosentu-
aaliset frekvenssit, joiden summa ~ 100%

Faktuaalisten ymmartamistehtavien (1%) ja metakognitiivisten ymmartamisteh-
tavien (0%) frekvenssit ovat vihdiset, mutta jélleen suuri osuus tehtivistid on luoki-
teltu kisitteellisiksi ymmartimistehtidviksi (26%) tai proseduraalisiksi ymmartdamis-
tehtaviksi (26%). Jonkin verran pienempi osuus tehtivistd on kasitteellisid sovelta-
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mistehtdvid (18%) tai proseduraalisia soveltamistehtivid (18%). Metakognitiivisten
soveltamistehtdvien (6%) frekvenssi on jélleen korkeammalla tasolla kuin faktuaa-
listen soveltamistehtdvien (0%) frekvenssi kuten kaaviossa 6.3.

Analyysitason tehtdvien prosentuaaliset frekvenssit ovat kaikki (0%) tdssikin
kaaviossa kuten kaaviossa 6.3. Edelleen tehtdvit nayttivit tassikin kirjassa kaavion
mukaan painottuneen kisitteellisen ymmairtamisen, proseduraalisen ymmartdmisen,
kasitteellisen soveltamisen ja proseduraalisen soveltamisen kategorioihin.

Proseduraaliset ymmairtdmistehtavit tai késitteelliset ymmartamistehtéavit voivat
olla molemmat kategorioiden moodeja tistd kirjasta muodostetulle havaintoaineis-
tolle. Moodi on kahta suurinta prosentuaalista frekvenssid vastaavista kategorioista
toinen, koska niiden frekvenssit (26%) ovat yhti suuret. Variaatiosuhde tissd havain-
tojoukossa on 0, 74 kaavalla 5.1 .

6.2 Vertailua

6.2.1 Eroja ja samankaltaisuuksia Kirjojen ja kurssien vililla

Kaavioista on havaittavissa, ettd lukiokirjojen lukujonoihin ja summiin liittyvista
tehtavistd huomattavasti suurimmat prosentuaaliset frekvenssit kaikissa tutkituissa
kirjoissa ovat ymmaértdmisen ja késitteellisen tiedon, ymmaértimisen ja prosedu-
raalisen tiedon, soveltamisen ja késitteellisen tiedon tai soveltamisen ja prosedu-
raalisen tiedon kategorioissa. Sama kuvio toteutuu jokaista neljaad kirjaa vastaa-
vassa kaaviossa. Edelld mainittuihin kategorioihin kuuluu Otavan Luvut ja lukujo-
not kirjassa (12% + 20% + 14% + 17% = 63%), Sanoma Pron luvut ja lukujonot
kirjassa (17% + 19% + 14% + 15% = 65%), Otavan Talousmatematiikka kirjassa
(24% + 26% + 16% + 16% = 82%) ja Sanoma Pron Talousmatematiikka kirjassa
(26% + 26% + 18% + 18% = 88%) osuudet. Kaikissa kirjoissa kategorioiden moodi
on proseduraaliset ymmairtamistehtavit, joiden prosentuaaliset frekvenssit vastaavas-
ti 20%, 19%, 26% ja 26%. Lisdksi Sanoma Pron Talousmatematiikka kirjassa moodi
voi olla my0s kisitteelliset ymmartdmistehtédvét, jonka prosentuaalinen frekvenssi on
26%.

Havainnot eivit ole painottuneet ainoastaan moodikategorioihin missidén kirjas-
sa, vaan havainnoissa voidaan sanoa olevan enemmin hajontaa kuin painottumista
moodikategoriaan, koska variaatiosuhteet 0, 8, 0, 81, 0,74 ja 0,74 ovat lihempéna
lukua 1 kuin lukua 0. MABG6 -kurssia vastaavissa kirjoissa havainnot ovat enemmén
painottuneet moodikategoriaan kuin MAY'1 -kurssia vastaavissa kirjoissa.

Erityisesti molemmissa talousmatematiikan kirjoissa tehtavit ovat enemmaén joko
soveltamisen tai ymmartdmisen kategorioihin painottuvia késitteellisii tai prosedu-
raalisia tehtdvid (88% ja 82%), kuin MAY 1 -kurssia vastaavissa Luvut ja lukujonot
kirjoissa (63% ja 65%). Painottuminen nikyy variaatiosuhteista ja edelld mainituista
prosenttiluvuista.

Kummassakin talousmatematiikan kirjassa analyysin kategorioihin luokiteltu-
jen tehtdvien prosentuaaliset frekvenssit ovat 0%. Liitteestd B ndhdéén taulukkojen
oranssien osuuksien viimeiseltd riviltd, ettd yhtddn tehtidvai ei ole luokiteltu kuu-
luvaksi faktuaalisen analyysin, késitteellisen analyysin, proseduraalisen analyysin
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tai metakognitiivisen analyysin kategorioihin. Timén vuoksi kategorioiden suhteel-
listen frekvenssien tdytyy olla 0%. Luokiteltaessa Huippu Talousmatematiikan ja
Tekija Talousmatematiikan kirjojen tehtévii, tehtdva saattoi saada joitain kategorian
D.0 tarkempia piirteitd, mutta ei kuitenkaan niin monta, etti se olisi luokittelumallin
perusteella voitu luokitella kategorian D.0 tehtidviksi. Timén vuoksi tehtévit, jotka
kuuluivat ldhes kategoriaan D.0 sijoittuivat luokittelussa lopulta joko ymmaértdmisen
kategoriaan B.0 tai soveltamisen kategoriaan C.0 ja niin kategorian D.0 tehtdvia ei
kertynyt talousmatematiikan kirjojen tehtivien luokittelussa.

MABG6 -kurssin kirjojen tehtavat eivit liitteen B mukaan sisélld ollenkaan ana-
lyysin kategorian D.0 tarkempia piirteitd D.5, D.4 ja D.3, joissa pitdd muodostaa tai
vahvistaa yleistyksii, rakentaa todistuksia tai arvioida ja tarkastella todistuksia kriitti-
sesti. TAma on tarkempi syy, miksi tehtavii ei ole luokiteltu kategoriaan D.0. MAB6
-kurssin tehtivissid on tehtivid, joissa vaaditaan ei-rutiinitehtiivin ratkaisemista ja
suunnittelua D.1 ja relaation 16ytdmistd D.2. Ndiden kahden piirteen tdyttyminen
ei kuitenkaan vield riitd, ettd tehtdvd kuuluisi kategoriaan D.0. Koska todistuksen
rakentamista ja suunnittelua D.3, todistuksen kriittistd tarkastelua ja arviointia D.4
seké yleistyksen muotoilua, vahvistamista ja tuottamista D.5 ei ole MAB6 -kurssin
tehtavissa, eivit tehtivit tistd syystd ylld aivan analyysin kategorioiden tehtaviksi.

MAY' -kurssin kirjoissa analyysin kategorioita vastaavia tehtivid esiintyy. Ota-
van kirjassa niitd on (0% + 6% + 7% + 4% = 17%) ja Sanoma Pron kirjassa
(0% + 8% + 9% + 6% = 23%) osuudet. Laskemisen kategorioiden tehtdvid néis-
sd kirjoissa on vastaavasti (0% +3% + 1%+ 3% = 7%) ja (4% + 0% + 4% + 0% = 8%)
osuudet. Kuitenkin sekd D.0 ettd A.Q tehtdvid on huomattavasti vihemméin kuin
ymmartdmisen kategorian B.0 ja soveltamisen kategorian C.0 tehtavia.

Sekd MABG6 -kurssin etti MAY 1 -kurssin kirjoissa laskutaidon kategorian A.0
tehtdvid on hyvin vidhidn. Otavan Luvut ja lukujonot kirjassa laskutaidon tehté-
vid havaittiin olevan (3% + 1% + 3% + 0% = 7%), Sanoma Pron Luvut ja lu-
kujonot kirjassa (4% + 0% + 4% + 0% = 8%), Otavan Talousmatematiikka kir-
jassa (3% + 2% + 3% + 0% = 8%) ja Sanoma Pron Talousmatematiikka kirjassa
(0% + 2% + 2% + 0% = 4%) osuudet. Kaikkia kirjoja yhdistdi se, ettd metakog-
nitiivisten laskemistehtiivien prosentuaalinen frekvenssi on 0% . Muuten katego-
rian A.0 tehtdvit ovat jakautuneet melko tasaisesti faktuaalisiin laskemistehtaviin,
kisitteellisiin laskemistehtéviin ja proseduraalisiin laskemistehtéiviin. Erot nididen
frekvensseissd ovat korkeintaan 4 prosenttiyksikon luokkaa, joten on vaikea sanoa,
onko havaittavissa jonkinlaista sidnnonmukaisuutta ndissd kategorioissa olevien fre-
kvenssien vililld. Jos jonkinlaista sddannonmukaisuutta olisi, tehtivit saattaisivat ol-
la useammin faktuaalisia laskemistehtivid tai proseduraalisia laskemistehtéavid kuin
kisitteellisid laskemistehtévia.

6.2.2 Proseduraalisuuden ja Kisitteellisyyden osuudet suuret

Tehtédvien jakautumisessa on havaittavissa, ettd huomattavan suuressa osuudessa teh-
tavistd tdytyy kayttdd proseduraalista tai kisitteellistd tietoa olivatpa ndmad sitten
osaamisen tasolla laskemis-, ymmirtdmis-, soveltamis- tai analyysitehtivida. Otavan
Luvut ja lukujonot kirjassa edelld mainittuihin kategorioihin kuuluu 80% Sanoma
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Pron Luvut ja lukujonot kirjassa 86% Otavan Talousmatematiikka kirjassa 87% ja
Sanoma Pron Talousmatematiikka kirjassa 92% tehdyistd havainnoista.

Proseduraalista ja késitteellisti tietoa vaativien tehtdvien piirteet ovat keskeniin
hyvin paljon samankaltaisia tai toinen toistaan tukevia. Algoritmien, tekniikoiden ja
madrittelyjen kriteerien tietimisessd on paljon samankaltaisia piirteitd kuin luokitte-
lujen ja periaatteiden seki teorioiden ja mallien tietimisessd. Méérittelyjen kriteerit
sisdltyvit usein teorioihin, malleihin tai periaatteisiin. Teorioiden, mallien, rakentei-
den tai periaatteiden tietiminen, joissain tapauksissa implisiittisesti sisdltdd maérit-
telyjen kriteerien tietimisen. Algoritmit ja ratkaisemisen tekniikat ovat tapa kiyttaa
madrittelyjen kriteerejd, luokitteluja, periaatteita, teorioita, malleja ja rakenteita oi-
keassa jarjestyksessi tehtivin ratkaisemisen kannalta. Selvidsti suuressa osassa luo-
kitelluista tehtivistd niitd késitteellisen ja proseduraalisen tiedon piirteitd vaaditaan
usein.

6.3 Tiedon ja osaamisen kategorioiden yhteyksii siséllollisesti

Analysoidaan sisillollisesti syitd, joiden vuoksi Otavan ja Sanoma Pron Luvut ja
lukujonot kirjoissa (63% ja 65%) sekd Otavan ja Sanoma Pron Talousmatematiikka
kirjoissa (82% ja 88%) on prosentuaalisesti suuret osuudet kisitteellisid ymmarta-
mistehtavii, kisitteellisid soveltamistehtavid, proseduraalisia ymmirtamistehtavii ja
proseduraalisia soveltamistehtivia.

Tehtdvissi, joka on luokiteltu ymmirtdmisen kategoriaan, vaaditaan tehtivien
loogisuuden seuraamista, ongelman tunnistamista ja tehtivin osien muokkaamista
muodosta toiseen, matemaattisen rakenteen ymmairtamistd, periaatteiden sdéntojen
ja yleistysten ymmartdmistd sekd kasitteiden ymmaértimistd. Intuitiivisesti ajatellen
ndyttdad, ettd tilloin tehtivissd saatetaan vaatia myoOs tietoa luokitteluista ja kate-
gorioista, tietoa periaatteista ja yleistyksistd sekd tietoa teorioista malleista ja ra-
kenteista. Toisaalta edelleen ndyttdd intuitiivisesti, etti ymmartimisen kategoriaan
luokitetussa tehtivissd saatettaisiin myOs vaatia tietoa algoritmeista, tekniikoista,
metodeista sekd madrittelyjen kriteereistd. Edelliset ovat kasitteellisen tiedon ka-
tegorian piirteitd ja jalkimmaéiset ovat proseduraalisen tiedon kategorian piirteita.
Matemaattiset rakenteet ovat loogisia, siséltivit periaatteita sdintdjd ja yleistyksid,
matemaattista kasitteistod, kriteereitd ja méairittelyja. Siis ndyttdd intuitiivisesti sil-
td, ettd kasitteellisyys ja proseduraalisuus olisivat implisiittisesti osa tehtivii, jossa
vaaditaan ymmaértdmista.

Toisaalta voidaan nidhda intuitiivisesti yhteys myos soveltamisen kategorian ja
kisitteellisen seké proseduraalisen tietimisen vililld. Soveltamisen kategoriaan luo-
kitellussa tehtivissd vaaditaan erityisesti kaavojen tai kuvioiden tunnistamista, tie-
toaineistojen analysointia, vertailua sekd rutiiniongelmien ratkaisemista. Toisaalta
osaamisen kumulatiivisen luonteen takia myOs ymmirtdmistason osaamista vaadi-
taan tehtivissd, joissa pitdd lisdksi pystyd soveltamaan. Rutiiniongelma merkitsee,
ettd tehtavityyppi on tuttu ja sitd on harjoiteltu esimerkeissd muissa tehtévissd. Ru-
tiiniongelma voidaan ratkaista soveltaen tuttua algoritmia ja tuttuja teorioita, malleja,
rakenteita, madrittelyjd, tekniikoita, metodeja sekd muita proseduraalisen ja kisitteel-
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lisen tiedon kohtia. Kaavojen ja kuvioiden tunnistus edellyttii, ettd tiedossa on laaja
valikoima tuttuja kaavoja ja kuvioita, joista osataan valita tehtdavin ratkaisemiseen
soveltuva kaava. Kaavat voivat olla perdsin matemaattisista teorioista tai rakenteista
tai niiden havaitsemiseen pitdi pystyd soveltamaan algoritmia. Kaavan tunnistamista
vaativassa tehtdvissa on kasitteellisen ja proseduraalisen tietimisen piirteiti. Vertai-
lemisessa tidytyy pystyd ajattelemaan mielessddn kasitteellisesti ja proseduraalisesti
erilaisia vaihtoehtoja ja ndkemiin vaihtoehtojen vililld yhtildisyyksii tai eroavai-
suuksia. Esimerkiksi pitdd pystyd muodostamaan vertailualgoritmi, jossa verrataan
ovatko vertailtavien asioiden matemaattiset rakenteet samanlaiset tai millaisia eroja
rakenteissa on.

Jos tehtdvi luokitellaan joko ymmartdmista vaativaksi tehtdviksi tai soveltamista
vaativaksi tehtiviksi, siind voisi siis edellisten kappaleiden siséllollisen analyysin
perusteella odottaa vaadittavan proseduraalista tietdmisti tai késitteellista tietamista.
Tama ndyttdd tulosten mukaan my0s toteutuvan usein, koska késitteellisida ymmar-
tamistehtéviid, kisitteellisid soveltamistehtivid, proseduraalisia ymmaértdmistehtivia
ja proseduraalisia soveltamistehtidvid on kirjoissa (63% ja 65%) seki (82% ja 88%)
prosentuaaliset osuudet.
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7 Tutkimuksen luotettavuuden arviointi

Arvioidaan tutkimuksen luotettavuutta reflektoivasti koko tutkimusprosessi huo-
mioon ottaen: reflektoidaan, miten hyvin tutkimus mittaa juuri sitd ilmiotd, jota
tutkitaan ja mikd on tutkimuksessa kiytettyjen mittarien kyky mitata aina samaa
asiaa. Pohditaan tutkimusta vaihe vaiheelta, mitkd ovat olleet onnistuneita valintoja
ja mitd voisi mahdollisesti muuttaa. Onko paisty haluttuun pddmaaraan eli vastattu
tutkimuskysymyksiin ja millainen on tulosten yleistettivyys.

Tutkimuksessa kéytettidvi luokittelumalli on muodostettu aikaisempien osaami-
sen ja tiedon teorioiden [17] ja [9] pohjalta ja siten tieteellisesti hyviksyttyjen teo-
rioiden perusteella. Samankaltaista tehtdavien luokittelua on tehty ldhteiden [17] ja
[9] tutkimuksissa, mutta ilman prosentuaalisten frekvenssien muodostamista. Wil-
sonin taksonomia on erityisesti kehitetty matemaattisen osaamisen tutkimiseen ja
Krathwolin taksonomiaa on kéaytetty tehtdvianantojen ja tehtidvin ohjeiden perusteel-
la tapahtuvaan luokitteluun. Krathwolin taksonomia ei ole erityisesti matematiikan
tehtavien luokitteluun kehitetty, mutta taksonomioiden esittelyssd luvussa 4 siina
havaittiin olevan matematiikan tehtévien luokitteluun soveltuvia piirteita.

Tutkielmassa luokitteluun kiytetyn mallin alkuehdot on selitetty perusteellisesti
ja on kerrottu, miten tehtava luokitellaan tiettyyn kategoriaan. Lisdksi on annettu
sanoja, kysymyksenasetteluja ja rakenteita tehtdvinannoissa, jotka liittyvit tiettyyn
kategoriaan luokiteltaviin tehtdviin ja tiettyd matemaattista osaamista ja tietoa vaati-
vista tehtivistd on annettu esimerkkejd. Tutkimuksessa kerrottiin yksityiskohtaisesti,
miten tehtdva luokitellaan tiettyyn kategoriaan, jotta voitiin vahentdd satunnaisuuden
vaikutusta luokittelun tuloksiin. Luokittelumalli ei ole kuitenkaan taysin yksikasittei-
nen, joten luokiteltaessa samaa aineistoa useita kertoja, saataisiin hieman toisistaan
poikkeavia jakaumia.

Prosentuaaliset frekvenssit on tunnettu tilastotieteellinen tapa kertoa luokitellun
aineiston suhteellisesta jakautumisesta. Sanallisen luokitteluasteikon keskilukuna ei
voida kéyttdd moodin sijasta muita keskilukuja eikd variaatiosuhteen sijasta muita
hajontalukuja. [11] [10]

Tehtdvit on valittu neljédstd kirjasta ja kahdesta eri kirjasarjasta. Tehtdvit ovat
kahteen eri lukion kurssiin MAY1 ja MABG6 liittyvid. Tami tuo tutkimuksen ai-
neistoon lisdd laajuutta ja pyrkii tuomaan tulosten yleistettavyydelle lisdd perusteita.
Kaikissa kirjoissa jakaumista tehdyt havainnot tukevat toisiaan ja moodi on jokaises-
sa jakaumassa proseduraaliset ymmartidmistehtdvit. Kdytetty malli ndyttdd ainakin
tissa tutkimuksessa tuottavan samansuuntaisia tuloksia kaikkien kirjojen luokitel-
tujen tehtdvien jakaumaksi. Tutkimuksen perusteella ei kuitenkaan voida yleistdaa
tuloksia koskemaan kaikkia lukiokirjoja, koska ei olla tehty tilastotieteellista testia
kuten y’-testii, jonka perusteella voitaisiin tilastollisesti perustella yleistyvyys tai
yleistymittomyys perusjoukkoon. Tuloksista voidaan saada vertailukohtia ja oletta-
muksia, miten tehtivit saattaisivat muissa kirjoissa olla jakautuneita. Tutkimus vastaa
tutkimuskysymyksiin luvussa 6. Kaikkiin tutkimuskysymyksiin saadaan vastaus.
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8 Johtopaatokset

Luokittelumallin muodostus

Tutkimuksen ensimmaéisend tavoitteena oli muodostaa luokittelumalli, jolla voidaan
luokitella matematiikan tehtédvid niiden ratkaisemisessa vaadittavan matemaattisen
osaamisen ja matemaattisen tiedon kategorioihin. Kun malli oli muodostettu, seuraa-
vana tavoitteena oli esitelld malli ja miten luokittelu sen avulla tapahtuu. Tassi yhtey-
dessa esiteltiin esimerkkitehtévid, jotka luokiteltiin tiettyihin kategorioihin ja lisdksi
millaiset sanavalinnat, rakenteet ja kysymyksenasettelut tehtdvidnannossa vaikuttavat
sithen mihin kategoriaan tehtivi luokitellaan. Pyrittiin tuomaan mahdollisimman
yksityiskohtaisesti ndkyviksi, miten mallin avulla tehtivii luokitellaan.

Kun tehtivia luokitteleva havaitsija kiyttaa kyseistd luokittelumallia seka tilas-
tollisia tunnuslukuja ja sisdllollistd analyysia saman aineiston tutkimiseen, jota kiy-
tettiin tdssd tutkimuksessa, hdnen voidaan odottaa pdidtyvian samankaltaisiin tulok-
siin kuin tissd tutkimuksessa. Ei voida kuitenkaan tdysin yksiselitteisesti mééritelld,
miten tehtdvit luokitellaan osaamisen ja tiedon kategorioihin, joten kahta tdysin
identtistd luokittelua tuskin on mahdollista saada aikaan. Tidméin tutkimuksen mu-
kaan ei kuitenkaan ole syytd, miksi tehtdessd samalle aineistolle useita luokitteluja
useiden havaitsijoiden toimesta, ei saataisi samansuuntaisia tuloksia kaikissa tapauk-
sissa. Tulosten yleistyvyydestéd perusjoukkoon kaivattiin lisdi tietoa ja todettiin, etti
yleistyvyytti voitaisiin mahdollisesti tutkia y? -testill.

Tulokset

Tutkimuksen tulokset nayttavit, ettd suurin osa tutkimukseen valikoituneista tehti-
visté eri kirjoissa kuvien 6.1, 6.2, 6.3 ja 6.4 perusteella on matemaattista osaamista ja
tietoa luokiteltaessa joko ymmaértimistehtivid tai soveltamistehtivid, joissa vaaditaan
kisitteellistd tai proseduraalista tietoa.

Nayttdd myos intuitiivisesti ajatellen, ettd timéntyyppisid tehtivid pitda olla kir-
joissa eniten. Proseduraalisuus ja kisitteellisyys vaikuttavat olevan sisdinrakennet-
tuja ominaisuuksia soveltamisen ja ymmairtdmisen kategorioiden tehtivissa.

Ymmairtimisen ja soveltamisen tehtidvit ovat algoritmisen ja rutiininomaisen
luonteensa vuoksi sellaisia, ettd monipuolinen ja runsas harjoittelu saattaa lisdta
tehtdvissd suoriutumisen nopeutta ja sujuvuutta. Analyysin kategorian tehtavit ovat
vaativimpia. Niissd vaaditaan enemmain ei-rutiininomaista lihestymistapaa, jossa
pitdad pystyd keksiméin sopiva ratkaisustrategia ja keksimain jotain uutta. Téllaiset
tehtavit voivat olla aikaa vievid ja niissd ratkaisua on vaikeampi 10ytdd pelkkien
vanhojen toimintamallien avulla.

On loogista, ettd sellaisia tehtédvii, joihin on helpompi 16ytid ratkaisu, kuin ana-
lyysitehtdviin, on tehtivistd enemmain, jolloin onnistumiset ruokkivat itseluottamus-
ta. Ymmaértimis- ja soveltamistehtivit ovat sopivan vaativia, mutta eivit kuitenkaan
liian helppoja, joten on loogista, ettd tillaisia tehtivid on eniten. Analyysin katego-
rian tehtéivid pitdd olla, jotta olisi vield mahdollisuus lisdtd vaativuutta, jos muiden
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tasojen tehtivit ovat liian helppoja.

MAY'1 -kurssia vastaavien kirjojen tehtivissd on enemmain analyysin kategoriaan
luokiteltuja tehtdvid kuin MABG6 -kurssia vastaavissa kirjoissa. MAB6 -kurssia vas-
taavissa kirjoissa ei ole prosentuaalisesti ollenkaan analyysitason tehtivid. Yhtena
syynd tdhin voi olla se, ettd ymmaértdmistd tai soveltamista vaativien proseduraalisten
tai késitteellisten tehtdvien harjoitteleminen nihdéédn lukiolaisen lyhyenmatematii-
kan opiskelijan tavoitteiden kannalta olennaisemmaksi kuin vaativien analyysitehta-
vien harjoitteleminen. Analyysitehtédvit voivat vieda paljon aikaa ja niihin kulutettu
aika olisi siten pois harjoittelemisesta edelld mainituissa tehtivityypeissid. Analyysi-
tason tehtdvit saatetaan mieltdd myos liian teoreettisiksi ja niiden yhteys kdytdnnol-
lisempéddn matematiikkaan voidaan nihda ohuena, joten myos se voi olla yksi syy
ymmairtamista tai soveltamista vaativien proseduraalisten tai késitteellisten tehtavien
vahdiseen madriin, etenkin lyhyessd matematiikassa, jota ei yleensd mielletd niin
teoreettiseksi kuin pitkdd matematiikkaa.

Myos laskutaitotehtdvien vihdinen prosentuaalinen osuus tulee esille tutkimus-
tuloksista. Yksi mahdollinen syy laskutaitotehtidvien vihdiseen miirdin on se, ettd
olennaisimmaksi nihddin soveltamis- ja ymmartamistehtivien, joissa vaaditan pro-
seduraalista ja kasitteellistd tietoa, harjoittelemisen. Talloin on loogista, ettd lasku-
taitotehtédvid ei ole niin paljon kuin soveltamis-, ja ymmartamistehtavid. Toki las-
kutaitoa tarvitaan jokaisella osaamisen tasolla edelleen, vaikka tehtidvii ei puhtaasti
laskutaitotehtiviksi luokiteltukaan tutkimuksessa.

Kaikkien kirjojen kuvio on samantapainen eli kasitteellisid tai proseduraalisia
ymmartimistehtivid sekd kasitteellisid tai proseduraalisia soveltamistehtivid on suu-
rimmat prosentuaaliset osuudet. MABG6 -kurssia vastaavissa kirjoissa tehtdvien puut-
tuminen analyysin tasoilta ndyttdd kasvattava niiden tehtévien prosentuaalista osuut-
ta, jotka kuuluvat ymmairtidmisen ja soveltamisen tasolle. Laskemistason tehtivia
on edelleen hyvin vihidn myos MAB6 -kurssin tehtivissd, kuten MAY1 -kurssin
tehtavissa.
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Liite A: Luokittelujen taulukot
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Oikealla olevissa osaamisen kategorioissa A.0-D.0 on asetettu tehtéva siihen
kategoriaan, johon se vasemmalla kohtien A.1-D.5 luokittelun perusteella kuuluu.

Siniselld pohjalla osaamisen kategoriat.
Oranssilla pohjalla tiedon kategoriat.

Esimerkki: Tehtéva 208 on luokiteltu oikealla
kategoriaan Ymmartaminen B.O (Sininen pohja),
vasemmalla olevan luokittelun/perusteella.

Lisaksi se on luokiteltu faktudalista (F) ja proseduraalista (P) tietoa
vaativaksi tehtavéksi (Oransgi pohja).

Kirja: Otavan matematiikka, Luvut ja lukujonot, MAY1, tehtdvat 201-450

Kirja: Otavan matematiikka, Luv,(.ltja Iuky‘jonot, MAY1, tehtév;{ 201-450

Osaamisen kategoriat A.0-D.0 ja tarkemmat piirteet A.1-D.5 (Gradun Taulukko 5.1)

Tiedon kategorioiden piirteet:/LFaktua linen J.0, K:Késitt:jﬂinen 1.0,

P=Proseduraalinen H.0, M=M¢takognitiivinen G.0 (Gradup Taulukko 5.2)
Laskutai| |Ymmartdminen Soveltaminen C.0| |Analyysi D.0 Laskutaito Ymmartdminen Soveltaminen €.0 |Analyysi D.0
to B.0 A0 B.0
A0
Tehtava [A.1[a2] [B.1[B.2[B.3[B.4[B.5[ [C.1[c.2[c3]c.a] [p.1][p.2]p3]D.4[D.5 [ [Tehtava Folk [P [m FiACAN FIK e [m F o[k [P [m
201] 1] 1 201 [ ] 1 1 /
202] 1] 1 202] |2 1 1 /
203 1] 1 1 203] [ 1 1| 1 /
204 1] 1 204[ [ 1 1| 1
205] 1 af [ af 1] 2] 1 1 1 205 1 1| 1
206 1] 1 1 206 1 1] 1
207 IR = 1 1 207 1 1| A
208 i <2 4] 5% ] 1 208 %l " M
209 | a2l ] A a2 209 1| 1 1
210 | [ a] o] o a] 4[] 1 1 210 1 1] 1
211 1 1] 1 1 1 211 1 1| a1
212 1] 1 il 1] af [ 1 1 212 1| 1 1
213 1] 1| [ 2 il 2] 1| 1 1 213 1 1
214 1] 1 i 1] af[ 1] 1 1 214 1 1| 1
215 [ [ a] o] o a] o] 1] 2 1 215 1| 1
216] 1| af [ o a] A Al A] ] a] e 1] 1 216 1 1| 1] 2
217 a1 a] o] o] ] ] e 217 1 1
218 1| 2] 1 1 1| 1 1 218 1 1| 1] 1
219 1| a| o] A A 1| 1 1 219 1 1| 1
220 1 il 2] a[ [ 1 1| 1 1 220 1 1| 1
221 1| af A a a] aa]e 1 221 1 1| 2] 2
222 1 1| 1 1 222 1 1| 1
223 1] 1 23] 1] 1 1
224 ] af 1 1] 2 224 1 1| 1
225 1| 1] [ 1 1 225 1| 1 1
226 1l 1] 2 1 226 1 1] 1
227 1| 1 1l 1] 1 227 1| 1 1
228 1 a| ] 1] 2 228 1 1| 1
229 1 il 2] 1| [ 1 229 1| 1 1
230] 1] 1 230[ [ 1] 1 1
231 1| 1] ] 4] 1 1 231 1 1] 1
232 1l 1] ] 4] e 1 232 1 1] 1
233 1| a| a1 a2 1 233 1 1| 1
234 1 1| 1 1 234 1 1 1
235 1| 1] af a] 4] 1 1 235 1 1| 1
236 1l 1] [ 1 1 1 236 1 1] 1
237 1l 1] [ 2 1 1 237 1 1] 1
238 NI ERERIERE 1 238 1 1
239 1| 1] af a] 4] 1 1 239 1 1| 1
240 1| 1] af a] 4] 1 1 240 1| 1 1
241 a1 a] o] o ] 1] e 1 241 1| 1 1
242 1l 1] [ 2 1 1 242 1| 1 1| 1
243 1 2] [ 1 1| 1 1 243 1 1| 1
244 1| 1] [ 1 1| 1 1 1 244 1 1
245 1| 1] a] 4] 1 1 1 245 1 1] 1
246 1| 1 1 246 1 1| 1
247 1 1] 1 1 247 1 1| 1
248 1| 1 1 248 1 1| 1
249 1| 1] [ 1 1 1 249 1 1| 1] 1
250 1l 1] [ 1 1 1 250 1 1| 1
251] af a| [ a] 1] ol a] 1 il 1 1| 1 251 1| 1 1
252 1 1| 1 1 252 1 1| a1
253 1| a| 1 1 1 1] 1 1 253 1 1| 1
254 1| 1] [ 1 | 1] 1 1 254 1 1| 1
255 1| 1] 1 255 1 1| 1] 2
256] 1] 1 256] | 1] 1 1
257 1| a| [ a] 1] [ 2 257 1| 1 1
258 1| 2| 1 1 1| 1 1 258 1| 1 1
259 1| 1] [ 1 1 1 259 1 1] 1
260 1| 1] o 1] ] 1] 2 1 260 1| 1 1
261 1| 1] o ] A [ 1 261 1 1| a1
262 1l 2] a1 A 1l 2 1 262 1 1| 1
263 1 2] 1 1 1 1 263 1| 1 1
264 1| 1] o 1] 1 1 1] 1 264 1 1| 1
265 1| 1] ] 1] 1 1 1] 1 1 265 1 1| a1
266 1| 1] ] 1] 1 1| 1 1 266 1 1| 1
267 NI ERERIERE 1 267 1| 1 1
268 1 il 2] 1| [ 1 1 268 1 1| 1
269 1| 1] af 1] 1 269 1 1] 1
270 1| 1]l a] 4] 1 1 270 1 1] 1
271 1| 1] ] 4] 1 1 271 1 1] 1
272 1l 2] a1 Al il 2 1 272 1 1| a1
273 1| a| a1 A 1 1 273 1 1| 1
274 1| 1] o] 1] 1 1 1] 1 274 1 1| 1
275 1| 1 1 275 1 1| 2] 2
276 1 1] 1 1 276 1 1| 1




277 1 1 1 277 1] 1 1] 1
278 1 1 1l 1] 1 278 1 1 1] 1
352 1l 1 1 352 1 1 1
353 1] 1] 1 1 1 353 1] 1 1
354 1 1] 1 1 1 354 1] 1 1
355 1l 1 1 1 355 1 1
356 1 1 1l 1 356 1 1 1] 1
357 [ 1] 1] 1f 1 1l 1 357 1 1] 1
358 1 1 1 358 1 1] 1
359 1l 1] 1] 1 1 359 1 1 1] 1
360 1l 1 1 360 1 1 1
361 1 1 1 361 1 1 1
362 1 1 1 362 1 1 1
363 1 1 1 1 363 1 1] 1f 1
364 1 1 1 364 1 1| 1
365 1 1 1 365 1 1| 1
366 1l 1] 1] 1 1 366 1 1| 1
367 1 1 1 367 1 1 1] 1
368 1 1 1 368 1 1] 1
369 1 1 1 369 1 1| 1
370 1 1 1l 1 1l 1 370 1 1 1] 1
371 1 1 1 371 1 1] 1
372 1 1 1 372 1
373 1 1] 1 1 373 1 1 1f 1
374 1 1 1 1 1 374 1 1 1] 1
401 1] 1 1 1 401 1] 1 1
402 1] 1 1 402 1| 1 1
403 1 1) 1] 1f 1 1l 1 1 403 1 1 1
404 1] 1 1 1] 1] 1 1 1 404 1] 1 1
405 1 1] 1] 1f 1 1 1 1 405 1 1] 1
406 1 1] 1] 1 1 1 406 1 1 1
407 1 1] 1] 1 1 1 407 1 1] 1
408 [ 1] 1] 1 1 1 408 1 1
409 1 1 1 409 1 1| 1
410 1 1] 1 1 1 410 1 1] 1
411 1 1] 1] 1 1 1 411 1 1] 1
412 1 1] 1] 1 1 1 412 1 1] 1
413 1 1 1 413 1 1 1] 1
414 1l 1 1 414 1 1] 1
415 1 1] 1] 1f 1 1 1 415 1 1] 1
416 [ 1] 1] 1f 1 1 1 416 1 1
417 1l 1 1 417 1 1
418 1 1 1 418 1 1
419 1 1] 1] 1 1 1 419 1 1 1
420 1 1] 1] 1 1l 1 420 1 1 1
421 1l 1 1 421 1 1 1] 1
422 1 1 1 422 1 1] 1] 1
423 1 1 1 423 1 1] 1
424 1l 1 1 424 1 1] 1
425 1l 1 1 425 1 1] 1
426 1] 1 426 1] 1 1
427 1 1 1 1 1 1 427 1] 1 1
428 1 1 1 1 428 1] 1 1
429 1 1 1 429 1 1] 1
430 1 1 1 430 1 1] 1
431 1 1 1 431 1 1 1
432 1] 1 1 1 1 432 1 1] 1
433 [ 1] 1] 1 1 1 433 1 1] 1
434 1 1] 1] 1 1 1 434 1 1] 1
435 1] 1 1 1 1 1 1 435 1 1] 1
436 1] 1 1 436 1 1 1
437 [ 1] 1] 1 1 1 437 1 1] 1
438 1 1] 1] 1 1 1 438 1 1] 1
439 1 1 1 439 1 1
440 1 1 1 1 440 1 1 1] 1
441 1 1 1 441 1 1| 1
442 1 1 1 442 1 1 1
443 1 1 1 443 1 1
444 1| 1| 1] 1 1 1 444 1 1] 1
445 1| 1| 1 1] 1 1 1 445 1 1] 1
446 1 1 1 1 446 1 1 1
447 1 1 1 447 1 1 1] 1
448 1 1 1 448 1 1] 1
449 1l 1 1 449 1 1 1] 1
450 1l 1 1l 1 450 1 1 1] 1
yht 10| 8| 2|10 63 21|39 |63 55| 4144 (55|14 23| 1]20)23 |12
Kirja: Sanoma, Yhteinen tekijd, Luvut ja lukujonot, MAY1, Tehtavat 230-357 Kirja: Sanoma, Yhteinen tekijd, Luvut ja lukujonot, MAY1, Tehtavat 230-357
Osaamisen kategoriat A.0-D.0 ja tarkemmat piirteet A.1-D.5 (Gradun Taulukko 5.1) Tiedon kategorioiden piirteet F=Faktuaalinen J.0, K=K3sitteellinen 1.0,
P=Proseduraalinen H.0, M=Metakognitiivinen G.0 (Gradun Taulukko 5.2)
Laskutai| |Ymmértéminen | |Soveltaminen C.0| [Analyysi D.0 Laskutaito Ymmartaminen Soveltaminen C.0 |Analyysi D.0
to B.0 A.0 B.O
A0 [] ]
Tehtava [A.1|A.2| [B.1|B.2|B.3|B.4|B.5| |C.1|C.2|C.3|C.4| [D.1|D.2|D.3[D.4|D.5| [Tehtdva F |K |P F F |K [P [M F |[K |P [M
230 1 230 1] 1 1
231 1f 1 231 1] 1 1
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Oikealla olevissa osaamisen kategorioissa A.0-D.0 on asetettu tehtéva siihen
kategoriaan, johon se vasemmalla kohtien A.1-D.5 luokittelun perusteella kuuluu.

Siniselld pohjalla osaamisen kategoriat.
Oranssilla pohjalla tiedon kategoriat.

Esimerkki: Tehtéva 208 on luokiteltu oikealla
kategoriaan Ymmartdminen B.0 (Sininen pohja),
vasemmalla olevan luokittelun mukaan.

Lisdksi se on luokiteltu kohseptuaalista (K) ja proseduraalista (P) tietoa
vaativaksi tehtévaksi (Oranssi pohja).

Kirja: Otavan matematiikka, Huippu MABS6, tehtdvat 201-355

Kirja: Otavan matematiikka, Huippu MABS, tehtavit 201-355

Osaamisen kategoriat A.0-D.0 ja tarkemmat piirteet A.1-D.5 (Gradun Taulukko 5.1)

Tiedon kategorioiden piirteef F:Faktuaalinfn J.0, K:Késitteey.en 1.0, P=Proseduraalinen

H.0, M=Metakognitiivinen G/0 (Gradun Taplukko 5.2)

Laskutai| |Ymmartdminen Soveltaminen C.0| [AnalyysiD.0 Laskutaito Ymmgdrtdminen Soveltamineh C.0 Analyysi D.0

to B.0 A0 B.0

A0

Tehtavat [A1]Aa2] [B.1[B.2[B3[B.4[B.5[ [c.1][c2[c.3[c4[ [p.1][D.2}B.3][D.4[D.5[ [Tehtavat F [k [P [m F [k [p/[m /I [P [m F [k [P [m

201 1] 1 201 1] 1 1 /
202 1] 1 202 1] 1 1 | /
203 1] 1 203 1] 1 1 |
204] 1 1f [ 1 1 204] 1] 1 1 |
205 af af [ af af af 1 205 A 2] /1
206] 1] 1 206 1 1| 1 | /
207] 1 1 1] 207 1 Il
208 1 1 208 "1 Yi[ "
209 1 1l 1 209 1 1
210 1 1l 1 210 1 1
211 1 1l 1 1 1 1 211 1 1| 1
212 1 1l 1 1 212 1 1l 1
213 1 1l 1 1 213 i 1 1] 1
214 1 1l 1 1 214 1 1| 1
215 1 1 1 1 215 1 1 1
216 1 1 1 1 216 1 1l 1
217 1 1l 1 1 217 1 1 1
218 1 1 1] 1 1 218 1 1 1
219 i 1 1] 1 1 219 1 1 1
220 i 1] 1] 1 1 220 1 1 1
221 1 1 1 221 1 1 1
222 i 1 1] 1 1 222 af af 1] 2
223 1l 1 1 223 1 1 1
224 i 1] 1] 1 224 1 1 1
225 i 1] 1] 1 1 1 225 af af 1] 2
226 i 1] 1] 1 1 1 226 1 1 1
227 i 1] 1] 1 1l 1 1 227 1 1 1
228 i 1] 1] 1 1 1 228 1 1l 1
229 1l 1 1 229 1 1 1
230 1 1l 1 230 af af 1] 1] 1
231 1l 1 1 231 1 1l 1] 1
232 i 1 1] 1 232 1 1 1
233 1 1 1] 1 233 af 1 1] 1
234 af g 1] 1] 9] 2 1 234 1 1
235 1 1 1] 1 1 1 235 1 1l 1
236 | af [ af af af af af [ af af 2 2 236 1 1l 1
237 1 1 1 237 1
238 i 1 1] 1 1l 1 238 1 1
239 1 1l 1 239 1 1 1
240 i 1 1] 1 240 1 1| 1
241 1 1] 1] 1] 1 241 1 1l 1
242 i 1] 1] 1] 1 242 1 1 1] 1
243 i 1] 1] 1] 1 1l 1 243 1 1| 1
244 a1 1] 1] 1] 2 244 1 1l 1
245 1 1 1 245 1 1f 1f 1
246 1 1 1 246 1 1 1
247 1 1 1 247 1 1 1
248 i o o] ] o] a1 1 248 1 1 1
249 1 1 1] 1 1 249 1 1 1
250 af 1 1] 1] g [ 2 1 1 250 1 1 1
251 1 1 1 251 1 1 1
252 i 1 1] 1] a2 1 252 1 1 1
253 1 1 1 1 253 1 1 1
254 1 1 1 1 254 1 1 1
255 1 1 1 1 255 1 1 1
256 i 1] 1] 1 1 1 256 1 1 1
257 1l 1 1 1 257 1 1 1
258 1l 1 1 1 258 1 il 1] 1
259 1l 1 1 1 259 1 1 1
260 1 1] 1] 1] 1 1 260 1 1l 1
261 1 1] 1] 1] 1 261 1 1l 1
262 1 1 1] 1 1 262 1 1l 1
263 1 1 1] 1 1 263 1 1 1
264 i af a] ] o] 1] 2 1| 1 264 1 1l 1] 1
265 1 1 1| 1 265 1 1 1
301 1l 1 1 301 1 1
302 1l 1 1 302 1 1 1
303 1l 1 1 303 1 1l 1
304 i 1 1] 1 304 af 1 1] 1
305] 1] 1 305] 1 1
306 af 1 1] 1] 1] 2 306 1 1 1
307 1 ] 1] af 1] 1 307 1 1
308 1 af 1] af 1] 1 308 1 1 1
309 1l 1 1] 1 309 1 1l 1] 1
310 1] 1 1 310 af 1f 1
311 1 1 1 311 1 1 1
312 1 1 1 312 1 1 1
313 AR 1 313 1 1 1
314 af 1 1] 1] 1 2 1 314 1 1 1
315 1 1 1 315 1 1 1
316 i 1 1] 1 1 1 316 1 1 1
317 1 1] 1] 1 1 317 1 1 1
318 1 1 1 318 af af 1] 1
319 af 1 1] 1] a2 1 319 1 1 1
320 af g 1] 1] g 2 1 320 1 1l 1
321 1l 1 1] 1 321 1 1 1
322 af af 1] 1] g 2 1 322 1 1l 1
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Kirja: Sanoma, Yhteinen tekija MAB6, tehtévat 154-249

Tiedon kategorioiden piirteet F

Proseduraalinen

Faktuaalinen J.0, K=K3sitteellinen 1.0, P=

Analyysi D.0

Soveltaminen C.0

Ymmartdminen

B.O

Metakognitiivinen G.0 (Gradun Taulukko 5.2)

Laskutaito

A0
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Kirja: Sanoma, Yhteinen tekijd MAB6, tehtdvat 154-249

Osaamisen kategoriat A.0-D.0 ja tarkemmat piirteet A.1-D.5 (Gradun Taulukko 5.1)

D.1{D.2|D.3(D.4[D.5

Soveltaminen C.0| |Analyysi D.0
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