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Capitulo 1

Introduccion

La Programacién Semi-Infinita (PSI) es una extensién natural de la pro-
gramacion matematica ordinaria y ha sido estudiada desde principios de los
anos sesentas.

Varios enfoques han sido propuestos para la solucién numérica del problema
de la Programacién Lineal Semi-Infinita (PLSI). Un estudio puede ser en-
contrado en [4], junto con una visién integral de la teorfa de la PLSI y sus
motivaciones.

De acuerdo al mencionado estudio, los algoritmos para la PLSI pueden ser
clasificados en cinco categorias:

(A) Métodos de discretizacion (mediante rejillas y mediante planos de corte);
(B) Métodos de reduccién local;

(C) Métodos de intercambio;

(D) Métodos tipo simplex;

(E) Métodos de descenso.

La posicién de cada familia en la lista anterior corresponde, estrictamen-
te hablando, a su reputaciéon de eficiencia computacional en el tratamiento
numérico de los problemas de PLSI. Es importante mencionar que los méto-
dos de tipo (A) pueden ser aplicados bajo condiciones mdas bien leves, en
contraste con las de tipo (B), las cuales requieren, al menos, la propiedad C*!
para los coeficientes del sistema de restricciones.

En [8] se presenta otra clasificacién de los métodos para resolver los progra-
mas semi-infinitos: métodos de discretizacién, métodos de tipo semi-continuo
y métodos de tipo continuo, propuesta por Hettich en 1979. En esta tesis nos



2 Introduccién

enfocaremos en la primera clasificacién, especificamente en los métodos de
discretizacion.

En un trabajo previo, desarrollado en los estudios de licenciatura del autor
de la presente, revisamos la variedad de métodos propuesta por Goberna en
[4]. En esta ocasién centraremos nuestra atencién en los métodos de Planos
de Corte Central (PCC) por las buenas propiedades que presenta su algo-
ritmo. Dichas propiedades son su aplicaciéon bajo condiciones suaves, antes
mencionadas, y el hecho de que produce una sucesién convergente de puntos
que se encuentran en el interior de la region factible. Sin embargo, a pesar de
su clasificacién en la categoria (A), ha sido observada una lenta convergencia
en ejemplos précticos, presentados en el ejemplo 11.2 de [4], y corroborados
en la tesis de licenciatura del autor.

Como objetivo de este trabajo, valoramos el desempeno del algoritmo pre-
sentado en [1], que propone un proceso de aceleramiento del algoritmo del
método de PCC presentado en [4], a través de su programacién en MatLab
y su aplicacién a algunos ejemplos. El cdédigo de los programas realizados en
MatLab se presenta en los apéndices A y B.

Objetivo

El objetivo de esta tesis es valorar el desempeno del algoritmo de planos
de corte central acelerado, a través de su programaciéon en MatLab y su
aplicacion en algunos ejemplos seleccionados.

Revision de la literatura

Como ya lo mencionamos antes, la mayor parte del trabajo de esta tesis
se dedica al estudio de un algoritmo presentado por Bruno Betro en [1]. Este
autor menciona que su interés en los métodos de la PLSI ha sido motivado
por la necesidad de procedimientos computacionales efectivos para el andlisis
robusto de los procesos bayesianos cuando la distribucion a priori pertenece
a una clase de momento generalizado de medidas.

En el mismo articulo mencionado arriba, Betro propone un aceleramiento
para el método de PCC, cuyo algoritmo fue propuesto por Elzinga en 1975.
Una primera idea del aceleramiento se presenta en [8] y se desarrolla en [7].
En el primer capitulo de este trabajo se da una introducciéon de lo que es la



programacion semi-infinita y de su procedencia, asi como los objetivos que
se buscan cumplir con esta tesis.

En el segundo capitulo presentamos conceptos bésicos de la Programacién
Lineal (PL) y de la PLSI, extraidos de [4], [5] y [6], que forman la base para
poder establecer teoremas importantes para el capitulo 3.

En el tercer capitulo se presenta el método de PCC (tomado de [4]) y su ace-
leramiento (extraido de [1]), los algoritmos de dichos métodos y los teoremas
importantes relacionados con la finalizacion finita y la razén de convergencia
de éstos. La demostracion de los teoremas de este capitulo se desarrollé a
partir de las que se presentan en [4] y [7].

Para iniciar los algoritmos de los métodos de PCC y de PCCA es necesario
contar con un punto factible inicial, por lo que se revisaron los métodos para
la solucién de sistemas de desigualdades lineales, presentados en [2] y [3],
contando con el asesoramiento del autor de dichos articulos, el Dr. Gonzalez
Gutiérrez.

Por ultimo, en el cuarto capitulo se presenta la solucién de problemas, toma-
dos de [4], que sirven para valorar el desempeno de los algoritmos creados en
MatLab.



Introduccién




Capitulo 2

La programacién lineal
semi-infinita

2.1. El problema de la programacién lineal
semi-infinita

Un problema de Programacion Lineal Semi-Infinita consiste en minimi-
zar una funcion lineal, llamada funcion objetivo, definida en un espacio de
dimension finita pero sujeta a un nimero infinito de restricciones lineales.
Una extension natural del problema de PL al problema de PLSI puede ob-
tenerse mediante el reemplazo del conjunto de indices {1,2,...,m}, del caso
finito, por un conjunto arbitrario 7', y permitiendo s6lo un nimero finito de
variables asociadas, diferentes de cero.

Ahora definiremos la forma general del problema primal de la PLSI, a quien
llamaremos (P):

(P) Inf dx
sa. ax>b, teT,

donde ¢ # 0, y x pertenecen a R", T es un conjunto de indices arbitrario
(posiblemente infinito), a; = a(t) = (a1(t), ..., a,(t)) es una funcién definida
de T'a R™y b, = b(t) es una funcién que va de T" a R.

El conjunto factible de (P), F, es un conjunto cerrado convexo en R" (da-
do que es la interseccién de una familia de semiespacios cerrados), tal vez

5



6 La programacién lineal semi-infinita

vacio o R", para el cual el sistema lineal semi-infinito (abreviado SLSI)
{ajz > b;,t € T} proporciona una representacién externa. Si (P) es con-
sistente (es decir, que tenga al menos una solucién, F' # ()), su valor dptimo
v(P) puede ser un nimero real o —oo. En el primer caso, (P) se dice que
es acotado y en contraste con el caso de la programacién lineal ordinaria, la
existencia de una soluciéon 6ptima no esta garantizada; en otras palabras, un
problema acotado de PLSI no necesita ser resoluble. Si (P) es inconsistente,
v(P) = oo por definicién.

2.2. Teoria preliminar

2.2.1. Conjuntos convexos

En esta seccién se introduce una familia de conjuntos, llamados conve-
x0s, y algunas de sus propiedades basicas, ya que son de gran utilidad en
la construccién y andlisis de los modelos de programacién matematica y en
particular, de programacién lineal.

En este trabajo se usaran superindices para denotar a diferentes vectores,
mientras que los subindices se usaran para denotar las componentes de un
vector.

Definicién 2.1. C' C R" es convexo si (1 — Nz + \z? € C, cualesquiera
que sean z', x> € C y X\ € [0,1]. La dimensién de C # () es la de su
envoltura afin, es decir, dimC' := dimaf fC.

En otras palabras, un conjunto C' C R" es convexo si, para cualquier
pareja de puntos z!, 2% € C, el segmento de recta que une estos dos puntos
estd también en C.

Por convenio, () también es convexo y dimf) = —1.

Recordemos que una combinacién lineal (CL) de los vectores z!, 2%, ... 2P €
R™ es una expresién de la forma Y7  a;z’, con oy € R, i = 1,...,p. Dicha
CL se dice que es no negativa cuando «; > 0, para todo i = 1,...,p. Si

S P a; = 1la CL se dice que es afin. Una CL es conveza cuando es no
negativa y afin. Asi, una combinacién lineal convexa de un numero finito de
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puntos, z', ..., 2P, se define como el punto

p p

x:Zaixi, donde «o; >0, i=1,...,p; Z%Il-

i=1 1=1

Proposicién 2.2. Sea C' # () subconjunto de R™. C' es convezo si y sélo si
C' contiene todas las combinaciones lineales convexas de elementos de C.

Definicién 2.3. La envoltura convexa de un conjunto X C R" es el
menor conjunto convexo que lo contiene. Se denota por convX y es la inter-
seccion de todos los conjuntos convexos que contienen a X.

Observemos que conv() = ().

Proposicién 2.4. Si X # (), convX es el conjunto de todas las combinacio-
nes lineales convexras de puntos de X .

Ahora pasaremos a definir un concepto muy usado en la programacion
lineal, que es el de cono.

Definicién 2.5. Un conjunto K, tal que 0,, € K C R™ es un cono si A\x € K,
cualesquiera que sean x € K y A > 0.

En otras palabras, son conos aquellos conjuntos de R™ que contienen a
todas las semirectas que parten de 0,, y que pasan por un punto del mismo.
Cualquier subespacio vectorial es un cono (aunque 0,, no sea un vértice del
mismo). El inico conjunto acotado que también es cono es {0, }.

Definicién 2.6. Un conjunto K es cono convexo si es cono y conjunto
convexo a la vez.

Proposicién 2.7. Sea ) # K C R™. K es un cono convexo si y solo si
contiene todas las combinaciones lineales no negativas de elementos de K .

Definicién 2.8. La envoltura conica (se sobreentiende que conveza) de
un conjunto X C R"™ es el menor cono convexo que contiene a X. Se denota

por coneX vy es la interseccion de todos los conos converos que contienen a
X.

Se puede observar que conel) = {0,}.

Proposicién 2.9. Si X # (0, coneX es el conjunto de todas las combinacio-
nes lineales no negativas de puntos de X.
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Definicién 2.10. Dado un sistema de inecuaciones
o={alx>b,i=1,...,m},
el conjunto factible de o se define como
F:={reR"ajz>by,i=1,...,m}.

Definicién 2.11. Se define como interior relativo de un conjunto convexo
X C R"™, que serd denotado como rintX, al interior de X en la topologia
relativa del menor subconjunto afin que contiene a X. Es decir rintX = {z €

af f(X)[3e >0, (z + Bo(e)) N (af f(X)) € X}.

Otro concepto relacionado con el anterior es el de frontera relativa, que
es el conjunto diferencia ¢l X \ rintX, es decir, la clausura de X menos el
interior relativo de X.

Definicién 2.12. El conjunto {z',... 27} CR", con p < n, es afinmente

independiente (Al) cuando {(:”11), o (xlp>} C R™*! es linealmente inde-
pendiente (LI).

Teorema 2.13 (Caratheodory, 1911). Sea § # X C R™. Se cumple:

1. Toda combinacion lineal no negativa de elementos de X, con X # {0,},
es también combinacion lineal no negativa de un subconjunto LI de X
(con un mdzimo de n elementos).

2. Toda combinacion lineal convexa de puntos de X también es combi-
nacion lineal convexa de un subconjunto Al de X (con un mdzimo de
n+ 1 puntos).

Ahora definiremos los llamamos conos de primer y sequndo momento de

M := cone{ay,t €T} y N := cone{<zt>,t€T},

t

Asi como también el cono caracteristico de o,

el (D) ()

Otro cono importante por definir es el polar, que se usara en el lema de
Farkas para conos, lema que usaremos en la siguiente subseccién.



2.2 Teoria preliminar 9

Definicién 2.14. Dado un cono convero K C R"™, se define su cono polar
(positivo) como
K°={y e R"|2'y > 0,Vz € K}.

Lema 2.15 (de Farkas para conos). Si K es un cono convezro cerrado, en-
tonces K°° = K.

Definicién 2.16. Una inecuacion o'z > b es consecuencia del sistema
{alx > b;,i € I} si toda solucidn de este sistema satisface dicha inecuacion.

Lema 2.17 (extendido de Farkas). La inecuacion a’x > b es una consecuen-
cia del sistema {ajx > by, t € T} siy sdlo si

(e {)ren(%))

2.2.2. Consistencia y optimalidad

Decimos que una sucesién {z"} € R" es una solucion asintdtica del siste-
ma o = {alx >b;,i=1,...,m} si, para todo t € T,
lim inf ajz” > by,
T
donde +o00 es permisible como solucion.

Si z es el punto limite de una sucesion que satisface la condicién anterior,
entonces, para todo t € T', tenemos

by < liminf ajz” = lim aj2" = ax,
T T

tal que x sera una solucion ordinaria de 0. Ademas o es consistente si y sélo
si existe una solucion asintotica acotada, de acuerdo al siguiente argumento.
Si {z"} es una solucién asintética acotada de o, entonces cl{z",r =1,2,...}
es compacto, y existird una subsucesion convergente cuyo punto limite sera una
solucién de o. Por lo tanto, es evidente que si x € R” es una solucién ordina-
ria de o, entonces la solucién constante " = x,r = 1,2, ..., es una solucién
asintotica de este sistema.

Asi, podemos ver que todo sistema consistente tendré soluciones asintéticas,
y algunos sistemas inconsistentes tendran la misma propiedad.

Un sistema lineal semi-infinito ¢ que no tiene una solucién asintotica es
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llamado fuertemente inconsistente. Si o no tiene una solucién ordinaria, pero
al menos tiene una solucion asintética, sera llamado asintoticamente incon-
sistente.

Teorema 2.18. Dado un SLSI o, las proposiciones siguientes se cumplen:

1. o es consistente si y solo si (01") ¢ clN;

2. 0 es asintoticamente inconsistente si y solo si (01”) € (cIN)\ N;

3. o es fuertemente inconsistente si y solo si (01") eN

Por otra parte, en los enunciados anteriores, N puede ser reemplazado
por K y obtener los mismos resultados. Esto lo podemos asegurar por el
lema siguiente.

Lema 2.19. Las relaciones siguientes entre N, K y sus clausuras permane-
cen:

1. (01") € N siy sélo si (01”) e K
2. (01") € clN siy solo si (01") €clK

El criterio de clasificacién posterior se basa en el rendimiento 6ptimo de
los problemas de optimalidad, que se presentan a continuacién, asociados con
los conos N y K. Para ello comenzaremos definiendo el problema siguiente:

(PN) inf||x||

x
.a. N.
S.a (1)6

y (PK) definido en una forma similar, reemplazando N por K (justificado
por el lema anterior).

Dado un problema de programacién (P), v(P) denotara el valor 6ptimo de
la funcién objetivo de (P).

Teorema 2.20. Dado un sistema o, los enunciados siguientes se cumplen:
1. o es consistente si y solo si v(PN) > 0;

2. o es asintdticamente inconsistente si y sélo si v(PN) =0 y (PN) es
insoluble;
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3. o es fuertemente inconsistente si y solo si v(PN) =0y (PN) es solu-

ble.

De igual manera que antes, (PN) puede ser reemplazado por (PK) en
las proposiciones del teorema anterior.

Ahora pasaremos a otro criterio de clasificaciéon de o basado en el concepto
de rayo ascendente.

Un vector w € R"™ es llamado rayo ascendente para el sistema o si para
cada escalar p existe un subsistema finito o(u) := {ajx > by, t € S(u)}, con
S(p) € T, tal que w'z > p, para toda solucién x de o(u), es decir, o(u) es
inconsistente o w'x > p es una consecuencia de o ().

Si esto ultimo es cierto para todo u € R, por el lema de Farkas y obser-
vando que el cono caracteristico de o(u) estd contenido en K, tenemos que
{(;). neR} C K.

Por lo tanto K contiene la linea vertical que pasa por w.

Representaremos por A al conjunto de rayos ascendentes para o. Por lo que
A es un cono convexo.

Teorema 2.21. Dado un sistema o, los enunciados siguientes se cumplen:
1. o es consistente si y sélo si A= ().

2. o es asintdticamente inconsistente si y solo si ) # A # R"™. Mds arin,
en este caso, rintM C AL M.

3. o es fuertemente inconsistente si y solo si A = R"™.

Teorema 2.22. Sean o1 y g9 dos sistema lineales semi-infinitos con conos
caracteristicos K1 y Ko y conjuntos solucion Fy y Fy, respectivamente. En-
tonces

1. F5, C Fy sty solo si cl Ky C clKsy;
2. 01 y 09 son equivalentes si y solo si clKy = clKs.

Ahora consideraremos al vector de coeficientes de la funcion objetivo c,
también llamado vector de costo, como un parametro y analizaremos las
propiedades de v : R" — [—00, +00], recalcando que v toma el valor de +oo
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cuando F = 0.
También consideraremos el mapeo del conjunto optimal F* : R® — 28" que
asigna a cada ¢ € R" el conjunto éptimo (posiblemente vacio) del problema

P(c) ifdzr s.a. z€F,

donde F es el conjunto factible (fijo), obtenido como conjunto solucién del
sistema dado o = {ajz > b;,t € T'}.

El problema P(c) es discretizable si existe una solucién para los subproblemas
finitos

Py(c) inf C(dz
s.a. ax>b teTy.

Siendo T}, un subconjunto finito de T', para k = 1,2, ..., y tal que sus valores
optimos satisfacen
v(c) = h’lgn v(c),

donde v(+) es la funcién del valor 6ptimo del problema Py(-) (cuyo sistema
de restricciones estd asosiado con el subconjunto de indices finito T}).

En particular, P(c) se dice que es reducible si existe un conjunto finito S C 7'
tal que v(c) = vg(c), donde vg(c) es el valor 6ptimo del problema de progra-
macion lineal ordinaria

Ps(c) inf Cdx

sa. ax>b tes.

Un problema P(c) inconsistente sera reducible si y s6lo si o es fuertemen-

te inconsistente. Por otra parte si v(c) = —oo, P(c) es trivialmente reducible.
Cuando P(c) no es discretizable, atin puede ser posible aproximar v(c) me-
diante la resoluciéon de una sucesion de problemas de programacién lineal,
obtenida a partir de P(c).
Esto es por medio de dos modificaciones alternativas: a través de una per-
turbacién suficientemente pequena de la funcion objetivo o intersectando
su conjunto factible con una vecindad politépica del origen suficientemente
grande.
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Decimos que P(c) es débilmente discretizable si existe d € R" tal que el
problema perturbado P(c + ad) es discretizable para a €]0, «p), con ag > 0,
y
=1 .
v(c) lim v(c+ ad)

P(c) se dice reqularizable si existe un politopo C', con 0,, € intC, tal que el
problema de PLSI

P(c,p) iInf (uz
sa. ax>b teT,
x € pC

es discretizable cuando p > pg, con py > 0, y cualquier representacion lineal
de pC' que tomemos, también cumple que

v(c) = lim (e, p).

p—+00

Si P(c) es débilmente discretizable para el vector d (regularizable para el
politopo C) y el limg o = 0 (limy o = 00), ag. > 0 (pr > po), k = 1,2,.. .,
existird una susecion {7} de subconjuntos finitos de 7" tal que limy vy (c +
agd) = v(c) (limg vg(c, pr) = v(c) respectivamente).

En otras palabras, v(c) puede ser aproximado, en ambos casos, a través de
un proceso diagonal, que implica subproblemas finitos modificados.

Tabla 1
o c P(c) é(e)
Fuertemente inconsistente Discretizable DesceM
Asintéticamente inconsistente ce A Discretizable 0
c € (M) \ A | Débilmente discretizable +0oo
(Pero no discretizable)
cé¢clM Ni siquiera débilmente +00
discretizable
Consistente c e rintM Diseretizable 0
¢ € rbdM Débilmente discretizable | 0 < C) = (%
y discretizable < C =
Cs
cé¢cdM Discretizable 0

Cir=d[({c} xR)NK]y Ca = ({c} x BR) N (cdK).
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Teorema 2.23. Cualquier problema de PLSI que tenga la forma P(c) es
reqularizable. Por otra parte, éste es discretizable (o al menos débilmente
discretizable) dependiendo de las propiedades de consistencia que cumpla o
y la posicion de ¢ respecto a M y a A, las cuales se presentan en la Tabla 1
(tabla que también determina la existencia del hueco dual).

El teorema anterior establece que para ¢ € rintM, el problema consisten-
te P(c) serd resoluble y discretizable.
Ahora nos enfocaremos en aproximar soluciones 6ptimas del problema origi-
nal por medio de una sucesién de soluciones éptimas, {z*}, de subproblemas
finitos Py (c), definidos a través de una sucesién de subconjuntos de indices

{T.}.

Representaremos por F, al conjunto factible de Py(c).

Si F' = N, Fy, se dice que {Py(c)} es una sucesion manejable (s.m.) de
subproblemas finitos de P(c).

Si la sucesién {1y} es expansiva, decimos que la s.m. asociada de subproble-
mas es mondtona.

Con esto, se puede ver que si {7y} define una s.m. de subproblemas de P(c),
la sucesién {T}}, con T} =Ty UToU---UTy, k=1,2,..., define una s.m.
mondétona.

La existencia de una s.m. de subproblemas es garantizada por la separabi-
lidad de R™"!. Por otro lado, si z¥ € Fy(c), es decir, si 2* es una solucién
6ptima de Py(c), v {Pe(c)} es una s.m. de subproblemas, decimos que {z*}
es una sucesion manejable de puntos asociada.

Estas sucesiones manejables de puntos constituyen las sucesiones de aproxi-
macion natural en cualquier procedimiento de discretizacion tipico.

Teorema 2.24. Si P(c) es consistente y ¢ € rintM, existird una sucesion
manejable de puntos convergente a una sucesion optima de P(c). Mds pre-
cisamente, si {P(c)} es una s.m. mondtona particular de subproblemas de
P(c), existird una s.m. {z*} de soluciones dptimas de los subproblemas co-
rrespondientes Py (¢), r =1,2,..., que converge a una solucion éptima T de

P(c).

Corolario 2.25. Si ¢ € intM, toda s.m. de puntos para P(c) asociado con
una s.m. monotona de subproblemas tiene puntos de acumulacion que son ne-
cesariamente puntos optimos de este problema. Por otro lado, si ¢ € rintM
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y la ltima propiedad se cumple entonces tenemos que int M # ().

Teorema 2.26. Si F # (), los siguientes enunciados son equivalentes:
1. F es acotado;

2. (E’i) € mtK, o equivalentemente

ntK = {(Z) c R"|d'z > b,Vr € F} :

3. M =R,
4. existe un subsistema finito de o cuyo conjunto factible es acotado;
5. U{supp\, A € 0YA} =T, y la suposicion de rango completo se cumple.

Corolario 2.27. Dado un problema de PLSI consistente (P), las siguientes
condiciones son equivalentes:

1. F* es un conjunto acotado no vacio;
2. (P) es acotado y los conjuntos de nivel no vacios de (P) son acotados;

3. existe un subproblema finito de (P) cuyos conjuntos de nivel no vacios
son acotados;

4. cemtM;

5. existee > 0 tal que el conjunto éptimo del problema perturbado (P;) inf(c')'z
s.a. z sea una solucidn para o, es no vacio y acotado si ||c —c'|| < e.
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Capitulo 3

Métodos de planos de corte
central

3.1. Discretizando mediante planos de corte

Los métodos de planos de corte originalmente fueron creados para solu-
cionar problemas de la Programaciéon No Lineal (PNL), por lo que comenza-
remos hablando de dichos problemas.

Definiremos al problema convexo (PC) de PNL como sigue:

(PC) inf Cdux
saa. x€F={xeR"g(z)<0,i=1,...,m},

donde todas las funciones g;, i = 1,...,m, son convexas en R".

La iteracion nimero r del método de planos de corte comienza con un con-
junto convexo poliédrico F, D F', luego calcula una solucion 6ptima z" del
problema auxiliar de Programacién Lineal (PL)

inf dx
s.a. x €k,
y define F,;1 = {z € F,|d’xz > b} para algin semiespacio que contiene a F

a'r > b, cuya frontera separa z” de F', a menos que " € F' (en este caso x”
es una solucién éptima de (PC)).

17
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El corte de factibilidad o'z > b puede obtenerse de diferentes formas, una
de ellas puede ser la siguiente: mediante cualquier semiespacio de la forma
gi(z") +d'(x —2") <0, con g;(z") >0y d e R"” elegido arbitrariamente en
dgi(z").

La distancia de 2" a tal semiespacio es ||d||~1g;(z") > 0, y ésta es una medida
de la profundidad del corte.

Cheney y Goldstein (1959), e independientemente Kelley (1960), propusieron
seleccionar ¢ como el indice de la restriccién mas violada por 2" y d = Vg;(z"),
bajo la suposicion previa de la diferenciabilidad de g1, ..., gn.

Esta idea puede adaptarse a la PLSI mediante la seleccién de cortes de fac-
tibilidad entre las restricciones de (P), es decir, tomando un t € T tal que
a,r > b; es una de la restricciones mas violadas por z”.

Si el sistema de restricciones ha sido previamente normalizado, es decir,
|la;]| = 1, para toda t € T, el proceso consiste en calcular el corte mas
profundo.

3.2. El método de planos de corte central

El algoritmo de PCC intenta resolver un problema comun de los algorit-
mos de discretizacion: la terminacion finita en puntos no factibles.
Por otro lado, intenta resolver un problema particular del algoritmo de planos
de corte: que los planos de corte generados tienden a ser paralelamente cer-
canos al plano tangente a la regién factible en el punto éptimo, provocando
que los puntos 6ptimos de las iteraciones siguientes se localicen en vértices
muy lejanos, creando con esto inestabilidad y acumulamiento.
Hettich y Zencke (1982) probaron que, bajo una cierta suposicién de regu-
laridad relacionada a la condiciéon de Slater, la unicidad fuerte implica la
convergencia superlineal de una gran clase de algoritmos.
Un inconveniente de los métodos de discretizacion es que el conjunto de indi-
ces del problema primal, en este caso T, debe tener buenas propiedades, por
ejemplo, que T'= {t € R|0 < t < 1}, y generalmente fallan cuando dicho T
no es acotado.
El método de planos de corte central (o de punto interior, o de incrustacién)
de Elzinga y Moore (1975) fue disenado para eliminar los inconvenientes en
el tratamiento numérico del problema (PC).
Ahora daremos una breve descripcion de su iteracion numero r.
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Sea F, un politopo que contiene algin conjunto de nivel diferente del vacio
de (PC). Esto es sélo posible cuando F* es un conjunto acotado diferente
del vacio, pero F' no necesita estar en Fi.

Sea z" el centro de la bola més grande contenida en F,. (su radio p, serd cero
siy sélo si intF, = 0).

Esencialmente, el siguiente politopo F).,; se construye a partir de F,. como
sigue:

1. Siz" € F, tomamos F,1 = {z € F,|dx < dx"}; es decir, se realiza un
corte objetivo sobre F..

2. Si 2" ¢ F entonces F,y1 = {z € F.|dx > b}, donde ¢’z > b es un
corte factible, es decir, a’x > b para todo x € F' 'y a’z” < b. Este corte
factible no necesita corresponder a la restriccion mas violada.

-

Figura 3.1: Cortes objetivos. Figura 3.2: Cortes factibles.

En ambos casos, F.,1 es otra vez un politopo que contiene un conjunto
de nivel diferente del vacio de (PC).
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Para evitar la acumulacion de cortes en los pasos siguientes, pueden agre-
garse reglas de borrado, las cuales eliminaran cortes previos que no afecten
significativamente el progreso del algoritmo en iteraciones posteriores.

3.2.1. El algoritmo del método de PCC

En el algoritmo del método de planos de corte central para el problema
de PLSI (P), todos los cortes factibles seran una restriccion ajx > b, para
algun t € T, tal que los politopos siguientes tendran la forma

F.={z eR"|dz < ay;a;x > by, pa. teT,},

y una bola maximal contenida en F, serd x, + p,(clB) para alguna solucién
éptima (., p,), del problema auxiliar de PL

(Qr) Sup p

sa. x4 |cp < oy,
ar — ||aillp > by, t €T,

Consecuentemente, el algoritmo resuelve una sucesién de problemas de PL
asociados con pares de rejillas 7). y escalares ..

Algoritmo 1. Sean 2° un punto tal que a,z’ > b; para todot € Sy
2" > v(P), una tolerancia € > 0 y un escalar 8 €]0, 1[.

Inicializamos el indice de iteracién » = 0 y definimos oy = 2’ y Ty = S.
Paso 1: Calcular una solucién éptima (2", p,.) de

(@) Sup p

s.a. dx+|dp < ay,
ayr — ||agl|p > by, t €T,

Si p,. < e entonces se detiene.

De otra manera, ir al Paso 2.

Paso 2. Calcular s, = infierg(t, 7).

Si s, > 0, reemplazar r por r + 1, tomar a1 = dx" y T,y = T;.

Entonces ir al Paso 1.

Si s, < 0, encontrar un indice t, € T tal que g(t,,2") < 0, reemplazar r por
r+1, tomar a,41 = o, y 1)1 = T, U {t,}; entonces ir al Paso 3.
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Paso 3. Sea S, el conjunto de indices t € T, tal que ajx > b; es un
corte factible introducido en alguna iteraciéon p < r, que p, < Bp, y que
a,x” — |lag||pe > be.

Es decir que la distancia de 2" al hiperplano a;z = b; es mayor que p;.
Ahora tomemos

Tr+1 = T;+1\Sra
y vamos al Paso 1.

Hay algunos detalles que hay que aclarar y demostrar respecto a elemen-
tos del algoritmo que acabamos de presentar.

Notemos que la condicién ¢2° > v(P) implica la consistencia de (P) y en-
tonces la compacidad de F™* # ().

Por otra parte, ya que F* C F,. C Fy, F, es un politopo para todo r» € N, tal
que (Q,) tiene una solucién 6ptima (z", p,.), con p, > 0, es decir, el algoritmo
estd bien definido.

Observar también que {«,} es una sucesién no creciente, ya que, en el Paso
2, api1 =y 0 apyy = 2" < o — ||¢||pr < ... Por otro lado, ésta es acotada
inferiormente por v(P) pues los cortes objetivos son realizados a través de
puntos factibles.

Para probar que {p,} tiende a cero, necesitamos mostrar que esta sucesién
es no creciente, a pesar de las reglas de borrado.

El efecto de las reglas de borrado en el Paso 2 es eliminar, en la representa-
ci6n lineal de F.,;, una restriccién redundante (un corte objetivo anterior),
tal que esta regla preserve la contraccion de {F, }.

El efecto de las reglas de borrado del Paso 3 es el que sigue: una vez que
se determina un nuevo corte en el Paso 2, se eliminan ciertas restricciones
(cortes factibles viejos), en la representacién lineal de F,.. Ninguna de estas
restricciones sera cercana a la bola méxima inscrita 2" + p,(cIB). Luego se
agrega el nuevo corte para obtener F. .

Probaremos ahora que borrar una de estas restricciones no altera el tamano
de la bola escrita mas grande en F, mediante el principio de induccion, y
asi la sucesion {p,} serd no creciente.

Sea F, = {x e R"|d,x > dy,,u € U}, |U| < o0, con ¢, # 0, para todo u € U.
Asumimos que la distancia de 2" al hiperplano ¢,x = d, es mayor que p,.
Entonces

ax’ —|leulpr > dy Yu €U,
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con la desigualdad estricta para el caso u = v. Ahora asumimos que
2"+ pu(clB) C G, :={x e R"|c,x > dy,u € U\ {v}},

para ciertos 2" y u, > p, obtendremos una contradiccion. Dado que la ultima
bola es incluida en G, pero no en F,, tenemos

2" = lleullpr 2 du Vu € UN\A{v},

donde ¢z, — ||y |lptr < dy.
Notemos que z(A) = (1 — A)z" + Az2", con A € [0, 1]. Como

lim ¢
)\1{‘% cT(A) > dy + [l pr,

existe A €]0,1[ y &1 > 0 tal que
@A) > dy + (pr + 1) el
Por otro lado, existe un 5 > 0 tal que, para todo u € U \ {v},
(R > d+ [(1 = Moo+ Agullleall > du + (pr + 0) el

Entonces, definiendo 3 = min{ey, 5}, llegamos a la conclusién contradictoria

de que z(X\) + (p, + 3)(cIB) C F.
Teorema 3.1. 5i el algoritmo anterior no termina entonces lim, p, = 0.

Demostracion. Acabamos de probar, antes de enunciar este teorema, que
{pr} es convergente, mediante la demostracién de que se trata de una suce-
sion no creciente con todos sus términos mayores o iguales que cero. Ahora
obtendremos una contradiccién asumiendo que p := lim,. p, > 0.

Dado que {p,} es una sucesién no creciente que converge a p < ~1p, existe
un p € N tal que p < p, < p, < 87'p, para todo r > p, asi que p, > Bp, (de
otra manera, tendriamos 87'p < 87'p, < p, < f71p).

De esta manera, para r» mayor que cierto p € N, la regla de borrado del Paso
3 estd inactiva, por lo que, {7} llega a ser expansiva y {F,} contractiva.
Ahora probaremos que {z"} no contiene subsucesiones de Cauchy. Contra-
diccién requerida ya que {x"} C Fy es acotada.

Sea k > r > p. Dado que 2" + p,(cIB) C F, C F,41, (2", p) es factible para
(Qr+1)-

Dos casos podrian surgir en la iteracién r (Paso 2):
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(a) Siz" € F, el corte objetivo dx < ¢’z fue realizado sobre F,. Entonces
dz" + ||cllpr < app1 = 2"y, por la desigualdad de Cauchy-Schwartz
tenemos

lellpr < (2" = %) < Jlefllla” — 2],
asf que p < p < [|la" — 2.

(b) Siz" ¢ F, un corte factible ajx > b, t € T,11 C T}, fue agregado a F}.,

con ajz” < by. Entonces a; # 0, y a,a® — |la¢||px > by, asf que

lacllow < ai(a” = a*) < fadlllla” — 2",

y otra vez ocurre que p < py, < ||z¥F — 2"||.v

El siguiente lema nos asegura que, bajo ciertas condiciones, el Algoritmo
1 converge a un punto 6ptimo del problema.

Lema 3.2. Asumimos que 0 = {a,x > b;,t € T} tiene un Punto Fuerte de
Slater y que a; es acotada, cont € T. Entonces

1. si e = 0, el algoritmo 1 termina en la errésima iteracion, para algin
r=0,1,... y con a, =v(P), o

2. éste no termina, y lim, o, = v(P).

Demostracion. Para comenzar notemos que la hipétesis implica que int(F') #

0.

Sea y! € R" y n > 0 tal que ajy' > b; + 7, para todo t € T'.

1. Asumimos que p; > 0, con i =0,1,...,r — 1y p., = 0. Sabemos que
a; > v(P) por definicién de a,. Si o, > v(P) entonces existird un
y? € F tal que dy? < a,. Consideremos

z(0) := (1 - 0)y' + 0y, 6 €)0,1].

Ya que limg ~ dz(0) = dy? < a,. y ajz(0) > b+ (1 —6)n, pues y* € F,
implica que a;y? > b;.

Ahora, junto con la desigualdad a,y' > b; + 7 hacen la desigualdad
deseada, para toda 6 €]0,1[ y toda t € T.

Por lo que, podemos asumir la existencia de un Punto Fuerte de Slater
para o, T, tal que 7 < a,.
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Sean § > 0y n > 0 tal que aj& > b; +0 y n > ||at||, para toda t € T.
Entonces, para toda t € T, tenemos

a,® — putollag]| > ajz — 0 > by,

tal que p~'¢ es una cota inferior de la distancia de Z a ajz = b,.
Por otro lado ||c|]| 7 (e, — ¢Z > 0) es la distancia de T a 'z = ..
Por lo tanto

0 < min{u™'0, e (o, — ¢7)} < o,

lo que contradice la finalizacion finita en la errésima iteracién.

2. Si el Algoritmo 1 no termina, la sucesién no creciente infinita {a,}
tendra un limite a.
Si & > v(P), podemos reemplazar a, por @& en el argumento previo, tal
que existe un £ € F, con ¢z < @, y un p > 0, tal que la distancia de
T adr =a (por lo tanto, dxr =, > @)y aax =b;, cont € T, es al
menos p.
Esto significa que 0 < p < p,, para todo r, en contradiccién con el
resultado del teorema anterior, que asegura lim, p, = 0.
Por lo tanto, como & no es mayor que v(P), tiene que ser igual.v’

Finalmente, el teorema siguiente establece la convergencia de los puntos
generados por el Algoritmo 1 a las soluciones 6ptimas de (P).

Teorema 3.3. Bajo las misma condiciones del lema anterior, si 2° € F
entonces cierto 2" serd su ultimo elemento (y z" también serd una solucion
optima de (P) si e = 0) o los puntos de acumulacion de {z"} existen y son
soluciones optimas.

Demostracion. Distinguiremos los dos casos del lema anterior, observando
Y
que 2" =a,,conr=0,1,2,...

1. Si el algoritmo termina en un nimero r de pasos, entonces ¢'z" = v(P)
y 2" esta es F™.

2. De otra manera, {z"} es una sucesién infinita incluida en un conjunto
acotado Fjy, tal que ésta contiene una subsucesion que converge a un
punto factible (pues {z"} C F, con F cerrado).

Dado que lim, ¢’2" = v(P), cualquier punto de acumulacién de {z"} es
también un punto éptimo.v’
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3.3. El método de planos de corte central ace-
lerado

En el algoritmo de PCC se agrega un corte objetivo ¢z < ¢z, a un cierto
conjunto de restricciones cada vez que se encuentra un punto factible z,.
En el de PCCA se agrega un corte objetivo mas profundo hasta que el sub-
problema de PL relacionado se vuelve no factible. En este caso, se obtiene
una cota inferior para I o un nuevo punto factible para (P).

La convergencia del algoritmo de PCCA se prueba esencialmente bajo las
mismas condiciones del algoritmo de PCC.
La razén de convergencia entre los puntos factibles del algoritmo de PCCA

es aun lineal, pero es la mitad de la razon de convergencia del algoritmo de
PCC.

3.3.1. El algoritmo del método de planos de corte cen-
tral acelerado

Ahora definiremos al problema de PLSI (P) como sigue:

P) I=infdz, xzeR"
a'(y)r > bly),y €Y CR™.

Esto es con base en la nomenclatura propuesta por Breto. Para continuar
presentaremos una descripcion formal del algoritmo de PCCA, estableciendo
previamente las variables a usar en dicho algoritmo.

Sea By > I dado (por ejemplo Sy = ’zy, donde zy es un punto factible
de (P)) y sea S C Y un conjunto finito que genera el subproblema finito
de (P) obtenido al reemplazar F' = {z € R"|a(y)'z > b(y),y € Y} por
Fy = {z € R"|a(y)'z > b(y),y € S}, y que tiene conjuntos de nivel acotados
no vacios (lo cual implica I > —0o0).

Tal conjunto S existe si y sélo si el conjunto de soluciones 6ptimas de (P),
F*, es un conjunto acotado no vacio.

Algoritmo 2. Definimos Yy = S, r =0, ap = —00, 79 = 8o — h, t = 0
y también se eligen ¢ >0, h > 0, ¢ > 0, v €]0, 1], £ €]0, 1], w €]0, 1.
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Paso 1. Intentar resolver el problema de PL

(Qr) Sup p, z€R", peR
sa. dx+|dlp < 7,

d(y)x —|lay)|lp = bly), Vyey,.

Si (Q,) es no factible, fijar t = 0, o, = 7,., eliminar las marcas asignadas
hasta ahora en el Paso 2 e ir al Paso 4.

Si (@) es factible, calcular (z", p,), una solucién éptima (con p, > 0, nece-
sariamente), e ir al Paso 2.

Paso 2. Calcular s, = inf,cy s(y, 2"), donde s(y, 2") es la funcién de holgura
a(y)'z —b(y).

Si s, > 0, entonces redefinir Y, 1 = Y,, a,11 = ., 11 = dx", reemplazar r
por 7 + 1, definir t = 0, eliminar las marcas asignadas hasta ahora y

-Si o, = —o0, definir 7. = 3, — h e ir al Paso 1;

-Si o, > —o0, ir al Paso 4.

Si s, < 0, entonces encontrar y” tal que s(y",2") < —w o s(y",2") < ws,,
redefinir o, 11 = a, Br1 = B y Yo = Y, U{y'};

-Sit =0, redefinir 7,1 = 7, — ( si @, = —00 0 741 = @, +&(7 — ;) de otra
manera, 7,11 = T, t = 1 e ir al Paso 3.

Sit =1, definir 7,41 =7, t = 0y Y41 = Y,,1, marcar 4" como imborrable,
reemplazar r por 7 + 1 e ir al Paso 1.

Paso 3. Sea S, el conjunto de puntos y € Y, los cuales han sido introducidos
en alguna iteracion p < r y actualmente no son marcados como imborrables,
con p. < yp, v ' (y)x” — |la(y)|lp, > b(y). Entonces, definir Y, = Y1\ S,,
reemplazar r por r 4+ 1 e ir al Paso 1.

Paso 4. Si ., — o, < &, parar (I € («,,[,]); de otra manera, redefinir
7, = (o + ;) /2 e ir al Paso 1.

Si definimos h = ¢ = 0, entonces el algoritmo de PCCA se reduce esen-
cialmente al de PCC sin criterio de finalizacién. Ya que, en este caso, 7, = [,
siempre y por lo tanto (Q,) es factible, mientras que o, = —o0, para todo r,
asi que el criterio de paro del Paso 4 nunca ocurrira.

En el algoritmo original de PCC, cualquier y" que cumpla s(y", ") < 0 puede
ser elegido en el Paso 2, cuando s, < 0. En el de PCCA, esto no serd sufi-
ciente para asegurar la finalizacion del algoritmo ya que ahora pueden haber
cortes objetivos que cumplan 7, < I. Notemos que el Paso 2 requiere la solu-
cién de un subproblema de optimizacién global (aunque no necesitemos un
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minimo global de s(y,z")), como es tipico de la programacién semi-infinita,
asumiremos que un algoritmo de solucién adecuada estd disponible para di-
cha situacion, el cual es el caso, por ejemplo, si Y es un intervalo acotado en
R™.

El papel de la variable ¢ en el algoritmo de PCCA es evitar que 7. = 7,41,
cuando tanto (Q,), como (Q,1), son factibles; esto preveé el posible estan-
camiento del algoritmo cuando, para algin r, 7. = I, como se puede ver en
la prueba del Teorema 2.1.

Ahora presentaremos algunas observaciones del algoritmo de PCCA:

1. En el Paso 1, como en el algoritmo de PCC, se buscan el centro y el
radio de la esfera maximal inscrita en un politopo determinado por la
interseccién de un conjunto de nivel de ¢’z con F, = {z € R"|d/(y)x >
b(y),y € Y.} son buscados, pero ahora, esta interseccién puede ser
vacia. Sin embargo, definiendo E. = {z € F,|dx < 3.}, tenemos que
FT C FO (los puntos en S nunca son borrados en el Paso 3) es acotado
(en realidad compacto, ya que es cerrado), por la acotacién de ﬁo, y no
vacio.

2. Como en el algoritmo de PCC, la sucesién {f,} es no creciente; ya
que, [, es actualizado sélo en el Paso 2, ajustando (3,41 = da" <
Br — lle|lpr < Br. Més atn, 5,41 > I pues, en su actualizacién en el
Paso 2, x" es factible para (P), mientras que 5 > I por definicién.

3. La sucesién {a,} es no decreciente, puesto que si ;1 # a, entonces
Qpy1 = Ty > Q.

4. Se cumple o < I para cada r, pues «, > I podria implicar que o, > 'z,
x € F*, pero esto contradice el hecho de que, por construccién, o, < 'z
para cualquier x € F, D F*.

5. Podemos ver que en ambos algoritmos el paso 3 coincide.

6. El criterio de paro en el Paso 4 del algoritmo de PCCA permite con-
trolar la precisién a la que I es aproximado, a diferencia del basado en
el tamano del radio p, en el algoritmo original de PCC.

7. En lugar de la h fija, también puede ser considerada una sucesién po-
sitiva {h;}, siempre que >, h; = oo.
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8. Partiendo del supuesto de S, los valores 7., para los cuales (Q,) es
factible, son acotados inferiormente por inf{c'z : x € Fy} > —oc.

9. En el Paso 4 es posible generalizar la eleccién de 7, considerando 7 =
a, + ¢(Br — ), con ¢ €]0, 1] que no depende de r. Cuando ¢ es mas
pequeno, mayor es la reduccién en 3, una vez que (Q,) es factible y
s, > 0. Entonces, sin embargo, mayor es también la posibilidad de
obtener un (Q,) no factible, tal que ¢ = 1/2 puede ser visto como un
valor de compensacion.

Ahora veamos los teoremas que aseguran la convergencia del Algoritmo
2 presentados originalmente en [1].

Teorema 3.4. Si ji = sup,cy [la(y)|| < +oo y si eviste un punto T tal que
a'(y)z > b(y)+n para alginy y alginn > 0 (es decir, se cumple la Condicion
Fuerte de Slater) entonces el algoritmo de PCCA con € = 0 concluye que

lim a,=1= lim g,
r—-+00 r—-+00

y cuando € > 0 el algoritmo de PCCA termina en un numero finito de pasos.

Demostracion.
Esta prueba es basada en argumentos similares a los de la prueba de conver-
gencia del algoritmo 1 (Teorema 2.1), asi como en el teorema uno de [7].

Sea a = lim,_,o a,. y f = lim,_, 5, donde, por lo visto en las observa-
ciones anteriores, a < [ < f3.
Ahora buscaremos una contradiccion asumiendo que a < f3.

Si o, = —oo, para algin r, entonces [, no se puede actualizar infinitas
veces.

De otra manera, para un r suficientemente grande, el problema (Q,) se vol-
veria no factible, causando la actualizacién de a, a un valor finito, cuando
7. < B, — h y, por lo tanto, (5, es disminuido por lo menos h en cada actua-
lizacién al valor ¢a” < 7, (visto en la observacion 8).

Si «, es actualizado al menos una vez, entonces tanto «, como [, no se
pueden actualizar un nimero infinito de veces, ya que después de la primera
actualizacién de «, cualquier modificaciéon posterior de «,. o de [, causa la
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reduccion de la diferencia 5, — o, por un factor < max{0,5,1 —&/2} < 1.

Por lo tanto, en ambos casos, el algoritmo definitivamente cicla a través
del Paso 1 con un estado de factibilidad para (Q,), y del Paso 2 con s, < 0,
agregando nuevos puntos y, y quiza descartando viejos puntos en el Paso 3,
mientras que 7, cambia entre dos valores, digamos 7 y 7.

Asumiremos que tal circunstancia ocurre para r > 7. Probaremos que p, — 0
cuando r — oo.

Si pr = max{p,, pr+1}, entonces p, es no creciente, para r > 7.
En efecto, si 7, = T y ninguna cancelacién ocurre en la iteracién r + 1,
podemos ver que

Pr+1 < Pr
y

Pry2 < pr,
entonces

pr2 < pr+1,

de modo que

Pr 2 Prit,
mientras ocurra que

Pr+1 = Pri1-

Por lo tanto,

Pri1 2 Pr

si ninguna cancelacion ocurre ya sea en r o en r + 1.

Supongamos que en la iteracién ntimero r, con 7, = Ty y € Y,., el elemento ¢
que fue introducido en la iteracién p < r, con p, < yp, y a' ()" —||a(9)| pr >
b(g), es descartado.

Ahora consideremos el problema

(Qr) supp
s.aa dr+|cllp <7

d(y)z —lla(y)lp > bly), YyeY\y
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y definamos a (", p,) como una solucién éptima de (Q, ).
Como (", p,) es factible para (Q,), entonces p, < f,.

Supongamos que
pr < Pr;
esto implica que
(i.ra ﬁr)
no es factible para (Q,), tal que
a'(§)z" — lla(@)lpr < b(7),
mientras que

a(g)z" = lla(@)llpr > b(G)-

Definiendo
(@(A), p(A) = A@", pr) + (1 = A) (2", pr),

con \ € [0,1], entonces para un A > 0 suficientemente pequeno tenemos

d' (H)z(A) = la(@)lp(A) = b(@),

tal que (z(A), p(A)) es factible para (Q,), con p(\) > p,, contra la optimali-
dad de p, para @Q,.
Por lo tanto p, = p,.

Anélogamente, la igualdad anterior se cumple por induccién si en @, S,
toma el lugar de {g}.

Cuando las regiones factibles de Q11 y @12 estdn contenidas en la de Q., se
tiene que pr11 < pr ¥ pri2 < pr, de manera que, como antes vimos, tenemos
finalmente que p, > p,y1.

Probamos que p, — 0y, por lo tanto, lim, ., p, = 0, asumiendo por contra-
diccién que p = lim, o p > 0.

Como 7 €]0, 1], entonces p < 7_1,5, tal que, para un r y un ¢ suficiente-
mente grandes, con r > ¢ > 7, tenemos p < p, < p, <y 'py, por lo tanto,
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YPq < VPqg < P < Pr-

Consecuentemente, en el Paso 3, como p, = p,., nunca son borrados los pun-
tos y introducidos en cualquier iteracién p > q.

Sean k y r cualquier par de enteros, tales que k >r >qy 7. =7 =T.
Entonces el Paso 2 da

Yo=Y, =Y, U{y"}
con a'(y")x" < b(y"), mientras que en la iteracién k tenemos
d'(y")2* > llaly")lpx +0(y").

Entonces,

a(y”) # On

_ a,@r) k k
0<p<pr=pr <y Ag(@” —a) < |lz% — 2.
la’(y")|

Asi que {z",7r > q vy 7. =T} no contiene sucesiones de Cauchy, contradi-

ciendo el hecho de que los puntos x" caen en el conjunto compacto Fj.
Por lo tanto p = lim,_,+ p, = 0.

Consideremos ahora la ubicacién de T respectivo a I.

Si 7> I, existe
e F={zeR"d(y)z >bly),yeY}

tal que
7> 7.
Definiendo
z(A) = Az + (1 — Nz,

con A € [0, 1], entonces como
dx(\) < T,
para A suficientemente cerca a 1y

a'(y)z(N) > b(y) + (1 = A)n,
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existe un punto z = z(\) € F, para cualquier y € Y, que satisface la Condi-
cién Fuerte de Slater con § = (1 — X\)n > 0y tal que 7 > /7.

Como p < 0o, tenemos

d'(y)z —op~ la(y)|| = a'(y)z — 8 > b(y),
para algin y € Y y para algin p < ju~L.

Por otra parte, como ¢ < 7, tenemos que ¢'Z + ||c|[|p < 7, para algin
p< (T —x)llef| ™

Por lo tanto, si p = min{du~!, (7 — ¢7)||c|| 7'}, resulta que (7, p) es facti-
ble para (Q,), para algin r, tal que p, = 7, lo que implica que un nimero
infinito de veces p, > p, contradiciendo que lim p, = 0.

Si 7 < I, entonces 7 < Iy sear; > 7, conl=12.. talquer, =1y
Y., =YoU{y"}u...U{y"} y consideremos el problema
(P,,) finfcdx
sa. d(y)x>bly), Yyevy.,.

Los puntos en Y,,, marcados en el Paso 2, nunca son borrados en el Paso 3,
asi que 2" es factible para (P,,) y da" < 7. — ||c|lp,, <7 < I.

Cuando los puntos y,, satisfacen la Condicién de Hu, podemos presentar los
mismos argumentos de la prueba del Teorema 1 de [7] y obtener 2" — I,

lo que contradice que dz" <17 < [.vV

Teorema 3.5. Bajo las mismas condiciones del teorema anterior, si By > I
ye =0, entonces el algoritmo de PCCA genera una sucesion {z°}, con s > 1,
de puntos en F'.

» Si la susecion {z°} es finita, entonces su iltimo elemento es una solu-
cion dptima de (P).

» Sila susecion {2°} es infinita, entonces sus puntos de acumulacion son
solucion optima de (P).
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Demostracion.
Como [y > I, el hecho de que 3, — I, como una consecuencia del teorema
anterior, implica que [, es actualizado al menos una vez.

La primera actualizacién de 3, ocurre para r = ry, la segunda para r =175 y
asi sucesivamente.
Entonces, f,,41 = 2™, con s,,, es decir 2™ € F.

Ahora definamos 2 = 27,

Si {z'} es una sucesién finita, y 2! es su dltimo elemento, entonces necesaria-
mente [ = 3,1 = da" = 2\

Si no es finita, como 2 € F, compacto, entonces los puntos de acumulacién
existen y cualquiera de ellos, digamos z*, es tal que ¢/2* = lim ¢/2* = lim 3,, =
1.v

El teorema siguente establece la razén de convergencia de {¢’2*}, refinando
el resultado obvio de que 2" — I < 1(2* — I) tan pronto como a > —oo.

Teorema 3.6. Bajo las mismas condiciones del Teorema 3.4, asumiendo que
e =0, existe v > 0 tal que para cualquier s > 1

At — T < (1—)(d2* = 1). (3.1)
Por otra parte, si s es suficientemente grande tal que ag > —00, entonces

At —T1<

(I =) (2" =1T). (3.2)

N | —

Demostracion. Sean Z, 1, pu como en el Teorema 2.4.
Cuando & € F* tenemos que 't > I.
De otra manera, se tiene que

T=&—nule/|c| € F

el < I

dr=1-nu
Para z* € F* fijo, definimos x(\) = 2* + A\(& — x*).
Para cualquier A €]0, 1], () es un punto Fuerte de Slater con constante 7.
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Para s > 1, sea r; el indice de la iteracién en la cual z® fue obtenida.
Para s fija, si ¢2*"! esigual a I, entonces tanto (2.1), como (2.2), se cumplen.

Asumimos que ¢zt > 1.
Si d% < 7, ., entonces para algin A €0, 1] tenemos que c'z(X\) < 7, ,.
Si d% > 7., entonces cx(\) < 7, para 0 < A < (7., — [)(d@ —I)~".

Definiendo
N =v(r,,, —I)({i— n-,

0 < v < I es suficientemente pequena.

Como 7, ,, — I estd acotado superiormente por By — I, tenemos que \* < 1,
cuando ¢z < 7, ,.

De otra forma, tenemos que A\* < (7,.,, — I)(dz —I)~".

Por otra parte, cuando p < A*nu~1,

de(N)=1+v(r,,, —I)(di— N de—I)=1T+ V(7o — 1),
a'(y)x(A*) = lla(y)llp > b(y),

cony € Y, y por lo tanto
a(X) +lellp < 7o

cuando
p < (T = Cx(N)lel| ™ = 1 = v) (7 s = Dl 7
Esto implica que en la iteracién 7,1, cuando z**! es obtenido, definiendo

Y =min{rnp~ (2 — 1)~ (1=v)|c| 7},

por lo tanto,
||C||prs+1 Z ¢<Trs+1 - ])

Por otra parte, tenemos que
/_s+1
cz + ||c||p7"s+1 S 7-7'3+1’

esto es

||CHpT5+1 S Tr5+l - C,ZS+17



3.3 El método de planos de corte central acelerado 35

tal que
T”’s+1 - C,Zs+1 2 w(TTerl - I)

y, por lo tanto,
(Tropy = D1 =) > 2 — I

Por esto, como, para cualquier s, se tiene por definicion

/.S
Trepn S C27,

obtenemos que
T < (1 =) (d2* = 1),

lo que prueba (2.1).
Sin embargo, en cuanto ay > —o0, se tiene que
1 s

Trspa < 5(1"’_02 )

y, por lo tanto,
1
T < 5(0/25 - 1),

probando (2.2).v'
Observemos que (2.1) coincide con la razén de convergencia del algoritmo

de PCC, pero (2.2) dice que la razén de convergencia del Algoritmo de PC-
CA es la mitad del de PCC.
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Capitulo 4

Pruebas numéricas

En [4] se presentan ejemplos, los cuales sirven para ilustrar el desempetio
de los métodos presentados en el mismo (el método de discretizacién mediante
rejillas, el método de discretizacion mediante planos de corte, el método de
planos de corte central).

Bruno Breto, en [1], usa uno de los ejemplos que se presentan en [4] para
comparar sus resultados con los de Goberna. Aqui presentaremos dos de los
ejemplos empleados por Goberna, para poder mostrar el desempeno de los
programas que creamos en MatLab.

Dichos ejemplos satisfacen las condiciones que requieren ambos métodos para
su ejecucion, como se muestra en [4] y [1].

Ejemplo 4.1. Consideremos el siguiente problema:

(PYY Inf 2x -+
s.a. try+(1—tz>t—1t*, tel0,1].

El conjunto factible de (P1), F!| es la interseccién de las epigrafes de un
continuo de funciones lineales con pendientes negativas. F'' puede ser iden-
tificado de la envoltura de un grupo de lineas o, equivalentemente, mediante
la solucién singular de una ecuacién diferencial Claireaut cuya solucion ge-
neral es y = cx + ¢/(c — 1) (véase [4], pagina 4), con ¢ < 0, obteniendo a
través de un cambio de pardmetros: ¢ = t/(t — 1). Por lo tanto, la ecuacién
esy=uxzy +v'/(y — 1),y su solucién singular, después de la eliminacién del
parametro, es el arco astroide z'/2 +y'/2 =1, con > 0 e y > 0. De aqui se

37
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tiene que F'! sea la epigrafe de una funcién convexa

+00 (x1 <0),
h([L’l) = 1 + I — 2(1’1>1/2 (O S X1 S 1),
0 (1 < 371),

asi como la suma algebraica de la envoltura convexa de los puntos extremos
de F'! con el cono convexo generado por las dos direcciones extremas (como
se puede ver en la Figura 4.1).

Figura 4.1: Regién factible de (P'), F'.

Por otro lado, es importante mencionar que (P') tiene una solucién épti-
ma tUnica, x* = (1/9,4/9)T, con v(z*) = 2/3.

Este ejemplo lo hemos resuelto con el algoritmo programado en MatLab
del método de PCC, el cual se presenta en el Apéndice A, con una tolerancia
de 1077, Se requirieron de 30 iteraciones para obtener el punto éptimo, las
ultimas 10 se presentan en la Figura 4.2.

El mismo ejemplo se resolvié también con un algoritmo basado en el
método de PCCA y programado en MatLab. Se requirié el mismo ntimero de
iteraciones que en el algoritmo del método de PCC para obtener el éptimo y
las dltimas 10 iteraciones se muestran en la Figura 4.3.

A pesar de presentar el mismo nimero de iteraciones, los ultimos valores
que muestra el algoritmo del método de PCCA se acercan mas al valor 6pti-
mo que los entregados por el del método de PCC, es decir, que cada vecindad
alrededor de estos puntos, propuesta en cada iteracion, es mas pequena que
las presentadas por el algortimo del método de PCC.
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(0.09, 0.46) (0.10\, 0.463)

(0.118, 0.439)

Figura 4.2: Ultimas iteraciones del Figura 4.3: Ultimas iteraciones del
método de PCC. método de PCCA.

Otro aspecto a resaltar es que los valores expuestos por el método de PC-
CA son més cercanos a la frontera de la region factible, generando con esto
cortes factibles que acercan de mejor manera cada F, a F', acelerando asi la
convergencia al 6ptimo.

Ejemplo 4.2. Consideremos el cdlculo de polinomios, de grado menor que n,

de menor Ly-aproximacion a tan(t), cont € [0,1]. Formularemos el problema
como la minimizacion de c'x, con

1
cl-:/ tldt =i, i=1,...,n,
0

para todos los polinomios factibles P,(t) = Y i x;t"™!, es decir,

(P) inf) i'a
=1

s.a. Zti_lxi > tant, te€[0,1].
i=1
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Como una consecuencia del Teorema 3 en [9], este problema tiene una unica
solucién 6ptima, para todo n natural, que puede ser calculada explicitamente
resolviendo un sistema lineal obtenido de las condiciones especificas de opti-
malidad dadas en el Teorema 4 del articulo mencionado antes.

Tomaremos como primer ejemplo n = 2, por lo que, el problema a resolver
es:

1
(Pz) inf T+ 51’2

s.a. w4 txy > tan(t), t¢el0,1].

La solucién de este problema es z* = (0, tan(1))”, con v(P?) = tan(1)/2.
Lo hemos resuelto, igualmente que el anterior, con ambos algoritmos, con
una tolerancia de 1077,
Con el algoritmo del método de PCC se realizaron 32 iteraciones, en compa-
racion con el de PCCA, en el que se realizaron 24.
En este ejemplo se pudieron notar cambios al modificar los pardmetros pro-
puestos para el método de PCCA. Por ejemplo, al modificar el valor de &,
de 0.5 a 0.75 o 0.25, el nimero de iteraciones del algoritmo se incrementa,
e incluso llega a provocar un estancamiento del mismo. La influencia de los
pardmetros en el desempeno del algoritmo se presenta a detalle en [1].

Ahora tomaremos n = 8, por lo que el problema es:
8
(P%) Inf Y il'a
i=1
8
s.a. Zt”lx@- > tan(t), tel0,1].
i=1

Como ya habfamos mencionado antes, (P®) admite una solucién éptima tinica
y cumple la condicion fuerte de Slater, sin embargo, para n = 8, la estimacion
numérica del punto 6ptimo es mas dificil, por lo que es un buen problema
para evaluar el desempeno de los algoritmos de PLSI. Breto, en [1], reporta
que corrié su algoritmo bajo las siguientes condiciones: S = {0,1} U {seis
elementos al azar de (0,1)}, fo = S5 i 7% e = 1071 h = By/2, ¢ = 1,
v =0.5, £ =0.5, w = 10~%. Se tomaron estas mismas condiciones para correr
el algoritmo programado en Matlab con el fin de hacer una comparacién. En
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[1] se reporta que el algoritmo acelerado se detuvo cuando alcanzé la itera-
ciéon numero 39, mientras que nuestro algoritmo lo hizo en 35 iteraciones.

Como conclusion de este capitulo, al revisar los resultados de los ejemplos
presentados aqui, se observo que los algoritmos presentan una sucesion de
puntos tanto factibles, como no factibles, pero en el algoritmo del método
de PCC se presentaron en su mayoria puntos no factibles, lo que dificulta al
algoritmo determinar una e-optimizacion.

Otra observacion importante fue que el tamano de la tolerancia no influyé ne-
gativamente en la finalizacién en un nimero finito de pasos de ambos algo-
ritmos, aunque si es un factor importante para determinar el nimero de
iteraciones por realizar.

Por otro lado, se pudo observar en el segundo ejemplo, cuando n = 2, que es
muy notoria la reduccién de iteraciones al usar el algoritmo acelerado (de 32
iteraciones del método de PCC a 24 del método de PCCA).

Algo importante que destacar es que se debe poner cuidado en la declaracion
de los valores iniciales de los parametros propuestos en el método acelerado,
pues estos son importantes para el desarrollo y la convergencia del algoritmo.
El rendimiento del algoritmo se ve modificado al cambiar los valores iniciales
incrementando el niimero de iteraciones realizadas, impidiendo la finalizacién
en un numero finito de pasos, creando estancamientos o generando errores
computacionales.

Finalmente, en los algoritmos programados para esta tesis se us6 la funcién
linprog de MatLab para resolver los subproblemas finitos de cada iteracion,
por lo que es importante tomar en cuenta los posibles errores de origen en su
programacion. Otra funcion usada en los programas es la de fminbnd. Esta ha
presentado algunos errores de programacion en su origen, los cuales han sido
presenciados por el Dr. Enrique Gonzales Gutiérrez, y que deben tomarse en
cuenta. El problema de encontrar el minimo de una funciéon en un intervalo
compacto no fue objeto de estudio en esta tesis, por lo que decidimos usar la
funcién proporcionada por MatLab para resolverlo.
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Capitulo 5

Conclusiones

El objetivo de esta tesis fue valorar el desempeno del método de planos de
corte central acelerado propuesto por Breto en [1]. Para este fin, se inicié con
la presentaciéon de una revision de conceptos basicos que sustentan los teore-
mas de convergencia del método en prueba. En el capitulo 2 se desarrolld la
teoria basica y en el capitulo 3 se presentaron dos algoritmos, el de planos de
corte central, propuesto por Elzinga en 1975 y el de planos de corte central
acelerado, propuesto por Bruno Breto. En este mismo capitulo se presentaron
los teoremas de convergencia para los dos algoritmos y se demostrd que la
razén de convergencia del algoritmo acelerado es la mitad de la del algorit-
mo original. En el capitulo 4 se presentaron los resultados que se obtuvieron
al aplicar los algoritmos a tres ejemplos tomados de la literatura, asi como
el analisis del desempeno de los mismos para compararlos. Los algoritmos
se programaron en Matlab y el cédigo se puede encontrar en los apéndices
de esta tesis. En general, el desempeno del algoritmo del método de PCCA
fue mejor que el del método de PCC porque alcanzé el punto éptimo en un
nimero menor de iteraciones en dos de los tres ejemplos, en uno de ellos el
nimero de iteraciones fue el mismo en ambos algoritmos, pero se debe des-
tacar que estas iteraciones presentaron valores mas cercanos al 6ptimo y a la
frontera de la regién factible en el algoritmo del método de PCCA que en el
de PCC. Ademas, se observé que el PCCA alcanzé el 6ptimo a través de una
sucesién de puntos en su mayoria factibles, tal y como lo reporté Breto en
[1], mientras que el algoritmo del método de PCC utiliza mayormente puntos
no factibles. La programacién del algoritmo de PCCA y su aplicacion nos
permitio observar la importancia de los valores iniciales de los parametros
que permiten el aceleramiento del PCC original, por lo que en el andlisis del
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desempeno se hizo una reflexion al respecto.

A pesar de que se logré valorar el desempeno de los algoritmos presenta-
dos en la tesis satisfactoriamente, quedaron puntos por tratar. Por ejemplo,
el disenio de una interfaz que permita el ingreso de las funciones pertinentes,
los parametros iniciales y la salida de los resultados. Otro punto es la determi-
nacion en cada problema de valores iniciales 6ptimos que propicien un buen
desempeno computacional del algoritmo, evitando asi parametros obsoletos
para ciertos problemas. Ademads, como las funciones auxiliares pueden afec-
tar el desempeno de los algoritmos, éstas podrian programarse por separado
para un mayor control de las mismas. Por tltimo, seria recomendable anali-
zar los tiempos de computo del algoritmo para detectar pasos que pudieran
entorpecer algin proceso.



Apéndice A

Programa en MatLab del
método de PCC

A continuacion se presenta el script desarrollado en MatLab del algoritmo
del método de PCC.

format long
clear
c=[1,.5];

TO=[0,1];

AT=[at(T0(1));at(T0(2))];
z0=linprog(zeros(length(AT),1),-AT,-[bt (TO(1));bt(T0(2))]1)
f=[0;0;-11;

alpha=c*z0;

beta=.5;

T=[0,1;1,1];

r=1;

t01=.0000001;

gt=0(x) (@(t)x*[t~0,t"1]’-tan(t));
disp(’Aqui comienza el algoritmo del MPCC’)
long=1;

while(r<1000)
T
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for i=1:length(T)+1
if (i==1)
B(i)=alpha;
else
B(1)=-bt(T(i-1));
aux=at (T(i-1));
end

for j=1:length(c)+1
if (i==1)
if (j==length(c)+1)
A(i,j)=norm(c);
else
A(i,j)=c(j);
end
else
if (j==length(c)+1)
A(i,j)=norm(aux);
else
A(i,j)=-aux(j);
end
end
end
end

[x,fval,exitflag]=1linprog(f,A,B’);
% Notese que x es un vector columna

if (exitflag™=1)
disp(’El problema no tiene solucion mediante este
Xr
break

end

ro=x(length(x));

if (ro>tol)

algoritmo.’)
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for i=1:length(x)
if (i"=length(x))
xr(i)=x(i,:);
end
end

Xr

ron(r)=ro;

taux=fminbnd(gt(xr), 0, 1);

%Tomar en cuenta que O y 1 son los extremos del intervalo T
sr=g(xr,taux) ;

if (sr>=0)

r=r+1;

alpha=c*xr’;

else

tr=taux;

T1=T;
T1(length(T1)+1,:)=[tr,r];

%AqulA calcularemos Sr y despul(©s T_{r+1}

n=1;

while(n<=length(T1))
if (at(T1(n))*xr’-norm(at(T1(n)))*ron(T1(n,2))>bt(T1(n))
&&% ro<=betaxron(T1(n,2)))

Ti(n,:)=[];
else

n=n+1;
end

end
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T=T1;

clearvars T1;

r=r+1;

end

else
disp(’La solucion aproximada del problema de PLSI es:’)
Xr
break

end

end



Apéndice B

Programa en MatLab del
método de PCCA

Aqui se presenta el script desarrollado en MatLab del algoritmo del méto-
do de PCCA.

format long

clear all

c=[1,.5];

TO=[0;1];

AT=[at (T0(1));at(T0(2))];
z0=1inprog(zeros (length (AT),1),-AT,-[bt(TO(1));bt(T0(2))1)
£=[0;0;-1];

beta=c*z0;
to0l1=.0000001;

h=.00001;
zeta=1;
gamma=.5;

xi=.5;
omega=.0001;
T=[0,1,0;1,1,0];

r=1;
alpha=-Inf;
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tao=beta-h;
t=0;

gt=0(x) (e(y)x*x[1,y]’-tan(y));

t1=T(1):10°(-5) :T(2);
disp(’Aqui comienza el algoritmo del MPCC Acelerado’)

long=1;
while(r<10°3)
T
tao
%Aqui se define A y B
for i=1:length(T)+1
if (i==1)
B(i)=tao;
else
B(1)=-bt(T(i-1));
aux=at (T(i-1));
end

for j=1:length(c)+1
if (i==1)
if (j==length(c)+1)
A(i,j)=norm(c);
else
A(i,j)=c(j);
end
else
if (j==length(c)+1)
A(i,j)=norm(aux);
else
AL, j)=-aux(j);
end
end
end
end
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%Aqui se intenta resolver Qr
[x,fval,exitflag]=1inprog(f,A,B’);

if (exitflag™=1)

t=0;
alpha=tao;
T(:,3)=0;

if (beta-alpha<=tol)
disp(’I esta entre alpha y beta’)
alpha

beta
break
else
tao=(alpha+beta)/2;
end

else’, (exitflag==1)

%sDefinir xr y rho
ro=x(length(x));

for i=1:length(x)
if (i"=length(x))
xr(i)=x(i,:);
end
end
Xr

ron(r)=ro;

taux=fminbnd(gt(xr), 0, 1);
%Tomar en cuenta que O y 1 son los extremos del intervalo T

sr=g(xr,taux)

hAqui ya se tiene el valor de sr
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if (sr>=0)
beta=c*xr’;
r=r+1;
t=0;
T(:,3)=0;

if (alpha==-Inf)
tao=beta-h;
else
if (beta-alpha<=tol)
disp(’I esta entre alpha y beta’)
alpha

beta

break
else
tao=(alphatbeta)/2;
end
end
else %(sr<0)

%Encontrar yr

k=1;

while(g(xr,t1(k))>-omega && g(xr,tl(k))>omega*sr)
yr=t1(k);

k=k+1;

end

%yr encontrado

T1=T;
Ti(length(T1)+1,:)=[yr,r,0];

if (t==0)
if (alpha==-Inf)
tao=tao-zeta;
else
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tao=alpha+xi*(tao-alpha) ;

end

taol=tao;

t=1;

%Paso 3

n=1;

while(n<=length(T1))
if(at(T1(n))*xr’-norm(at(T1(n)))*ron(T1(n,2))>bt(T1(n))
&& ro<=gamma*ron(T1(n,2)) && T1(n,3)7=1)

Ti(n,:)=[];
else

n=n+1;
end

end
T=T1;
clearvars T1;
r=r+1;
%termina el Paso 3
else
if (t==1)
tao=taol;
t=0;
T=T1;
T(length(T1),3)=1;
clearvars T1;
r=r+1;
end
end

end
end

end
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