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Resumen

En esta tesis se realiza el andlisis de Dirac y Faddeev-Jackiw para teorfas de gravedad en (3+1)
y (2 4+ 1) dimensiones, ilustrando una interesante y detallada descripciéon de sus propiedades y
simetrias relevantes, como son, la estructura completa de las restricciones, los paréntesis de Dirac
y de Faddeev-Jackiw, las transformaciones de norma con sus generadores, y los grados de libertad
fisicos. Este trabajo lo hemos dividido en tres partes.

En la primera parte de este trabajo, se realiza el andlisis Hamiltoniano para gravedad en
(24 1) dimensiones con constante cosmoldgica en el contexto del formalismo de primer orden, la
cual depende de una triada y de una conexién evaluada en algtin grupo local G que contenga un
invariante de volumen e/¥ totalmente antisimétrico. Mediante el formalismo de Dirac, derivamos
la estructura correcta de las restricciones. Mostramos que el dlgebra de restricciones forma un
algebra de Poincaré, y demostramos que para tener un algebra cerrada y consistente, el grupo
interno debe ser SO(2,1). Adicionalmente, con la clasificacién de las restricciones en primera y
segunda clase, derivamos las correctas transformaciones de norma y construimos los paréntesis
de Dirac de la teoria.

En la segunda parte, se desarrolla el analisis simpléctico de Faddeev-Jackiw a la versién més
simple de gravedad masiva en tres dimensiones llamada “gravedad topolégicamente masiva”.
Con el propésito de obtener una clara descripcién sobre la estructura simpléctica y la simetria
de norma de ésta teorfa, estudiamos en detalle las propiedades de la correspondiente matriz
simpléctica y de sus cero modos. Nuestros resultados muestran que el método de Faddeev-Jackiw
es mas econdmico algebraicamente hablando, cuando la teoria bajo estudio contiene restricciones
primarias, secundarias y de orden superior, tal como ocurren en teorfas de gravedad masiva.

En la tercera parte, se derivan los paréntesis de Dirac y de Faddeev-Jackiw para teoria de
Einstein en (3 + 1) dimensiones en el limite G — 0, en el marco teérico del método de Dirac y del
formalismo simpléctico de Faddeev-Jackiw respectivamente. Primero construimos los paréntesis
de Dirac usando tdnicamente las restricciones de segunda clase y dejando intactas las de primera
clase. Posteriormente fijando la libertad de norma de la teoria, transformamos las restricciones de
primera clase en segunda clase, y construimos los correspondientes nuevos paréntesis de Dirac.
Finalmente, reproducimos los resulatdos obtenidos por medio del método de Dirac via el forma-
lismo simpléctico, y demostramos que los paréntesis de Dirac y Faddeev-Jackiw son iguales.






Introduccion

Durante un siglo se ha sabido que la teoria General de la Relatividad de Einstein describe
la fuerza gravitacional con un acuerdo impecable con las observaciones [1]. A pesar de todos
los éxitos de Relatividad General (RG), la bisqueda de alternativas a ésta teoria ha sido un reto
inminente desde su formulacién. Lejos de ser un ejercicio puramente académico, la existencia de
alternativas consistentes para describir la teoria de la gravitacion es realmente esencial para probar
la teoria de RG. Ademads, lo misterios que permanecen detrds de los rompecabezas en la interfase
entre gravedad /cosmologia tales como inflacién, energfa y materia oscura [2, 3], las cuales intentan
explicar el origen y la aceleracion en la expansién de nuestro universo, han anticipado la existencia
de nueva fisica gravitacional mds alld de la teorfa de RG, tanto en el régimen ultravioleta (UV)
como en el infrarrojo (IR). En el UV, es decir, a pequetias distancias y altas energias, se sabe que RG
no es renormalizable, y por tanto, no puede ser extendida a una teoria cuantica de la gravedad.
Consecuentemente, RG debe ser modificada, de tal manera que a esta escala de energia la teoria
pueda decir algo sobre el universo ultra temprano [4]. En este sentido, una forma de modificar RG
es anadir algunos términos topolégicos a la Lagrangiana de Einstein-Hilbert (E-H) [5, 6, 7, 8, 9].
Por otra parte, en el IR, i.e., grandes distancias y bajas energfas, RG es teéricamente consistente,
sin embargo el descubrimiento en 1998 de la expansién acelerada del universo, representa un
problema para RG a distancias cosmolégicas [10, 11]. La explicacion matematica més sencilla para
esta aceleracién es también la modificacién més simple de RG, ésta es, la existencia de una de
constante cosmolégica en la accién de E-H [12], la cual puede ser incorporada sin destruir las
simetrias clasicas fundamentales de RG. Por lo tanto, es natural considerar la posibilidad que RG
no sea la teoria final que describa completamente a gravedad, y por tanto, pensar en extensiones
o modificaciones a ésta.

Debido a los teoremas de Lovelock [13, 14], cualquier modificacién o extensién de RG debe
incluir al menos uno de los siguientes ingredientes: (i) grados de libertad fisicos adicionales,
(ii) dimensiones adicionales, (iii) términos con derivadas de orden superior, (iv) extensiones de
geometria (pseudo-) Riemanniana, (v) no-localidad. Teorfas de gravedad masiva [15, 16,17, 18, 19,
20, 21, 22] son ejemplos del tipo (iii) (a pesar que éstas contengan grados de libertad adicionales)
en la modificacion infrarroja de gravedad, donde el graviton sin masa de RG es dotado de una
masa distinta de cero. Lamentablemente, este tipo de teorias introducen un grado de libertad no
fisico, comtinmente denominado como el fantasma Boulware-Deser [23, 24], el cual hace que éste
tipo de teorias sean inestables. Sin embargo, son renormalizables, lo cual es un paso crucial hacia
la cuantizacién e implica super renormalizacién en tres dimensiones [25, 26, 27]. RG vista desde
la perspectiva canénica es una teoria gobernada por restricciones, por esta razon, estrictamente
hablando, las teorias de gravedad masiva libres de fantasmas, deben poseer las restricciones fisicas
necesarias para remover esta inconsistencia. Por tanto, serfa interesante si de forma sistematica
se pueda llegar a obtener las restricciones que eliminen tanto al campo fantasma como a su
momento canénicamente conjugado. Adicionalmente, este método deberia ser de gran ayuda
para comprender el contenido fisico y la estructura de norma en este tipo de modelos.

El procedimiento estdndar para determinar estas restricciones es aplicar directamente el mé-
todo de Dirac para sistemas Hamiltonianos con restricciones [28, 29]. En este formalismo, dado
el conjunto completo de restricciones; éstas deben ser clasificadas en primera y segunda clase
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[30, 31], y entonces, un generador de la simetria de norma puede ser construido como una sutil
combinacién lineal de restricciones de primera clase [32]. El niimero de grados de libertad fisicos
pueden ser explicitamente obtenidos, y un tipo de paréntesis (paréntesis de Dirac) es derivado para
cudntizar sistemas con simetria de norma. Sin embargo, el anélisis de Dirac para el caso de teorias
de gravedad masiva, puede resultar técnicamente intrincado y obscuro [33, 34, 35, 36, 37, 38].
Particularmente, puede ser dificil identificar el conjunto completo de restricciones fisicas, lo que
significa que la clasificacién y separacién de todas las restricciones en primera y segunda clase
puede resultar altamente no trivial, lo cual puede ocultar la estructura dindmica de estas teorias.
Como una alternativa al formalismo de Dirac, L. D. Faddeev y R. Jackiw [39] han introducido un
interesante método, el cual es geométricamente motivado y basado en la estructura simpléctica
para la cuantizacién de sistemas degenerados (con restricciones). Este método tiene la caracteris-
tica principal de evitar la necesidad de clasificar las restricciones en primera y segunda clase, por
tanto la ambigiiedad mencionada anteriormente puede ser obviada. El formalismo es simple y no
depende de una hipétesis tal como la conjetura de Dirac. Desde esta perpectiva, la naturaleza de las
restricciones, la simetria de norma (y su correspondiente generador) y la estructura geométrica de
espacio fase, dada por los paréntesis de Dirac/Poisson para el caso de teorias con/sin restricciones
pueden ser sistematicamente determinados, investigando las propiedades de la matriz 2-forma
simpléctica y sus correspondientes cero modos [40, 41, 42, 43, 44, 45, 46]

Por otra parte, con el propésito de estudiar algunas caracteristicas y propiedades relevantes en
teorias de gravedad en 4 dimensiones, es usual considerar modelos de juguete que en principio
estan libres de muchas dificultades técnicas que pudiera tener la teoria completa. En particular,
gravedad en tres dimensiones ha recibido mucha atencién como una herramienta teérica que
destaca los aspectos topolégicos de gravedad [47, 48, 49, 50, 51, 52, 53, 54]. Es bien sabido que
la accién de E-H para gravedad en tres dimensiones es completamente topolégica, es decir, que
carece de grados de libertad fisicos inherentes a la teoria. Sin embargo, podemos introducir
grados de libertad gravitacionales elevando el orden en las ecuaciones de movimiento del campo
gravitacional a tercer orden incluyendo en la accién de E-H un término de Chern-Simons lo
cual nos conduce a la teoria mas simple de gravedad masiva en tres dimensiones conocida en la
literatura como gravedad topolégicamente masiva [55, 56, 57, 58, 59, 60, 61, 62, 63], 6 TMG por
sus siglas en inglés, la cual tiene un grado de libertad de propagacién masivo, i.e., un graviton
tridimensional masivo. En nuestro caso estamos interesados en presentar un estudio detallado
sobre la estructura simpléctica y la simetria de norma de gravedad tridimensional con constante
cosmoldgica y TMG en la formulacion de primer orden. En primer lugar, estudiamos la estructura
y dindmica de las restricciones de gravedad en (2+1) dimensiones con constante cosmoldgica,
usando el método de Dirac. Posteriormente, nos enfocaremos en el anélisis de TMG, en el contexto
de formalismo simpléctico de Faddeev-Jackiw (F-]). Esta tesis estd dividida en cinco capitulos
dedicados a presentar los aspectos mas relevantes de la estructura simpléctica y la simetria de
norma de gravedad en tres dimensiones. Como parte de este trabajo se logré la publicacién de
cuatro articulos de investigacién [64, 65, 66, 67].

La estructura de la tesis es la siguiente:

= En el capitulo 1, hacemos una revisién detallada de la formulacién canénica Hamiltoniana
de Dirac para sistemas singulares y el tratamiento de las restricciones.

= En el capitulo 2, presentamos el andlisis de Dirac para gravedad en tres dimensiones en el
formalismo de primer orden, también conocido como la formulacién de Palatini. Conside-
rando el espacio fase completo, identificamos la estructura completa de las restricciones y
su correspondiente dlgebra. Hemos encontrado que con el fin de obtener un algebra bien
definida entre las restricciones, el grupo interno corresponde a SO(2,1). Adicionalmente,
hemos obtenido la accién extendida, la Hamiltoniana extendida, la simetria de norma, y la
estructura de los paréntesis de Dirac de la teoria.
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» En el capitulo 3, presentamos brevemente el marco teérico del formalismo simpléctico de
Faddeev-Jackiw para sistemas degenerados y el andlisis de las restricciones. El método de
F-J esta basado en Lagrangianas de primer orden. Esta no es una restriccién seria debido a
que cualquier sistema puede ser escrito en un formalismo de primer orden extendiendo el
espacio de configuraciones e introduciendo apropiados campos auxiliares. Como veremos,
los paréntesis generalizados (paréntesis de F-J) obtenidos de las ecuaciones de movimiento
son iguales a los obtenidos por medio del formalismo de Dirac. La clasificacién de las
restricciones en primera y segunda clase no es necesaria. Para teorias de norma, una vez
que el algoritmo simpléctico a finalizado, es decir, una vez que hemos identificado todas las
restricciones, los cero modos remanentes son identificados con los generadores de la simetria
de norma.

= En el capitulo 4, presentamos un estudio sobre la simetrfa de norma y la estructura de
las restricciones fisicas en gravedad topolégicamente masiva empleando el formalismo de
Faddeev-Jackiw. En concreto, estudiamos la naturaleza de las restricciones fisicas y obte-
nemos la simetria de norma (asi como sus generadores), bajo la cual todas las cantidades
fisicas deben ser invariantes. Subsecuentemente, obtenemos los paréntesis de cuantizacién
y el niimero de grados de libertad introduciendo un apropiado procedimiento de fijacién de
norma.

» Finalizamos este trabajo con el capitulo 5. Estudiamos la teoria de Einstein 4D en el limite
G — 0. La teoria de Einstein en el limite G — 0 es una teoria interesante; ésta tiene como
escenario al espacio-tiempo de Minkowski, carece de grados de libertad fisicos y cuenta
con restricciones irreducibles; en cierto sentido, es una copia de una teoria BF en cuatro
dimensiones. Realizando el andlisis de Dirac y de Faddeev-Jackiw a la teoria de Einstein
4D en el limite G — 0; obtenemos los paréntesis de Dirac y de Faddeev-Jackiw para la
teoria. Primero, derivamos los paréntesis de Dirac usando las restricciones de segunda clase.
posteriormente introducimos condiciones de norma de tal manera que la teorfa sélo contenga
restricciones de segunda clase, y construimos con éste nuevo conjunto de restricciones los
nuevos paréntesis de Dirac. De manera alternativa, reproducimos todos los resultados del
método de Dirac empleando el formalismo simpléctico de F-J. Finalmente, demostramos que
los paréntesis de Dirac y Faddeev-Jackiw para la teoria coinciden uno a uno.






Capitulo 1

Formalismo Hamiltoniano de Dirac
para sistemas con restricciones

En fisica relativista se trabaja a menudo con sistemas descritos por un ntimero de variables que
excede el niimero de grados de libertad fisicos del sistema. Por ejemplo, la particula relativista
(tres grados de libertad), descritas por cuatro coordenadas x", y el campo electromagnético (dos
grados de libertad en cada punto del espacio), descrito por un campo cuadrivectorial A*(x). De
esta manera es posible mantener explicita la covariancia de la teorfa. La presencia de variables
espurias, que no corresponden a grados de libertad fisicos, implica que un mismo estado fisico
puede ser descrito por distintos conjuntos de variables, lo cual se refleja en la invarianza de la
funcional accién ante un grupo de transformaciones cominmente llamadas “de norma”. Debido
al exceso de variables, las relaciones p = p(q, q) no pueden ser todas invertidas para expresar
las velocidades en funcién de las coordenadas y los momentos, dando lugar a restricciones entre
las variables canénicas. Algunas de estas restricciones son precisamente los generadores de las
transformaciones de simetrias locales ante las cuales es invariante la accién (invarianza de norma).
El propésito de este capitulo es introducir el tratamiento cldsico de sistemas con restricciones,
mediante el método de Dirac [28, 29, 30, 31]. Este método de Dirac es un formalismo elegante y
sofisticado con el cual podemos identificar a nivel cldsico y de manera general todas las simetrias
relevantes que presenta cada teorfa bajo estudio, siendo este el punto de partida para poder
formular la dindmica Hamiltoniana y la correspodiente descripcién cuantica de algtin sistema
fisico.

1.1. Sistemas con restricciones

Las teorias de las interacciones fisicas fundamentales, tales como QCD y QED, o la RG, son
teorfas con simetria de norma. Una caracteristica comudn de las teorfas de norma es la presencia
de grados de libertad no fisicos en la Lagrangiana, en otras palabras, que el ntimero de variables
dindmicas en la accién es mayor que el niimero de variables requerido para describir la dindmica
de la teorfa. Los sistemas dindmicos con esta caracteristica son sistemas singulares y su analisis
requiere una generalizacién de los métodos usuales. En el formalismo Hamiltoniano, estos sistemas
estan caracterizados por la presencia de restricciones. La investigacion sistemaética de las teorias
con restricciones se inici6 en la década de 1950, principalmente con el trabajo de Dirac [28, 29].
La formulacién Hamiltoniana resulta en un contexto claro de los grados de libertad fisicos y
de las simetrias de norma, y hace posible una comprensién mas profunda de las teorias con
restricciones. La estructura cldsica resultante es importante para las bases de los métodos canénicos
de cuantizacién. Los principios variacionales juegan un papel importante en casi todas las areas



CAPITULO 1. FORMALISMO HAMILTONIANO DE DIRAC PARA SISTEMAS CON
RESTRICCIONES
1.2. FORMALISMO HAMILTONIANO DE DIRAC

de la fisica y la RG no es la excepcién. Por tanto, iniciemos diciendo que; la dindmica de un sistema
clasico de N grados de libertad entre dos configuraciones, es aquella que hace que la accién

sla'(0)] = [ £lat, 4, (1.1)
sea estacionaria. La solucién que hace a esta accién estacionaria satisface las ecuaciones de La-
grange

d /oL oL
— - | —— = 1.2
dt (aq’~> oqi (2
que explicitamente toman la forma
; 0L . 0°L

PHy = —— + ¢~ 1.

T =545 T 9 34709 (1.3)
con 5

0°L
1 = T i~ - 14
’ T 0gidgt 14

Luego puede verse de esta tltima ecuacién que las aceleraciones a un tiempo dado estan deter-
minadas por las posiciones y velocidades a ese tiempo, si y sélo si la matriz H;; (matriz Hessiana)
es invertible, es decir, si el determinante no se anula lo cual corresponderia al caso usual de la
mecénica clasica.

Los sistemas o Lagrangianos singulares aparecen cuando ocurre que el determinante de la
matriz Hessiana es cero, es decir, no es posible despejar a partir de las ecuaciones de Lagrange
todas las aceleraciones en términos de las coordenadas y de las velocidades y por lo tanto no es
posible integrar estas ecuaciones.

1.2. Formalismo Hamiltoniano de Dirac

El punto de partida para el formalismo Hamiltoniano de Dirac es definir, como es usual, los
momentos candénicos

oL
Pi = aTqi’ (1.5)
con esta definicién el determinante de la matriz Hessiana toma la siguiente forma:
op:
det (a;’;) , (1.6)

lo cual nos dice que en el caso cuando se anule, las velocidades no pueden obtenerse de forma
Unica a partir de las coordenadas y momentos [30], es decir, la anulacién del determinante refleja la
existencia de restricciones entre los momentos y las velocidades. Si el niimero de grados de libertad
del sistema es N y el rango de la matriz es R, de tal manera que; R < N, entonces existe un menor
principal de orden R. Suponiendo que el menor existe, podemos reetiquetar apropiadamente las
coordenadas, teniendo que
(sge)
9g7g°

parat,s = 1,..., R. Esto significa que las velocidades " pueden ser despejadas en funcién de las
q5pPsy g™ (m'=R+1,...,N).

’

4" =4q"(a"ps, 4™ )- (18)
Si reemplazamos las 4" en la definicién para los restantes momentos p,+ tenemos
oL ~ i T i .My sT i 2141 s
Pm/:W:Pm/(q»q (@5ps,9"),4") =pm- (g 4" (q% ps, ™). (1.9)
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Ahora vemos que pm - no puede depender de las velocidades q", pues si asi fuera se podria despejar
al menos una ¢" en funcién de las restantes, pero esto no puede ser, puesto que el rango de la
matriz sea R implica que no pueden ser despejadas mas velocidades, entonces pm/ = pm’(q', ps)
o de manera equivalente existen funciones ¢, llamadas restricciones, tales que

dm (g, pi) =0. (1.10)

Notemos que estas restricciones vienen directamente de la definicién de momento, es decir, para
obtenerlas no se hizo uso de las ecuaciones de movimiento, por lo tanto, se les llamar4 restricciones
primarias.

Fijémonos ahora en el rango de la matriz Hessiana

%L
rango () =N-—-M, (1.11)
997g*
donde M es la nulidad de la matriz Hessiana N x N. También M se puede considerar como el
numero correcto de restricciones primarias independientes de las M’ restricciones en (1.10), con
lo cual M’ > M. Entonces el numero de restricciones primarias independientes se puede obtener
encontrando los vectores nulos de la matriz Hessiana, los cuales forman una base para la nulidad
de esta matriz. Por lo tanto, si V|, son los vectores nulos y ¢ las restricciones ya encontradas. Las
restricciones que se esperan e independientes entre si, se pueden obtener mediante la contraccién,
®, = Vb« En lo consiguiente se supondrd que el rango de la matriz Hessiana es constante
y que las restricciones primarias definen una subvariedad embedida en el espacio fase I'. Esta
subvariedad también se conoce como la hipersuperficie de restricciones primarias . Al tener un
espacio fase de dimensién 2N y M restricciones independientes que relacionan a las coordenadas
del espacio fase entre si, la dimensién de la hipersuperficie de restricciones primarias es de
dimension 2N — M si M # 0.
Sean las restricciones independientes

d)m(qi»pi) =0, m=1,..,M. (1.12)

Estas restricciones ademads de definir una subvariedad, también restringen la dindmica del sistema
a esta misma subvariedad I'p de dimensién (2N — M) = N — R, en el espacio fase que podemos
describir con las N coordenadas q' y los R momentos p,. Dado un punto sobre esta hipersuperficie
de restricciones, podemos ver que el punto correspondiente en el espacio de velocidades no
estd completamente determinado, en las R ecuaciones las g™ no estdn determinadas porque,
para valores dados de q' y p, no queda definido un punto (q', ¢'), sino una subvariedad en la
cual las M variables arbitrarias g™ juegan el papel de pardmetros, implicando que para que la
transformacién entre coordenadas y velocidades, y coordenadas y momentos sea biunivoca, es
necesario introducir al menos M paradmetros para poder asi, en principio precisar la localizacién de
d en la subvariedad, estos parametros apareceran comos los multiplicadores de Lagrange cuando
definamos el Hamiltoniano y estudiemos sus propiedades.

Para pasar al formalismo Hamiltoniano imponemos algunas condiciones de regularidad sobre
las restricciones primarias, esto para librarnos de ambigiiedades, ya que se puede escoger una
potencia de estas funciones u otras funciones de las restricciones que conserve la igualdad a cero
en la superficie de restricciones primarias. Las condiciones de regularidad son enunciadas de la
siguiente manera:

1. Las funciones independientes ¢, m = 1,..., M pueden ser localmente tomadas como las
M primeras coordenadas de un nuevo sistema regular de coordenadas en la vecindad de la
hipersuperficie de restricciones I'p.

2. Los gradientes d, ...., dpn son, localmente linealmente independientes sobre I'p, es decir,
ddi/, ..., Addpm # 0 sobre I'p ( donde A denota el producto wedge definido en la superficie
de restricciones).
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Lo anterior es equivalente a decir que para que éstas restricciones sean independientes y definan

ad)ﬂl
a(qiwpi)

una subvariedad, es necesario que el rango de la matriz Jacobiana, ( ), sea constante e

igual a M.

1.3. Igualdades fuertes y débiles

Las ecuaciones de Hamilton podridn en principio depender de las derivadas de las restriccio-
nes, por lo tanto, a pesar de que la dindmica tiene lugar sobre la superficie I'> definida por las
restricciones, ésta dinamica recibirfa en principio contribuciones de la vecindad de I'>. Por lo tanto,
seria incorrecto colocar a las restricciones iguales a cero desde un principio dado que se perderia
esta informacion. Para tratar con esta situacion es 1til introducir las nociones de igualdades fuertes
y débiles. Las restricciones se anulan sobre I'> pero no en su vecindad. Este hecho se expresa en lo
siguiente:

Teorema 1. Si una funcién suave F(q,p) se anula sobre I'p, entonces F = f™ ¢, para algunas
funciones f™.

Teorema 2. Si A;8q* + u'dp; = 0 para variaciones arbitrarias 5q°, 5p; tangentes a la superficie
de restricciones, entonces

m 9bm ut = umaa(’ﬁ sobre I'p, (1.13)

ogt Y Pi

para algunas u™.
Definicién. Una funcién F(q,p) definida en la vecindad de ' es llamada débilmente cero si

Flr,=0&=F=0, (1.14)
y fuertemente cero si
oF oF
Flr,=0 y (aql’am> Ir,=0&= F=0. (1.15)

“"__rr

Donde “~” es el simbolo de igualdad débil, el cual es diferente del simbolo de igualdad fuerte,
valido sélo sobre I'p. De esta manera, podria ocurrir que las restricciones puedan tener paréntesis
de Poisson no nulos con las variables canénicas (dado que estos involucran derivadas). Ahora, por
lo tanto, todas las cantidades dindmicas se deben definir en la vecindad de T'p, es decir, en forma
débil, teniendo entonces que

m~0 pero ¢ #0, (1.16)

debido a nuestras condiciones de regularidad sobre las restricciones.

Puesto que V«(f™dm) = f™Vxbm, donde x = (q,p) denota coordenadas del espacio fase, el
primer teorema implica.

Lema. F ~ 0 = F — f™¢,, = 0 para algunas funciones f™.

1.4. Transformacion de Legendre

La Hamiltoniana canénica es definida como es usual

He = q'pi — £, (1.17)

y tiene la remarcable propiedad de que i entra en Hc sélo por la combinacién p(q, ¢). Esto viene
de
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: . oL LoL
H — -1 i -1 P — -1 _ 1 g
dHc q'opi +0q"pi — 8¢ gt 29 3
: 0L
= .16 i_5 t Ty 11
q opi —0q aq (1.18)

lo cual demuestra que H¢ es una funcién solamente de p y q, las cuales no son independientes
entre si debido a las restricciones primarias. Implicando que H¢ esta definida sélo sobre I'p. Sin
embargo nos gustaria extender el formalismo a todo el espacio fase I'.

Las ecuaciones (1.18) se pueden reescribir de la siguiente manera:

OHc oL . OHc i
: ) 54t ) 5p; =0, 1.1
(aql+aql> ‘”(api*q) pi=0 (1.19)

con variaciones tangentes a 'p de 8q' y &p;. Por otra parte, Hc podria ser restringida a la subva-
riedad I'p de una funcion Hc definida sobre todo el espacio fase. Entonces de la ecuacion (1.19)
junto con H¢ remplazada por H¢ y aplicando el teorema 2 tenemos

oL dHc }\mad)m

dqt ~ oqt oqt’
. i aHC a‘bm
Vo AT . 1.2
a opi - opi (1.20)

El segundo conjunto de ecuaciones nos permite recuperar las velocidades de (q,p)el» y los
pardmetros A™. Debido a las condiciones de regularidad sobre las restricciones, dos diferentes A’s
nos dan diferentes ¢ y la segunda relacién nos permite expresar los A’s como funciones de q y ¢. De
esta manera uno puede obtener una transformacién de Legendre del espacio de configuraciones
de dimensién 2N al espacio de dimensién también 2N, I'p x {A™}:

piza—m(q,q) y A" =A"(q,q), (1.21)
con transformacioén inversa
.1 aHC a‘bm
i_ A™ m(g,p) =0. 1.22
o= NG Y om(ap)=0 (1.22)

aqui se ha extendido el Hamiltoniano a una vecindad de I'p, dado que originalmente estaba
definido s6lo sobre I'p. De acuerdo con el Teorema 1, dos posibles extensiones difieren por un
término A™ ¢ . De esta manera el formalismo deberia ser invariante bajo el reemplazo

He — He + AT (g, P)Pm. (1.23)

Finalmente, atin cuando el determinante de la matriz Hessiana es cero, se pueden escribir las
ecuaciones de Lagrange en la equivalente forma Hamiltoniana de la siguiente manera:

AT — Y — ™

0pi * opi Jop oq* oqt’
donde hemos quitado la tilde a H¢, dado que estas ecuaciones ya contiene toda la informacién
acerca del sistema y estan bien definidas en toda la variedad I'. A una Hamiltoniana de la forma

(1.23), por definicién se le llamard Hamiltoniana Primaria,

i a}—lC

q' =~ +A

(1.24)

Hp :=He +A™ (4, p)dprm. (1.25)
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1.5. Paréntesis de Poisson

Las ecuaciones de movimiento pueden ser expresadas en términos del formalismo de parén-
tesis de Poisson. Por ejemplo, para una magnitud fisica F definida en el espacio fase, podemos
escribir en general su evolucién temporal de la siguiente manera

. OF , OF
F= aql q =+ aipipu (126)
si F no depende explicitamente del tiempo, uno puede ver que la evolucién temporal de F es
P aF' OHc Am Ohpm oF aH; Lam ach.n
0q* \ Op: 0pi opi \ 0q! 0q*
= {RHc}+A™F dm}. (1.27)

Pero, sobre la superficie de restricciones es vélida la siguiente igualdad

dado que
{F) }\m(bm} = }\m{F) d)m} + {F) }\m}cbma (129)

y &m =~ 0 en la superficie de restricciones. Implicando que podemos escribir las ecuaciones de
movimiento de manera compacta en la forma

F~{FHc+A"bm}:={FHp}. (1.30)

Examinemos ahora, las consecuencias de estas ecuaciones de movimiento. En primer lugar existen
ciertas condiciones de consistencia [30, 31], dado que, la dindmica del sistema debe tener lugar
s6lo sobre la superficie de restricciones. Sin embargo, tal como esta escrita la dindmica en (1.27),
con contribuciones de la vecindad, es posible que el sistema no permanezca en I'» . Esto significa
que el sistema se puede mover fuera de I'> y por lo tanto las restricciones que definen I's pueden
cambiar. Para que esto no ocurra es necesario que las restricciones permanezcan constantes en el
tiempo, es decir, que las funciones ¢, sean siempre nulas. Luego, podemos aplicar la ecuacién
(1.27) a las restricciones, tomando F como una de las funciones ¢, lo cual nos lleva a

d)m ={Pm,Hc} + A {dm, dn} = 0. (1.31)

Obteniendo asi, m ecuaciones de consistencia, una para cada restriccién. Si descartamos la posi-
bilidad de que las ecuaciones de movimiento sean inconsistentes, las m condiciones pueden ser
separadas en 4 casos, que para su andlisis definimos

hm i={dm,Hc} Y Fmn ={bm,dnk (1.32)

Caso I: det(h,,) # 0, det(F,) # 0.
Cuando esto ocurre las ecuaciones (1.31) forman sistemas de ecuaciones inhomogéneas para
las A’s con soluciones

At~ —F !l hy = F™" ey, (1.33)
las A’s son determinadas débilmente, la ecuacién de movimiento para cualquier funcién del
espacio fase A(q,p) es

A = {A,He} = {A, on}F" ™ {dm, He}- (1.34)

Después de especificar los valores iniciales de las coordenadas y momentos sujetos a las restric-
ciones ¢ (q,p) = 0 se pueden resolver estas ecuaciones sin ambigiiedad.
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Caso II: det(hy,) # 0, pero det(Fmn) = 0.
Para que (1.31) tenga solucién debe cumplirse cierta relaciéon entre las componentes de h. Supon-
gamos que el rango de la matriz F es K, como F es una matriz (N — R) x (N — R), esto implica la

existencia de (N—R)—XK vectores nulos linealmente independientes, eg,f'f ) ,talque e&ﬁ‘ ) (4, P)Fmn =0
(x =1,..,N — R —K). Multiplicando (1.31) por estos vectores nulos obtenemos la condicién

elh +AMeWF o~ 0,
—e®h, ~ o (1.35)

Ahora, estas ecuaciones se deben cumplir o definir un niimero L’ de nuevas restricciones
independientes de las primarias ¢, y de ellas mismas llamadas restricciones secundarias, tales
restricciones restringen el movimiento en el espacio fase a una hipersuperficie Iy de dimensién
menor que ['p. También podemos ver que sélo K multiplicadores de Lagrange podran ser deter-
minados, por lo que atin la teorfa presenta funciones arbitrarias, lo cual es de mucho interés en
las teorias de norma.

Caso III: det(hy,) = 0, pero det(Fmn) # 0.

Existe solamente la solucién trivial A, ~ 0, esto es, Hp = H¢. Si h = 0 se origina que Hc =0y
se presenta una dificultad para interpretarlo ya que un Hamiltoniano nulo no permite dinamica.
Para evitar esta situacién debemos imponer como restriccién secundaria a det(Fnrn) ~ 0.

Caso IV: det(hy,) =0, pero det(Fmn) =0.
Este es el caso de un sistema de ecuaciones homogéneo paralas A’s en donde existe solucién no
trivial. Si K es el rango de F, entonces (N — R — K) multiplicadores son determinados débilmente.

A pesar de que el caso donde el Hamiltoniano es idénticamente cero no puede soslayarse, éste
sera dejado fuera de nuestra discusién. Consideremos entonces el Caso II, en el cual aparecen
L’ = N — R — K restricciones secundarias, las cuales ahora definen una hipersuperficie I'y. Las L’
nuevas restricciones son implicaciones directas de la consistencia de las primarias. El ntimero total
de L' restricciones es igual a la nulidad de la matriz formada por los paréntesis de Poisson entre las
restricciones primarias y el rango nos dira cuantos multiplicadores esperamos encontrar. Ahora
con la adicién de estas nuevas restricciones podemos construir un Hamiltoniano secundario el
cual contiene informacién tanto de las restricciones primarias, como de las secundarias, es decir

Hz :=Hc + Aidi. (1.36)

Aqui ¢ son todas las restricciones tanto primarias como secundarias halladas hasta el momen-
to. Las ecuaciones (1.31) después de ser evaluadas en I'> por consistencia tienen que ser revisadas
en I17. Por lo tanto, el rango de F puede disminuir o quedarse igual y el nimero de relaciones
(1.35) puede permanecer igual o incrementar. Por lo tanto, podemos obtener mas restricciones
llamadas terciarias independientes de las primarias y de las secundarias y de ellas mismas. Impli-
cando que todas las restricciones definen una hipersuperficie con dimensién menor que I'r. Este
proceso continiia hasta que la siguiente situacién sea obtenida. A todo el conjunto de restricciones
secundarias, terciarias, etc. se les llamard por simplicidad secundarias.

1.6. Reductibilidad

En el caso donde las restricciones ¢; no sean todas independientes entre si, es decir, que unas
se pueden obtener mediante una transformacién lineal a partir de las otras, se dice que la teoria
presenta reductibilidad, de otro modo, se dice que se tiene el caso irreducible. Cabe hacer notar
que la identificacién de las restricciones independientes no es siempre una tarea facil.
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1.7. Condiciones sobre los multiplicadores y Hamiltoniana total

Con el conjunto completo de restricciones se procede a analizar las condiciones sobre los
multiplicadores de Lagrange. Partiendo de las condiciones de consistencia tenemos

d)m :{d)m)HT} = {¢m>HC}+}\n{¢m)¢n} ~ O» (1-37)

conm,n = 1,...,], donde | es el ntimero total de restricciones y se define el Hamiltoniano total
Hy por la ecuacién dada anteriormente.
Las relaciones de consistencia pueden ser vistas como un sistema de ecuaciones lineales para
los multiplicadores A’s, y de élgebra lineal elemental sabemos que la solucién general se puede
expresar de la siguiente forma

AT = UM VT, (1.38)

Identificando a U™ como la solucién particular a las ecuaciones inhomogéneas y V™ la solucién
mas general del sistema homogéneo, es decir

VH{dm, dn} =0, (1.39)

ademads V™ puede ser escrita como una combinacién lineal de soluciones independientes al sistema
homogéneo, es decir, V* = v'V*; i = 1,...,], con I el nimero de soluciones independientes del
sistema homogéneo, con lo cual podemos reescribir (1.38) en la siguiente forma:

At = U™ VvV (1.40)

Teniendo en cuenta que las v' son totalmente arbitrarias, entonces las A™ pueden separarse en
una parte que se fija via las condiciones de consistencia y otra que permanece indeterminada, lo
cual debe verse reflejado en el Hamiltoniano total y por supuesto en las ecuaciones de movimiento.
Con lo anterior tenemos que

Hr: = Hc+A"¢n
= Hc+ (UM +VVE) dn
= Hce+U"d, +viVid,
He 4+ UMby + vids,

con v"“Vin & = vidy, al introducir en las ecuaciones de movimiento tenemos que para cualquier
funcién del espacio fase, su evolucién temporal queda determinada por

F = {F) HT} :{F>HC +un‘bn +Viq)i}
= {F) H' + Vid)i}
{F) H/} + {F) Vi(bi}
~ {F) H,} + Vi{F) d)i}) (141)

conH’ :=Hc + U y i = 0.

Estas ecuaciones contienen I funciones arbitrarias y por construccién son equivalentes a las
ecuaciones de Lagrange. El hecho de que aparezcan funciones arbitrarias marca una diferencia
esencial, porque dadas las condiciones iniciales ya no tienen una evolucién tinica, sino que estan
indeterminadas hasta funciones arbitrarias.
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1.8. Restricciones de primera y segunda clase

Una funcién F en el espacio fase es de primera clase, si y sélo si, su paréntesis de Poisson es
débilmente cero con todas las restricciones de la teoria [28, 29], es decir

(F,dn) = 0. (1.42)

Si Fno es de primera clase, entonces es de segunda clase. Obviamente, las funciones de segunda
clase son ambiguas modtlo una combinacién lineal de funciones de primera clase.
La propiedad de ser de primera o segunda clase es esencial para la interpretacién de las mismas
restricciones. Toda cantidad que se anule débilmente es una cantidad que es fuertemente igual a
una combinacion lineal de restricciones. Por lo tanto, si F es una funcién de primera clase, entonces
satisface la igualdad fuerte

{Fdn} = bm. (1.43)
Una caracteristica importante de las funciones de primera clase es que esta propiedad se
preserva bajo la operacién de los paréntesis de Poisson.
Teorema 3.El paréntesis de Poisson de dos funciones de primera clase es una funcién de
primera clase.
Demostracion. Si F y G son funciones de primera clase entonces, ademas de (1.43) se tiene una
relacion similar para G, a saber

(G, on} = gn' om. (1.44)
Entonces el paréntesis de Poisson de {F, G} con las restricciones esta dado por

{{F, G}, dn} {FAG, dnl} —{G,{F, dn}}

= KRN} —{G, i} + gnfl* — Frgt™bm

= HI'¢m =0, (1.45)

donde hemos usado reiteradamente la identidad de Jacobi.

Ahora aplicaremos la definicién de funciones de primera y segunda clase a las restricciones que
hemos obtenido. De la definicién dada anteriormente podemos decir que una restriccién es de
primera clase, si su paréntesis de Poisson con todas las demds restricciones y con ella misma es
débilmente cero, es decir, si consideramos a ¢ como una restriccién particular y recordando que
viVip; == vi¢y, tenemos

(P, dn) = (Vidi,dn} = VHdi, dn) +{Vi, dnldi
Vi, bn)- (1.46)

Ademés debido a que V; es solucién al sistema homogéneo de ecuaciones para los A’s, es decir,
Vi, dn} = 0 podemos concluir que ¢; es una restricciéon de primara clase, es decir

{1, dn} =~ 0. (1.47)

De manera similar se puede mostrar que H’ también es de primara clase, para esto considere-
mos el paréntesis de Poisson con todas las restricciones

{H/> d)n} = {HC + um(bm) d)n} = {HC> (bn} + um{(bm) d)n} + {um’ d)n}d)m) (1'48)
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sumandole un cero débil, la ecuacion (1.48)

{H/, q)n} = {HC + umd)m) (bn} = {HC» d)n} + um{d)m» ‘bn} + Vl{‘bl) d)n}
He + U™ + v o1, dn)
= {Hr,¢n}=—{dn,Hr} = 0. (1.49)

Esta tiltima igualdad se satisface por condiciones de regularidad. A las restricciones que cum-
plan con (1.42) las denotaremos como vy y les llamaremos de primera clase, mientras que a aquellas
restricciones que cumplan con que; el paréntesis de Poisson no sea débilmente nulo al menos con
una de las ] restricciones les llamaremos restricciones de segunda clase y les denotaremos por
X. Esta separacion no siempre es inmediata, es decir las restricciones de primera clase no tiene
porque ser directamente alguna de las restricciones primarias o secundarias [30], en general po-
drian ser combinacién de éstas. Para hallarlas debemos fijarnos en los vectores nulos de la matriz
cuyas entradas son los paréntesis de Poisson entre las restricciones, para después contraerlos con
las | restricciones y finalmente hallar las restricciones de primera clase correctas. De acuerdo con
lo visto anteriormente sobre las restricciones de segunda clase, éstas aparecen cuando la matriz
Wyj,, cuyas entradas son

Wep = {da, dply (1.50)

no se anule en la superficie de todas las restricciones. Una vez mds supondremos que el rango de
la matriz W' es constante en la superficie de todas las restricciones.

Teorema 4. Si det(W, ;) ~ 0, entonces existe al menos una restriccién de primera clase entre
las ¢ «-

Si det(W,;) = 0 (en la superficie de restricciones), entonces el rango de W’ es R’ < Jy
la nulidad de W’ (] — R’) # 0, con el que podemos encontrar (J — R’) vectores nulos w; con
(i=1,..,]—R’), tales que

wi{da, Ppt =0, (1.51)

esto de la misma definicién de vectores nulos, con lo cual tenemos

con @ = {¢pp : dp esunarestriccién primaria o secundaria}. De esta manera podemos ver
que las restricciones w{*$ « forman el conjunto de restricciones de primera clase, concluyendo que
las restricciones de primera clase vienen dadas por:

Yi = W (1.53)

La matriz formada por los paréntesis de Poisson de las restricciones de primera y segunda
clase W, ; es

bo b1 by
do [ {do,Po} {Po,d1} -+ {do, Py}
b1 | {1, do} {b1,d1} - {1, by}

o1 \ b, do) (b, b} - (O )

Yi Xp
yi (0 0
- Xo < 0 CocB >’
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con Cyp una matriz R’ x R’ antisimétrica e invertible sobre la superficie de restricciones.
Ademads podemos notar que el ntimero de restricciones de segunda clase coincide con el rango de
W' que es R’, el cual es par.

1.9. Restricciones de primera clase y transformaciones de norma

La presencia de multiplicadores de Lagrange arbitrarios en las ecuaciones de movimiento
asi como en sus soluciones, significa que las variables q' y p; del espacio fase no se pueden
determinar de manera tnica a partir de las condiciones iniciales (q'(0),pi(0)), por lo tanto, no
tienen significado fisico. La informacién fisica acerca de un sistema se puede obtener a partir
de funciones A(q,p) definidas sobre la hipersuperficie de restricciones, que son independientes
de los multiplicadores arbitrarios de Lagrange, tales funciones son cantidades observables del
sistema. El estado fisico del sistema esta determinado por el conjunto completo de cantidades
observables del sistema en ese instante. Para ver esto consideremos un sistema con restricciones
de primera clase y ademds consideremos una variable dindmica general [30], digamos G(t) en
t = 0 y su cambio en un instante de tiempo muy pequefio digamos ot. El valor de esta variable en
el instante 8t se puede calcular mediante las ecuaciones de movimiento, es decir

G(8t) = G(0) + Gdt = G(0) + {G, H}st,
= G(0)+ [{G,H'} +VY{G,yi}lot. (1.54)

Dado que los coeficientes v' son completamente arbitrarios, es posible elegir diferentes valores
para estos coeficientes y obtener valores diferentes para G(5t), es decir

G'(5t) = G(0) + {G,H'} + v'H{G, yi}Iot. (1.55)

Por lo tanto, la diferencia es de la forma

AG(St) = {G,yilel, (1.56)

donde €' = (vt —v'") 5t. Dado que G(5t) y G’(5t) + AG(8t) corresponden al mismo estado
fisico, entonces llegamos a la conclusién de que las restricciones de primera clase generan trans-
formaciones no fisicas de las variables dindmicas, las cuales se conocen como transformaciones
de norma. La aplicacion sucesiva de dos transformaciones del tipo (1.56), con pardmetros €' y 't
da un resultado que depende del orden de las transformaciones. La diferencia en los dos posibles
resultados es

(AN — A'A) G(5t) et e [HG,vihvi) — (G, vilyv5)],

e'e"{G,vi}, vj)- (1.57)

donde la Gltima igualdad se consigue usando la identidad de Jacobi. Pero el paréntesis de dos
restricciones de primera clase es fuertemente igual a una combinacién lineal de restricciones de
primera clase, es decir

{vi,v5} = Chva. (1.58)

Este resultado nos lleva a concluir que la cantidad {yi,v;} es también el generador de una
transformacién de norma. Los y’s son los generadores de las simetrias de norma [30].
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CAPITULO 1. FORMALISMO HAMILTONIANO DE DIRAC PARA SISTEMAS CON
RESTRICCIONES
1.10. GRADOS DE LIBERTAD

1.10. Grados de libertad

En este momento ya contamos con lo necesario y suficiente para llevar a cabo el conteo de
grados de libertad de algtin sistema, pero antes definiremos el siguiente concepto.
Los grados de libertad fisicos de un sistema, son el niimero de variables fisicas independientes
necesarias y suficientes para describir el sistema. Aqui se hace una extrapolacién al caso de sistemas
singulares, es decir el conteo se hace de la siguiente manera

1
GL = 5 Nutmero total de — | Numero de restricciones de
variables candnicas segunda clase originales
— 2 x | Numero de restricciones de . (1.59)

primera clase

Se tiene que dividir por 1/2 dado que se toma todo el conjunto de variables canénicas del
espacio fase, es decir, q’s, p’s y el 2 que multiplica a las restricciones de primera clase, es debido
al doble papel que representan éstas; por una parte son restricciones y al mismo tiempo son
también generadoras de transformaciones de norma, las cuales pueden verse como restricciones
adicionales que presenta la teoria.

1.11. Hamiltoniana extendida, ecuaciones de movimiento y pa-
réntesis de Dirac
La evolucién temporal estd dada ahora por una Hamiltoniana que contiene todas las restric-
ciones primarias y secundarias, de primera y segunda clase, junto con el paréntesis de Poisson.
Esta Hamiltoniana extendida ésta dada por:
He == Hc + U + Vv, (1.60)

dondex =1,..,R,yu=1,..,]—R".

La introduccién de esta Hamiltoniana extendida es una nueva caracteristica del marco Hamil-
toniano. Nétese que las ecuaciones de movimiento ahora se pueden obtener mediante la siguiente
accién:

Se(q,p,v) = / (Pd™ — H' — v, )dt = (prd™ — He)dt, (1.61)

la cual se llamard accién extendida, y que a diferencia de S, ésta contiene toda la informacién del
sistema, asi como la Hamiltoniana extendida.
La evolucién temporal esta dada por

F:={F, He} = {F,Hc} + UMF xo} + VH{F vy} (1.62)

Las condiciones de consistencia son

Q

{ch) HC} + UB{XOHXB} ~0 (163)
i He) ~0 (1.64)

Xa
Yu

Q

Pero ahora las ecuaciones (1.63) se satisfacen autométicamente y no dan origen a nuevas
restricciones. Con respecto a las ecuaciones (1.62) recordemos que ya habfamos definido la matriz
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CAPITULO 1. FORMALISMO HAMILTONIANO DE DIRAC PARA SISTEMAS CON
RESTRICCIONES
1.12. OBSERVABLES

C«p cuyas entradas son las restricciones de segunda clase, debido a que esta matriz es invertible,
existe la inversa tal que
CpaC*Y =35 (1.65)

Entonces la ecuacion (1.64) se puede reescribir como

UP ~ —CPx* Hc). (1.66)

Asf la ecuaciéon de movimiento se puede escribir como

Fi={F He} & {F He) — (R xp)CP{x*, Hel + vH{F vl (1.67)

Los dos primeros términos estdn completamente determinados, por lo tanto se puede agrupar
en una Unica expresion estandarizada. Definimos

{F,Glp := {F, G} — {F,xpJCP*{x*, GL. (1.68)

Esta expresién se conoce como el paréntesis de Dirac [28, 29]. Por lo tanto, podemos reescribir
las ecuaciones de movimiento de la siguiente manera:

F~{FHclo + VMR v} (1.69)

Aparte del término asociado a las restricciones de primara clase, hemos logrado escribir la
dindmica de un sistema con restricciones de una manera Hamiltoniana, sélo que esta vez, en lugar
del paréntesis de Poisson se debe usar el paréntesis de Dirac. El paréntesis de Dirac posee todas
las propiedades del paréntesis de Poisson, a saber

{F,Glp = —{G,F}p — Antisimétria (1.70)
{G,aF+bR}p = a{G,F}p + b{G,R}p — Linealidad (1.71)
{G,RF}Jp = {G,FlpR+ G{F,R}p — Regla de Leibniz (1.72)

{G,Fp,RlIp = {R,Fp,Glp +{{G,R}p,F}p — Identidad de Jacobi (1.73)

y las siguientes propiedades adicionales

Q

{F) G}D
{{F) G}D) R}D

Otra propiedad importante del paréntesis de Dirac es la iteracién.

{F,G} — Para G de primera clase y F arbitraria. (1.74)
{{F,G},R} — Para F G de primera clase y R arbitraria. (1.75)

Q

1.12. Observables

Una observable (clésica) es, por definicién en este formalismo una funcién en la subvariedad
definida por las restricciones que es invariante de norma, o dicho de otra forma, una observable es
una funcién O del espacio fase, cuyo paréntesis de Dirac es débilmente cero con las restricciones
de primera clase, es decir

{O,vulp = 0. (1.76)

Es importante sefialar que la definicién aqui dada de una observable, sélo depende de la defini-
cién del principio de accién, ya que de este principio se desprende lo necesario para esta definicién.
Ademads esta definicion no pretende hacer alguna conexién con el expermento. Sin embargo, uno
podria esperar que todas las observables definidas por este formalismo sean susceptibles de ser
medidas, es decir, ser sometidas al experimento. Finalmente, cabe mencionar que las observables
clasicas no necesariamente lo seran a nivel cudntico.
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Capitulo 2

Dinamica y simetrias de gravedad en
(24 1) dimensiones

Gravedad en (2 + 1) dimensiones de espacio-tiempo esta definida por la accién de Einstein-
Hilbert tridimensional

Se_n = % /M d3xv/—g (R—2A), (2.1)

donde g es el determinante de la métrica g, de signatura (—,+,+). R = R, g"" es la traza del
tensor de Ricci Ry~ . Aqui, hemos usado unidades en las que pensamos que 8nG = 1. M es la
variedad tridimensional y A es la constante cosmolégica, la cual puede ser positiva, negativa o
nula; llevandonos a un espacio-tiempo de Sitter (dS), Anti-de Sitter (AdS) o plano, respectivamente.
Extremizando la accién con respecto a la métrica g, obtenemos las ecuaciones de Einstein

1
Ruv = 5 9uv R+ Agyuy = 0. 2.2)

Una propiedad importante de RG en (2+41) dimensiones es que, cualquier solucién a las ecuaciones
de Einstein en el vacio con A < 0 es localmente Anti-de Sitter, con A > 0 es localmente de Sitter y
localmente nula si A = 0. Lo anterior puede ser verificado observando que el tensor de curvatura
en tres dimensiones es totalmente determinado por el tensor de Ricci

1
Rivpo = 9upRvo + 9voRup — 9vpRuo — gupRvp — ER (GupGvo — GuoGve) - (2.3)

Como una consecuencia, cualquier solucién de las ecuaciones (2.2) tiene curvatura constante; a
saber
Rives = A(9up9ve — Guogve) - (2.4)
Fisicamente, esto significa que sobre el espacio-tiempo tridimensional no hay grados de libertad
locales propagandose, es decir, no hay ondas gravitacionales en esta teorfa. A priori, ésta caracte-
ristica puede hacer ver a la teorfa demasiado trivial y muy decepcionante. Sin embargo, el caso
tridimensional proporciona un terreno de juego relativamente facil para probar ideas y realizar
célculos exactos en modelos gravitacionales cldsicos (6 cudnticos). Por ejemplo, el anélisis Lagran-
giano/Hamiltoniano es mas manejable como veremos en éste capitulo y en el capitulo 4. Por otra
parte, la teoria puede ser reformulada en términos de una teoria de Chern-Simons [49, 51]. La
ausencia de grados de libertad locales nos dice que la teoria s6lo depende de efectos globales. Adi-
cionalmente, existen soluciones de agujero negro con constante cosmolégica negativa, encontradas
por Bafiados-Teitelboim-Zanelli (BTZ) [72].
En este capitulo, desarrollamos una completa descripcion Hamiltoniana de la teoria de Einstein
con constante cosmoldgica en la formulacién de primer orden en (2+ 1) dimensiones, en el marco
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CAPITULO 2. DINAMICA Y SIMETRIAS DE GRAVEDAD EN (2 + 1) DIMENSIONES
2.1. FORMALISMO DE PRIMER ORDEN PARA RG (2+1)

tedrico del formalismo Hamiltoniano de Dirac. Considerando el espacio fase completo, hemos
identificado todas las propiedades y simetrias relevantes de la teorfa, como son: la estructura de
las restricciones, la accién extendida, la Hamiltoniana extendida, el algebra de restricciones y las
transformaciones de norma. En particular, con la clasificacién de las restricciones en primera y
segunda clase, podemos llevar a cabo el conteo de los grados de libertad fisicos y la construccién
de los paréntesis de Dirac.

2.1. Formalismo de primer orden para RG (2+1)

Concretamente, el formalismo de primer orden o formulacién de Palatini consiste en lo si-
guiente: en lugar de trabajar como usualmente se hace, es decir con la métrica g,., usaremos una
cantidad auxiliar e}, (con I un indice de Lorentz y a indices latinos que denotan indices de espacio-
tiempo), llamada dreibein o triada, con la cual podemos escribir a la métrica espacio-tiempo como
un objeto compuesto

0,0 1,1 2.2
Juv (X) = —egep +eyep T e,ey

= eL(X)Terl,(X% (2.5)
aquinyj es la métrica de Minkowski interna.

La relacién (2.5) puede ser vista simplemente como la transformacién de un tensor bajo un

cambio de coordenadas descrito por la matriz e/,. Debido a que e/, es una matriz no singular,
= I _ ; ; B IoH _ gl

con e = dete, = v/—detg # 0, entonces existe una inversa e; de tal manera que, e, ej = by
e?e{, = 64. Notese, que para una métrica dada, el dreibein no es tinico; de hecho, todos los campos

dreibein ralacionados por una transformacion de Lorentz local

éL = Af11(x)e{t con miy = ANA MK, (2.6)

son equivalentes (la transformacién es local dado que su efecto es sélo en los indices de Lorentz).

Ahora podemos usar el dreibein para definir una base en el espacio de formas diferenciales.
Podemos definir una 1-forma e = e}, dx", y el Levi-Civita en componentes de Lorentz ey de la
siguiente manera:

€uvp = e ! eUKeLel,e';, (2.7)

e"P = eeMel'efef. (2.8)
Como una consecuencia directa, tenemos que
1

d3x/—g = anKeI Nel AeX. (2.9)

En el formalismo de triadas, el papel de la conexién es adoptado por la 1-forma AV = AlJdx",

con AU = —AJ!, Esta cantidad permite construir una cantidad que transforma como un vector
de Lorentz local. De hecho, ademads de la 2-forma del, la siguiente cantidad, llamada la torsién
2-forma de la conexién,

Th=de' + Al A€, (2.10)

transforma como un vector bajo transformaciones de Lorentz, es decir, T 5 AT I]TI, siempre
ue la cantidad ALy, cuyas componentes AlJ llamadas conexiones de spin, transforme como
], Cuy. i

Aly = AT dAR ) + AT AR AL (2.11)

La ecuacién (2.10) es llamada, la primera estructura de Cartan. La segunda estructura de Cartan
esta dada por
dAU + ATy AAKT = RU (2.12)
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CAPITULO 2. DINAMICA Y SIMETRIAS DE GRAVEDAD EN (2 + 1) DIMENSIONES
2.2. ANALISIS DE DIRAC

donde
RIL(A) =0, AY =0 AJ + AKAT  — ATKAT i, (2.13)

es el tensor de curvatura,

1

RU = EREV(x)dx”Adx", (2.14)
Ry = efefRY, (2.15)

y, usando (2.15) tenemos lo siguiente:
d>xy/—gR = epjxe’ ARIK, (2.16)

En el capitulo 4, adoptaremos la llamada notacién adjunta, la cual es vélida sélo en tres dimensio-
nes,

1
Ry = EeUKRIK — RU = —eUKRy, (2.17)

1
Al = zeUKAIK — AU =_elUKa. (2.18)

2.2. Andlisis de Dirac

El principio de accién que describe a gravedad en (2 4 1) dimensiones (2.1) en términos de las
variables definidas anteriormente, estad dado por

S[A, e]p :/ GIIK |:R[A]U/\€K—/3\€1/\€J/\€K y (219)
M

donde A = Alldx" es la conexi6n 1-forma evaluada en el algebra de Lie de algtin grupo interno
G, que admita un tensor invariante totalmente antisimétrico e'/¥ [53]; e! = el dx* es una triada
1-forma, la cual corresponde al campo gravitacional, y A es la constante cosmolégica. Aqui, x
son las coordenadas que etiquetan los puntos de la variedad 3-dimensional M, sobre la cual esta
definida la accién. En nuestra notacién, los indices griegos corren de 0 a 2, mientras tanto los
indices I, ] corren de 0 a g = dim(G).

Ahora, podemos hallar las ecuaciones de movimiento a partir de la variaciéon en la accién (2.19)
con respecto a las variables independientes (A, e), es decir, la variacién con respecto Al y con
respecto a el, nos da respectivamente

e ellkD ey =0, (2.20)
e™ep R/ —AeleS] =0, (2.21)

donde D, e; =d,e, + A Je,;. Estas ecuaciones de movimiento nos dicen que el espacio-tiempo
no es plano, pero si es localmente homogéneo, con curvatura proporcional a A. En particular, la
primera ecuacién de movimiento nos da la condicién de no torsién del espacio-tiempo, la cual
puede ser resuelta para obtener la conexién de spin compatible con e!,. Insertando la solucién de
la primera ecuacién en la segunda, es posible obtener las ecuaciones de Einstein

G*Y + AghY = 0. (2.22)

Recordemos que esta ecuacion implica que el espacio-tiempo tiene curvatura constante proporcio-
nalaA,ie., R = 6A. Notese que este resultado es independiente de la signatura del espacio-tiempo,
y por tanto, del grupo interno que estemos considerando. Por otra parte, con el fin de realizar
el andlisis Hamiltoniano, procedemos a realizar la descomposicién 2+1 de la accién, para lo cual
consideramos a M una variedad globalmente hiperbdlica, es decir, que se puede foliar de tal
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manera que M : X x R, donde R representa un parametro de evolucién y L es una superficie de
Cauchy bidimensional sin borde (0Z = 0), con lo cual tenemos que

. 1
Sle,Alp = /dX3 |:60abeKb€IIKAaU — €% yekDaAe + Eeoab‘iIJKeKoFUab

—/\eoabeUKeIoe]aeKb] ) (2.23)

donde DApY = 04 ApY + A ALK + AJKAL Tk y FU b = 04A T — 0pAY + ATRALK) —
Ap®Aqk). Aqui a,b = 1,2 son indices de espacio. De (2.23) podemos identificar la siguiente
densidad Lagrangiana:

L= GOQbCKbGUKAaU — €Oab€Kb€1]KDQA0U + %eoabeleeKoFUab — /\eoabeUKeIoeJaeKb.

(2.24)
Es comtn encontrar en la literatura que el anélisis Hamiltoniano para la accién (2.23) se realice
en el contexto de un espacio fase reducido [53, 49]. Esto significa que s6lo se consideran como
variables dindmicas aquellas que aparezcan en la accién con derivada temporal. Sin embargo, en
este trabajo consideramos como variables dindmicas a todo el conjunto de A’s = (Aq15,AJ))
y de €’s = (eq1,e4) que definen nuestra teoria. Con el propésito de hacer uso del formalismo
de Dirac, definimos los momentos (1%, T*15) canénicamente conjugados a (ela, Axl) de la
siguiente manera [30, 31]:

oL oL
My = —— M = —. 2.25
1] 6Ao( 1’ I sel N ( )
Por otra parte, los elementos de la matriz Hessiana
0L 0L 0L

0(0,eL)3(0eh)’  9(0,eL)a(0,ApT)  3(0,ALTIB(0,ART)’

son idénticamente cero, y por lo tanto, el rango de la matriz Hessiana es cero. De la definicién de
los momentos (2.25), podemos identificar las siguientes restricciones primarias:

P = Mr=0, ¢ =T =0,
¢)01] = HOU ~ 0, d)al] = ﬂaU — GOQbGUKebK ~ 0. (226)

Se puede observar que, si se considera un espacio fase reducido, las restricciones $°; y ¢$°1; no
deberian ser tomadas en cuenta [53, 49]. Sin embargo, la propuesta en este andlisis es trabajar
con el espacio fase completo, lo cual sera crucial en nuestro estudio. Afin de saber si emergerdn
mads restricciones a partir de las primarias, construimos el Hamiltoniano primario, el cual serd
de utilidad en el uso de las condiciones de consistencia. De manera similar a lo que sucede en
mecdénica elemental, se puede definir el Hamiltoniano canénico de la siguiente manera:

1
He = /[—zeKoeoabeUKFUab—AoUDaﬂU“+AeIoe]aﬂaU dx?. (2.27)

De esta forma, sumamos las restricciones primarias al Hamiltonino canénico con el fin de identi-
ficar el correspondiente Hamiltoniano primario, es decir

Hp = He +/ ATodr® + Aladr® + A or® + AU apry @] dx?, (2.28)

aqui Ao, Ay, AU, AU, son los multiplicadores de Lagrange asociados a las restricciones prima-
rias. Antes de calcular las relaciones de consistencia, definimos los paréntesis fundamentales de
Poisson respecto a las variables canénicas, dados por

{ecxl(x)anﬁ](y)} = 6Bocéll‘sz(x —U)»

AT (), TPy (y)} = %6[3“(5IK6]L_6IL5]K)5Z(X_UJ- (2.29)
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Prosiguiendo con el formalismo de Dirac y con el fin de saber si existen restricciones secunda-
rias y cudntas serdn, conviene fijarse en la matriz (6 x 6) cuyas entradas son los paréntesis de
Poisson entre todas las restricciones primarias, y cuyo rango es igual al ndmero de multiplica-
dores de Lagrange que podremos determinar, mientras que su nulidad corresponderd al nimero
de restricciones secundarias que emergeran de las condiciones de consistencia aplicadas a estas
restricciones,

0 0 0 0
0 0 0 —e%Pe 1 8%(x —

wer = o 0 " x=y) | (2.30)
0 €Oab€1K]_52(X—y) 0 0

esta matriz tiene rango=4 y nulidad=2. Por lo tanto, a partir de las condiciones de consistencia
BP0x) = [ ylof etk [ KOS 005y + [ FIAHBT ), 0 () 0,

donde ¢P = (¢1°, d)UO, d1%, ¢13¢), y de los vectores nulos, es posible obtener las siguientes 2
restricciones secundarias:

b1°
é1;° = {oy°(x),Hp} =0 = 1y :=D,I* ~0. (2.31)

1
{d)lo(x)) HP} ~0 == 11’1 = —E€0ab€1K]_FKLab + /\e]aﬁua ~ O,

El rango nos permite obtener las siguientes expresiones para los multiplicadores de Lagrange
introducidos previamente:

Sy ={dy°(x),Hp} =0, = €*Peyrrk = 2e%PeyDype’§ + AIKoﬂ]Ka
_A]KOHIKa»
1 ={dp1°(x),Hp} =0. = € PepNN, = ATl e, (2.32)

Debido a que la teoria presenta restricciones secundarias, es posible calcular el Hamiltoniano
secundario H,, sumandole al primario una combinacién lineal de las restricciones secundarias con
el prop6sito de calcular las relaciones de consistencia sobre éstas. Puede verse sin mayor problema,
que esta teorfa ya no presenta restricciones terciarias. Con el fin de seguir con el formalismo,
necesitamos separar de las restricciones primarias y secundarias, las que corresponden a primera
clase (generadoras de las transformaciones de norma) y a las de segunda clase (las que permitiran
construir los paréntesis de Dirac), para lo cual, necesitamos calcular los paréntesis de Poisson
entre las restricciones primarias y secundarias. Los paréntesis de Poisson diferentes de cero estan
dados por

{P1%(x), dxi " (y)} = —€®Peid’(x —y),
{by*(x),Wx(y)} = €°°° [—ex1jdp + exiLAb)" + exijAbl"] 5% (x —y),
{dr7*(x), bxLly)} = % M ® —nelTeg @ + g ® —nalTye ] 83 (x —y),
Wi1x), b5y} = —Ae®PeuDae 8% (x —y)
Wix), ¥k ly) = % M —nerbk + A (ekalTi® — era i)l 8% (x —y)
Wy x), bxely)y = % Mirdy — bk + N — b 82 (x—y) ~ 0. (2.33)

Estos paréntesis forman una matriz que tiene rango 4 y 4 vectores nulos. Consecuentemente,
tenemos que hallar 4 restricciones de primera clase y 4 multiplicadores de Lagrange.
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Recordemos que las restricciones de primera clase no tienen porque ser directamente algunas
de las restricciones primarias o secundarias encontradas previamente. Lo que sucede aqui y en
muchas teorfas es que, estas restricciones de primera clase sean combinaciones lineales de las
restricciones primarias y secundarias. Por lo tanto, es necesario calcular los vectores nulos. Una
vez encontrados y contraidos con las restricciones se obtienen las siguientes 4 restricciones de
primera clase:

1
Yo = T =0, Y1:=—Dqdp% — EeoabelKLFabKL + Ae T + Aed d%1y ~ 0,

1
Yo = T4 =~0, vy :=DdT%g+ seMmeMjp%Fean — ¢ rear] = 0. (2.34)

2
Noétese, que la restriccién vt puede ser identificada como la restriccién dindmica, mientras que yi;
corresponde a la restriccién de Gauss, tal como ocurre en la teorfa de Yang-Mills. Por otra parte,
el rango de la matriz (2.33) nos lleva a identificar las siguientes restricciones de segunda clase:

¢ x 1 =M1 =0, ¢y X%y =TT — e%%Peqyren© ~ 0. (2.35)

Es importante resaltar que la estructura completa de las restricciones y1j y v1, dadas en (2.35) es
dictada por los vectores nulos. De esta manera, el mismo método nos permite encontrar mediante
el rango y la nulidad de la matriz (2.33) la estructura completa de las restricciones de primera
y segunda clase [28, 29, 30, 31, 68, 69, 70, 71]. Este es uno de los beneficios del método de Dirac
cuando es aplicado sin omitir algtin paso. Cabe mencionar que la estructura completa de las
restricciones de primera y segunda clase no ha sido reportada en la literatura. De hecho, con esto
es posible observar que nuestras restricciones y las reportadas en [53, 49, 54] no son las mismas.
Por una parte, en [53, 49] los autores trabajaron en el contexto de un espacio fase reducido. Por otra
parte, en [54] se resuelven las restricciones de segunda clase antes de realizar la contraccién de las
restricciones primarias y secundarias con los vectores nulos, por ende, nuestras restricciones son
diferentes de las resportadas en [54].

Ahora, observaremos las implicaciones obtenidas por el hecho de trabajar con el formalismo
de Dirac; los paréntesis de Poisson distintos de cero entre las restricciones de primera clase con
ellas mismas y con las de segunda clase, son

vix), i)} = 2Aypd*(x-y) =0,

1
iy} = 5 hcye =nuvd 5% (x-y) ~ 0,
1
yilx),xx ()} = 2 Mixk® — x4 8% (x-y) =~ 0,
Y1), x;%Y)} = 2Ax°8%(x-y) ~ 0,
1
vy (), xxi*y)} = 7 Migxae® — kg ® +nexgx® —nepxx ® 8% (x-y) = 0,
1
), xx* )} = 7 Mkyx1® —nxixg @ 8% (x-y) ~ 0,
1
yyx),ykLly)} = 2 M1k YLy —Nicyxy + kv — vkl 8% (x-y) = 0,
X(x),x ki (y)} = —€’Peid’(x —y). (2.36)

Por tanto, podemos observar que efectivamente el dlgebra de las restricciones (2.34), es cerrada bajo
el paréntesis de Poisson, es decir, forman un conjunto de primera clase. Es importante comentar
que el conjunto (2.34) es cerrado con respecto al paréntesis de Poisson, si y sélo si

€UK€IMN = (—]) (6]]\46](]\1 — 5IN5KM) . (237)

Esta es la propiedad de la constante de estructura eI]K = e™MNnpyymnk, del dlgebra de Lie para
SO(2,1).Por tanto, las restricciones (2.34) y (2.35) son cerradas bajo los paréntesis de Poisson,
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es decir, ellas forman conjuntos de primera y segunda clase respectivamente siempre que G =
SO(2,1).

Por otro lado, podemos observar que si tomamos A — 0, el algebra de restricciones forma un
algebra de Poincaré como fue reportado en [49], pero el grupo interno sigue siendo SO(2, 1) como
puede ser observado del 4lgebra de las restricciones (2.34) y (2.35).

La correcta identificacién de las restricciones de primera y segunda clase, nos permite llevar a
cabo el conteo de los grados de libertad fisicos locales para la teorfa de la siguiente manera;
hay 12 variables canénicas (e'«, T, A, TT%(}), 4 restricciones de primera clase independientes
(yol,you,yl, yU), y 4 restricciones de segunda clase independientes. Entonces, concluimos que
la accién de Palatini para gravedad en tres dimensiones carece de grados de libertad fisicos,
como es de esperarse para una teoria topolégica. Por otra parte, con el propésito de encontrar la
accion extendida y los paréntesis de Dirac, es necesario determinar los correctos multiplicadores
de Lagrange, esto porque no siempre vienen dados directamente a partir de las condiciones de
consistencia sobre las restricciones, para tal propésito hacemos uso de la matriz cuyas entradas
son los paréntesis de Poisson entre las restricciones de segunda clase, llamemos C g a esta matriz,
por lo tanto, los multiplicadores de Lagrange serdn determinados usando

w = [ @xiHe xalCo},

donde C;é es tal que
/ 22Cop (%,2)Cy L (2,y) = 8282 (x — ).

Para este caso, tenemos que la matriz Cp toma la siguiente forma

B 0 —e%epd?(x —y)
C‘XB - < €Oab€I]K52(X_U) 0 ) (238)
por consiguiente, la inversa de C es expresada como
1 0 —eHena82(x —y)
-1 _ Oac Yy
Ca(s =2 ( €I]H€oaC52(X_y) 0 ) . (2.39)

De esta manera podemos hallar los correctos siguientes 12 multiplicadores de Lagrange
A 1
?\GU = ZeoabellkanLeoL, }\al = DaeoI + EeoabellkAo]LﬂbK]_. (2.40)

Es importante comentar, que estos multiplicadores de Lagrange no se encuentran reportados en
[49, 54, 53]. Con todos los resultados anteriores en mano, podemos hacer uso de los multiplicadores
de Lagrange, las restricciones de primera y segunda clase, e identificar la accién extendida para
nuestra teoria, la cual tiene la siguiente forma:

Se = /d3x [HIJOAOU 4 ”I]aAaU FTT % — Ty %, L — 2 — CIO.YIO . CIOJVUO
—yp — yyy — XIaXIG e Xyl (2.41)
donde H es la Hamiltonian canénica,
H=elvi— A, vy ~ 0, (2.42)
y CIO, CI({ , ¢4, Y, Xla, XU «» son los multiplicadores de Lagrange que hacen que las restricciones de

primera y segunda clase se cumplan. De la accién (2.41), podemos identificar que la Hamiltoniana
extendida esta dada por

He = /dzx [H+ oY1+ Gy + dyr + My ], (2.43)
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por tanto, esta Hamiltoniana es una combinacién lineal de restricciones como se esparaba. Por otra
parte, se sabe que en Relatividad General la evolucién dindmica es gobernada por las restricciones,
lo que refleja la covarianza general de la teoria. Ademads, afin de cudntizar la teoria, no es posible
constriur la ecuacién de Schrodinger debido a que la accién de la Hamiltoniana sobre estados
fisicos es aniquilada. El procedimiento para quantizar puede llevarse a cabo implementando
el programa de cuantizacién de Dirac, para sistemas de norma con covariancia general como
es realizado en Loop Quantum Gravity [52], o como es mostrado en [31]; las restricciones de
primera clase son promovidas a operadores C; sobre el espacio de Hilbert cinemaético y los
estados fisicos son aquellos para los cuales la condicién de Dirac 61 - Y =0, se satisface. Por tanto
es obligatorio realizar un andlisis de Dirac con el préposito de indentificar la estructura completa
de las restricciones, porque estas restricciones son la mejor gufa para realizar la cuantizacion.

Prosiguiendo con el andlisis Hamiltoniano, realizamos la variacién de la accién extendida
con respecto a todas las variables dindmicas para obtener las ecuaciones de movimiento, que
representan la evolucién dindmica completa de la teoria, es decir

ey TN\ = —vm,
SeN 114, = % (AOU — CU) (MMym —HC}TIIM) + eoadeUMXiI
2 (b ) (M + i),
SAOMN :ﬁOMN = YMN,
SAMN MYy = (Myymim + €% e At 4 €2%%e Nt At + €9%ermn b) (eg + 1)
- (AOU - CU) (H%MTUN + n(%\/l]nIN) y
STy : el = ¢,
ST : e = Dg(eM+ M) +ag —2 (AOMI - CMI) ear,
NIIVIVERSME NS
SN ANMN = A (e + M) el + Dy (AN — MN) 43,
8¢ v\ = 0,

0
O N
M iym = 0
0
0
0

b

SCMN iymn =
SXM:XM =

TMN

SA IxMN = (2.44)

Debido a que la teoria presenta restricciones de segunda clase, podemos entonces calcular los
paréntesis de Dirac, los cuales son de gran utilidad para el estudio de observables a nivel cudntico.
Definimos los paréntesis de Dirac de la siguiente manera:

{F(x), G(y)lp E{F(X),G(y)}Jr/dzzdzw{F(X),5“(2)}C;é{£B(W),G(y)}> (2.45)

donde{F(x), G(y)}es el paréntesis de Poisson usual entre dos funcionales F, G,y £*(z) = (x1¢,x17¢)
son las restricciones de segunda clase, y C;é es la inversa de (2.38) dada por (2.39). Con lo cual

22



CAPITULO 2. DINAMICA Y SIMETRIAS DE GRAVEDAD EN (2 + 1) DIMENSIONES
2.3. GENERADOR Y TRANSFORMACIONES DE NORMA

obtenemos los siguientes paréntesis de Dirac:

fea¥), (Yo = 0,
(L) AW = —3eoane K52 (x—y),
AYC, Tl = 3 (k8] —slsl) s582(x —v). (246)

Es bien sabido que los paréntesis de Dirac (2.46) son ingredientes esenciales en la cuantizacién
de la teorfa [52]. Usando los paréntesis dados en (2.46), podemos calcular los paréntesis entre las
restricciones de primera y segunda clase, los cuales estan dados por

1
vix),vi)lo = 2A v+ 5€0an (€M x*mx®r — eMitx*mx®L) | 8% (x-y) = 0,
2
1 1
i), ymnylo = 7 [T]IMYN —NINYM + §€0ab (€1EMXaNbe - €IENXQMXbE)

+ 2Ae0ab (€XFnxkX®MmE — €XFmx 1kxnE)] 82 (x-y) & 0,

1
yyx)h,ymnyllo = 7 MIMYNT —TINYMJ +FTIMYIN — NYIM

a

X ]XbND +XaNXb]D)

D

D
+>€0ab€l M
2
a
N

+5€0ab€l (X ]XbDM +XaMXbD])

(
2
“FEeOabe]DM (XaIXbDN +XaNXbDI)

1
+ §€0ab€]DN (x*1x°mpb +x*Mx%1p) | 8% (x-y) ~ 0,

a

{vi1(x), x5 (y)
i), xLy)lp =
yvyx),x“kWlo =

(y)
(y)

o =

ryx),x“ktylp =
{XQI(X)>XbKL Yyllo =

© o O o o

(2.47)

por tanto, el dlgebra es cerrada. Es posible observar la presencia de términos cuadraticos de
restricciones de segunda clase. De hecho, los paréntesis de Dirac entre restricciones de primera
clase deben ser cuadréticos en restricciones de segunda clase y lineales en las de primera clase
[31], por tanto, este cdlculo demuestra que el dlgebra (2.47) tiene la forma correcta.

2.3. Generador y transformaciones de norma

Una de las simetrias mds importantes que podemos estudiar usando el formalismo de Dirac,
son las transformaciones de norma. Las transformaciones de norma son una simetrfa importante,
dado que pueden ayudarnos a identificar las observables fisicas [30]. Por lo tanto, necesitamos
encontrar las transformaciones de norma para esta teoria descrita por (2.19), paralo cual, aplicamos
el algoritmo de Castellani [32] para construir el generador de norma usando las restricciones de
primera clase (2.34).

Definimos el generador de transformaciones de norma como

G= /dzx [D()EI()VOI + EIYI + DQKOU’YOU + KII’YII] s (2.48)
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donde los pardmetros de norma se definieron, por conveniencia, como Dy s(I), el, Do K(I)] , k1. Con
lo cual, las transformaciones de norma en el espacio fase, que dejan invariantes las ecuaciones de
movimiento, son

de,t = Dge'+ KUea],

Seo’ = Doeoly
ALY = Do+ Acle —Adlel!,
5A0U = DoKOU,

5”a1 = 2/\(”(11] — €0ab€UK€bK)€] + Kllﬂal,

3, = 0,

1

5”a1] = €0ab€1];\/[Db£M+§(£Iﬂa] —E]ﬂa1)+K1NﬂaN]—K]NnaNI,
8y = 0. (2.49)

En particular, elegimos los pardmetros de la siguiente forma; e! = e} = @', —«x}) =k =AUy

considerando lo anterior, tenemos
eL — eL + D, 0" + Aley,.
I I I I I
Al — AJ+DA+ O] —NOe,,. (2.50)

Podemos probar mediante un célculo relativamente facil, que las ecuaciones de movimiento, son
covariantes bajo estas transformaciones de norma. De la naturaleza de las transformaciones de
norma y de la forma de la teoria descrita en (2.19) que corresponde a RG en tres dimensiones,
podemos apreciar que aparentemente la simetria de difeomorfismos no esta presente en esta
teorfa, lo cual no es verdad en su totalidad. Podemos redefinir los pardmetros convenientemente
de la siguiente forma:

1

I—f
8_2

1
et y A= Ea“Aa”. (2.51)
De esta manera a partir de la simetria de norma, tenemos

1
I I I I I
e, — e,+Lee,+ EE“ [Duel, —Dae, |,
A
I I I I I I

AL = AL LA+ 8 IR = 5 (een —esel) | (2.52)
que son (on-shell) difeomorfismos, por tanto, esta simetrfa estd contenida en (2.50). Es posible
observar en (2.50), que si A — 0, se obtiene como simetrias de norma las transformaciones de
Poincaré. Entonces, concluimos que para Relatividad General en tres dimensiones sin constante
cosmolégica el dlgebra de Poisson es cerrada si el grupo interno es SO(2, 1) y las simetrfas de norma
son las transformaciones de Poincaré. Por otra parte, para gravedad con constante cosmolégica
el dlgebra de Poisson es cerrada si el grupo interno es SO(2,1) y las simetrfas de norma son las
transformaciones de Poincaré deformadas por A.

2.4. Conclusiones

En este capitulo, hemos realizado el andlisis Hamiltoniano de Dirac para la teoria de Eins-
tein con constante cosmoldgica en el formalismo de primer orden. Con el préposito de obtener
una mejor descripcién de esta teoria, todos los pasos del formalismo de Dirac sobre el espacio
fase completo fueron realizados. Por medio de los vectores nulos y el rango de la matriz, cuyas
componentes son los paréntesis de Poisson entra las restricciones primarias y secundarias, hemos
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identificado la completa estructura de las restricciones de primera y segunda clase. Con la com-
pleta estructura de las restricciones y su dlgebra, hemos concluido que el dlgebra de restricciones
de la teoria de Palatini en tres dimensiones con constante cosmoldgica A estd bien definda siempre
que el grupo interno sea SO(2, 1). Ademas, si la constante cosmoldgica es cero, entonces el dlgebra
de restricciones resulta ser un dlgebra de Poincaré, sin embargo, el dlgebra es bien definida usando
las constantes de estructura del grupo SO(2, 1). De hecho, podemos observar que no es necesario
acoplar campos de materia a Relatividad General con el fin de concluir que el dlgebra de restric-
ciones es cerrado para el grupo interno SO(2, 1). Finalmente, hemos calculamos el 4lgebra entre
las restricicones usando los paréntesis de Dirac para las variables dindmicas (2.46), y mostramos
que dicha algebra es cerrada [65].
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Capitulo 3

El formalismo simpléctico de
Faddeev-Jackiw para sistemas
degenerados

Sistemas descritos por Lagrangianas singulares son llamados sistemas degenerados, éste tipo
de sistemas contienen restricciones inherentes al modelo mismo. En este capitulo, basados en las
referencias [39, 40, 41, 42, 43, 44, 45, 46] describimos brevemente el formalismo simpléctico de
Faddeev-Jackiw para sistemas degenerados, que a diferencia del tradicional formalismo de Dirac,
éste evita la necesidad de identificar y clasificar todas las restricciones en primera y segunda clase
[28, 30, 31]. En el formalismo de F-J, las ecuaciones de movimiento son obtenidas a partir del
principio variacional mediante el uso de una Lagrangiana de primer orden en las velocidades; la
estructura geométrica del espacio fase, dada por los paréntesis de Dirac o de Poisson para sistemas
con o sin restricciones respectivamente, estd dada por los elementos de la inversa de la matriz
simpléctica. Por otra parte, para el caso de sistemas de norma, por ejemplo teorias gravitacionales,
teorfas supersimétricas, supergravedad, teoria de cuerdas, entre otras, la matriz simpléctica no es
invertible a menos que sean incluidas nuevas condiciones (restricciones) de norma. Finalmente,
todas las propiedades de simetria en un sistema degenerado son derivadas directamente de los
cero modos de la matriz simpléctica.

3.1. Sistemas degenerados

Consideremos un sistema dindmico en el espacio de configuraciones, con un ntimero finito
N de grados de libertad bosénicos, cuya dindmica es gobernada por la Lagrangiana £(q*.q"),
donde q' y g' corresponden a las coordenadas y velocidades generalizadas respectivamente y,
i=1,...,N.£(q".q") no siempre es una Lagrangiana de primer orden (una Lagrangiana de primer
orden significa que sélo contiene términos lineales en las velocidades generalizadas ). Sin embargo,
si £(q".q") no es de primer orden, siempre es posible introducir algunas variables auxiliares que
permitan transformar a £(q'.¢q') en una Lagrangiana de primer orden; usualmente, los momentos
canodnicos son elegidos como variables auxiliares.
Por lo tanto, introduciendo variables auxiliares, uno puede escribir la Lagrangiana original en una
Lagrangiana de primer orden

L(E,E) = a1(E)E - V(&). (3.1)

Esta presentacion es también llamada “forma simpléctica”; aqui &' representa un conjunto de
variables simplécticas, las cuales definen un espacio de configuracién extendido T, el cual es
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generalmente construido con las variables canénicas originales q', variables auxiliares y momentos
canénicos. La funcién a;(&) en (3.1) es identificada como la 1-forma canénica, a(&) = ar(&)d&L.
Adicionalmente, se asume que el término correspondiente al potencial V(&) no contiene derivadas
temporales de las variables simplécticas 123 y es facil ver que cuando la Hamiltoniana es definida
via la transformacién de Legendre, V puede ser identificada con la corresopndiente Hamiltoniana
H(E).

Las correspondientes ecuaciones de movimiento pueden ser obtenidas realizando la primera
variacién a la Lagrangiana £ = 0, con respecto a las variables simplécticas &'. La variacién de
(3.1) hasta términos de borde es:

SL(E,E) = 6al—al+a5a176d—wa)

&y &)

— 5122 £I+d(a6£)—a6£1—5£]a£] (&)

_ 55)22}& alag 5&; — 5E) aal V(&)

- st ()

De tal manera que, si las variables simplécticas 6] son independientes, entonces las ecuaciones
de movimiento pueden ser escritas en la siguiente forma:

fiyd) %vm 0, (3.3)

donde fy} es la matriz 2-forma simpléctica o simplemente matriz simpléctica (los elementos de la
matriz simpléctica son las componentes de la 2-forma simpléctica f(&) = da(&)), la cual es definida
como:

0 0

= —d - —
f[] = aala aE,]a . (34)

Claramente, fyj es antisimétrica y define una curvatura generalizada que satisface la siguiente
identidad: 9xf1y + 91fjk + 95fk; = 0, lo cual demuestra que la 2-forma simpléctica es cerrada
(af = 0).

Ahora, si el det [f1j] # 0, entonces es posible resolver (3.3) para dar la evolucién dindmica de
las variables simplécticas:

—1 0
V(&) (3.5)
1 y
J 0y
donde (f );I] es la matriz inversa de fyj cuya dimensién debe ser par. En este caso la Lagrangiana
original (3.1) no es degenerada. Consecuentemente, no hay restricciones en este caso, debido a que
todas las variables simplécticas tienen una ecuacién de movimiento.

Por otra parte, sabemos que, el paréntesis de Poisson bosénico es definido por:

0A 0B 0A 0B

aeloe o an] (3.6)

{A» B}P = Z
J

Entonces, dentro del formalismo Hamiltoniano toda la dindmica del sistema puede ser descrita
en términos de paréntesis de Poisson, de tal manera que las ecuaciones de movimiento para las
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variables simplécticas pueden ser escritas de la siguiente forma:

{H) EI} - Z

J

-y

OH 98, OH 0f,

as,} 6&% aaf aa}

OH 0l 08, M 08k 2t
0f) 0&] 0E7 &% 07 O]

J,K
-y OH 10§, 0&;  0&y 0&;
= 08 aa} aaf aaf o0&
oH .
= ; @{ak, &= (3.7)

Como el potencial simpléctico puede ser justamente la funcién Hamiltoniana H(Z) del sistema, es
decir, V = H, entonces la Ec. (3.7) puede ser alternativamente escrita:

. oV
= &1, &y 3.8
&1 =1{& E]} 3L, (3.8)

Por tanto, comparando Eq. (3.5) y (3.7), el paréntesis de cuantizacién, llamado paréntesis de
Faddeev-Jackiw {, }r_j entre dos elementos del conjunto de variables simplécticas 28 puede ser
definido de la siguiente manera:

&L &5F g = (f)f; , (3.9)

donde los elementos de la matriz inversa (f )ﬁ] corresponden a los paréntesis de Dirac de la teorfa.
La transicién a la teoria cudntica es realizada de manera usual, i.e., reemplazando las variables
clasicas por operadores que acttian sobre algtin espacio de Hilbert, y realizando la siguiente
sustitucion:

{FG) — % [F,G]. (3.10)

Por otra parte, el caso més interesante es cuando, det |f1j| = 0, es decir, cuando no existe la inversa
de fyj y, por tanto no es posible obtener (3.5). En este caso el sistema es llamado “singular”, la
presencia de esta singularidad indica que las ecuaciones de movimiento contienen mds grados
de libertad de los necesarios para describir la dindmica del sistema; de manera que deben existir
restricciones en el sistema, las cuales ayudaran a reducir el nimero de grados de libertad. Estas
restricciones apareceran en el formalismo simpléctico como relaciones algebraicas necesarias para
mantener la consistencia de las ecuaciones de movimiento. Para ver esto, supongamos que el
rango de fij es R (R < M), entonces fj tiene (M — R) cero modos v (k = 1,...,(M —R)). En
consecuencia, el sistema esté restringido por (M — R) ecuaciones, en las que no estdn presentes
derivadas temporales para algunas variables dindmicas. Por definicién estos cero modos deben
satisfacer la ecuacién:

(vi)" f1y = 0. (3.11)
Consecuentemente, la contraccién de ambos lados de la Ec. (3.3) con (v )! conduce a las siguientes
condiciones:
0
0&!
donde las cantidades ¢y son las restricciones primarias de la teoria en el formalismo simpléctico

de Faddeev-Jackiw. Estas restricciones definen un subespacio de dimensiéon (M — R), al cual
llamaremos superficie de restricciones

b = (i)' 527 VI(E) =0, (3.12)

T={&g e TI¢x(E) =0(k=T1,...,(M=R), (M—R) < M)} (3.13)
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La consistencia de la teorfa requiere que las restricciones permanezcan sobre la superficie de
restricciones durante la evolucion del sistema. De esta forma y con el propdsito de derivar nuevas
restricciones, uno puede introducir esta condicién de consistencia sobre las anteriores restricciones,
equivalente a la empleada en el formalismo de Dirac para sistemas Hamiltonianos con restricciones
[28, 30, 31]. La condicién de consistencia de las restricciones ¢y es:

. 0dx .1
- = 0. 3.14
dx del & (3.14)
Notese que esta condicién s6lo depende linealmente de derivadas temporales de las variables sim-
plécticas. Combinando la Ec. (3.3) con (3.14), podemos obtener el siguiente conjunto de ecuaciones
lineales:

. d A -
J— Wk
fi& = aEIV(E) & ael =0 (3.15)

las cuales pueden ser reescritas en una tinica y compacta expresion:
1) 1
fif & =2 (%), (3.16)

donde

f oV
f,Qf:( %‘}QIF) & zg)(a):( oz ) K=1,..2M—R LT =1,..M)  (3.17)

) 1 . ) . .
Es evidente que f% I]’ no es una matriz cuadrada, sin embargo atn contiene un grupo de cero

modos linealmente independientes (v{1 )). Multiplicando cada cero modos en ambos lados de

(3.16), se obtiene la siguiente expresion:

K
(v“ M) z(0 =o, (3.18)

la cual define nuevas restricciones si y sélo si, cada ecuacién evaluada sobre la superficie de res-
tricciones X no es idénticamente cero, i.e., 0 = 0. En este caso tenemos que las nuevas restricciones
pueden ser definidas de la siguiente manera

K
o = (V) zs =o. (3.19)

Estas restricciones d){1 ) son independientes de las restricciones primarias, debido a que las relacio-
nes (4.12) han sido evaluadas sobre X, ademas, restringen la dindmica del sistema a un subespacio
£V de L. Por otra parte, estas nuevas restricciones deben ser tratadas de la misma manera como lo
fueron las restricciones primarias ¢y, es decir, debemos introducir una condicién de consistencia

para cada d){] ), a saber

) d (1)
b = g)gl EL=0. (3.20)

Se puede mostrar que combinando esta ecuacién con (3.3) y (3.16), es posible construir un nuevo
grupo de ecuaciones lineales como en (3.16). De esta forma, a partir del nuevo grupo de ecuaciones,
se pueden identificar nuevas restricciones, si las hay. Paso a paso, este proceso debe ser repetido
hasta que no haya nuevas restricciones, y asi obtener la identidad antes mencionada, 0 = 0. De esta
manera, el proceso de identificar nuevas restricciones usando condiciones de consistencia habra
finalizado, dejandonos como resultado un conjunto completo de restricciones para el sistema, el
cual también definird una superficie de restricciones para la teorfa .
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3.2. Lagrangiana extendida

Suponiendo que después de haber obtenido un conjunto completo de 1 restricciones después
de E pasos usando condiciones de consistencia, no se pueden generar nuevas restricciones. El
siguiente paso en el andlisis es incorporar estas restricciones a la Lagrangiana simpléctica (3.1)
introduciendo multiplicadores de Lagrange A'. La Lagrangiana que describe la dindmica en el
espacio de configuraciones, llamada ahora Lagrangiana extendida £'¥), puede ser escrita como:

L = ar(€)&" — (e — V(&) (3.21)

donde V(&)(®) = V(&)|z—o = 0.
En este punto y con el objetivo de seguir aplicando el formalismo simpléctico de F-J, uno puede
redefinir los multiplicadores de la siguiente manera

At — b (3.22)
Consecuentemente, la Lagrangiana extendida esta dada por:

L = ar(&)& + gu(en' - V()T (3.23)

El nuevo término que se ha afiadido ¢1(&)n', ahora puede ser visto como parte de un nuevo con-
junto de variables simplécticas extendidas, £®)T = (£!,n'). Las restricciones ahora proporcionan

algunas componentes extra a la 1-forma candnica, la cual ahora tiene la forma a%E) = (a, ¢1)- A

partir del nuevo conjunto de variables simplécticas se puede construir la nueva 2-forma simpléc-

tica f EJE)
agE), asi como las variables simplécticas extendidas &(®)!, descritas anteriormente. Entonces f %IE)

puede ser escrita en la forma:

como en (3.4), pero ahora considerando las nuevas componentes de la 1-forma canénica

® _ 0 ® 0
fy = aE’(E)IaI aa(E)]aI
f 2 ¢t
_ T (st¢') (3.24)
— (520 0

En esta notacién compacta fij representa una matriz N x N definida por (5.13), s6lo en términos
de . Mientras que (a%l c[)l) representa una matriz rectangular N x M definida por

00" 207 . 20!
d 299 2¢ .. 99
1 0&> 0&> ¢,
—¢ = . 3.25
a&ld) : : : (325
3’ 292 24!
0&1 &1 0&1

Como en (A.7), aqui hay dos casos para (3.24). El primero es cuando f&IE) es regular, es decir,
cuando det | f%IE) |# 0, entonces todas las velocidades pueden ser determinadas, debido a que

podemos invertir f%IE) como en (3.5), es decir

: -1 9
¢® = (fEIE)) aa(E)V(E)' (3.26)
I

El segundo caso ocurre cuando det | f glE) |= 0, lo que implica la existencia de algunos cero modos.
Sin embargo, hemos supuesto que ya ha sido identificado el conjunto completo de restricciones
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en el sistema, consecuentemente estos modos no generan ninguna nueva restriccién. Desde la
perspectiva del formalismo simpléctico, este hecho indica la presencia de una simetria de norma en
el sistema. Entonces, uno deberia introducir condiciones de norma para evitar esta singularidad. En
consecuencia, el andlisis puede ser finalizado en términos de las variables originales y determinar
los paréntesis de Faddeev-Jackiw como en (3.9).

3.3. Transformaciones de norma

Asumamos, que el det | f§IE) |= 0 y que el gradiente del potencial simpléctico es ortogonal
a todos los cero modos de la matriz simpléctica, por tanto estos modos no pueden producir
ninguna nueva restriccion. Esto significa que la derivada direccional de V(®) en la direccién de
V;E) desaparece idénticamente, o, en otras palabras, que las lineas equipotenciales del potencial
simpléctico son generadas por la lineas integrales del campo vectorial v = v%E) (0/0&1). Este es el
escenario esperado para un sistema que posee simetria de norma. Como ha sido discutido en Refs.
[40, 41, 42, 43], los modos cero de la matriz simpléctica singular pueden ser identificados como
los generadores de dicha simetria, es decir, las componentes de estos cero modos proporcionan
las propiedades de transformacién para cada una de las variables simplécticas, es decir

scet =Y vites, (3.27)

donde {vi{'} es el conjunto completo de cero modos de la matriz simpléctica degenerada f%E), y
e (1)” representa a los pardmetros de norma arbitrarios definidos sobre el espacio de configuraciéon
extendido. Este vector genera transformaciones de norma en el espacio fase extendido, el cual esta
dividido en clases de 6rbitas. El espacio de configuracién es, consecuentemente, el cociente del
espacio fase original por las 6rbitas de norma.

Si restringimos el conjunto de variables originales &' y a; en (3.23), de tal forma que la matriz

f1j (submatriz de f g)) en Ec. (3.24) resulte ser no singular, entonces la matriz simpléctica f gf) tiene
1 cero modos linealmente independientes con la siguiente estructura:

—1_.1
vt = ( (ﬁ]% W ) (3.28)
donde el primer elemento es una columna I x 1
ot
VEI == —aial, (329)
y el altimo elemento es una columna | x 1 de ceros, excepto para su l-ésima entrada, la cual es 1:
0
W=l : 1. (3.30)

En este caso y como es mostrado en la Ref. [43], uno puede escribir las anteriores transformaciones
de norma (3.27) en términos de componentes, es decir

1

10
el = (fy)”" aa;"e"‘»

dgn® = —e*, (3.31)

32



CAPITULO 3. EL FORMALISMO SIMPLECTICO DE FADDEEV-JACKIW PARA SISTEMAS
DEGENERADOS
3.4. CONDICIONES DE NORMA

las cuales son simetrias de la Lagrangiana (3.23) sobre la superficie de restricciones.
Para recuperar las propiedades de transformacion de los multiplicadores de Lagrange iniciales
Ay, uno debe invertir la sustitucién (3.22), para obtener las siguientes leyes de transformacioén:

1

10
ScEl = (fr) ! e,
D3

SGA™ = &%, (3.32)

las cuales ahora son simetrias de la Lagrangiana extendida original (3.21), sobre la superficie
de restricciones. Esto puede ser visto de la siguiente manera: Recordemos que las ecuaciones de
movimiento pueden ser obtenidas tomando la primera variacién de la correspondiente accién,
StB) = [ £(F)dt, igual a cero. Es decir

dL(E) 3L(E) , av(E) (B
zssm:/ t .y, 5 (E)E/ t[ iy EFM — sE) =0 (3
W e ~Pem ) S = A fod o ) O (3.33)

Por tanto, esta expresion define la simetrfa de norma; si existe alguna variacién particular 6£](<E)
que satisfaga la Ec. (3.33), entonces la transformacién

e — e oy, (3.34)

es una simeria de la accién S'®). Consecuentemente, podemos construir una variacion 6&1(< " que
satisfaga (3.33) sobre la superficie de restricciones:

sei") =i e, (3.35)
Por tanto, dado que v](foz son los cero modos sobre la superficie de restricciones, deben satisfacer
las ecuaciones de movimiento, es decir

. oV(E) . V()
/dt f,(f,\),l&[E)M iy v](f)“e“ = / dteq (vEIKOT f%\)AE(E)M - = I
&y &y
(3.36)

Esto muestra que la accién extendida es invariante bajo desplazamientos en direcciones ortogona-
les al gradiente del potencial.

3.4. Condiciones de norma

La descripcién cudntica de un sistema invariante de norma puede realizarse introduciendo
condiciones de fijacién de norma y subsecuentemente aplicando la prescripcién de cuantization
a los remanentes grados de libertad clasicos. Sea I un espacio fase descrito por un conjunto de
variables simplécticas &' (I = 1,2, ..., N), y dotado con una forma simpléctica f 17 degenerada como
consecuencia de la presencia de una simetria de norma. Debido a la simetria de norma, hay méas de
un conjunto de variables candnicas que corresponden al mismo estado fisico, y a fin de construir
una estructura candénica compatible con el sistema, se debe introducir condiciones de fijaciéon de
norma para eliminar dicha ambigiiedad. El procedimiento para fijar esta libertad de norma es
llevado a cabo imponiendo restricciones adicionales en la teorfa:

Gi(§), i=1,.,n. (3.37)

Estas condiciones de norma deben ser preservadas en el tiempo y sus condiciones de consisten-
cia determinan todos los multiplicadores. Las restricciones G; son tratadas como cualquier otra
restriccion en la teoria, y junto con ¢y, forman un conjunto Completo de restricciones:

Yo} ={Gi,d} a=1,..,2n <N. (3.38)

33



CAPITULO 3. EL FORMALISMO SIMPLECTICO DE FADDEEV-JACKIW PARA SISTEMAS
DEGENERADOS
3.4. CONDICIONES DE NORMA

La eleccién de las funciones G; tiene que ser tal que: (a) cualquier 6rbita debe interceptar la
superficie definida por el conjunto {Gi} en I" (accesibilidad), y (b) las 6rbitas no pueden interceptar
la superficie definida por {G;} mds de una vez (completa fijacién de norma). En otras palabras, la
superficie en el espacio fase definida por las condiciones de norma (3.37) debe interceptar a cada
orbita, una y s6lo una vez. Cuando (a) y (b) se han cumplido satisfactoriamente, entonces el niimero
de condiciones de norma debe ser igual al ntimero de generadores de norma independientes y la
correspondiente matriz simpléctica fij, es ahora invertible.

La subvariedad definida por el conjunto de restricciones {y,}, corresponde al espacio fase
reducido del sistema, que contiene sélo grados de libertad fisicos, y el cual serd denotado por I

o={&" € MNvyal&) =0a=1,...,2n}. (3.39)

En Iy una nueva estructura de Poisson es introducida por medio de los Paréntesis de Faddeev-
Jackiw (ver Eq (3.9))

(& &try = (f1)) ', (3.40)

donde (fuf1 es la inversa de la matriz simpléctica regular construida después de fijar la libertad
de norma.

34



Capitulo 4

Simetria de norma y estructura de
restricciones de TMG: una
perspectiva simpléctica

En particular, para hacer la teoria de Einstein 3D (2.1) més realista, en comparacién con dimen-
siones superiores, en el sentido de tener grados de libertad propagandose, es posible modificar
la teorfa incluyendo ciertos términos de curvatura con derivadas superiores en la accién de E-H,
lo cual nos conducird a la versién méas simple de gravedad masiva en tres dimensiones conocida
como gravedad topolégicamente masiva (TMG). Esta teoria consiste de un término E-H, con o sin
constante cosmolégica A, mds un término gravitacional de Chern-Simons (C-S) con coeficiente
lu[47, 48, 56]. A nivel lineal, ésta teorfa describe un simple estado masivo de helicidad +2 o —2
(dependiendo del signo relativo entre el término de C-S y el de E-H) en un background AdS [50]
y define una representacion irreducible unitaria del grupo de Poincaré 3D [73, 74].

Sibien, mientras un andlisis linealizado usualmente permite un conteo confiable de los grados
de libertad, existen casos en los cuales esto puede conducir a resultados falsos. Una formulacién
Lagrangiana/Hamiltoniana deberfa ofrecer una forma confiable de contar el niimero de grados
de libertad fisicos sin recurrir a la linealizacion, es decir, tomando en cuenta todas las restricciones
fisicas y la invariancia de norma de la teorfa. En éste sentido, la identificacién de los grados de
libertad fisicos pueden ser abordados por la aplicacién directa del método de Dirac para sistemas
Hamiltonianos con restricciones, tal como lo hemos hecho en el capitulo anterior. Sin embargo, es
sabido que el analisis de Dirac para TMG es una tarea larga, tediosa y complicada ya que existen
restricciones secundarias, terciarias y cudrticas con una estructura compleja [57, 58, 59, 60]. Por
ejemplo, en la Ref. [57] el andlisis Hamiltoniano fue realizado usando el formalismo de Dirac. De
hecho, los autores han obtenido la estructura de las restricciones secundarias de primera clase
con ayuda del siguiente Teorema: “Si ¢ es una restriccién primaria de primera clase, entonces
{$#,H"} es también de primera clase”. No obstante, este tratamiento es bastante complicado e
insatisfactorio. Por otra parte, los autores de Refs. [59, 60] presentan un andlisis completamente
Lagrangiano, pero para tener una teoria con el correcto nimero de grados de libertad fisicos en
el espacio de configuracién, una restriccién extra sobre las variables basicas debi6 ser impuesta a
mano. Por estas razones, el andlisis sobre la naturaleza de las restricciones y la simetria de norma
para modelos de gravedad masiva, que adn falta en la literatura, puede ser muy importante y éste
es obligatorio para realizar el andlisis para cuantizar la teoria.

En este capitulo presentamos un estudio detallado de gravedad topoldgicamente masiva en
un contexto completamente diferente al presentado en [57, 58, 59, 60]. Aqui aplicando en forma
detallada el formalismo simpléctico de Faddeev-Jackiw, mostramos de manera sistematica que

35



CAPITULO 4. SIMETRIA DE NORMA Y ESTRUCTURA DE RESTRICCIONES DE TMG:
UNA PERSPECTIVA SIMPLECTICA
4.1. ACCION Y ECUACIONES DE MOVIMIENTO

la simetrfa de norma y la estructura de las restricciones de gravedad topolégicamente masiva
con constante cosmolégica, elegantemente codificada en los cero modos de la matriz simpléctica,
pueden ser indentificados. Ademads, via un apropiado proceso de fijacién de norma, la norma
temporal, hemos calculado la estructura de los paréntesis de cuantizacién para las variables
dindmicas, y confirmamos que el nimero de grados de libertad fisicos es uno.

4.1. Acciény ecuaciones de movimiento

Nuestro punto de partida es la accién de gravedad AdS topolégicamente masiva escrita en el
formalismo de primer orden:

) 1 . . . 0 . 1 .
S = /M [296l A FA]; — g/\fijkel ANel N ek +AAT + EAl VAN (dAi + gfijkA] VAN Ak>:| y (4.1)

donde p es el parametro de Chern-Simons, 8 = 1/16nG con G la constante de Newton 3D, y
A es la constante cosmolégica tal que A = —1/1%, donde 1 es el radio AdS [50]. Ademas, los
campos fundamentales de esta accion son: el dreibein 1-forma e' = e}, dx* el cual determina una
métrica espacio-tiempo via g, = e,‘e,Iny; el campo auxiliar 1-forma Al que asegura que la
torsion desaparece T; = 0 [61, 62]; y la conexién de spin dualizada A' = A, 'dx* evaluada en la
representacién del grupo de Lie SO(2,2), tal que, este admite un tensor totalmente antisimétrico
fijx. La conexién actua sobre los indices internos y define un operador derivada:

D, V' =09,V + fl A JVE (4.2)

donde 0 es el operador derivada. Finalmente, T; es la torsién 2-forma, mientras tanto F; es la
curvatura 2-forma de la conexién de spin A', cuyas expresiones explicitas son

. 1 .
Ti = dei + fiyjAV Ae®,  Fi=dA;+ EfijkAJ A AK. (4.3)

La convencién adoptada es la estdndar, es decir, los indices griegos u, v, «, ... refieren a las coorde-
nadas espacio-tiempo mientras las letras latinas i, j, k, ... corresponden a indices de Lorentz. Las
ecuaciones de movimiento que pueden ser extraidas variando la accién (4.1) con respecto a et, A
y AL respectivamente, ademads de algunos términos de borde, estdn dadas por

(8e)™ = eXYP (20Fy,' + DA, — AftjkeJep) =0, (44)
BAI = e (20T, 4 e 4 200 Fuy) =0, 45)
(6>\)oci _ €(xva\/pi _ 0, (46)

uno puede notar que la Ec. (4.6) es la condicién para la compatibilidad de A, y e,,}, la cual implica
que

AU =—eVd,e," +TF epe™, (4.7)

con FEH el simbolo the Christoffel de la métrica g,,. Ademas, insertando Ec. (4.6) en la Ec. (4.5),
podemos resolver para el multiplicador de Lagrange A,,* en términos del tensor Schouten 3D de

la variedad M: :
At =20uS, ey with S,y =R,y — 79wR. (4.8)

Después de incluir el resultado en Ec. (4.4) y de un largo calculo, es posible encontrar las ecuaciones
de campo de TMG [55] en el formalismo de segundo orden como sigue:

1
Guv ++ Cuv =0, (4.9)
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donde G, es el tensor de Einstein (modificado por la constante cosmolégica) definido como

1
Guv = Ruv - EguVR + /\gu\/) (410)

y Cuv es el tensor Cotton simétrico y sin traza dado por

1
Cuv = €,.*PV, (Rﬁv — 4gBVR> , (4.11)

aqui V es la derivada covariante definida con I'. Considerando pequefias perturbaciones alrededor
de un fondo anti-de Sitter, la teoria describe la existencia de un simple gravitén masivo [55, 50,
56]. Sin embargo, desde el punto de vista teérico, es mejor corroborar la veracidad de esto con
argumentos formales, mediante un meticuloso andlisis Hamiltoniano o Lagrangiano a nivel no
lineal.

4.2. La naturaleza de restricciones

Con el propésito de aplicar el formalismo simpléctico de Faddeev-Jackiw [39], vamos a consi-
derar que el espacio-tiempo M es globalmente hiperbdlico de manera que este puede ser foliado
como M ~ X x R, donde I corresponde a una superficie de Cauchy sin frontera (0L = 0) y R
representa una pardmetro de evolucién. Realizando una divisién 2 + 1 de nuestros campos sin
romper la simetria interna, la accién de TMG (4.1) adquiere la forma,

1 . . 1 _
S[A,e,A] = / {eabﬁ (HAM + Zebi> Aty + e“PApety + Ee“b)\‘oTabi
b

. 1 .
+ e%PAl, <9Tabi + EeFabi + fijk)\]aekb>
+e%ely (OFapi + Datvi — Afijrealen)] dx, (4.12)
hasta un término de frontera. Aqui F.abi = aa_A}3 - Zﬂb/\.'}1 + kA Ap® es el tensor de esfuerzos de
Ad, Tap' =Dgept—Dpeq' yDaApt = 0qAb" +fli)~Aa’?\bk. Ademas aq, b, ¢, ... son coordenadas de

espacio y el punto denota derivadas con respecto al pardmetro de evolucién. Nosotros podemos
leer la densidad Lagrangian a partir de (4.12) como

£ = eo (:LAM + Zebi> Ala+ e®Aipela + ePelo(0Fabi + DaAbi — Afijied’ en)
+%€ab)\iOTabi +e®PA%, <6Tabi + lp'eFabi + fijk7\jaekb> . (4.13)
En particular, esta densidad Lagrangiana puede ser expresada en una forma compacta:
£ = |01 _y(©0) (4.14)
introduciendo un conjunto de variables simplécticas dadas por:

E.(O]I = (Aia)AiO)eia)eiO)}\ia))\iO)) (415)

las cuales nos permiten identificar la correspondiente 1-forma simpléctica

1
a(O)I = (eabe (HAbi +2€b1‘,) )O) eab}\bi)O) 0)0)3 (416)
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mientras tanto el potencial simpléctico tiene la siguiente forma:
) . 1 )
VO = el (OFapi + DaAvi — Afijred en™) — zeab)\lo—rabi-
) 1 )
—e“PA%, <9Tabi + —0OFqpi + fijk7\]aekb> . (4.17)
n

Por otra parte, las correspondientes ecuaciones de movimiento que emergen de la anterior La-
grangiana (4.14) pueden ser escritas de la siguiente manera:

() 8 (0
con fg?) = Wﬁmago) — wio”aio) la 2-forma simpléctica asociada a £(°), la cual es claramente

antisimétrica. Usando las variables simplécticas (4.15) y (4.16), encontramos que la correspondiente
matriz simpléctica fﬁ?) (x,y) puede ser escrita como:

2%e%ny 0 —20e%Pny 0 0 0
0 0 0 0 0 0
Zee“bni]- 0 0 0 —€abnij 0 2,
0 0 0 0 0 0 5 (x—vy). (4.19)
0 0 €abnij 0 0 0
0 0 0 0 0 0

No es dificil ver que la matriz f%(l)) es degenerada en el sentido que hay mas grados de libertad
en las ecuaciones de movimiento (4.18) que grados de libertad en la teoria. En esta caso, hay
restricciones que deben remover los grados de libertad no fisicos. Las restricciones aparecen
en este formalismo como relaciones 4lgebraicas necesarias para mantener la consistencia de las

ecuaciones de movimiento. Ademads, es directo determinar que los cero modos de la matriz singular
(4.19) son (vi°)T = (0,v27,0,0,0,0), (v;°))T = (0,0,0,v¢"¢,0,0) y (vi"))T = (0,0,0,0,0,v*"°), con
componentes distintas de cero VAo et y o, respectivamente. Los cero modos satisfacen la
ecuacion (vg(’)z)’ S)If%}) = 0, por tanto, a partir de las euaciones de movimiento (4.18), tenemos las
siguientes relaciones:

) i 0 :
/ dXZ(VEO))]Tw/ dyzv(o) = yhoeab <9Tabi + ;Fabi + fijk)\’aekb) =0, (4.20)
o i .
/dxz(v;m);fw/ dy?V© = ve0e (BF i + DoApi — Afyjreden®) =0, (4.21)
dx2 ()7 0 du?v(© — A 1 abt ) — 0 4.22
X (Vg )] 6((,] Y =V 26 abi | — Y, ( . )

. i i i . . . L. . .
debido a que v*o,v¢o and v*o son funciones arbitrarias. Las restricciones resultan ser las siguientes:

0 .

20 = 0e P Tapi + ;eabFabi + €PN qetp =0, (4.23)

0 = 0% Fapi +€PDaApi — Aefijredl e =0, (4.24)
1

9 = 7€ Tani =0. (4.25)

Ahora, de acuerdo con la metodologia del formalismo simpléctico, analizaremos si existen nuevas
restricciones. Para este propdsito, demandamos estabilidad ( condicién de consistencia ) de las
restricciones (4.23), (4.24) y (4.25), que garantiza su independencia temporal. Como Z;, ©; y Z;
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tinicamente dependen del conjunto de variables simplécticas &)1, la condicién de consistencia
puede ser escrita de la siguiente manera

: 5Q(0
(0) = 0 a OT—0 con 0Q© =z e 5% (4.26)

Por tanto la consistencia de las restricciones Q(°), junto con las ecuaciones de movimiento (4.18)
pueden ser generalmente reescritas como:

e =20 (8), (4.27)
con
stor VI
) = f(?] y zU= 0 (4.28)
“J 65(0 Q ©) b 0
0

L. . (1 ..
Asi mismo, la nueva matriz () toma la siguiente forma
KJ

280y 0 —20mj 0 0 0
0 0 0 0 0
20my; 0 0 0 —nij 0
0 0 0 0 0 0
0 0 nij 0 0 0
0 0 0 0 0 0
zg(nijau —fi5xAka 7uf‘)kekg) 0 20(nyj9a —fijkARa — S5 fijrAKa) O —fijkefa 0
20(nij0a — fijrARa — S5 fijrARa) O 2Afi5kea® 0 (ngda —fijkARa) 0
3
—fijreka 0 (nij0a — fijxA%a) 0 o 0
abg2
xe*o%(x —y). (4.29)

1 , . . .
Es claro ver que f](< ) 1o es una matriz cuadrada, sin embargo, esta tiene cero modos linealmente
independientes, los cuales resultan ser

(Vg]))K = ( 0 ﬂin - fjlmAla) 0, —f) lmela»O» —f lm}\al» O,T]];n, 0, O) ’ (4.30)
(v;”)K = ( %f lmA a) O, —%ﬂj;n - fjlmAla) Oa fjlm (H)\La + 2/\61(1) )0) O)Tﬂn) O) )(431)
(Vé”)K = (—if 1meé a)O 0,0, aaTIJ - f]lmAla + Hfjlmela)o) O»O»n];n> ) (4.32)

tal que (vggé)'(f%) = 0. Usando el ponencial simpléctico, encontramos que la matriz Zg ) esta

dada por

—20 (Daeoj + luDaAo]) + fjlm (eolAaer(?\ol + zerl Jea™)
—(0)
=i
_Da)\Oj — ZGDQA()]‘ + fj[mAlo)\mQ - ZAfjlmeloema
e
i
—Dgeoj + fjimAloe™q
>

ab62(

© O O~y

(4.33)
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Multiplicando ambos lados de Ec. (4.27) por los cero modos de la matriz f]g I)’ y evaluando en

Q% = 0, tenemos las siguientes relaciones en forma covariante ( los simbolos integrales [ son
omitidos por simplicidad):

(Vg]))KZ](J) |Q(0]:O — 0’ (434)
1 .
(vﬁ”)KZ;Q) o —o = _Eueaﬁyxaieﬁ])‘vb (4.35)
1 .
(vg))KZ;&” latr—o = %”e‘xﬁyecxieﬁn‘ﬂ' (4.36)

La sustitucion Q®) = 0 garantiza que esas restricciones desaparecerdn del resto del analisis de
restricciones. Entonces, de (4.35) y (4.36), junto con la invertibilidad de eyi y Ayi, finalmente
encontramos

O™ = e*PYeplNy; =0, (4.37)
la cual es conocida como condicién de simetria [21] y juega un papel crucial en la relacién de las
formulaciones métrica tetrada en teorias de gravedad masiva y multi-gravedad. Adicionalmente,
uno encuentra que la ecuacién (4.37) puede ser dividida en dos ecuaciones:

0 = €% (e'oAib —€'pAio) =0, (4.38)
% = e%%el A =0, (4.39)

de donde podemos ver que la Ec. (4.38) fija los campos e y A}, mientras tanto Ec. (4.39) nos
da nueva restriccién. Esto esta completamente de acuerdo con lo que fue encontrado en [57]
empleando el método de Dirac, no obstante, en el formalismo de Dirac las restricciones (4.38)
y (4.39) emergen como restricciones terciarias, mientras tanto en [59, 60] las restricciones (4.39)
han sido introducidas a mano. Ahora, imponiendo la condicién de estabilidad sobre las nuevas
restricciones (4.39), tenemos la siguiente ecuacion:

(2):(0)] _ 7(2)
fK] E( ) — Z (&), (4.40)
i1 . (2) (M .
aqui las matrices fyj y Z,'* pueden ser expresadas como sigue
(M (1)
(2) _ T 2) _ | Zg
fi; = s I(Do and Z;¢ = 5 . (4.41)
SE(OIT
. 2
Consecuentemente, la nueva matriz f % ]) esta dada por
z%mi 0 —20my; 0 0 0
o 0 0 0 0 0
Zen-lj 0 0 0 —Mij 0
0 0 0 0 N
N 0 nij N N N
0 0 0 0 0 0
Zg(nijaa7fijkAka—uf1jkcka] 0 ze(qijau7f“kAka72‘f0fﬁk>\ka) 0 —fnkeka 0
20(nj0a — fijkARa — S5 fijrAka) 0 2AfijKea 0 (mijda —fijkARa) 0
—fijkela 0 (nijea —fi56Aka) 0 0 0
0 0 aj 0 €aj 0
xe P82 (x —y), (4.42)

- iy 2 - e o 2) ..
facilmente se puede verifica que f i ) es también una matriz singular. Asimismo, ahora f %I] tiene
los siguientes cero modos linealmente independientes:

(VSZ))I = (_aan];n - fjlmAla)O» _fjlmela,O)_fjlm}\alyoynin>o,0)o> ) (443)
(VEZ))I <_%fj lm)\lm 0, _aan];n - fjlmAla) 0, fjlm (Uv)\la + 2/\61(1) , 0, O)ﬂiﬂ) 0, O) (4.44)
M) = (—55Pime'a,0,0,0,—Bamhy — FimAla + hime'a,0,0,0,m,,0),  (445)

(VE‘Z))I = (peaj, O, eaj, O, - (}\aj + zeueaj) »0) 0) O) O)Tﬂn) . (446)
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Después de realizar la contracciéon por ambos lados de (4.40) con los nuevos cero modos, no es
dificil ver que los cero modos (4.43), (4.44) y (4.45) no generan ningtina nueva restriccién, mientras

(2])

que el cero modo (v;~') nos permite obetener la siguiente relacién de constriccién:

VIR ZE a0 a01—o= e*PVfijrel el (Aek + uAk) = —2e (BA + ) =0, (4.47)

donde hemos usado e*PVe,tegie,* = efi* cone = det | ex' | y A = e4"A%;. Consecuentemente,
a partir de Ec. (4.47) es posibe identificar la siguiente restriccién escalar:

Y =3A+pA =0, (4.48)

esto también esta de acuerdo con lo que fue obtenido en Ref. [57] via el método de Dirac, mientras
que en [59, 60] esta restriccion no aparece. Una vez mds, podemos introducir la condicién de
consistencia sobre (4.48) y explorar si hay nuevas restricciones en la teoria. Con este objetivo,
estudiamos la ecuacién

i £ =22 (&), (4.49)

Es facil comprobar que después de insertar la anterior restriccién en la matriz f%) y calcular sus
cero modos, no se obtienen nuevas restricciones. Por consiguiente, no hay mas restriccones en la
teorfa y entonces nuestro proceso de obtener nuevas restricciones via la condicién de consistencia
ha finalizado. Con los anteriores resultados y el método de F-J, ahora podemos introducir las
restricciones (4.23), (4.24), (4.25), (4.39) y (4.48) en la densidad Lagrangiana (4.13) por medio de
los correspondientes multiplicadores de Lagrange a fin de construir una nueva Lagrangiana. La
nueva Lagrangiana simpléctica puede ser escrita como:

L = e“be <|,LAbi + Zebi) Ala + €ab)\ibéla — Eif.))l — @ié(l — ):i_‘}'/1 — (DO(DO — Y(p — \/,
(4.50)

con &', BY, ¥, @0 y ¢ los multiplicadores de Lagrange relativos a las restricciones obtenidas.
Mientras tanto, uno puede notar que el potencial simpléctico desaparece sobre la superficie de
restriciciones porque este resulta ser una combinacion lineal de restricciones reflejando la cova-
riancia general de la teoria; es decir, V = V(©) la©),am 00 y—o= 0. Ademas, de la densidad
Lagrangiana (4.50), el nuevo conjunto de variables simplécticas es tomado como:

£ = (ATq, B etay ot A, v 00, 0) (4.51)
cuya correspondiente 1-forma esta dada por:
1
ap = (eabG (HAbi +26bi> y iy €ab?\bi,—@i)0,—zi,—®0>—Y> . (4.52)

A continuacién, usaremos la variables simplécticas (4.51) y (4.52) para construir la correspondiente
matriz cuadrada simpléctica fij = 5%Ia] — 6%,al, la cual resulta ser

2%111]‘ 72%Vui]— 7291’]‘”' 729&0‘”' 0 Euij 0 0
28V 415 0 20 41 0 —Eai; 0 0 0
291’“)‘ 729&015 0 72AEaij —MNij 7Dzij 7>\uj 7u€ad7\ j
200415 0 2AE o5 0 DY, 0 0 0
0 Eaij Nij —Diyj 0 0 —eqj —Hegaedy
—Eay 0 DY, 0 0 0 0 0
0 0 Aaj 0 €aj 0 0 0
0 0 peqaar?; 0 neqae?; 0 0 0
x €82 (x —y). (4.53)

aqui, ha sido definido Vai]- = (Daij — HEaij) y Aaij = (Daij — ;iel-ai)') con Daij = aam]— —
fijkA*q, Eaij = fijke®a ¥ Laij = fijxA¥q respectivamente. Es importante notar que la matriz
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simpléctica f1; permanece singular sobre la superficie de restricciones, y por tanto esta atin tiene
cero modos linealmente independientes. No obstante, hemos demostrado que no pueden ser
obtenidas mas restricciones mediante las relaciones de consistencia. Consecuentemente, la no
invertibilidad de fyj es sefial de la presencia una simetria de norma que deberia ser fijada usando
condiciones adicionales (condiciones de norma) para remover la singularidad. De este modo
la estructura de los paréntesis de cuantizacién puede ser determinada y el andlisis puede ser
finalizado en términos de los grados de libertad fisicos.

4.3. Transformaciones de norma

Por una parte, se sabe que el concepto de simetria de norma juega un rol esencial en el
desarrollo de las teorias fundamentales de las leyes fisicas. Ademads, la necesidad de describir
las interacciones de la naturaleza en la linea de una dindmica relativista nos lleva a construir un
lenguage covariante con la simetria de norma [75]. Por tanto, aqui realizamos una discusién sobre
la simetrfa de norma en el formalismo simpléctico. Es importante hacer notar que, cuando todas
las restricciones han sido consideradas y la matriz simpléctica atin tiene cero modos, uno puede
deducir que la teoria debe tener una simetria de norma. En consecuencia, los cero modos acttian
como los generadores de la correspondiente simetria de norma ‘6¢’, es decir, las componentes
de los cero modos proporcionan las propiedades de transformacién relacionadas a la simetria
de norma [41, 42, 43]. Las transformaciones locales infinitesimales de las variables simplécticas

generadas por ) pueden ser expresadas por
s&! = (va) e, (4.54)

donde {va} son los cero modos independientes de la matriz simpléctica singular fij, y €** son
pardmetros de norma. Para la matriz singular (4.53), estos cero modos resultan ser

) = (—0an’k — iAo, i, —Fices, 0, —f 1Ag Y, 0,0,0,0) (4.55)
(VZ)I = <_%fjlk7\al>0)_aanjk _fjlkAal»njbfjlk (H)\a1 +2/\€al) )O)O>O»O) y (4.56)
(VS)I = (_%fjlkealyo) O) O)_aanjk _fjlkAal + ufjlkeal)njk,o)o)o) ) (457)

los cuales son ortogonales del gradiente del potencial simpléctico, al mismo tiempo que genera
desplazamientos locales sobre la superficie isopotencial. Como se puede ver de (4.54), las trans-
formaciones de norma infinitesimales que dejan la Lagrangiana original invariante estan dadas

por

5cALt(x) = —Dgli— %fﬂ-k (et 0 + NI KK) (4.58)
Sgea'(x) = —Dak'—fielck, (4.59)
SGAa (X)) = —Dao' — A + uffye Ak + eq) 05) + 2A1 el kK, (4.60)

donde ¢!, k' y o' son pardmetros dependentes del tiempo. Es importante resaltar que (4.58),
(4.59) y (4.60) corresponden a las simetrias de norma fundamentales de la teoria, aunque los
difeomorfismos no han sido encontrados. Sin embargo, se sabe que una apropiada eleccién de
los pardmetros de norma genera los difeomorfismos (on-shell) [75, 76, 77]. Si redefinimos los
pardmetros de norma como:

(t=—AleH,  ki=—elpet, ot =-—AN et (4.61)

42



CAPITULO 4. SIMETRIA DE NORMA Y ESTRUCTURA DE RESTRICCIONES DE TMG:
UNA PERSPECTIVA SIMPLECTICA
4.4. PARENTESIS DE FADDEEV-JACKIW Y EL. CONTEO DE GRADOS DE LIBERTAD

con £* un vector arbitrario. Por tanto, de la simetria fundamental (4.60) y el mapeo (4.61), obtene-
mos

) ) 1 . )
oAt = LoAdt b uetenuy |2 BAIT + (6N,
Sgen' = Leen'—eMequy (A,
) . 1 T . )
dcAa' = LeAx'+2u0etequy [2}19 (5e)¥t — 36 (6A)! + (&\)m] . (4.62)

que son precisamente (on-shell) los difeomorfismos. Adicionalmente, TMG (3.1) es también inva-
riante bajo transformaciones de Poincaré por construccién [76, 75]. Entonces, a fin de recuperar la
simetria de Poincaré, necesitamos mapear los pardmetros de norma de la simetrfa fundamental
‘dg” (4.60) en los pardmetros de la simetria de Poincaré. Esto se puede conseguir a través del
siguiente mapeo [77, 63, 76], e.g.:

CC=At et +wl,  kt=eliet, ot =Abet (4.63)

donde ¢* y w' estan relacionados a las translaciones y rotaciones locales de Lorentz, respectiva-
mente, los cuales juntos constituyen los seis pardmetros de norma independientes de la simetria
de Poincaré en 3D. Usando este mapeo, las transformaciones de norma reproducen las simetrias
de Poincaré modtlo términos proporcionales a las ecuaciones de movimiento

dgea' = —eMdueqn’ —eu Dt —fired Wk + ¥ eqyy (SA)VE,
6G/AociL - _aocu)iL - fijkAc(j(Uk — €uaHA(xi — Auia(xs“
1 . .
—peY ey |55 (BA) 4+ (5N,
20
Scha' = —£"uha’ — A 00" — A Wk
1w 1 .
—Zuesyeowy |:2ue (66) = E (5A) v + (5}\)V1:| , (464)

donde las ecuaciones de movimiento (5e) ", (8A) "'y (5A) " estan definidas en (4.4)-(4.6). Entonces,
nosotros concluimos que la simetrias de Poincaré (4.64) asi como los difeomorfismoss (4.61) no son
simetrias independientes: ellas estan contenidas en la simetrfa de norma fundamental (4.60) como
simetrias on-shell, es decir, s6lo cuando las ecuaciones de movimiento son impuestas. Ademads, los
generadores de dichas transformaciones pueden ser representados en términos de los cero modos,
haciendo evidente que los cero modos de la matriz simpléctica codifican toda la informacién acerca
de la estructura de norma de esta teorfa.

4.4. Paréntesis de Faddeev-Jackiw y el conteo de grados de li-
bertad

Como mencionamos previamenten en Cap. 3, para teorfas con simetria de norma la matriz
simpléctica obtenida al final del analisis es atin singular. Empero, con la finalidad de obtener una
matriz regular y determinar la estructura de los paréntesis de cuantizacién (F-] paréntesis) entre
los campos dindmicos, imponemos un procedimiento de fijacién de norma para la teorfa, es decir,
nuevas restricciones de norma. En este caso, ahora fijamos parcialmente la norma imponiendo la
norma temporal, en particular, Aty =0, el =0, A'o = 0y @o = cte (i.e. go = 0). De esta manera,
también introducimos nuevos multiplicadores de Lagrange que hacen valer las condiciones de
norma, en concreto, pi, Wi, Ti ¥ &°. Entonces, la Lagrangiana simpléctica final después de fijar la
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norma puede ser escrita como

1 . . . .
L = €% <uAbi + 26bi> Ala +ePhipeta — (i —pi) Br — (B1 — wi) &'
—(Zi =)V = (9% = 0°) do. (4.65)
A partir de la densidad Lagrangiana (4.65) uno puede finalmente leer el conjunto final de variables
dindmicas S S
EI = (Alcu BI) ela) (Xl) Ala)yl) (pO’ pl) wl)Tl) 0-O> ) (466)

de forma que, la correspondiente 1-forma simpléctica esta dada por:

1
a; = (e“be (HAM + Zebi> y —=i + Pi, €ab)\bi, —0; + wi, 0,—X; + 11, — Do + 00,0,0,0, 0) .

(4.67)
Después de algunos célculos de algebraicos, obtenemos la forma explicita de la matriz simpléctica
f1 ]

2%111]- 72%va1j —26my;  —204445 0 Eqij 0 0 0 0

Z%vuii 0 200 44 0 —Eaqij 0 0 7%€abr\ij 0 0

20my; 204445 0 —2AE 45 —Nij 7D’:‘ij “Aaj 0 0 o

208445 0 2AEqij 0 DY 0 0 0 —Jeqnnij 0

0 Eaij nyj D’(‘li]— 0 —€qj 0 0 0

—Eaij 0 Vi 0 0 0 0 0 0 —Jequnyj

0 0 Aaj 0 eaj 0 0 0 0 0 -1

0 Teannij 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 Teavnij 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 Teavnij 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 Tean 0 0 0
xe 82 (x —y), (4.68)

donde hemos podido observar que ésta es regular. En consecuencia existe la inversa fy ]_1 ,la cual
puede ser calculada y escrita formalmente como:

1 19 1Y
20 "ij 0 0 0 —Hngj 0 o Daij —2p Laij —20 Faij Heai
0 0 0 0 0 0 0 nij 0 0 0
0 0 0 0 nij 0 0 —Eqij aij 0 eai
0 0 0 0 0 0 0 0 nij 0 0
ungj 0 —Mij 0 —20unyj 0 0 Laij —0aij —Vaij “Aai
0 0 0 0 0 0 0 0 0 nij 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
,Dg.lj —Mij Eqij 0 —Laij 0 0 0 0 . 0 0
n
FoLaij 0 7Dg.lj —nij Caij 0 0 0 —J5Laikle 0 0
L It k j
26 Eaij 0 0 0 Vaij —Nij 0 0 0 7ﬁEqikEb j e“lvai)-
—neaqy 0 —eaj 0 Aai 0 —1 0 0 —e VIV 45 0
abg2
x € d%(x —y), (4.69)

con g5 = (laij + 2AEq45). De este modo, el paréntesis de cuantizacion, denominado paréntesis
generalizado de Faddeev-Jackiw, {, }r_j entre dos elementos del conjunto de variables simplécticas
(4.66), esta defenido como:

(E1(x), &5 (y)e_y = (F17) . (4.70)

Los paréntesis de Faddeev-Jackiw diferentes de cero para gravedad AdS topoldgicamente masiva
puden ahora ser facilmente extraidos usando (4.69) y (4.70). De esta manera tenemos

ALl Ayl = 3578 (x—y), 4.71)
{Aia(x)aAjb(y)}Ff] = _Ueabnijéz(x_y)> (472)
ANy = 20peqrn 8 (x —y), (4.73)
{e'a () Ny = €earnV&(x—v). (4.74)
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Estos paréntesis de F-] corre%)onden a los paréntesis de Dirac reportados en [57]. La cuantizacién
canonica ({&r, &lr—y — J—h (&1, /F:]] ) puede llevarse a cabo usando los mencionados paréntesis
dados por (4.71)-(4.74). Asimismo, ahora podemos llevar a cabo el conteo del ntimero de grados de
libertad: comenzando con 18 variables canénicas (e'q,Alq, Aly), finalizamos con 17 restricciones

independientes (Ego), @EO), ZEO), ®0 ety =0,At =0, @o = cte) después de imponer los términos
de fijacién de norma. Por consiguiente, el nimero de grados de libertad por punto del espacio
para gravedad AdS topolégicamente masiva es uno, independientemente del valor de ., como se

afirma en [59, 60].

4.5. Conclusiones

En esta seccidn, la naturaleza de las restricciones y estructura de norma en la teoria de grave-
dad Ads topoldgicamente masiva desde la perspectiva del formalismo de Faddeev-Jackiw ha sido
estudiada. El conjunto completo de restricciones fisicas en la teoria fueron identificadas a través
de condiciones de consistencia y los cero modos. Posteriormente, se demostré que cuando todas
las restricciones fisicas han sido encontradas pero la matriz simpléctica atin tiene cero-modos, es
decir, cuando los cero modos son ortogonales al gradiente del potencial sobre la superficie de
restricciones, se puede deducir que la teoria tiene una simetria de norma, y por tanto, los cero
modos (4.55)-(4.57) facilmente generan la simetria de norma bajo la cual todas las cantidades
fisicas son invariantes. Mapeando los parametros de norma apropiadamente también obtenemos
las transformaciones de Poincaré y la simetria de difeomorfismos. Adicionalmente, hemos demos-
trado que fijando la norma temporal de la densidad Lagrangiana (4.50) la correspondiente matriz
simpléctica f1j resalta ser no degenerada, por consiguiente hemos identificado la estructura de
los paréntesis de cuantizacion (paréntesis de F-]J) y hemos comprobado que nimero de grados de
libertad fisicos es uno.
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Capitulo 5

Paréntesis de Dirac y Faddeev-Jackiw
para Einstein 4D en el limite G — 0

En este capitulo, la formulacién de Dirac y Faddeev-Jackiw para la teorfa de Einstein en el limite
G — 0 es desarrollada; obtenemos los paréntesis fundamentales de Dirac y Faddeev-Jackiw para
la teoria. Primero, los paréntesis de Dirac son construidos eliminando las restricciones de segunda
clase y dejando intactas las de primera clase. Posteriormente, fijando el norma y transformando
las restricciones de primera clase en segunda clase calculamos los correspondientes paréntesis de
Dirac. Alternativamente, reproducimos todos los resultados del método de Dirac por medio del
formalismo simpléctico. En sintesis identificamos las restricciones y probamos que los paréntesis
de Dirac y Faddeev-Jackiw coinciden uno a uno.

5.1. Analisis Hamiltoniano

Nuestro punto de partida es la accién escrita en el formalismo de primer orden para gravedad
[71,78]

1
S[A, e] = g/€‘Xﬁy6€IIKL(€“I€[5]RY5KL)C1X4, (51)

IJKL 0123

donde € es un objeto completamente anti-simétrico con e =1, el es el campo tétrada y
Ryskr = 0yAskL —0sAykL + G (Ayk/AsjL — Ask) Ay 1) esla curvatura parala SO(3, 1) conexion
AxY. Ademaés, G es la constante gravitacional, i1, v = 0, 1, ..., 3 son indices espacio-tiempo, x* son
las coordenadas que etiquetan los puntos de la variedad 4-dimensional M, e I,] = 0,1,...,3 son
indices internos, que uno puede subir y bajar con una métrica de Minkowskin!/ = (1,—1,—1,-1).

En la Ref. [71] se ha reportado que tomando G — 0 y definiendo un nuevo conjunto de
variables, la accién (5.1) puede ser expresada como cuatro copias de una teoria BF

]
Sle, B] = i/e“WB;B (0,51 — dsey1) dx, (5.2)

UKLe  jApikL. Ahora, los campos e, son una coleccién de cuatro campos

donde Bl = —3e
vectoriales de U(1). Variando la accién con respecto a B}Xﬁ, es posible obtener la siguiente ecuacién
de movimiento: e*PY%9, el = 0, lo cual implica que el = 9,f!, y por tanto la métrica g, =
0. f19y fInyj corresponde localmente a un espacio-tiempo de Minkowski. Este resultado sera usado
en las siguientes secciones. Por una parte, en la Ref. [71] se ha realizado el anélisis Hamiltoniano
de la accién (5.2), usando variables ADM y trabajando en un espacio fase reducido. En ese trabajo

s6lo han sido identificadas restricciones de primera clase, consecuentemente la construccién de los

47



CAPITULO 5. PARENTESIS DE DIRAC Y FADDEEV-JACKIW PARA EINSTEIN 4D EN EL
LIMITEG — 0
5.1. ANALISIS HAMILTONIANO

paréntesis de Dirac no pudo ser reportada. Por otra parte, en la Ref. [78] se reporté un nuevo anélisis
Hamiltoniano usando el espacio fase completo, en este trabajo se han identificado restricciones
de primera y segunda clase. Adicionalmente, la accién extendida y el algebra entre restricciones
también han sido reportados. Usando los resultados de la Ref. [78], se puede ver que existen
dos maneras de construir los paréntesis de Dirac; fijando o no la libertad de norma. En este
capitulo, vamos a usar el conjunto completo de restricciones halladas en la Ref. [78] para construir
los paréntesis de Dirac, posteriormente realizaremos un estudio de la teoria en el formalismo
simpléctico de Faddeev-Jackiw, y mostraremos que los paréntesis de Dirac y de Faddeev-Jackiw
son los mismos.

Aplicando el formalismos Hamiltoniano de Dirac a la accién (5.2), se puede derivar la siguiente
accién extendida para este modelo [78]

I e pl ey 0 1.1 -1 .1 .1 7_ | (a0 Ioa I _ab
S [ery T, By, T ug, Ul g gy Uy Vi V| _/(euﬂl —He —vexf — vaux{?®), (5.3)

donde v y vl son multiplicadores de Lagrange para las restricciones de segunda clase, dadas

por:

X% = % —n*Bye =~ 0,
X% = T**1~0, (5.4)

mientras tanto, la correspondiente Hamiltoniana extendida He es expresada como:
He = —Bg, (NP (dverc — dcern) — 201197 ) — ed0alT{ —udy?d —ulyr —uly{ —ufvie, (5.5)

I 1 I I . . . . . . .
con ugy, U, Uy, ¥ ug los multiplicadores de Lagrange para las siguientes restricciones de primera
clase:

o1 = T’ =0,
Yo = Mo =0,
Y1 = aa”?)
Y = nP¢(dperc — dcern) — 20T1°%; & 0. (5.6)

Notese que una consecuencia directa de trabajar en el espacio fase completo, es la existencia de
restricciones de segunda clase, las cuales hacen una diferencia respecto a los resultados obtenidos
en la Ref. [71], donde s6lo se han encontrado restricciones de primer clase. Adicionalmente, se
puede observar que esas restricciones no son independentes, debido a que existe reductibilidad
entre ellas, dada por 9,71 = 0. Este hecho, complica la construccién de los paréntesis de Dirac
para el sistema, sin embargo, este problema puede ser resuelto extendiendo el espacio fase. Por
tanto, con el prop6sito de construir los paréntesis de Dirac sin fijar la libertad de norma, calculamos
el lgebra entre las restricciones de segunda clase, es decir

{XQI(X))Xb](H)} = 0
bc
aij ij

x%1(x),x*5y)} = — 7
x'Lx*5w)} = o. (5.7)

Por otra parte, la matriz C4p cuyas componentes son los paréntesis entre las restricciones de
segunda clase toma la siguiente forma

0 *ﬂabcﬂu )
Coc = a y 5.8
B ( n bCTII] 0 (5.8)
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y su inversa es dada por

1 0 1
afBy\—=1 _ NabeN
(C*™) 2 < - 0 ) . (5.9)

Los paréntesis de Dirac {, }p entre dos funcionales F, G definidas sobre el espacio fase, es expresado
como:

{F(x),G(z)}p E{F(X),G(Z)}—/dzudzw{F(X),Ea(u)}(C“ﬁ)”{és(W),G(Z)},

donde {F(x), G(z)} es el usual paréntesis de Poisson entre F, G, y &, = (x%,Xx®?) representa el
conjunto completo de restricciones de segunda clase. Usando este hecho, se pueden obtener los
siguientes paréntesis de Dirac:

{ela(x))”b](y)}D = ébaéll&%(x_y)v
M1 (x), M5 (Yl = 0,
{e'ax), byl = 0,
{e'a(x), 9% (yYlp = 0,
{1 (x),Blecaly)}o = 0,
{1 (x), MY (y)}o 0,
lelax), Blgalyllo = 194078 (x—y),
{Blan(x), 19 (y)}p = 0. (5.10)

Usando estas expresiones, es trivial mostrar que el dlgebra entre restricciones es idénticamente
cero. Este resultado no fue reportado en [71]. En esta seccién, hemos trabajado en el espacio fase
completo sin emplear funciones auxiliares. Adicionalmente, hemos eliminado sélo las restricciones
de segunda clase sin la necesidad de tomar en cuenta las condiciones de reductibilidad; sin
embargo, si se fija la norma, las restricciones de primaria clase se convertirian en segunda clase,
subsecuentemente las condiciones de reductibilidad deben ser tomadas en cuenta. Esto escenario
serd considerado en los siguientes capitulos.

5.2. Formalismo Faddeev-Jackiw en la norma temporal

En esta seccién, analizaremos la accién (5.2) usando el formalismos simpléctico. Se puede notar
que la Lagrangiana para (5.2) puede ser escrita de la siguiente manera

£ = pabepy el — VIO, (5.11)

donde el potencial simpléctico es dado por V(®) = —m2¢Byy, (dpel. —dcelp) — M PCBrap)elo.
Las correspondientes ecuaciones de movimiento son dadas como [39]

0 oVO(E)
donde las matriz simpléctica fg? ) toma la siguiente forma
50, (y) 80l (x)
(0) _ ) _ i
fij (Xay) - 6£(O)i(x) 65(0)](}:])) (513)

aqui £t y al®;, representan el conjunto de variables simplécticas. Por tanto, de (5.11)

es posible identificar la forma explicita para el conjunto de variables simplécticas &©)t =
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(e'a,Bioa,e€'0, Blab) y parala correspondiente 1-forma a(®); = (®*¢Byy,, 0,0, 0). De esta manera,
usando estas variables simplécticas, uno puede construir de forma explicita la matrix simpléctica

0 0 0 —T]abCT]U
) _ 0 0 0 0 3.
fy’ = 0 0 0 0 53 (x — ). (5.14)
T]abCTII] 0 0 0

Obviamente la matriz (5.14) no es invertible, por tanto, existen restricciones. Es facil ver que fgf)

tiene los siguientes cero modos: v%o) = (O,vBéu,O, Oy véo) = (0,0, uelo,()), aqui vBoa y uc'° son

funciones arbitrarias. Usando estos cero modos, se pueden obtener las siguientes restricciones:

Qe = /dzx(v(o))f(x)%/dzyV[o)(é) :nabc(abelc - acer) =0, (5.15)

dEL0

0 - / x(v O (x) / YV (£) = 3. (B 1an) = 0. (5.16)

Notese que (5.15) es una restriccién reducible, debido a que 9,Q%! = 0.
Ahora, analizaremos si hay maés restricciones en el sistema. Para este propdsito, escribimos en
forma matricial el siguiente sistema [39, 41]

fi;&) = Z (£), (5.17)
donde
av©@(e)
&1
Zy (&) = 0 . (5.18)
0
y
0 0 0 —mebeqy
£(0) 0 00 0
Uar 0 00 0 s
fk]‘: agi%il = T]abcnU 0 0 0 87 (x —y). (5.19)
dET 2naebesla, 0 0 0
0 0 0 m°bes]ay

Es facil ver que la matriz (5.19) no es cuadrada, sin embargo, ésta tiene cero modos linealmente
independientes, (v(1))[, y de la contraccién (v(1)[Z, = 0, es facil ver que no existen nuevas
restricciones. Ahora, es necesario introducir las restricciones halladas a la Lagrangiana simpléctica
original y construir una nueva con la informacién de todas las restricciones. Para este fin, se
pueden usar los multiplicadores de Lagrange Aq1 y p! asociados a las restricciones Q¢! y Qy,
respectivamente. Entonces, la nueva Lagrangiana simpléctica es dada por

LW = n®Brpcela — QMo —Opp' = VI, (5.20)
donde V(1) = V() |41 o, o= 0. De esta forma, la Lagrangiana adopta la siguiente forma:

£(1) = 11abCBIbcéIa - Qal}.\al - QIpI» (521)
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de (5.21) es facil identificar el nuevo conjunto de variables simplécticas 1) = (el 4, Aa1, Bibe, p1)
y la correspondiente 1-forma ag) = (N%°B1pe, —Q L, 0,—Q;). Usando estas variables, se puede

obtener la forma explicita para la matriz simpléctica

0 72611nubcab 71’]ubCBI] 0
(M _ [ 28"m°*coay 0 0 0 Y
fij = navest; 0 0 —81me*ca. 8 (x —y). (5.22)
0 nabCBIJac 0

Notese que la matriz fS Ves singular con 40 cero modos, los cuales podrian darnos nuevas restric-
ciones, sin embargo, ya hemos mostrado que no hay nuevas restricciones en la teoria. Por tanto,
la teoria contiene grados de libertad de norma. Con el propdsito de invertir la matriz (5.22), es
necesario fijar ésta libertad de norma, usamos la norma temporal, es decir, ely =0 y Broa = 0,
subsecuentemente pI y Aq1 son constantes. Ahora, tomando en cuenta estas condiciones, la La-
grangiana simpléctica adquiere la forma

LB = n®Bpcely — (Q% — a®DAar — (Qr — p1)d, (5.23)
de aqui, podemos identificar el conjunto final de variables simplécticas &' =

(eIa) )\aIa d)I) BIbC) ocal, pI) y la 1-forma ai = (nachIbC> _(QaI - (xal)’ _(QI - pI)) O) O> O) Usando
estas variables, la correspondiente matriz simpléctica esta dada por:

0 7251]nabcab 0 7T]chél] 0 0
25" mebeay, 0 0 0 —8%, 8" 0
f2) _ 0 0 0 —8tmebea, 0 81y
ij nubcéll 0 6I]nubcac 0 0 0
0 5% 6% 0 0 0 0
0 0 -8y 0 0 0

x83(x —y).

(5.24)

Noétese que fgjz) es ahora regular, por tanto es posible construir la inversa de ésta matriz, la cual
toma la siguiente forma:

0 0 0 dabe 51y 0 81504
0 0 0 0 81769, 0
(f(z))—1 _ 0 0 0 0 0 -5ty
D] - —Jdabe gty 0 0 0 —8'588%0, 0
0 —8'58%y, 0 8176890, 0 0
—8'504 0 8y 0 0 0
x8(x —y). (5.25)

De esta manera, identificamos los paréntesis basicos de F-J.

1

{eImBIbc}F—I = 25Imabc63(x—y%
fela,pplrmy; = 810.8°(x —y),
{}\aI)“bI}Ffj = 5ba51153(X—U)>
(oY ooy = =88 (x—y),
{(Brav,a}rj = —8]6%4p0a8%(x —y), (5.26)

Con esto, se puede ver que estos paréntesis coinciden con los paréntesis de Dirac encontrados en
la seccién previa.
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5.3. Paréntesis de Dirac fijando la norma

Es bien sabido que en Relatividad General las coordenadas de espacio y tiempo carecen de
significado fisico, por tanto la relevancia fisica de RG esta dada por la relacién de campos respecto
a otros campos [79]. En este sentido, no se puede localizar el campo gravitacional en el espacio-
tiempo (fijar la norma) porque el espacio-tempo es un sistema dindmico, sin embargo, como
comentamos anteriormente para la teoria bajo estudio, una de las ecuaciones de movimiento,
nos dice que el espacio es localmente Minkowskiano. Por tanto, es posible fijar la norma y asi
obtener un conjunto completo de restricciones de segunda clase, con el cual podemos construir
los paréntesis de Dirac a fin de realizar la cuantizacién de la teoria. Para este propésito, se pueden
introducir las siguientes condiciones de norma: e!y ~ 0, Blp, ~ 0, 0%!, ~ 0y —0"Bgp! ~ 0.
Aqui, es posible observar que la condicién —0PBgp ! es también reductible, por tanto, este hecho
no permite calcular los paréntesis de Dirac, sin embargo, se puede introducir campos auxiliares a
fin de trasformar las restricciones reducibles a constricciones irreductibles [80, 81]. Asi, obtenemos
el siguiente conjunto de restricciones de segunda clase:

x1 = elo ~ 0, X6 = 04111 = 0,

X2 =TI’ &0, X7 =—0"Bap' +0aq’ ~ 0,

X3 =Bloa &0, Xs = 2n%°dpere —20u1T°% + 0P ~ 0,

xa =% ~ 0, X9 =TT —=n**“Bypc & 0,

x5 = 0%l ~ 0, X10 =T1%° ~ 0, (5.27)

donde q' y Py son campos auxiliares, que satisfacen {q'(x), Pj(y)} = 61153 (x —y). De esta manera,
la matriz C4p cuyas entradas son los paréntesis de Poisson entre las restricciones (5.27) es dada

por

0 sy 0 0 0 0 0 0 0 0
sy 0 0 0 0 0 0 0 0 0
s a
0 0 0 bzb sy 0 0 0 0 0 0
0 0 —25b sl 0 0 0 0 0 0 0
0 0 o 0 —slyv? 0 0 slyoaa 0
0 0 0 0 slyv2 0 0 0 0 0
asl 2 ‘Sgdéllab
0 0 0 0 0 0 0 —sg8slv 0 —-ab
0 0 0 0 0 0 v2sgs! 0 0 0
0 0 0 0 75118“ 0 0 0 *”ubC”II
égclél ab
N N 0 0 N 0 Zap” I 0 neben 0
3
x8(x —y), (5.28)
. -1
y su inversa (Cyp)~', dada por
—sly 0 0 0 0 0 0 0 0
sy 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 —25%, 81 0 0 0 0 0 0
0 0 259,81 0 0 0 0 0 0 0
1
5
0 0 0 0 0 =3 0 0 0 0
v
5! 7 n 2a
0 0 0 0 -4 0 0 0 0 nlJ dbac
v sa 2v
0 0 0 0 0 0 0 va 51 0 0
1J c
5 2
0 0 0 0 0 0 bl 0 4 Jacb® 0
v 1 . 2v
0 0 o 0 0 0 o _n Macpd o Nabe 1]
aa 2v2
IJNbac Nabe 1]
0 0 0 0 0 — 0 0 _MNabe o
n by n
abg3
x€*8%(x —y), (5.29)

Es importante mencionar, que los campos auxiliares q' y Pj han sido incorporados con el objetivo
de encontrar la matriz inversa de C . De hecho, sin esos campos es imposible construir la matriz
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inversa, este es un problema comtn en teorfas con reductibilidad [80, 81]. Por otra parte, estos
campos auxiliares no contribuyen a la dindmica del sistema porque los paréntesis de Dirac entre
los campos auxiliares y las variables dindmicas son cero, es decir

{qa"(x),P;(y)}p =0, (x),elo(y)lp =0, {q"(x), 1% (y)}p =0,
{q"(x),Bloa}p =0, {q ( ), 1% (y)}p =0, {q"(x), e a(y)lp =0,
{q"(x),TT**}(y)}p =0, {q'(x), 1% (y)}p =0, {q"(x), Bl ab(y)}p =0,
{P1(x),elo(y)}p =0, {Pi(x), 1% (y)}p =0, {P1(x),Bloa(y)}p =0,
{P1(x), 1% (y)}p =0, {P1(x),el a(y)}p =0, {P1(x), 1% (y)}p =0,
{P1(x),TT*®(y)}p =0

Después de algunos célculos, ha sido posible obtener los paréntesis de Dirac entre las variables
dindmicas

{eI ﬂb} _ 61 6b _aaab 53( o )
ay JJD — ] a vz X—Yy),
81y 9,04
(eharBrocky = 5 (abe —nane - ) ¥1x vl (5:30)

Es importante comentar que todos estos resultados no fueron reportados en las Refs. [78, 71].
Por otra parte, con todos estos resultados en mano, tenemos ahora las herramientas necesarias
para comparar a nivel Hamiltoniano la teorfa bajo estudio con las teorias BF para RG 4D. De
hecho, ya hemos comentado que la accién (5.1) es una copia de una teorfa BF, sin embargo, el
contexto de estas dos teorfas no es el mismo. Para el primer modelo, tenemos un espacio-tiempo
Minkowskiano como escenario, mientras que las teorias BF son background independent.

5.4. Paréntesis de Faddeev-Jackiw usando el espacio fase como
variables simplécticas

Finalmente, en esta seccién, reproduciremos los resultados obtenidos en la seccién previa
donde los paréntesis de Dirac han sido derivados fijando la norma. En particular, con esta fijacién
de norma, lo que hemos hecho es elegir una configuracién especifica de los campos. En este caso
y dentro del formalismo de F-J, vamos a trabajar con el espacio fase como variables simplécticas.
Por tanto, a partir de (5.11), es facil leer la siguiente Lagrangiana

£ = qeel, — v (5.31)
donde %1 =By, y VIO = —mP¢Byy,(dpel.—dcely)— 6 ﬂ“le o. Entonces, las coordenadas
simpléctias son (Ot = (el , 19, ely, Bioq ), mientras tanto a = (T1%1,0,0,0), por consiguiente,

la matriz simpléctica adopta la siguiente forma:

0 %8, 0 0
0 _ | —8%48Y 0 0 0 |
fyy = 0 0 o o [¥&x—y)
0 0 0 0

ésta matriz tiene los siguientes cero modos: Vgon = (0, O,ve]",O) y vgon = (0,0,0,vBroa), donde

J . I . 2
vBioa yve'o son funciones arbitrarias. De esta forma, realizando la contraccién de los cero modos
con el gradiente del potencial, es decir

0)i s5V(©)
1,2 68(0)1

vl = 0, (5.32)
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no es dificil identificar las sucesivas restricciones: Q; = 0,114 =0y Qf = n*bcdyer. = 0. Estas
restricciones son las restricciones secundarias encontradas via el formalismo de Dirac. Ademas,
Qf es reductible, porque 0,Qf = 0, por tanto, esta condicién serd tomada en cuenta. Por otra
parte, es necesario calcular lo siguiente:

0 §°.8 0 0
£ —5 .81 0 0o 0
) 0 0 0 0
fiy = fgg; - 0 0 o 0 83 (x —y). (5.33)
508
= necdo 8l 0 0 0
0 dadly 0 0

Aqui, podemos observar que ésta matriz no es cuadrada, sin embargo, ésta tiene los siguientes dos
Lyt A Ao \/BO A (i bed Ao \/BO
cero modos: v; © = (0p V1,0, VA0, VEP4 0, =V ) y vy 7 = (0,790 Vqay, V0, VPPY  Vqy, 0).
. 2 . . Dk
Haciendo la contraccién de estos cero modos, se encuentra que la siguiente ecuacién: vg % Zy =
0, se satisface idénticamente. Por tanto, no hay mas restricciones en la teoria. De esta manera,
toda informacién sobre las restricciones halladas debe ser incorporada y construir una nueva

Lagrangiana simpléctica
£ = meely =20 M dpere) — p'(3aT%) — 6;09A !, (5.34)

debido a que Qf es una restriccién reducible en (5.34), entonces es necesario anexar otro mul-
tiplicador de Lagrange 0; adicional a A' [40]. Entonces, a partir de la Ec. (5.34), es facil iden-
tificar el siguiente conjunto de variables simplécticas &M = (el 1%, Alq, p, 0;) y la 1-forma
ag ) = (TT91, 0, —2n**¢dperc, —04T1%1, 39Al ), con esto la correspondiente matriz simpléctica toma
la forma

0 —8%.8' —21n%°°n1; 0y 0 0
1) 5% 6% 0 0 —8'504 0 3
fij = 201, 0 0 0 -850, | 87(x—y). (5.35)
0 5104 0 0 0
0 0 5'yo¢ 0 0

. 1 . . . -
Obviamente fgj ' es singular, sin embargo, ya hemos mostrado que no hay mads restricciones, por
tanto, la no invertibilidad de f Ej ) significa que la teoria posee una simetria de norma. De esta forma,

debemos imponer las siguientes condiciones de norma: Q' = 0%, =0 Y Qra = IMapcd®TT,
esta informacion necesita ser adicionada a la Lagrangiana simpléctica mediante nuevos multipli-
cadores de Lagrange, por ejemplo, N1 y al. Nétese, sin embargo que Q;, es una constriccién
reducible, de esta manera en la Lagrangiana simpléctica, incorporamos un multiplicador més, {3
[40]

. . 1
£ = ﬂﬂle%—lea(nmabelc)fol(aaﬂanfelaﬂﬂaf(inabcabﬂma“

—(@%e'a)nr — (3%l a)Br. (5.36)

Ahora, de la Ec. (5.36), es posible identificar el nuevo conjunto de variables sim-

plécticas; £ = (e, T, AL, p', 01, %M1, B1) v la correspondiente 1-forma agz)

(M%1,0,—2n9P¢dperc, —dalT%, —0%A g, IMabc0°TT¢r, —0%! o, 3%« ). De esta manera, la matriz
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simpléctica f;z) es dada por

0 761;’051] 72n°b°n”ab 0 0 0 7511a“ 0
1
5
sbasly 0 0 —slj04 0 — 5l naped 0 0
zn”nﬂbcab 0 0 0 751,aﬂ 0 0
0 5‘]aa 0 0 0 0 0 0
0 0 slyoa 0 0 0 0 0
1
5 .
0 “Slngpeo® 0 0 0 0 0 nryoc
slyaa 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 nryo ¢ 0 0
3
x8%(x —y). (5.37)

Finalmente, se puede mostrar que esta matriz es regular, y por consiguiente, calcular su inversa.

. 2
La inversa de fgj ), es dada como:

1
a 510
0 5T (59, — 2 2% 0 0 0 0 2 1Ce 0
J v2 v2
51 a
1 (sey — 2250 aljee
—5 ](5 b o2 0 0 = 0 0 0 0
slioa
0 0 0 0 —v% 0 0 0
—sl,04 5!
0 # 0 0 0 0 ?zL 0
I a
—sl 0
0 0 sz— 0 0 0 0 0
i
—sl:0
0 0 0 0 0 0 0 Q—vz =
sl 04 —s!
=L 0 0 = 0 0 0 0
v v |
sl 0
0 0 0 0 0 —2 0 0
3
x8%(x —y). (5.38)

Consecuentemente, a partir de (5.38), es posible identificar los siguientes paréntesis generalizados
de F-J:

EP ), e Wy = 117 (xy) T, (5.39)
entonces,
L Y e (540)

corresponde al paréntesis de Dirac encontrado en la seccién anterior.

5.5. Conclusiones

En este capitulo se realizé un analisis a la teoria de Einstein en el limite G — 0. Trabajando
en el espacio fase completo se construyeron los correspondientes paréntesis de Dirac de dos
formas distintas; una fijando la norma y la otra sin fijarlo. Primero, se hizo una revisién sobre
el andlisis Hamltoniano & la Dirac del modelo, con la finalidad de derivar los correspondientes
paréntesis de cuantizacién, todo esto fijando la norma. En este caso, demostramos que es necesario
extender el espacio fase por medio de variables auxiliares, sin embargo, este procedimiento es
largo y tedioso. Lo anterior nos ha motivado a explorar la dindmica del sistema en el contexto del
formalismo simpléctico de F-J. En este anélisis mostramos que no es necesario extender el espacio
fase, consecuentemente no es necesario emplear variables auxiliares.

55






Apéndice A

Faddeev-Jackiw para TMG sin
constante cosmologica

A.1. Dinamica

La accién para TMG puede ser escrita como [58, 57, 59]

0

S[A,e,A] = / {2661 AFAL +AAT + EAl A (dAL + *fi)’kA] A Ak>:| s (A1)
M

3

donde p es el pardametro de Chern-Simons, 6 = 1/16nG, y A' = A, 'dx" es la conexi6én 1-
forma evaluada en la representacién adjunta del grupo de Lie SO(2,1), el cual admite un tensor
totalmente antisimétrico fiji.. Ademds e' = e}, dx* es una tridda 1-forma que representa al campo
gravitacional y F' es la 2-forma de curvatura para la conexién A, ie., F; = dA; + 2fi;Al A AR
Finalmente A es un multiplicador de Lagrange 1-forma que asegura que la torsién desaparece
T, =dey + fijkAj Nek=0.

Las ecuaciones de movimiento que emergen de la variacién de la accién (A.1) con respecto a las
variables dindmicas ey ', A4t y Aot estan dadas, ademds de algunos términos de derivadas totales,

por:

(ée)oci — exve (zevai + Dv)\pi) — 0)
(BA)X = €™V (20T, ! + fiuA JepX + 2007 TF, 1) =0,
(BN = eX*T,t =0, (A2)

A partir de la segunda y tercera ecuacién en (A.2), el multiplicador de Lagrange A,' puede ser
resuelto en términos del tensor de Schouten de la variedad M

. . 1
)\HL = Zepqswew, con S,y = (Ric)uv - ng.vR- (A3)

La variedad esta codificada con una métrica espacio-tiempo, g,v = euievjnij. Por otra parte,
debido a que la torsién desaparece, la conexién de spin A ;' es una funcién de e,,*

Ay =—eYd e, + T8 epe, (A4)
donde F‘Eu es el simbolo de Christoffel. Insertando la relaciéon (A.3) en la primera ecuacién de

(A.2), uno obtiene las ecuaciones de campo usuales de TMG [56, 60] en el formalismo de segundo
orden

1
Guv + - Cuv =0, (A5)
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donde G,v = Ryy — %QWR, es el tensor de Einstein, y C,v = eu“BV(XS g+ €s esencialmente el
tensor de (symmetric traceless ) Cotton obtenido de la variacién del término gravitacional de
Chern-Simons con respecto a la métrica, con V = 0 +I" la derivada covariante para la conexién de
Christoffel. Ademas, el contenido de particula de esta teoria puede ser obtenido realizando una
aproximacion lineal de las ecuaciones de movimiento alrededor de un background de Minkowski
[56].

Para realizar el andlisis simpléctico, asumiremos que la variedad M es topolégicamente L x R,
donde X corresponde a una superficie de Cauchy sin borde (0Z = 0) y i representa un pardmetro
de evolucién. Aqui, x* son las coordenadas que etiquetan los puntos de la variedad tridimensional
M. Ennuestranotacion, los indices griegos corren de 0 a 2, mientras la mitad de las letras alfabéticas
(1,3, k,...) corren de 1 a 3.

Realizando la descomposicién 2 + 1 de nuestros campos sin romper la simetrfa interna, podemos
escribir la accion (A.1) como:

1 .. . .
S[A,e,A] = / {eeab <Zebi + LlAbi) Alg + e%Apety 4+ €%Pely (0Fapi + Dalbi)
b3
T abyi abai 1 ik 3
t5e AoTapi + €A% | 0Tqpt + EeFabi + N qey | | d7x, (A.6)
dondeFgpt = aaAbi—abAai—i—fijkquAbk_, Tab' = Dgep'—Dypeq', yladerivada covariante de A
es definida como D Ap' = 04 Ap* + fljkAcJ)\bk. Aqui a,b = 1,2 son indices para las coordenadas

espaciales ( el punto representa una derivada con respecto al pardmetro de evolucién). De (A.6)
podemos identificar la siguiente densidad Lagrangiana

1 . . . 1 .
£ = peab (Zebi + HAbi> Alq + €ab7\ibéla + €abelo(9Fabi + DaApi) + Eeab?\loTabi
. 1 .
+e%P Al (eTabi + aeFabi + fijk7\]a€kb> . (A7)

Del principio variacional aplicado a la densidad Lagrangiana (A.7), es posible escribir las ecuacio-
nes de movimiento simplécticas como:

(0)
0):(0); _ OVV(E)
fij E, ) = 55(0)1 ) (Ag)

donde fg)) = 3 af—’ona]go)(é,) - %ago)(é), la cual es claramente antisimétrica, es conocida
como la 2-forma simpléctica, la cual nos lleva al siguiente conjunto de variables simpléc-
ticas £0F = (Al  Alp, ey, eto,Alq,A), la correspondiente 1-forma al®; = (20e“Pey; +

%eabAbi, 0, €PApi, 0, 0,0), y el potencial simpléctico V(©) dado por:

) 1 . : 1 :
VIO = e9ely (0Fqpi + DaApi) + ieabAIOTabi +ePAl, (eTabi + aeFabi + fijk}\)aekb) . (A9)

. P RS P 0 ‘
Usando las variables simplécticas, encontramos que la matriz simpléctica ij ) puede ser escrita
como

25e%ny; 0 —20e%®ny 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0) _ | 20e“*ny 0 0 0 —e®®ny 0 |2
fiy (% y) = 0 0 0 0 0 o | ¥ x—y). (A10)
0 0 €abﬂ1j 0 0 0
0 0 0 0 0 0
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0 e . . .
Claramente fgj Ves degenerada, esto significa que hay mas grados de libertad en las ecuaciones de
movimiento (A.8) que grados de libertad fisicos en la teorfa. Entonces, tenemos una teoria singular,
con restricciones que deben remover los grados de libertad no fisicos. Los cero modos de esta matriz

resultan ser (vi®')T = (0,v2%,0,0,0,0), (v{)T = (0,0,0,v¢'2,0,0) y (v}*)T = (0,0,0,0,0,,"),
donde vA "o, veo y VAo son funciones arbitrarias. Multiplicando ambos lados de (A.8) por esos

cero modos, podemos obtener las siguientes restricciones primarias:

- 1 0 i
=) = / ()] §5E(0)] / dy? V1 = 8e P Tap + ﬁeabFabi + e fijN gy =0,
1
o = / dXZ(VEO))iT 50 / dy?V(®) = 0% Fqpi + €°Dalpi =0,
(0)  _ 2., (0T 5 2(0)_1 b L
£ = / o 5] g5y / dy? V() = e Tap = 0. (A11)

Siguiendo la prescripcién del formalismo simpléctico, analizaremos si existen nuevas restricciones.
Para este fin, imponemos una condicién de consistencia sobre las restricciones (A.11) como en el
método de Dirac:

50 (0)

5(0)
Q 55(0)1

£0%=0 con Q=206 (A12)

la cual significa que esas restricciones deben ser preservadas en el tiempo. Esta condicién sobre
las restricciones primarias (A.12) y (A.8) puede ser reescrita como:

fig &0 = 2,V (&), (A.13)
donde
sv(©)
f(O) 5E(0)F
f]((]].):( s ko) ) and z\' = 0 . (A.14)
SO 8

Por tanto la nueva matriz simpléctica f%) esta dada por:

z%mi 0 —20my; 0 0 0
0 0 0 0 0 0
20my; 0 0 0 —nij 0
0 0 0 0 0
0 0 nij 0 0 0
0 0 0 0 0 0
Zg(nijaa7fijkAka—ufi]«keka] 0 ZO(ni]«au7fnkAka72]—0f1jk>\ka) 0 7f»”»keka 0
20(nij0a — fijkARa — Sy fijrAka) 0 0 0 (myjoa —fijrARa) 0
7fijkcku 0 (nij0a 7f1jk/\k0) 0 0 0
x €82 (x —y). (A.15)
1 . P . .
Aunque f](q.) no es una matriz cuadrada, esta atin posee los siguientes cero modos
(5T i _f L m e i el ym j 1,m j
(v1 )] = aaVJ _fJLmA avV ,V O>_f11me aV )O) f)lm?\a v )O>VJ)O)O )
(DT B lym Al i £ L om oGl oam j
(Vz )] = _Efllme aV )O) O)V 0) aav] - f]lmA aV' — Hf] 1m€ aV aO»O)O)V] )
(My;T Ko 1 ,m j j 1 .,.m j L ,m A j
(V3 ) = _%fllm)\ V" 0,00V — P AT V™, 0y —uf AT v, v 0, 0,V),0 ), (AL16)
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A A

donde v™, Ve ,V é,v » son funciones arbitrarias. Por otra parte, la matriz Z](J ) esta dada por:
—ZeDaeoj + fjlmeol)\am + ijonleam + Zefﬂonleam — ZlueDaAoj
0
fDa7\oj — ZGDaAo]- + fjlmAloAma
0

7Daeoj +fj1mA10€ma €ab52(x—y).
0

0
0
0

(A.17)

Efectuando la contraccién de ambos lados de (A.13) con los cero modos (A.16), podemos obtener
las siguientes restricciones:

WINEZ" g0 _o=0. (A.18)

La sustitucién Q®) = 0 garantiza que esas restricciones no apareceran en los siguientes calculos.
Después de unlargo calculo, de (A.18) obtenemos la forma explicita de las restricciones secundarias

A =2e%e  Aip,  Aoa = €'oAia — e aio- (A.19)

Esto estd completamente de acuerdo con lo que fue encontrado en [57] usando el método de
Dirac. Por otra parte, podemos imponer la condicién de consistencia sobre (A.19) para obtener el
siguiente sistema:

fi3 €00 = 22 (&), (A.20)
donde ahora tenemos
2) gD 2 7,
iy = saln |, Q=AM y Z = 0 ) (A.21)
&0 0

Es facil ver que, atin después de calcular la matriz simpléctica ffj) e insertar las anteriores res-
tricciones (A.19), los cero modos no nos conducen a ninguna nueva restriccién, lo cual significa
que no hay mads restricciones en la teorfa, y por tanto, nuestro procedimiento ha llegado a su fin.
Ahora, podemos introducir los multiplicadores de Lagrange para las restricciones (A.11) y (A.19)
en la densidad Lagrangiana (A.7) a fin de construir una nueva Lagrangiana

£(3) = Ge“b (Zelb + pAbi) Ala + €ab7\ibéla — €ab(9Fabi + DaAbi)(Xl — Ee“bTabiFl
0 - T .
—e*?(0Tqapi + EFabi + fiN a€p) BT — AP — Aoa ¢°F, (A.22)

donde el nuevo potencial simpléctico V3) desaparece debido a que este es una combinacién lineal
derestricciones, lo que refleja la covariancia general de la teoria, es decir, V3 = yI(0] lao) Q==
0. Por otra parte, los nuevos multiplicadores de Lagrange para las restricciones son &' = e,
Bl = A§, 't = AL, ¢ y $°¢. Por tanto, el nuevo conjunto de variables simplécticas es tomado como:

5(3)1 = (Aia)Bi)eia»o‘i>}\ia>ri>(9>(p0a) . (A.23)
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Entonces, la correspondiente 1-forma es

1

1
a3 = <6e‘1b <2ebi + HAbi> ,—Z0)4, €Ay, —0% 0, -2l A, —/\Oa) ) (A.24)

Usando estas variables, un cdlculo explicito nos lleva a una matriz simpléctica singular fgj ) =

ﬁ a)( 3(g) — 5 afﬂi a?) (&). Sin embargo, ya hemos mostrado que no hay maés restricciones, por

. . . 3
tanto, la teoria debe tener una simetria de norma. Los cero modos de fgj ) resultan ser

iT o - o - '
(v$3)) = (—aaCl - fljkAa]Ck) Cl)_fljke]ackao) _fljkAa]Ck’O’ 0’ O) )
e\ _ i K50, =0kt — F A K5, kY +ufipcd K5, 0,0,0
v, - 20 jkAa K50, —0a K" — 1A KT, K U 51cAa KT, 0,0,0 )
iT ) ) L ; i i i
(VS’)) — (_%fljkea]o‘k)o, O,O,—aaO'1 — fljkAa)Uk + Hflikea)o-k» GL)O) O) . (AZS)

Es bien sabido que la simetria de norma determina el contenido fisico de cualquier teoria de las
interacciones fundamentales, por tanto necesitamos conocer explicitamente la forma de las trans-
formaciones de norma de esta teoria. De acuerdo con la prescripcién del formalismo simpléctico
[40, 42, 46], los cero modos corresponden a los generadores de la simetrfa de norma de la teoria
original (A.1), i.e.

. iT
e (A.26)

iT
donde { (v{s)) } es el conjunto completo de cero modos de la matriz singular fg) y €' representan

pardmetros arbitrarios infinitesimales. Usando este hecho, los generadores (A.25) producen las
siguientes transformaciones de norma fundamentales para los campos basicos

SA(x) = —Dal'— 51 (e o* +AJKY),
dg eoci(x) = _DocKi - fi]'kejack)
S6A&'(x) = —Dygo" — A O + puflj (VoI kX +eal "), (A.27)

donde (!, k' y ot son los pardmetros de norma independientes del tiempo. Es importante remarcar
que (A.27) corresponde a la simetria de norma de la teoria, pero no a los difeomorfismos. No obs-
tante, se sabe que una apropiada eleccién de los pardmetros de norma genera los difeomorfismos
(on-shell) [59, 77]. Por tanto, podemos redefinir los pardmetros de norma como:

(t=—Aler, k= —eiuau, ol = —At et (A.28)

donde e* es un tres-vector arbitrario. De esta forma, a partir de la simetria de norma fundamental
(A.27) y el mapeo (A.28), obtenemos

Sgea' = Leea'—eMeauy ()Y,
) . 1 . .
8GAx" = LAx+ peMteqpuy {26 (A + (67\)“} ,
. . 1 S . .
dcAa" = LAy +210eM ey [Zue (5e)¥' — 2 (A + (5?\)“] . (A.29)

los cuales son (on-shell) difeomorfismos. Por otra parte, por construccién las teorfas invariantes
bajo difeomorfismos tienen también a las transformaciones de Poincaré, como simetria (off-shell)
[76, 75]. Entonces, con el propédsito de recuperar la simetria de Poincaré, necesitamos mapear los
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pardmetros de norma de la simetrfa fundamental ‘5g” (A.27) en los correspondientes a la simetria
de Poincaré. Esto es logrado mediante el mapeo independiente entre los pardmetros de norma
(A.27) y los de Poincaré [77]:

CC=Atet+wl  kP=etiet, ot =Atek, (A.30)

donde e* y w' son los pardmetros de traslacion y rotacién de Lorentz, respectivamente, los cuales
juntos constituyen los 6 pardmetros de norma de las transformaciones de Poincaré en 3D. Usando
este mapeo, se puede ver que la simetrias de norma reproducen las transformaciones de Poincaré,
pero modilo términos proporcionales a las ecuaciones de movimiento

Sgeal = —e"duenl —en 0t — fies WX + Y eqyy (BN,

i i i j i i 1 vi Vi
8GAx" = —Oaw' —fAd Wk — " AL — ALt dae — eV Eqyy [29 (6A)" 4 (8A) 1] ,

) ) ) ) ) w1 ) i
Scha' = —€"duha’ — At 0aeM — Fiha) WX — 2408V €qyy [Zue (5e)¥' — 70 (A + (6@\.3}1)

donde las ecuaciones de movimiento (5e)"", (A)"" y (6A)"" estan definidas en (A.2). Entonces,
concluimos que la simetria de Poincaré (A.31) asi como los difeomorfismos (A.28) estan conteni-
dos en la simetria de norma fundamental (A.27) s6lo on-shell. Ademads, los generadores de las
transformaciones de norma pueden ser representados en términos de los cero modos, haciendo
evidente que los cero modos de la 2-forma simpléctica codifican toda la informacién acerca de la
estructura de norma de la teoria.

A.2. Paréntesis de Faddeev-Jackiw

Finalmente, con el objetivo de invertir la matriz simpléctica y obtener los paréntesis generaliza-
dos de Faddeev-Jackiw e identificar los grados de libertad fisicos, debemos introducir condiciones
de fijaciéon de norma, es decir, nuevas “restricciones de norma”. Por conveniencia, usamos la nor-
ma temporal, es decir, A'g =0, e’y =0, A'o =0y ¢ = cte (i.e. ¢ = 0). Como una consecuencia
directa, el término A, desaparece de la densidad Lagrangiana. De esta manera, también intro-
ducimos nuevos multiplicadores de Lagrange para las condiciones de norma, es decir, p;, wi, T;
y o. Entonces, la densidad Lagrangiana se reduce a

1 . . . .
5(4) = Ge“b <2€bi + LLAbi) Ala + €ab)\ibé1a - (Ei('o) - pi) Bl - (@go) - (,Ui) ot
- (zgm - Ti) M (A—0)¢. (A32)
Por tanto, podemos identificar el conjunto final de variables simplécticas

5(4)i = (Aia, Bi, eiaa o‘i))\ias ri) @, Pi, Wi, Ti, 0), (A.33)

con la correspondiente 1-forma simpléctica

1
al¥ = (eeab (Zebi + uAbi) =2 4 01, €%PApi, =01 + w4, 0, -2 + 11, —A + 6,0, 0,0, o) .
(A34)
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Después de alguna élgebra, obtenemos la forma explicita de la 2-forma simpléctica fg”

ZTBF 72%(A+;1C) —20F —20(A + £5) 0 —C 0 0 0 0 0
z%(A b uC) 0 20(A %) 0 c 0 0 —Mij 0 0 0
20F —20(A + £5) 0 0 —F  —A 21 0 0 0 0
20(A + %) 0 0 0 —A 0 0 0 —Mij 0 0
0 —C F A 0 0 —2H 0 0 0 0
C 0 A 0 0 0 0 0 0 —Mij 0
0 0 —21 0 2H 0 0 0 0 0 —1
0 nij 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 nij 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 nij 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
x 5% (x — y), (A.35)
la cual es regular y tiene la siguiente inversa f(*) ;"
= F 0 0 0 —uF 0 0 —-A —%D —£C  2uey’
0 0 0 0 0 0 0 —Y 0 0 0
0 0 0 0 —F 0 0 —CF -A 0 2eqt
07 0 9 0 0 - 0 0 3 n)i B 0 B 0
uF 0 F 0 20uF 0 0 D ubD 2(A - uC) -—-2G
0 0 0 0 0 0 0 0 0 n' 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
A nj CF 0 D 0o 0 0 0 0 0
%9 0 A - 7uD B 0'_ 0 0 35 E 0 07
35C A 0 0 0 (QA—uC) —m9 0 0 0 %Bf 2uH
—2uert 0 —2eqt 0 2G 0 1 0 0 —2uH 0
XSZ(X - y)»
(A.36)

A =€ (danij + fijAX), C =€ fijea, D = €®PfiAs™, F = €’ nyj, H = €Peqj, I = € Ay,
A = (3amij + fijAc®) , B = €“Pfyfiimea’ent, C = fixjea®, D = fugAa®, E = €*Pfif imAa A ™,
F= €ab1’]ij, G :29ueb1+7\bl, H= €abf1jk€];1€]g.

Los paréntesis generalizados de Faddeev-Jackiw {, }f_; entre dos elementos del conjunto de varia-
bles simplécticas (A.33), estan definidos como

00, ey = (1) (A37)

Entonces, llegamos a los paréntesis de Faddeev-Jackiw diferentes de cero para TMG

ALl Apylly = 25n78%(x—y), (A.38)
{Ala(x)aA]b(y)}Ff] = Heabnijéz(x_y)) (A39)
Nal, Vo)l = 20nequn?s?(x—y), (A40)
e Nyl = can’’(x—y). (A41)

Esos paréntesis coinciden con los paréntesis de Dirac reportados en [57]. Ademas, podemos llevar
acabo el conteo de los grados de libertad como sigue. Hay 18 variables canénicas (e'q,Alq, Atq)

. . io), A, elo, Alg, @). Por tanto, concluimos que TMG
tiene un grado de libertad, correspondiente al gravitén masivo, como se esperaba.

y 17 restricciones independientes SRNCI
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A.3. Analisis linealizado en la formulacion métrica

Usando la formulacién métrica de TMG dada por la Ec. (A.5), estudiamos la teoria linealizada
como una perturbacién de la métrica alrededor de un background de Minkowski, es decir

Iuv = Guv + My, (A42)

donde g, es la métrica de Minkowski y h,. es la perturbacién. A primer orden en ésta pertur-
bacién, el tensor de Ricci y el escalar de Ricci, estan dados por

R —

nv

(—V*huy = VuVyh + VOV hey + VOV Moy ) (A.43)

N —

R = ¥,V ,h*Y —V?h, (A.44)

aqui h = g*h,, y V es la derivada covariante construida con la métrica de fondo (background).
Usando estas expresiones es posible construir correcciones a primer orden del tensor de Einstein
y del tensor Cotton como sigue:

g — RO _ ,—HVR(U, (A.45)
- 1
C(” = euaﬁvoc (Rg\z - 4QBVR“]> . (A46)

Por otra parte, la identidad de Bianchi linealizada es

1 1) _
cl)—cll=o. (A47)

TR

El altimo término del lado derecho de (A.46) es totalmente antisimétrico en py v, y por lo tanto
simplemente nos quedamos con la parte antisimétrica del primer término en el lado derecho de
(A.46). Obteniendo de manera alternativa

1 _ _
ch — > (eu“BVaRSJ n €v°‘ﬁvaRgi) ) (A.48)

wv
Notese también que no es complicado verificar que
veel) =0, y cMr=o. (A.49)

Entonces, la correccion a primer orden de Ec. (A.5), esta dada por:
1
(1) (1)
Gy + ECW =0. (A.50)

Por tanto a partir de la traza de ésta ecuacién podemos encotrar que: R(") = 0, independiente de
. Sustituyendo esto en (A.50), podemos encontrar que la Ec. (A.50) puede ser escrita como:

1 _
GL) + aeu“ﬁvaeg‘j = 0. (A51)

Ahora, consideremos las condiciones de transversalidad y de la traza sobre el fondo de Minkowski,
es decir, )
V¥hyy =0, and h*,=0. (A.52)

Haciendo uso de estas condiciones (A.52), la ecuacién (A.51) puede ser expresada de la siguiente
forma:

_ 1 _
v? (5& + ueu“ﬁva> hgy- (A.53)
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Consecuentemente, ésta ecuacién puede ser escrita de forma compacta como:

[0(0)20(w)h], =0, (A54)

nv

si introducimos los siguientes dos operadores que conmuten

000 =e,*PVy, and O =5k + :jeuocﬁm. (A.55)
entonces la Ec. (A.54) tiene dos soluciones. La primera, el graviton masivo h}},, dado por:
[O(whM] = hY, + &eu“ﬁ?“h’g/‘v =0. (A.56)
La otra solucién es un gravito sin masa }Vlm,, dada por:
[O(0)R] = e PV hpy =0, (A.57)

la cual es también solucién para Einstein: G, = 0. Ahora, definamos el operador lineal O(—)5 =
éﬁ — & €, *PV 4, de tal manera que conmuta con O(). Actuando sobre (A.56) con O(—p), es posible
tener la ecuacion de segundo orden para el graviton con masa

(V2= h)l, =0, (A.58)
Similarmente, en el caso no masivo, la ecuacién de segundo orden esta dada por
V2h,, = 0. (A.59)

Entonces la masa del graviton masivo puede ser identificada comparando la ecuacién de segundo
orden del graviton masivo con la del graviton sin masa, por tanto, la masa del graviton masivo es
m = /u2. Adicionalmente, la ecuacién (A.56) propaga un simple modo, que tiene spin-2, porque
h es un dos-tensor simétrico y sin traza, por tanto, la ecuacién (A.58) es exactamente la ecuacion
de Fierz-Pauli que describe a un campo masivo de Spin-2 en un espacio-tiempo de Minkowski.

A.4. Observaciones

En esta seccidn, la estructura dindmica de TMG ha sido estudiada via el formalismo simpléctico
de Faddeev-Jackiw. Nosotros hemos obtenido las transformaciones de norma fundamentales asi
como el contenido fisico de esta teoria en una forma alternativa a la reportada en [58, 57, 59].
Ademas mostramos que en el metédo de F-] no es necesario clasificar las restricciones en primera
y segunda clase. En este sentido, todas las restricciones son tratadas al mismo nivel. La correcta
identificacién de las restricciones de TMG nos ha permitido mostrar que hay un grado de libertad
fisico, y obtener los generadores de norma que conducen a las simetrias de Poincaré y a los difeo-
morfismos mapeando los pardmetros de norma apropiadamente. Posteriormente, los paréntesis
de cuantizacién (F-] paréntesis) fueron obtenidos. Nuestros resultados coinciden con lo que se
ha obtenido previamente via el algoritmo de Dirac [57]. Es importante comentar que no hay una
correspondencia uno a uno entre las restricciones que hemos obtenido mediante el formalismo de
F-J y las que han sido encontradas via el formalismo de Dirac [57], sin embargo ambos métodos
nos conducen a los mismos resultados. Nuestro analisis sugiere que el método de F-J resulta ser
mds econémico, menos ambiguo y mds directo que el formalismo de Dirac.
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