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Resumen

En esta tesis se realiza el análisis de Dirac y Faddeev-Jackiw para teorías de gravedad en (3+1)
y (2 + 1) dimensiones, ilustrando una interesante y detallada descripción de sus propiedades y
simetrías relevantes, como son, la estructura completa de las restricciones, los paréntesis de Dirac
y de Faddeev-Jackiw, las transformaciones de norma con sus generadores, y los grados de libertad
físicos. Este trabajo lo hemos dividido en tres partes.

En la primera parte de este trabajo, se realiza el análisis Hamiltoniano para gravedad en
(2+ 1) dimensiones con constante cosmológica en el contexto del formalismo de primer orden, la
cual depende de una triada y de una conexión evaluada en algún grupo local G que contenga un
invariante de volumen ϵIJK totalmente antisimétrico. Mediante el formalismo de Dirac, derivamos
la estructura correcta de las restricciones. Mostramos que el álgebra de restricciones forma un
álgebra de Poincaré, y demostramos que para tener un álgebra cerrada y consistente, el grupo
interno debe ser SO(2, 1). Adicionalmente, con la clasificación de las restricciones en primera y
segunda clase, derivamos las correctas transformaciones de norma y construimos los paréntesis
de Dirac de la teoría.

En la segunda parte, se desarrolla el análisis simpléctico de Faddeev-Jackiw a la versión más
simple de gravedad masiva en tres dimensiones llamada “gravedad topológicamente masiva”.
Con el propósito de obtener una clara descripción sobre la estructura simpléctica y la simetría
de norma de ésta teoría, estudiamos en detalle las propiedades de la correspondiente matriz
simpléctica y de sus cero modos. Nuestros resultados muestran que el método de Faddeev-Jackiw
es más económico algebraicamente hablando, cuando la teoría bajo estudio contiene restricciones
primarias, secundarias y de orden superior, tal como ocurren en teorías de gravedad masiva.

En la tercera parte, se derivan los paréntesis de Dirac y de Faddeev-Jackiw para teoría de
Einstein en (3+ 1) dimensiones en el límite G→ 0, en el marco teórico del método de Dirac y del
formalismo simpléctico de Faddeev-Jackiw respectivamente. Primero construimos los paréntesis
de Dirac usando únicamente las restricciones de segunda clase y dejando intactas las de primera
clase. Posteriormente fijando la libertad de norma de la teoría, transformamos las restricciones de
primera clase en segunda clase, y construimos los correspondientes nuevos paréntesis de Dirac.
Finalmente, reproducimos los resulatdos obtenidos por medio del método de Dirac vía el forma-
lismo simpléctico, y demostramos que los paréntesis de Dirac y Faddeev-Jackiw son iguales.
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Introducción

Durante un siglo se ha sabido que la teoría General de la Relatividad de Einstein describe
la fuerza gravitacional con un acuerdo impecable con las observaciones [1]. A pesar de todos
los éxitos de Relatividad General (RG), la búsqueda de alternativas a ésta teoría ha sido un reto
inminente desde su formulación. Lejos de ser un ejercicio puramente académico, la existencia de
alternativas consistentes para describir la teoría de la gravitación es realmente esencial para probar
la teoría de RG. Además, lo misterios que permanecen detrás de los rompecabezas en la interfase
entre gravedad/cosmología tales como inflación, energía y materia oscura [2, 3], las cuales intentan
explicar el origen y la aceleración en la expansión de nuestro universo, han anticipado la existencia
de nueva física gravitacional más allá de la teoría de RG, tanto en el régimen ultravioleta (UV)
como en el infrarrojo (IR). En el UV, es decir, a pequeñas distancias y altas energías, se sabe que RG
no es renormalizable, y por tanto, no puede ser extendida a una teoría cuántica de la gravedad.
Consecuentemente, RG debe ser modificada, de tal manera que a esta escala de energía la teoría
pueda decir algo sobre el universo ultra temprano [4]. En este sentido, una forma de modificar RG
es añadir algunos términos topológicos a la Lagrangiana de Einstein-Hilbert (E-H) [5, 6, 7, 8, 9].
Por otra parte, en el IR, i.e., grandes distancias y bajas energías, RG es teóricamente consistente,
sin embargo el descubrimiento en 1998 de la expansión acelerada del universo, representa un
problema para RG a distancias cosmológicas [10, 11]. La explicación matemática más sencilla para
esta aceleración es también la modificación más simple de RG, ésta es, la existencia de una de
constante cosmológica en la acción de E-H [12], la cual puede ser incorporada sin destruir las
simetrías clásicas fundamentales de RG. Por lo tanto, es natural considerar la posibilidad que RG
no sea la teoría final que describa completamente a gravedad, y por tanto, pensar en extensiones
o modificaciones a ésta.

Debido a los teoremas de Lovelock [13, 14], cualquier modificación o extensión de RG debe
incluir al menos uno de los siguientes ingredientes: (i) grados de libertad físicos adicionales,
(ii) dimensiones adicionales, (iii) términos con derivadas de orden superior, (iv) extensiones de
geometría (pseudo-) Riemanniana, (v) no-localidad. Teorías de gravedad masiva [15, 16, 17, 18, 19,
20, 21, 22] son ejemplos del tipo (iii) (a pesar que éstas contengan grados de libertad adicionales)
en la modificación infrarroja de gravedad, donde el graviton sin masa de RG es dotado de una
masa distinta de cero. Lamentablemente, este tipo de teorías introducen un grado de libertad no
físico, comúnmente denominado como el fantasma Boulware-Deser [23, 24], el cual hace que éste
tipo de teorías sean inestables. Sin embargo, son renormalizables, lo cual es un paso crucial hacia
la cuantización e implica super renormalización en tres dimensiones [25, 26, 27]. RG vista desde
la perspectiva canónica es una teoría gobernada por restricciones, por esta razón, estrictamente
hablando, las teorías de gravedad masiva libres de fantasmas, deben poseer las restricciones físicas
necesarias para remover esta inconsistencia. Por tanto, sería interesante si de forma sistemática
se pueda llegar a obtener las restricciones que eliminen tanto al campo fantasma como a su
momento canónicamente conjugado. Adicionalmente, este método debería ser de gran ayuda
para comprender el contenido físico y la estructura de norma en este tipo de modelos.

El procedimiento estándar para determinar estas restricciones es aplicar directamente el mé-
todo de Dirac para sistemas Hamiltonianos con restricciones [28, 29]. En este formalismo, dado
el conjunto completo de restricciones; éstas deben ser clasificadas en primera y segunda clase
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viii Introducción

[30, 31], y entonces, un generador de la simetría de norma puede ser construido como una sutil
combinación lineal de restricciones de primera clase [32]. El número de grados de libertad físicos
pueden ser explícitamente obtenidos, y un tipo de paréntesis (paréntesis de Dirac) es derivado para
cuántizar sistemas con simetría de norma. Sin embargo, el análisis de Dirac para el caso de teorías
de gravedad masiva, puede resultar técnicamente intrincado y obscuro [33, 34, 35, 36, 37, 38].
Particularmente, puede ser difícil identificar el conjunto completo de restricciones físicas, lo que
significa que la clasificación y separación de todas las restricciones en primera y segunda clase
puede resultar altamente no trivial, lo cual puede ocultar la estructura dinámica de estas teorías.
Como una alternativa al formalismo de Dirac, L. D. Faddeev y R. Jackiw [39] han introducido un
interesante método, el cual es geométricamente motivado y basado en la estructura simpléctica
para la cuantización de sistemas degenerados (con restricciones). Este método tiene la caracterís-
tica principal de evitar la necesidad de clasificar las restricciones en primera y segunda clase, por
tanto la ambigüedad mencionada anteriormente puede ser obviada. El formalismo es simple y no
depende de una hipótesis tal como la conjetura de Dirac. Desde esta perpectiva, la naturaleza de las
restricciones, la simetría de norma (y su correspondiente generador) y la estructura geométrica de
espacio fase, dada por los paréntesis de Dirac/Poisson para el caso de teorías con/sin restricciones
pueden ser sistemáticamente determinados, investigando las propiedades de la matriz 2-forma
simpléctica y sus correspondientes cero modos [40, 41, 42, 43, 44, 45, 46]

Por otra parte, con el propósito de estudiar algunas características y propiedades relevantes en
teorías de gravedad en 4 dimensiones, es usual considerar modelos de juguete que en principio
están libres de muchas dificultades técnicas que pudiera tener la teoría completa. En particular,
gravedad en tres dimensiones ha recibido mucha atención como una herramienta teórica que
destaca los aspectos topológicos de gravedad [47, 48, 49, 50, 51, 52, 53, 54]. Es bien sabido que
la acción de E-H para gravedad en tres dimensiones es completamente topológica, es decir, que
carece de grados de libertad físicos inherentes a la teoría. Sin embargo, podemos introducir
grados de libertad gravitacionales elevando el orden en las ecuaciones de movimiento del campo
gravitacional a tercer orden incluyendo en la acción de E-H un término de Chern-Simons lo
cual nos conduce a la teoría más simple de gravedad masiva en tres dimensiones conocida en la
literatura como gravedad topológicamente masiva [55, 56, 57, 58, 59, 60, 61, 62, 63], ó TMG por
sus siglas en inglés, la cual tiene un grado de libertad de propagación masivo, i.e., un graviton
tridimensional masivo. En nuestro caso estamos interesados en presentar un estudio detallado
sobre la estructura simpléctica y la simetría de norma de gravedad tridimensional con constante
cosmológica y TMG en la formulacion de primer orden. En primer lugar, estudiamos la estructura
y dinámica de las restricciones de gravedad en (2+1) dimensiones con constante cosmológica,
usando el método de Dirac. Posteriormente, nos enfocaremos en el análisis de TMG, en el contexto
de formalismo simpléctico de Faddeev-Jackiw (F-J). Esta tesis está dividida en cinco capítulos
dedicados a presentar los aspectos más relevantes de la estructura simpléctica y la simetría de
norma de gravedad en tres dimensiones. Como parte de este trabajo se logró la publicación de
cuatro artículos de investigación [64, 65, 66, 67].

La estructura de la tesis es la siguiente:

En el capítulo 1, hacemos una revisión detallada de la formulación canónica Hamiltoniana
de Dirac para sistemas singulares y el tratamiento de las restricciones.

En el capítulo 2, presentamos el análisis de Dirac para gravedad en tres dimensiones en el
formalismo de primer orden, también conocido como la formulación de Palatini. Conside-
rando el espacio fase completo, identificamos la estructura completa de las restricciones y
su correspondiente álgebra. Hemos encontrado que con el fin de obtener un álgebra bien
definida entre las restricciones, el grupo interno corresponde a SO(2, 1). Adicionalmente,
hemos obtenido la acción extendida, la Hamiltoniana extendida, la simetría de norma, y la
estructura de los paréntesis de Dirac de la teoría.
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En el capítulo 3, presentamos brevemente el marco teórico del formalismo simpléctico de
Faddeev-Jackiw para sistemas degenerados y el análisis de las restricciones. El método de
F-J esta basado en Lagrangianas de primer orden. Ésta no es una restricción seria debido a
que cualquier sistema puede ser escrito en un formalismo de primer orden extendiendo el
espacio de configuraciones e introduciendo apropiados campos auxiliares. Como veremos,
los paréntesis generalizados (paréntesis de F-J) obtenidos de las ecuaciones de movimiento
son iguales a los obtenidos por medio del formalismo de Dirac. La clasificación de las
restricciones en primera y segunda clase no es necesaria. Para teorías de norma, una vez
que el algoritmo simpléctico a finalizado, es decir, una vez que hemos identificado todas las
restricciones, los cero modos remanentes son identificados con los generadores de la simetría
de norma.

En el capítulo 4, presentamos un estudio sobre la simetría de norma y la estructura de
las restricciones físicas en gravedad topológicamente masiva empleando el formalismo de
Faddeev-Jackiw. En concreto, estudiamos la naturaleza de las restricciones físicas y obte-
nemos la simetría de norma (así como sus generadores), bajo la cual todas las cantidades
físicas deben ser invariantes. Subsecuentemente, obtenemos los paréntesis de cuantización
y el número de grados de libertad introduciendo un apropiado procedimiento de fijación de
norma.

Finalizamos este trabajo con el capítulo 5. Estudiamos la teoría de Einstein 4D en el límite
G → 0. La teoría de Einstein en el límite G → 0 es una teoría interesante; ésta tiene como
escenario al espacio-tiempo de Minkowski, carece de grados de libertad físicos y cuenta
con restricciones irreducibles; en cierto sentido, es una copia de una teoría BF en cuatro
dimensiones. Realizando el análisis de Dirac y de Faddeev-Jackiw a la teoría de Einstein
4D en el límite G → 0; obtenemos los paréntesis de Dirac y de Faddeev-Jackiw para la
teoría. Primero, derivamos los paréntesis de Dirac usando las restricciones de segunda clase.
posteriormente introducimos condiciones de norma de tal manera que la teoría sólo contenga
restricciones de segunda clase, y construimos con éste nuevo conjunto de restricciones los
nuevos paréntesis de Dirac. De manera alternativa, reproducimos todos los resultados del
método de Dirac empleando el formalismo simpléctico de F-J. Finalmente, demostramos que
los paréntesis de Dirac y Faddeev-Jackiw para la teoría coinciden uno a uno.





Capítulo 1

Formalismo Hamiltoniano de Dirac
para sistemas con restricciones

En física relativista se trabaja a menudo con sistemas descritos por un número de variables que
excede el número de grados de libertad físicos del sistema. Por ejemplo, la partícula relativista
(tres grados de libertad), descritas por cuatro coordenadas xµ, y el campo electromagnético (dos
grados de libertad en cada punto del espacio), descrito por un campo cuadrivectorial Aµ(x). De
esta manera es posible mantener explícita la covariancia de la teoría. La presencia de variables
espurias, que no corresponden a grados de libertad físicos, implica que un mismo estado físico
puede ser descrito por distintos conjuntos de variables, lo cual se refleja en la invarianza de la
funcional acción ante un grupo de transformaciones comúnmente llamadas “de norma”. Debido
al exceso de variables, las relaciones p = p(q, q̇) no pueden ser todas invertidas para expresar
las velocidades en función de las coordenadas y los momentos, dando lugar a restricciones entre
las variables canónicas. Algunas de estas restricciones son precisamente los generadores de las
transformaciones de simetrías locales ante las cuales es invariante la acción (invarianza de norma).
El propósito de este capítulo es introducir el tratamiento clásico de sistemas con restricciones,
mediante el método de Dirac [28, 29, 30, 31]. Este método de Dirac es un formalismo elegante y
sofisticado con el cual podemos identificar a nivel clásico y de manera general todas las simetrías
relevantes que presenta cada teoría bajo estudio, siendo este el punto de partida para poder
formular la dinámica Hamiltoniana y la correspodiente descripción cuántica de algún sistema
físico.

1.1. Sistemas con restricciones
Las teorías de las interacciones físicas fundamentales, tales como QCD y QED, o la RG, son

teorías con simetría de norma. Una característica común de las teorías de norma es la presencia
de grados de libertad no físicos en la Lagrangiana, en otras palabras, que el número de variables
dinámicas en la acción es mayor que el número de variables requerido para describir la dinámica
de la teoría. Los sistemas dinámicos con esta característica son sistemas singulares y su análisis
requiere una generalización de los métodos usuales. En el formalismo Hamiltoniano, estos sistemas
están caracterizados por la presencia de restricciones. La investigación sistemática de las teorías
con restricciones se inició en la década de 1950, principalmente con el trabajo de Dirac [28, 29].
La formulación Hamiltoniana resulta en un contexto claro de los grados de libertad físicos y
de las simetrías de norma, y hace posible una comprensión más profunda de las teorías con
restricciones. La estructura clásica resultante es importante para las bases de los métodos canónicos
de cuantización. Los principios variacionales juegan un papel importante en casi todas las áreas
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CAPÍTULO 1. FORMALISMO HAMILTONIANO DE DIRAC PARA SISTEMAS CON
RESTRICCIONES

1.2. FORMALISMO HAMILTONIANO DE DIRAC

de la física y la RG no es la excepción. Por tanto, iniciemos diciendo que; la dinámica de un sistema
clásico de N grados de libertad entre dos configuraciones, es aquella que hace que la acción

S[qi(t)] =

ˆ
L(qi, q̇i)dt, (1.1)

sea estacionaria. La solución que hace a esta acción estacionaria satisface las ecuaciones de La-
grange

d

dt

(
∂L
∂q̇i

)
−
∂L
∂qi

= 0, (1.2)

que explícitamente toman la forma

q̈jHij =
∂L
∂qi

+ q̇j
∂2L
∂q̇i∂qj

, (1.3)

con
Hij =

∂2L
∂q̇j∂q̇i

. (1.4)

Luego puede verse de esta última ecuación que las aceleraciones a un tiempo dado están deter-
minadas por las posiciones y velocidades a ese tiempo, si y sólo si la matrizHij (matriz Hessiana)
es invertible, es decir, si el determinante no se anula lo cual correspondería al caso usual de la
mecánica clásica.

Los sistemas o Lagrangianos singulares aparecen cuando ocurre que el determinante de la
matriz Hessiana es cero, es decir, no es posible despejar a partir de las ecuaciones de Lagrange
todas las aceleraciones en términos de las coordenadas y de las velocidades y por lo tanto no es
posible integrar estas ecuaciones.

1.2. Formalismo Hamiltoniano de Dirac
El punto de partida para el formalismo Hamiltoniano de Dirac es definir, como es usual, los

momentos canónicos
pi :=

∂L
∂q̇i

, (1.5)

con esta definición el determinante de la matriz Hessiana toma la siguiente forma:

det

(
∂pi

∂q̇k

)
, (1.6)

lo cual nos dice que en el caso cuando se anule, las velocidades no pueden obtenerse de forma
única a partir de las coordenadas y momentos [30], es decir, la anulación del determinante refleja la
existencia de restricciones entre los momentos y las velocidades. Si el número de grados de libertad
del sistema es N y el rango de la matriz es R, de tal manera que; R < N, entonces existe un menor
principal de orden R. Suponiendo que el menor existe, podemos reetiquetar apropiadamente las
coordenadas, teniendo que

det

(
∂2L
∂q̇rq̇s

)
̸= 0, (1.7)

para r, s = 1, ..., R. Esto significa que las velocidades q̇r pueden ser despejadas en función de las
qi, ps y q̇m ′

(m ′ = R+ 1, ...,N).

q̇r = q̇r(qi, ps, q̇
m ′

). (1.8)
Si reemplazamos las q̇r en la definición para los restantes momentos pm ′ tenemos

pm ′ =
∂L

∂q̇m
′ = p̃m ′(qi, q̇r(qi, ps, q̇

n), q̇n) = pm ′(qi, q̇r(qi, ps, q̇
n). (1.9)
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1.2. FORMALISMO HAMILTONIANO DE DIRAC

Ahora vemos quepm ′ no puede depender de las velocidades q̇r, pues si así fuera se podría despejar
al menos una q̇r en función de las restantes, pero esto no puede ser, puesto que el rango de la
matriz sea R implica que no pueden ser despejadas más velocidades, entonces pm ′ = pm ′(qi, ps)
o de manera equivalente existen funciones ϕm ′ , llamadas restricciones, tales que

ϕm ′(qi, pi) = 0. (1.10)

Notemos que estas restricciones vienen directamente de la definición de momento, es decir, para
obtenerlas no se hizo uso de las ecuaciones de movimiento, por lo tanto, se les llamará restricciones
primarias.

Fĳémonos ahora en el rango de la matriz Hessiana

rango
(
∂2L
∂q̇rq̇s

)
= N−M, (1.11)

donde M es la nulidad de la matriz Hessiana N × N. También M se puede considerar como el
número correcto de restricciones primarias independientes de las M ′ restricciones en (1.10), con
lo cualM ′ ≥M. Entonces el número de restricciones primarias independientes se puede obtener
encontrando los vectores nulos de la matriz Hessiana, los cuales forman una base para la nulidad
de esta matriz. Por lo tanto, si Vµ son los vectores nulos y ϕα las restricciones ya encontradas. Las
restricciones que se esperan e independientes entre sí, se pueden obtener mediante la contracción,
Φµ = Vα

µϕα. En lo consiguiente se supondrá que el rango de la matriz Hessiana es constante
y que las restricciones primarias definen una subvariedad embedida en el espacio fase Γ . Esta
subvariedad también se conoce como la hipersuperficie de restricciones primarias ΓP. Al tener un
espacio fase de dimensión 2N yM restricciones independientes que relacionan a las coordenadas
del espacio fase entre sí, la dimensión de la hipersuperficie de restricciones primarias es de
dimensión 2N−M siM ̸= 0.

Sean las restricciones independientes

ϕm(qi, pi) = 0, m = 1, ...,M. (1.12)
Estas restricciones además de definir una subvariedad, también restringen la dinámica del sistema
a esta misma subvariedad ΓP de dimensión (2N −M) = N − R, en el espacio fase que podemos
describir con lasN coordenadas qi y los Rmomentos pr. Dado un punto sobre esta hipersuperficie
de restricciones, podemos ver que el punto correspondiente en el espacio de velocidades no
está completamente determinado, en las R ecuaciones las q̇m no están determinadas porque,
para valores dados de qi y pr no queda definido un punto (qi, q̇i), sino una subvariedad en la
cual las M variables arbitrarias q̇m juegan el papel de parámetros, implicando que para que la
transformación entre coordenadas y velocidades, y coordenadas y momentos sea biunívoca, es
necesario introducir al menosMparámetros para poder así, en principio precisar la localización de
q̇ en la subvariedad, estos parámetros apareceran comos los multiplicadores de Lagrange cuando
definamos el Hamiltoniano y estudiemos sus propiedades.

Para pasar al formalismo Hamiltoniano imponemos algunas condiciones de regularidad sobre
las restricciones primarias, esto para librarnos de ambigüedades, ya que se puede escoger una
potencia de estas funciones u otras funciones de las restricciones que conserve la igualdad a cero
en la superficie de restricciones primarias. Las condiciones de regularidad son enunciadas de la
siguiente manera:

1. Las funciones independientes ϕm, m = 1, ...,M pueden ser localmente tomadas como las
M primeras coordenadas de un nuevo sistema regular de coordenadas en la vecindad de la
hipersuperficie de restricciones ΓP.

2. Los gradientes dϕ1, ...., dϕM son, localmente linealmente independientes sobre ΓP, es decir,
dϕ1∧, ...,∧dϕM ̸= 0 sobre ΓP ( donde ∧ denota el producto wedge definido en la superficie
de restricciones).
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1.3. IGUALDADES FUERTES Y DÉBILES

Lo anterior es equivalente a decir que para que éstas restricciones sean independientes y definan
una subvariedad, es necesario que el rango de la matriz Jacobiana,

(
∂ϕm

∂(qi,pi)

)
, sea constante e

igual aM.

1.3. Igualdades fuertes y débiles
Las ecuaciones de Hamilton podrián en principio depender de las derivadas de las restriccio-

nes, por lo tanto, a pesar de que la dinámica tiene lugar sobre la superficie ΓP definida por las
restricciones, ésta dińamica recibiría en principio contribuciones de la vecindad de ΓP. Por lo tanto,
sería incorrecto colocar a las restricciones iguales a cero desde un principio dado que se perdería
esta informacíon. Para tratar con esta situación es útil introducir las nociones de igualdades fuertes
y débiles. Las restricciones se anulan sobre ΓP pero no en su vecindad. Este hecho se expresa en lo
siguiente:

Teorema 1. Si una función suave F(q, p) se anula sobre ΓP, entonces F = fmϕm para algunas
funciones fm.

Teorema 2. Si λiδqi + µiδpi = 0 para variaciones arbitrarias δqi, δpi tangentes a la superficie
de restricciones, entonces

λi = u
m ∂ϕm

∂qi
y µi = um ∂ϕm

∂pi
sobre ΓP, (1.13)

para algunas um.
Definición. Una función F(q, p) definida en la vecindad de ΓP es llamada débilmente cero si

F |ΓP= 0⇐⇒ F ≈ 0, (1.14)

y fuertemente cero si

F |ΓP= 0 y

(
∂F

∂qi
,
∂F

∂pi

)
|ΓP= 0⇐⇒ F = 0. (1.15)

Donde “≈” es el símbolo de igualdad débil, el cual es diferente del símbolo de igualdad fuerte, “=”
válido sólo sobre ΓP. De esta manera, podría ocurrir que las restricciones puedan tener paréntesis
de Poisson no nulos con las variables canónicas (dado que estos involucran derivadas). Ahora, por
lo tanto, todas las cantidades dinámicas se deben definir en la vecindad de ΓP, es decir, en forma
débil, teniendo entonces que

ϕm ≈ 0 pero ϕm ̸= 0, (1.16)

debido a nuestras condiciones de regularidad sobre las restricciones.
Puesto que ∇x(f

mϕm) ≈ fm∇xϕm, donde x = (q, p) denota coordenadas del espacio fase, el
primer teorema implica.

Lema. F ≈ 0 =⇒ F− fmϕm = 0 para algunas funciones fm.

1.4. Transformación de Legendre
La Hamiltoniana canónica es definida como es usual

HC := q̇ipi − L, (1.17)

y tiene la remarcable propiedad de que q̇i entra enHC sólo por la combinación p(q, q̇). Esto viene
de
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1.4. TRANSFORMACIÓN DE LEGENDRE

δHC = q̇iδpi + δq̇
ipi − δq̇

i ∂L
∂q̇i

− δqi
∂L
∂qi

= q̇iδpi − δq
i ∂L
∂qi

, (1.18)

lo cual demuestra que HC es una función solamente de p y q, las cuales no son independientes
entre si debido a las restricciones primarias. Implicando que HC esta definida sólo sobre ΓP. Sin
embargo nos gustaría extender el formalismo a todo el espacio fase Γ .
Las ecuaciones (1.18) se pueden reescribir de la siguiente manera:(

∂HC

∂q̇i
+
∂L
∂qi

)
δqi +

(
∂HC

∂pi
+ q̇i

)
δpi = 0, (1.19)

con variaciones tangentes a ΓP de δqi y δpi. Por otra parte, HC podría ser restringida a la subva-
riedad ΓP de una función H̃C definida sobre todo el espacio fase. Entonces de la ecuación (1.19)
junto con HC remplazada por H̃C y aplicando el teorema 2 tenemos

−
∂L

∂qi
≈ ∂H̃C

∂qi
+ λm

∂ϕm

∂qi
,

q̇i ≈ ∂H̃C

∂pi
+ λm

∂ϕm

∂pi
. (1.20)

El segundo conjunto de ecuaciones nos permite recuperar las velocidades de (q, p)ϵΓP y los
parámetros λm. Debido a las condiciones de regularidad sobre las restricciones, dos diferentes λ ′s

nos dan diferentes q̇ y la segunda relación nos permite expresar los λ ′s como funciones deq y q̇. De
esta manera uno puede obtener una transformación de Legendre del espacio de configuraciones
de dimensión 2N al espacio de dimensión también 2N, ΓP × {λm}:

pi =
∂L

∂q̇i
(q, q̇) y λm = λm(q, q̇), (1.21)

con transformación inversa

q̇i =
∂H̃C

∂pi
+ λm

∂ϕm

∂pi
y ϕm(q, p) = 0. (1.22)

aquí se ha extendido el Hamiltoniano a una vecindad de ΓP, dado que originalmente estaba
definido sólo sobre ΓP. De acuerdo con el Teorema 1, dos posibles extensiones difieren por un
término λmϕm. De esta manera el formalismo debería ser invariante bajo el reemplazo

H̃C → H̃C + λm(q, p)ϕm. (1.23)

Finalmente, aún cuando el determinante de la matriz Hessiana es cero, se pueden escribir las
ecuaciones de Lagrange en la equivalente forma Hamiltoniana de la siguiente manera:

q̇i ≈ ∂HC

∂pi
+ λm

∂ϕm

∂pi
y ṗi ≈ ∂HC

∂qi
+ λm

∂ϕm

∂qi
, (1.24)

donde hemos quitado la tilde a HC, dado que estas ecuaciones ya contiene toda la información
acerca del sistema y están bien definidas en toda la variedad Γ . A una Hamiltoniana de la forma
(1.23), por definición se le llamará Hamiltoniana Primaria,

HP := HC + λm(q, p)ϕm. (1.25)

5



CAPÍTULO 1. FORMALISMO HAMILTONIANO DE DIRAC PARA SISTEMAS CON
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1.5. PARÉNTESIS DE POISSON

1.5. Paréntesis de Poisson
Las ecuaciones de movimiento pueden ser expresadas en términos del formalismo de parén-

tesis de Poisson. Por ejemplo, para una magnitud física F definida en el espacio fase, podemos
escribir en general su evolución temporal de la siguiente manera

Ḟ =
∂F

∂qi
q̇i +

∂F

∂pi
ṗi, (1.26)

si F no depende explícitamente del tiempo, uno puede ver que la evolución temporal de F es

Ḟ =
∂F

∂qi

(
∂HC

∂pi
+ λm

∂ϕm

∂pi

)
+
∂F

∂pi

(
∂HC

∂qi
+ λm

∂ϕm

∂qi

)
= {F,HC}+ λ

m{F,ϕm}. (1.27)

Pero, sobre la superficie de restricciones es válida la siguiente igualdad

λm{F,ϕm} = {F, λmϕm}, (1.28)
dado que

{F, λmϕm} = λm{F,ϕm}+ {F, λm}ϕm, (1.29)
y ϕm ≈ 0 en la superficie de restricciones. Implicando que podemos escribir las ecuaciones de
movimiento de manera compacta en la forma

Ḟ ≈ {F,HC + λmϕm} := {F,HP}. (1.30)
Examinemos ahora, las consecuencias de estas ecuaciones de movimiento. En primer lugar existen
ciertas condiciones de consistencia [30, 31], dado que, la dinámica del sistema debe tener lugar
sólo sobre la superficie de restricciones. Sin embargo, tal como está escrita la dinámica en (1.27),
con contribuciones de la vecindad, es posible que el sistema no permanezca en ΓP . Esto significa
que el sistema se puede mover fuera de ΓP y por lo tanto las restricciones que definen ΓP pueden
cambiar. Para que esto no ocurra es necesario que las restricciones permanezcan constantes en el
tiempo, es decir, que las funciones ϕm sean siempre nulas. Luego, podemos aplicar la ecuación
(1.27) a las restricciones, tomando F como una de las funciones ϕm, lo cual nos lleva a

ϕ̇m = {ϕm, HC}+ λ
n{ϕm, ϕn} ≈ 0. (1.31)

Obteniendo así, m ecuaciones de consistencia, una para cada restricción. Si descartamos la posi-
bilidad de que las ecuaciones de movimiento sean inconsistentes, las m condiciones pueden ser
separadas en 4 casos, que para su análisis definimos

hm := {ϕm, HC} y Fmn := {ϕm, ϕn}. (1.32)
Caso I: det(hm) ̸= 0, det(Fmn) ̸= 0.
Cuando esto ocurre las ecuaciones (1.31) forman sistemas de ecuaciones inhomogéneas para

las λ ′s con soluciones

λn ≈ −F−1
mnhm = Fmnhm, (1.33)

las λ ′s son determinadas débilmente, la ecuación de movimiento para cualquier función del
espacio fase A(q, p) es

Ȧ ≈ {A,HC}− {A,ϕn}F
nm{ϕm, HC}. (1.34)

Después de especificar los valores iniciales de las coordenadas y momentos sujetos a las restric-
ciones ϕm(q, p) ≈ 0 se pueden resolver estas ecuaciones sin ambigüedad.
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Caso II: det(hm) ̸= 0, pero det(Fmn) = 0.
Para que (1.31) tenga solución debe cumplirse cierta relación entre las componentes de h. Supon-
gamos que el rango de la matriz F es K, como F es una matriz (N − R) × (N − R), esto implica la
existencia de (N−R)−Kvectores nulos linealmente independientes, e(α)

m , tal que e(α)
m (q, p)Fmn = 0

(α = 1, ..,N− R− K). Multiplicando (1.31) por estos vectores nulos obtenemos la condición

e(α)
m hm + λne(α)

m Fmn ≈ 0,

=⇒ e(α)
m hm ≈ 0. (1.35)

Ahora, estas ecuaciones se deben cumplir o definir un número L ′ de nuevas restricciones
independientes de las primarias ϕm y de ellas mismas llamadas restricciones secundarias, tales
restricciones restringen el movimiento en el espacio fase a una hipersuperficie Γ1 de dimensión
menor que ΓP. También podemos ver que sólo K multiplicadores de Lagrange podrán ser deter-
minados, por lo que aún la teoría presenta funciones arbitrarias, lo cual es de mucho interés en
las teorías de norma.

Caso III: det(hm) = 0, pero det(Fmn) ̸= 0.
Existe solamente la solución trivial λn ≈ 0, esto es, HP = HC. Si h ≈ 0 se origina que HC = 0 y

se presenta una dificultad para interpretarlo ya que un Hamiltoniano nulo no permite dinámica.
Para evitar esta situación debemos imponer como restricción secundaria a det(Fmn) ≈ 0.

Caso IV: det(hm) = 0, pero det(Fmn) = 0.
Este es el caso de un sistema de ecuaciones homogéneo para las λ ′s en donde existe solución no

trivial. Si K es el rango de F, entonces (N− R− K) multiplicadores son determinados débilmente.

A pesar de que el caso donde el Hamiltoniano es idénticamente cero no puede soslayarse, éste
será dejado fuera de nuestra discusión. Consideremos entonces el Caso II, en el cual aparecen
L ′ = N − R − K restricciones secundarias, las cuales ahora definen una hipersuperficie Γ1. Las L ′

nuevas restricciones son implicaciones directas de la consistencia de las primarias. El número total
de L ′ restricciones es igual a la nulidad de la matriz formada por los paréntesis de Poisson entre las
restricciones primarias y el rango nos dirá cuantos multiplicadores esperamos encontrar. Ahora
con la adición de estas nuevas restricciones podemos construir un Hamiltoniano secundario el
cual contiene información tanto de las restricciones primarias, como de las secundarias, es decir

H2 := HC + λiϕi. (1.36)
Aquíϕi son todas las restricciones tanto primarias como secundarias halladas hasta el momen-

to. Las ecuaciones (1.31) después de ser evaluadas en ΓP por consistencia tienen que ser revisadas
en Γ1. Por lo tanto, el rango de F puede disminuir o quedarse igual y el número de relaciones
(1.35) puede permanecer igual o incrementar. Por lo tanto, podemos obtener más restricciones
llamadas terciarias independientes de las primarias y de las secundarias y de ellas mismas. Impli-
cando que todas las restricciones definen una hipersuperficie con dimensión menor que ΓP. Este
proceso continúa hasta que la siguiente situación sea obtenida. A todo el conjunto de restricciones
secundarias, terciarias, etc. se les llamará por simplicidad secundarias.

1.6. Reductibilidad
En el caso donde las restricciones ϕi no sean todas independientes entre sí, es decir, que unas

se pueden obtener mediante una transformación lineal a partir de las otras, se dice que la teoría
presenta reductibilidad, de otro modo, se dice que se tiene el caso irreducible. Cabe hacer notar
que la identificación de las restricciones independientes no es siempre una tarea fácil.
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1.7. Condiciones sobre los multiplicadores y Hamiltoniana total
Con el conjunto completo de restricciones se procede a analizar las condiciones sobre los

multiplicadores de Lagrange. Partiendo de las condiciones de consistencia tenemos

ϕ̇m = {ϕm, HT } := {ϕm, HC}+ λ
n{ϕm, ϕn} ≈ 0, (1.37)

conm,n = 1, ..., J, donde J es el número total de restricciones y se define el Hamiltoniano total
HT por la ecuación dada anteriormente.
Las relaciones de consistencia pueden ser vistas como un sistema de ecuaciones lineales para
los multiplicadores λ ′s, y de álgebra lineal elemental sabemos que la solución general se puede
expresar de la siguiente forma

λn = Un + Vn. (1.38)

Identificando a Un como la solución particular a las ecuaciones inhomogéneas y Vn la solución
más general del sistema homogéneo, es decir

Vn{ϕm, ϕn} ≈ 0, (1.39)

ademásVn puede ser escrita como una combinación lineal de soluciones independientes al sistema
homogéneo, es decir, Vn = viVn

i ; i = i, ..., I, con I el número de soluciones independientes del
sistema homogéneo, con lo cual podemos reescribir (1.38) en la siguiente forma:

λn = Un + viVn
i . (1.40)

Teniendo en cuenta que las vi son totalmente arbitrarias, entonces las λn pueden separarse en
una parte que se fija vía las condiciones de consistencia y otra que permanece indeterminada, lo
cual debe verse reflejado en el Hamiltoniano total y por supuesto en las ecuaciones de movimiento.
Con lo anterior tenemos que

HT : = HC + λnϕn

= HC +
(
Un + viVn

i

)
ϕn

= HC +Unϕn + viVn
i ϕn

= HC +Unϕn + viϕi,

con viVn
i ϕn = viϕi, al introducir en las ecuaciones de movimiento tenemos que para cualquier

función del espacio fase, su evolución temporal queda determinada por

Ḟ = {F,HT } = {F,HC +Unϕn + viϕi}

= {F,H ′ + viϕi}

= {F,H ′}+ {F, viϕi}

≈ {F,H ′}+ vi{F,ϕi}, (1.41)

con H ′ := HC +Unϕn y ϕi ≈ 0.
Estas ecuaciones contienen I funciones arbitrarias y por construcción son equivalentes a las

ecuaciones de Lagrange. El hecho de que aparezcan funciones arbitrarias marca una diferencia
esencial, porque dadas las condiciones iniciales ya no tienen una evolución única, sino que están
indeterminadas hasta funciones arbitrarias.
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1.8. RESTRICCIONES DE PRIMERA Y SEGUNDA CLASE

1.8. Restricciones de primera y segunda clase
Una función F en el espacio fase es de primera clase, si y sólo si, su paréntesis de Poisson es

débilmente cero con todas las restricciones de la teoría [28, 29], es decir

{F,ϕn} ≈ 0. (1.42)
Si F no es de primera clase, entonces es de segunda clase. Obviamente, las funciones de segunda

clase son ambiguas modúlo una combinación lineal de funciones de primera clase.
La propiedad de ser de primera o segunda clase es esencial para la interpretación de las mismas
restricciones. Toda cantidad que se anule débilmente es una cantidad que es fuertemente igual a
una combinación lineal de restricciones. Por lo tanto, si F es una función de primera clase, entonces
satisface la igualdad fuerte

{F,ϕn} = f
m
n ϕm. (1.43)

Una característica importante de las funciones de primera clase es que esta propiedad se
preserva bajo la operación de los paréntesis de Poisson.

Teorema 3.El paréntesis de Poisson de dos funciones de primera clase es una función de
primera clase.

Demostración. Si F y G son funciones de primera clase entonces, además de (1.43) se tiene una
relación similar para G, a saber

{G,ϕn} = g
m
n ϕm. (1.44)

Entonces el paréntesis de Poisson de {F,G} con las restricciones está dado por

{{F,G}, ϕn} = {F, {G,ϕn}}− {G, {F,ϕn}}

= {F, gmn ϕm}− {G, fmn ϕm}

= {F, gmn }ϕm − {G, fmn }ϕm

+gmn {F,ϕm}− fmn {G,ϕm}

= [{F, gmn }− {G, fmn }+ glnf
m
l − flng

m
l ]ϕm

= Hm
n ϕm ≈ 0, (1.45)

donde hemos usado reiteradamente la identidad de Jacobi.
Ahora aplicaremos la definición de funciones de primera y segunda clase a las restricciones que
hemos obtenido. De la definición dada anteriormente podemos decir que una restricción es de
primera clase, si su paréntesis de Poisson con todas las demás restricciones y con ella misma es
débilmente cero, es decir, si consideramos a ϕl como una restricción particular y recordando que
vlVi

lϕi := v
lϕl, tenemos

{ϕl, ϕn} = {Vi
lϕi, ϕn} = V

i
l {ϕi, ϕn}+ {Vi

l , ϕn}ϕi

≈ Vi
l {ϕi, ϕn}. (1.46)

Además debido a que Vi
l es solución al sistema homogéneo de ecuaciones para los λ ′s, es decir,

Vi
l {ϕi, ϕn} ≈ 0 podemos concluir que ϕi es una restricción de primara clase, es decir

{ϕl, ϕn} ≈ 0. (1.47)
De manera similar se puede mostrar que H ′ también es de primara clase, para esto considere-

mos el paréntesis de Poisson con todas las restricciones

{H ′, ϕn} = {HC +Umϕm, ϕn} = {HC, ϕn}+U
m{ϕm, ϕn}+ {Um, ϕn}ϕm, (1.48)
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sumándole un cero débil, la ecuación (1.48)

{H ′, ϕn} = {HC +Umϕm, ϕn} = {HC, ϕn}+U
m{ϕm, ϕn}+ v

l{ϕl, ϕn}

= {HC +Umϕm + vlϕl, ϕn}

= {HT , ϕn} = −{ϕn, HT } ≈ 0. (1.49)

Esta última igualdad se satisface por condiciones de regularidad. A las restricciones que cum-
plan con (1.42) las denotaremos como γ y les llamaremos de primera clase, mientras que a aquellas
restricciones que cumplan con que; el paréntesis de Poisson no sea débilmente nulo al menos con
una de las J restricciones les llamaremos restricciones de segunda clase y les denotaremos por
χ. Esta separación no siempre es inmediata, es decir las restricciones de primera clase no tiene
porque ser directamente alguna de las restricciones primarias o secundarias [30], en general po-
drían ser combinación de éstas. Para hallarlas debemos fijarnos en los vectores nulos de la matriz
cuyas entradas son los paréntesis de Poisson entre las restricciones, para después contraerlos con
las J restricciones y finalmente hallar las restricciones de primera clase correctas. De acuerdo con
lo visto anteriormente sobre las restricciones de segunda clase, éstas aparecen cuando la matriz
W ′

J×J, cuyas entradas son

W ′
αβ = {ϕα, ϕβ}, (1.50)

no se anule en la superficie de todas las restricciones. Una vez más supondremos que el rango de
la matrizW ′ es constante en la superficie de todas las restricciones.

Teorema 4. Si det(W ′
αβ) ≈ 0, entonces existe al menos una restricción de primera clase entre

las ϕα.
Si det(W ′

αβ) = 0 ( en la superficie de restricciones), entonces el rango de W ′ es R ′ < J y
la nulidad de W ′ (J − R ′) ̸= 0, con el que podemos encontrar (J − R ′) vectores nulos ωi con
(i = 1, ..., J− R ′), tales que

ωα
i {ϕα, ϕβ} ≈ 0, (1.51)

esto de la misma definición de vectores nulos, con lo cual tenemos

{ωα
i ϕα, ϕβ} ≈ 0 ∀ϕβϵΦ, (1.52)

con Φ = {ϕβ : ϕβ es una restricción primaria o secundaria}. De esta manera podemos ver
que las restriccionesωα

i ϕα forman el conjunto de restricciones de primera clase, concluyendo que
las restricciones de primera clase vienen dadas por:

γi := ω
α
i ϕα. (1.53)

La matriz formada por los paréntesis de Poisson de las restricciones de primera y segunda
claseW ′

αβ es

W ′ =

ϕ0

ϕ1

...
ϕJ

ϕ0 ϕ1 · · · ϕJ
{ϕ0, ϕ0} {ϕ0, ϕ1} · · · {ϕ0, ϕJ}

{ϕ1, ϕ0} {ϕ1, ϕ1} · · · {ϕ1, ϕJ}
...

...
. . .

...
{ϕJ, ϕ0} {ϕJ, ϕ1} · · · {ϕJ, ϕJ}

 ,

→ γi χβ

γi
χα

(
0 0

0 Cαβ

)
,
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CAPÍTULO 1. FORMALISMO HAMILTONIANO DE DIRAC PARA SISTEMAS CON
RESTRICCIONES

1.9. RESTRICCIONES DE PRIMERA CLASE Y TRANSFORMACIONES DE NORMA

con Cαβ una matriz R ′ × R ′ antisimétrica e invertible sobre la superficie de restricciones.
Además podemos notar que el número de restricciones de segunda clase coincide con el rango de
W ′ que es R ′, el cual es par.

1.9. Restricciones de primera clase y transformaciones de norma
La presencia de multiplicadores de Lagrange arbitrarios en las ecuaciones de movimiento

así como en sus soluciones, significa que las variables qi y pi del espacio fase no se pueden
determinar de manera única a partir de las condiciones iniciales (qi(0), pi(0)), por lo tanto, no
tienen significado físico. La información física acerca de un sistema se puede obtener a partir
de funciones A(q, p) definidas sobre la hipersuperficie de restricciones, que son independientes
de los multiplicadores arbitrarios de Lagrange, tales funciones son cantidades observables del
sistema. El estado físico del sistema esta determinado por el conjunto completo de cantidades
observables del sistema en ese instante. Para ver esto consideremos un sistema con restricciones
de primera clase y además consideremos una variable dinámica general [30], digamos G(t) en
t = 0 y su cambio en un instante de tiempo muy pequeño digamos δt. El valor de esta variable en
el instante δt se puede calcular mediante las ecuaciones de movimiento, es decir

G(δt) = G(0) + Ġδt = G(0) + {G,HT }δt,

= G(0) + [{G,H ′}+ vi{G,γi}]δt. (1.54)

Dado que los coeficientes vi son completamente arbitrarios, es posible elegir diferentes valores
para estos coeficientes y obtener valores diferentes para G(δt), es decir

G ′(δt) = G(0) + [{G,H ′}+ v ′i{G,γi}]δt. (1.55)

Por lo tanto, la diferencia es de la forma

△G(δt) = {G,γi}ϵ
i, (1.56)

donde ϵi =
(
vi − v ′i

)
δt. Dado que G(δt) y G ′(δt) + △G(δt) corresponden al mismo estado

físico, entonces llegamos a la conclusión de que las restricciones de primera clase generan trans-
formaciones no físicas de las variables dinámicas, las cuales se conocen como transformaciones
de norma. La aplicación sucesiva de dos transformaciones del tipo (1.56), con parámetros ϵi y ϵ ′i

da un resultado que depende del orden de las transformaciones. La diferencia en los dos posibles
resultados es

(△△ ′ −△ ′△)G(δt) = ϵiϵ ′j [{{G,γj}, γi}− {{G,γi}, γj}] ,

= ϵiϵ ′j{{G,γi}, γj}. (1.57)

donde la última igualdad se consigue usando la identidad de Jacobi. Pero el paréntesis de dos
restricciones de primera clase es fuertemente igual a una combinación lineal de restricciones de
primera clase, es decir

{γi, γj} = C
λ
ijγλ. (1.58)

Este resultado nos lleva a concluir que la cantidad {γi, γj} es también el generador de una
transformación de norma. Los γ ′s son los generadores de las simetrías de norma [30].
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CAPÍTULO 1. FORMALISMO HAMILTONIANO DE DIRAC PARA SISTEMAS CON
RESTRICCIONES

1.10. GRADOS DE LIBERTAD

1.10. Grados de libertad
En este momento ya contamos con lo necesario y suficiente para llevar a cabo el conteo de

grados de libertad de algún sistema, pero antes definiremos el siguiente concepto.
Los grados de libertad físicos de un sistema, son el número de variables físicas independientes
necesarias y suficientes para describir el sistema. Aquí se hace una extrapolación al caso de sistemas
singulares, es decir el conteo se hace de la siguiente manera

GL =
1

2

 Número total de
variables canónicas

−

 Número de restricciones de
segunda clase originales


− 2×

 Número de restricciones de
primera clase

 . (1.59)

Se tiene que dividir por 1/2 dado que se toma todo el conjunto de variables canónicas del
espacio fase, es decir, q ′s, p ′s y el 2 que multiplica a las restricciones de primera clase, es debido
al doble papel que representan éstas; por una parte son restricciones y al mismo tiempo son
también generadoras de transformaciones de norma, las cuales pueden verse como restricciones
adicionales que presenta la teoría.

1.11. Hamiltoniana extendida, ecuaciones de movimiento y pa-
réntesis de Dirac

La evolución temporal está dada ahora por una Hamiltoniana que contiene todas las restric-
ciones primarias y secundarias, de primera y segunda clase, junto con el paréntesis de Poisson.
Esta Hamiltoniana extendida ésta dada por:

HE := HC +Uαχα + vµγµ, (1.60)

donde α = 1, ..., R ′, y µ = 1, ..., J− R ′.
La introducción de esta Hamiltoniana extendida es una nueva característica del marco Hamil-

toniano. Nótese que las ecuaciones de movimiento ahora se pueden obtener mediante la siguiente
acción:

SE(q, p, v) =

ˆ
(pnq̇

n −H ′ − vµϕµ)dt = (pnq̇
n −HE)dt, (1.61)

la cual se llamará acción extendida, y que a diferencia de S, ésta contiene toda la información del
sistema, así como la Hamiltoniana extendida.
La evolución temporal está dada por

Ḟ := {F,HE} ≈ {F,HC}+U
α{F, χα}+ v

µ{F, γµ}. (1.62)

Las condiciones de consistencia son

χ̇α ≈ {χα, HC}+U
β{χα, χβ} ≈ 0 (1.63)

γ̇µ ≈ {γµ, HC} ≈ 0 (1.64)

Pero ahora las ecuaciones (1.63) se satisfacen automáticamente y no dan origen a nuevas
restricciones. Con respecto a las ecuaciones (1.62) recordemos que ya habíamos definido la matriz
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CAPÍTULO 1. FORMALISMO HAMILTONIANO DE DIRAC PARA SISTEMAS CON
RESTRICCIONES

1.12. OBSERVABLES

Cαβ cuyas entradas son las restricciones de segunda clase, debido a que esta matriz es invertible,
existe la inversa tal que

CβαC
αγ = δγβ. (1.65)

Entonces la ecuación (1.64) se puede reescribir como

Uβ ≈ −Cβα{χα, HC}. (1.66)
Así la ecuación de movimiento se puede escribir como

Ḟ := {F,HE} ≈ {F,HC}− {F, χβ}C
βα{χα, HC}+ v

µ{F, γµ}. (1.67)
Los dos primeros términos están completamente determinados, por lo tanto se puede agrupar

en una única expresión estandarizada. Definimos

{F,G}D := {F,G}− {F, χβ}C
βα{χα, G}. (1.68)

Esta expresión se conoce como el paréntesis de Dirac [28, 29]. Por lo tanto, podemos reescribir
las ecuaciones de movimiento de la siguiente manera:

Ḟ ≈ {F,HC}D + vµ{F, γµ}. (1.69)
Aparte del término asociado a las restricciones de primara clase, hemos logrado escribir la

dinámica de un sistema con restricciones de una manera Hamiltoniana, sólo que esta vez, en lugar
del paréntesis de Poisson se debe usar el paréntesis de Dirac. El paréntesis de Dirac posee todas
las propiedades del paréntesis de Poisson, a saber

{F,G}D = −{G, F}D −→ Antisimétria (1.70)
{G,aF+ bR}D = a{G, F}D + b{G,R}D −→ Linealidad (1.71)

{G,RF}D = {G, F}DR+G{F, R}D −→ Regla de Leibniz (1.72)
{{G, F}D, R}D = {{R, F}D, G}D + {{G,R}D, F}D −→ Identidad de Jacobi (1.73)

y las siguientes propiedades adicionales

{F,G}D ≈ {F,G} −→ Para G de primera clase y F arbitraria. (1.74)
{{F,G}D, R}D ≈ {{F,G}, R} −→ Para F G de primera clase y R arbitraria. (1.75)

Otra propiedad importante del paréntesis de Dirac es la iteración.

1.12. Observables
Una observable (clásica) es, por definición en este formalismo una función en la subvariedad

definida por las restricciones que es invariante de norma, o dicho de otra forma, una observable es
una función O del espacio fase, cuyo paréntesis de Dirac es débilmente cero con las restricciones
de primera clase, es decir

{O, γµ}D ≈ 0. (1.76)
Es importante señalar que la definición aquí dada de una observable, sólo depende de la defini-

ción del principio de acción, ya que de este principio se desprende lo necesario para esta definición.
Además esta definición no pretende hacer alguna conexión con el expermento. Sin embargo, uno
podría esperar que todas las observables definidas por este formalismo sean susceptibles de ser
medidas, es decir, ser sometidas al experimento. Finalmente, cabe mencionar que las observables
clásicas no necesariamente lo serán a nivel cuántico.
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Capítulo 2

Dinámica y simetrías de gravedad en
(2+ 1) dimensiones

Gravedad en (2 + 1) dimensiones de espacio-tiempo está definida por la acción de Einstein-
Hilbert tridimensional

SE−H ≡ 1

2

ˆ
M
d3x

√
−g (R− 2Λ) , (2.1)

donde g es el determinante de la métrica gµν de signatura (−,+,+). R ≡ Rµνg
µν es la traza del

tensor de Ricci Rµν. Aquí, hemos usado unidades en las que pensamos que 8πG = 1. M es la
variedad tridimensional y Λ es la constante cosmológica, la cual puede ser positiva, negativa o
nula; llevándonos a un espacio-tiempo de Sitter (dS), Anti-de Sitter (AdS) o plano, respectivamente.
Extremizando la acción con respecto a la métrica gµν, obtenemos las ecuaciones de Einstein

Rµν −
1

2
gµνR+Λgµν = 0. (2.2)

Una propiedad importante de RG en (2+1)dimensiones es que, cualquier solución a las ecuaciones
de Einstein en el vacío con Λ < 0 es localmente Anti-de Sitter, con Λ > 0 es localmente de Sitter y
localmente nula si Λ = 0. Lo anterior puede ser verificado observando que el tensor de curvatura
en tres dimensiones es totalmente determinado por el tensor de Ricci

Rµνρσ = gµρRνσ + gνσRµρ − gνρRµσ − gµρRνρ −
1

2
R (gµρgνσ − gµσgνρ) . (2.3)

Como una consecuencia, cualquier solución de las ecuaciones (2.2) tiene curvatura constante; a
saber

Rµνρσ = Λ (gµρgνσ − gµσgνρ) . (2.4)
Físicamente, esto significa que sobre el espacio-tiempo tridimensional no hay grados de libertad
locales propagándose, es decir, no hay ondas gravitacionales en esta teoría. A priori, ésta caracte-
rística puede hacer ver a la teoría demasiado trivial y muy decepcionante. Sin embargo, el caso
tridimensional proporciona un terreno de juego relativamente fácil para probar ideas y realizar
cálculos exactos en modelos gravitacionales clásicos (ó cuánticos). Por ejemplo, el análisis Lagran-
giano/Hamiltoniano es más manejable como veremos en éste capítulo y en el capítulo 4. Por otra
parte, la teoría puede ser reformulada en términos de una teoría de Chern-Simons [49, 51]. La
ausencia de grados de libertad locales nos dice que la teoría sólo depende de efectos globales. Adi-
cionalmente, existen soluciones de agujero negro con constante cosmológica negativa, encontradas
por Bañados-Teitelboim-Zanelli (BTZ) [72].

En este capítulo, desarrollamos una completa descripción Hamiltoniana de la teoría de Einstein
con constante cosmológica en la formulación de primer orden en (2+ 1) dimensiones, en el marco
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CAPÍTULO 2. DINÁMICA Y SIMETRÍAS DE GRAVEDAD EN (2+ 1) DIMENSIONES
2.1. FORMALISMO DE PRIMER ORDEN PARA RG (2+1)

teórico del formalismo Hamiltoniano de Dirac. Considerando el espacio fase completo, hemos
identificado todas las propiedades y simetrías relevantes de la teoría, como son: la estructura de
las restricciones, la acción extendida, la Hamiltoniana extendida, el álgebra de restricciones y las
transformaciones de norma. En particular, con la clasificación de las restricciones en primera y
segunda clase, podemos llevar a cabo el conteo de los grados de libertad físicos y la construcción
de los paréntesis de Dirac.

2.1. Formalismo de primer orden para RG (2+1)
Concretamente, el formalismo de primer orden o formulación de Palatini consiste en lo si-

guiente: en lugar de trabajar como usualmente se hace, es decir con la métrica gµν, usaremos una
cantidad auxiliar eIµ (con I un índice de Lorentz y a índices latinos que denotan índices de espacio-
tiempo), llamada dreibein o tríada, con la cual podemos escribir a la métrica espacio-tiempo como
un objeto compuesto

gµν(x) = −e0ae
0
b + e1ae

1
b + e2ae

2
b

= eIµ(x)ηIJe
J
ν(x), (2.5)

aquí ηIJ es la métrica de Minkowski interna.
La relación (2.5) puede ser vista simplemente como la transformación de un tensor bajo un

cambio de coordenadas descrito por la matriz eIµ. Debido a que eIµ es una matriz no singular,
con e ≡ det eIµ =

√
−detg ̸= 0, entonces existe una inversa eµI de tal manera que, eIµe

µ
J = δIJ y

e
µ
I e

I
ν = δµν. Nótese, que para una métrica dada, el dreibein no es único; de hecho, todos los campos

dreibein ralacionados por una transformacion de Lorentz local

éIµ = Λ−1I
J (x)eJµ con ηIJ = Λ

K
IΛ

L
JηKL, (2.6)

son equivalentes (la transformación es local dado que su efecto es sólo en los índices de Lorentz).
Ahora podemos usar el dreibein para definir una base en el espacio de formas diferenciales.

Podemos definir una 1-forma e ≡ eIµdx
µ, y el Levi-Civita en componentes de Lorentz ϵIJK de la

siguiente manera:

ϵµνρ = e−1ϵIJKe
I
µe

J
νe

K
ρ , (2.7)

ϵµνρ = eϵIJKe
µ
I e

ν
J e

ρ
K. (2.8)

Como una consecuencia directa, tenemos que

d3x
√
−g =

1

3!
ϵIJKe

I ∧ eJ ∧ eK. (2.9)

En el formalismo de triadas, el papel de la conexión es adoptado por la 1-forma AIJ = AIJ
µ dx

µ,
con AIJ = −AJI. Ésta cantidad permite construir una cantidad que transforma como un vector
de Lorentz local. De hecho, además de la 2-forma deI, la siguiente cantidad, llamada la torsión
2-forma de la conexión,

T I ≡ deI +AI
J ∧ e

J, (2.10)

transforma como un vector bajo transformaciones de Lorentz, es decir, T I → Λ−1I
JT

J, siempre
que la cantidad AI

J, cuyas componentes AIJ
µ llamadas conexiones de spin, transforme como

AI
J → Λ−1I

KdΛ
K
J +Λ

−1I
KA

K
LΛ

L
J. (2.11)

La ecuación (2.10) es llamada, la primera estructura de Cartan. La segunda estructura de Cartan
esta dada por

dAIJ +AI
K ∧AKI = RIJ, (2.12)
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2.2. ANÁLISIS DE DIRAC

donde
RIJµν(A) = ∂µA

IJ
ν − ∂νA

IJ
µ +AIK

µ A
J
νK −AIK

ν A
J
µK, (2.13)

es el tensor de curvatura,

RIJ =
1

2
RIJµν(x)dx

µ ∧ dxν, (2.14)

Rλσµν = eλI e
σ
J R

IJ
µν, (2.15)

y, usando (2.15) tenemos lo siguiente:

d3x
√
−gR = ϵIJKe

I ∧ RJK. (2.16)

En el capítulo 4, adoptaremos la llamada notación adjunta, la cual es válida sólo en tres dimensio-
nes,

RI ≡
1

2
ϵIJKR

JK ←→ RIJ ≡ −ϵIJKRK, (2.17)

AI ≡
1

2
ϵIJKA

JK ←→ AIJ ≡ −ϵIJKAK. (2.18)

2.2. Análisis de Dirac
El principio de acción que describe a gravedad en (2+ 1) dimensiones (2.1) en términos de las

variables definidas anteriormente, está dado por

S[A, e]P =

ˆ
M
ϵIJK

[
R[A]IJ ∧ eK −

Λ

3
eI ∧ eJ ∧ eK

]
, (2.19)

donde AIJ = AIJ
µdx

µ es la conexión 1-forma evaluada en el álgebra de Lie de algún grupo interno
G, que admita un tensor invariante totalmente antisimétrico ϵIJK [53]; eI = eIµdx

µ es una triada
1-forma, la cual corresponde al campo gravitacional, y Λ es la constante cosmológica. Aquí, xµ
son las coordenadas que etiquetan los puntos de la variedad 3-dimensional M, sobre la cual está
definida la acción. En nuestra notación, los índices griegos corren de 0 a 2, mientras tanto los
índices I, J corren de 0 a g = dim(G).

Ahora, podemos hallar las ecuaciones de movimiento a partir de la variación en la acción (2.19)
con respecto a las variables independientes (A, e), es decir, la variación con respecto AIJ y con
respecto a eI, nos da respectivamente

ϵαµνϵIJKDµeνK = 0, (2.20)
ϵαµνϵIJK

[
R JK
µν −Λe J

µe
K
ν

]
= 0, (2.21)

dondeDµe
I
ν = ∂µe

I
ν +A IJ

µ eνJ. Estas ecuaciones de movimiento nos dicen que el espacio-tiempo
no es plano, pero si es localmente homogéneo, con curvatura proporcional a Λ. En particular, la
primera ecuación de movimiento nos da la condición de no torsión del espacio-tiempo, la cual
puede ser resuelta para obtener la conexión de spin compatible con eIα. Insertando la solución de
la primera ecuación en la segunda, es posible obtener las ecuaciones de Einstein

Gµν +Λgµν = 0. (2.22)

Recordemos que esta ecuación implica que el espacio-tiempo tiene curvatura constante proporcio-
nal aΛ, i.e.,R = 6Λ. Nótese que este resultado es independiente de la signatura del espacio-tiempo,
y por tanto, del grupo interno que estemos considerando. Por otra parte, con el fin de realizar
el análisis Hamiltoniano, procedemos a realizar la descomposición 2+1 de la acción, para lo cual
consideramos a M una variedad globalmente hiperbólica, es decir, que se puede foliar de tal
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manera que M : Σ×R, donde R representa un parámetro de evolución y Σ es una superficie de
Cauchy bidimensional sin borde (∂Σ = 0), con lo cual tenemos que

S[e,A]P =

ˆ
dx3

[
ϵ0abeKbϵIJKȦa

IJ − ϵ0abeKbϵIJKDaA0
IJ +

1

2
ϵ0abϵIJKe

K
0F

IJ
ab

−Λϵ0abϵIJKe
I
0e

J
ae

Kb
]
, (2.23)

donde DaAb
IJ = ∂aAb

IJ + Aa
IKAbK

J + Aa
JKAb

I
K y FIJab = ∂aAb

IJ − ∂bAa
IJ + Aa

IKAbK
J −

Ab
IKAaK

J. Aquí a, b = 1, 2 son índices de espacio. De (2.23) podemos identificar la siguiente
densidad Lagrangiana:

L = ϵ0abeKbϵIJKȦa
IJ − ϵ0abeKbϵIJKDaA0

IJ +
1

2
ϵ0abϵIJKe

K
0F

IJ
ab −Λϵ0abϵIJKe

I
0e

J
ae

K
b.

(2.24)
Es común encontrar en la literatura que el análisis Hamiltoniano para la acción (2.23) se realice
en el contexto de un espacio fase reducido [53, 49]. Esto significa que sólo se consideran como
variables dinámicas aquellas que aparezcan en la acción con derivada temporal. Sin embargo, en
este trabajo consideramos como variables dinámicas a todo el conjunto de AIJ’s = (AaIJ, A

IJ
0 )

y de e’s = (eaI, e
I
0 ) que definen nuestra teoría. Con el propósito de hacer uso del formalismo

de Dirac, definimos los momentos (Πα
I, Π

α
IJ) canónicamente conjugados a (eIα, Aα

IJ) de la
siguiente manera [30, 31]:

Πα
IJ =

δL
δȦα

IJ
, Πα

I =
δL
δėIα

. (2.25)

Por otra parte, los elementos de la matriz Hessiana

∂2L
∂(∂µeIα)∂(∂µe

I
β)
,

∂2L
∂(∂µeIα)∂(∂µAβ

IJ)
,

∂2L
∂(∂µAα

IJ)∂(∂µAβ
IJ)
,

son idénticamente cero, y por lo tanto, el rango de la matriz Hessiana es cero. De la definición de
los momentos (2.25), podemos identificar las siguientes restricciones primarias:

ϕ0
I := Π0

I ≈ 0, ϕa
I := Π

a
I ≈ 0,

ϕ0
IJ := Π0

IJ ≈ 0, ϕa
IJ := Π

a
IJ − ϵ

0abϵIJKeb
K ≈ 0. (2.26)

Se puede observar que, si se considera un espacio fase reducido, las restricciones ϕ0
I y ϕ0

IJ no
deberían ser tomadas en cuenta [53, 49]. Sin embargo, la propuesta en este análisis es trabajar
con el espacio fase completo, lo cual será crucial en nuestro estudio. Afín de saber si emergerán
más restricciones a partir de las primarias, construimos el Hamiltoniano primario, el cual será
de utilidad en el uso de las condiciones de consistencia. De manera similar a lo que sucede en
mecánica elemental, se puede definir el Hamiltoniano canónico de la siguiente manera:

HC =

ˆ [
−
1

2
eK0ϵ

0abϵIJKF
IJ

ab −A0
IJDaΠIJ

a +ΛeI0e
J
aΠ

a
IJ

]
dx2. (2.27)

De esta forma, sumamos las restricciones primarias al Hamiltonino canónico con el fin de identi-
ficar el correspondiente Hamiltoniano primario, es decir

HP = HC +

ˆ [
λI0ϕI

0 + λIaϕI
a + λIJ0ϕIJ

0 + λIJaϕIJ
a
]
dx2, (2.28)

aquí λI0, λIa, λIJ0, λIJα, son los multiplicadores de Lagrange asociados a las restricciones prima-
rias. Antes de calcular las relaciones de consistencia, definimos los paréntesis fundamentales de
Poisson respecto a las variables canónicas, dados por

{eα
I(x), Πβ

J(y)} = δβαδ
I
Jδ

2(x− y),

{Aα
IJ(x), Πβ

KL(y)} =
1

2
δβα

(
δIKδ

J
L − δILδ

J
K

)
δ2(x− y). (2.29)
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Prosiguiendo con el formalismo de Dirac y con el fin de saber si existen restricciones secunda-
rias y cuántas serán, conviene fijarse en la matriz (6× 6) cuyas entradas son los paréntesis de
Poisson entre todas las restricciones primarias, y cuyo rango es igual al número de multiplica-
dores de Lagrange que podremos determinar, mientras que su nulidad corresponderá al número
de restricciones secundarias que emergerán de las condiciones de consistencia aplicadas a estas
restricciones,

Wµν =


0 0 0 0

0 0 0 −ϵ0abϵIKLδ
2(x− y)

0 0 0 0

0 ϵ0abϵIKLδ
2(x− y) 0 0

 , (2.30)

esta matriz tiene rango=4 y nulidad=2. Por lo tanto, a partir de las condiciones de consistencia

ϕ̇β(x) =

ˆ
d2y{ϕβ,HC(y)}+

ˆ
d2yλ JK

α {ϕβ, (x)ϕα
JK(y) +

ˆ
d2yλ L

δ {ϕβ(x), ϕδ
L(y)} ≈ 0,

donde ϕβ = (ϕI
0, ϕIJ

0, ϕI
a, ϕIJ

a), y de los vectores nulos, es posible obtener las siguientes 2
restricciones secundarias:

ϕ̇I
0 = {ϕI

0(x), HP} ≈ 0 =⇒ ψI := −
1

2
ϵ0abϵIKLF

KL
ab +ΛeJaΠIJ

a ≈ 0,

ϕ̇IJ
0 = {ϕIJ

0(x), HP} ≈ 0 =⇒ ψIJ := DaΠIJ
a ≈ 0. (2.31)

El rango nos permite obtener las siguientes expresiones para los multiplicadores de Lagrange
introducidos previamente:

ϕ̇IJ
a = {ϕIJ

a(x), HP} ≈ 0, =⇒ ϵ0abϵIJKλ
K
b = 2ϵ0abϵIJKDbe

K
0 +A

K
I 0Π

a
JK

−A K
J 0Π

a
IK ,

ϕ̇I
a = {ϕI

a(x), HP} ≈ 0. =⇒ ϵ0abϵIJKλ
JK

b = ΛΠ a
IJ eJ0. (2.32)

Debido a que la teoría presenta restricciones secundarias, es posible calcular el Hamiltoniano
secundarioH2, sumándole al primario una combinación lineal de las restricciones secundarias con
el propósito de calcular las relaciones de consistencia sobre éstas. Puede verse sin mayor problema,
que esta teoría ya no presenta restricciones terciarias. Con el fin de seguir con el formalismo,
necesitamos separar de las restricciones primarias y secundarias, las que corresponden a primera
clase (generadoras de las transformaciones de norma) y a las de segunda clase (las que permitirán
construir los paréntesis de Dirac), para lo cual, necesitamos calcular los paréntesis de Poisson
entre las restricciones primarias y secundarias. Los paréntesis de Poisson diferentes de cero están
dados por

{ϕI
a(x), ϕKL

b(y)} = −ϵ0abϵIKLδ
2(x− y),

{ϕIJ
a(x), ψK(y)} = ϵ0ab

[
−ϵKIJ∂b + ϵKILAbJ

L + ϵKLJAbI
L
]
δ2(x− y),

{ϕIJ
a(x), ψKL(y)} =

1

2
[ηLJΠKI

a − ηLIΠKJ
a + ηKJΠIL

a − ηKIΠJL
a] δ3(x− y),

{ψI(x), ψJ(y)} = −Λϵ0abϵIJHDae
H

bδ
2(x− y)

{ψI(x), ψKL(y)} =
1

2
[ηKIψL − ηLIψK +Λ (eKaΠIL

a − eLaΠIK
a)] δ2(x− y)

{ψIJ(x), ψKL(y)} =
1

2
[ηKIψLJ − ηLIψKJ + ηKJψIL − ηJLψIK] δ

2(x− y) ≈ 0. (2.33)

Estos paréntesis forman una matriz que tiene rango 4 y 4 vectores nulos. Consecuentemente,
tenemos que hallar 4 restricciones de primera clase y 4multiplicadores de Lagrange.
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Recordemos que las restricciones de primera clase no tienen porque ser directamente algunas
de las restricciones primarias o secundarias encontradas previamente. Lo que sucede aquí y en
muchas teorías es que, estas restricciones de primera clase sean combinaciones lineales de las
restricciones primarias y secundarias. Por lo tanto, es necesario calcular los vectores nulos. Una
vez encontrados y contraídos con las restricciones se obtienen las siguientes 4 restricciones de
primera clase:

γ0I := Π0
I ≈ 0, γI := −Daϕ

a
I −

1

2
ϵ0abϵIKLFab

KL +Λea
JΠa

IJ +Λea
Jϕa

IJ ≈ 0,

γ0IJ := Π0
IJ ≈ 0, γIJ := DaΠ

a
IJ +

1

2
ϵHIMϵ

MF
J[ϕ

a
FeaH − ϕa

HeaF] ≈ 0. (2.34)

Nótese, que la restricción γI puede ser identificada como la restricción dinámica, mientras que γIJ
corresponde a la restricción de Gauss, tal como ocurre en la teoría de Yang-Mills. Por otra parte,
el rango de la matriz (2.33) nos lleva a identificar las siguientes restricciones de segunda clase:

ϕa
I : χ

a
I = Π

a
I ≈ 0, ϕa

IJ : χ
a
IJ = Π

a
IJ − ϵ

0abϵIJKeb
K ≈ 0. (2.35)

Es importante resaltar que la estructura completa de las restricciones γIJ y γI, dadas en (2.35) es
dictada por los vectores nulos. De esta manera, el mismo método nos permite encontrar mediante
el rango y la nulidad de la matriz (2.33) la estructura completa de las restricciones de primera
y segunda clase [28, 29, 30, 31, 68, 69, 70, 71]. Este es uno de los beneficios del método de Dirac
cuando es aplicado sin omitir algún paso. Cabe mencionar que la estructura completa de las
restricciones de primera y segunda clase no ha sido reportada en la literatura. De hecho, con esto
es posible observar que nuestras restricciones y las reportadas en [53, 49, 54] no son las mismas.
Por una parte, en [53, 49] los autores trabajaron en el contexto de un espacio fase reducido. Por otra
parte, en [54] se resuelven las restricciones de segunda clase antes de realizar la contracción de las
restricciones primarias y secundarias con los vectores nulos, por ende, nuestras restricciones son
diferentes de las resportadas en [54].

Ahora, observaremos las implicaciones obtenidas por el hecho de trabajar con el formalismo
de Dirac; los paréntesis de Poisson distintos de cero entre las restricciones de primera clase con
ellas mismas y con las de segunda clase, son

{γI(x), γJ(y)} = 2ΛγJIδ
2(x-y) ≈ 0,

{γI(x), γKL(y)} =
1

2
[ηIKγL − ηILγK] δ

2(x-y) ≈ 0,

{γI(x), χKL
a(y)} =

1

2
[ηILχK

a − ηIKχL
a] δ2(x-y) ≈ 0,

{γI(x), χJ
a(y)} = 2ΛχIJ

aδ2(x-y) ≈ 0,

{γIJ(x), χKL
a(y)} =

1

2
[ηKJχIL

a − ηKIχJL
a + ηLIχJK

a − ηLJχIK
a] δ2(x-y) ≈ 0,

{γIJ(x), χK
a(y)} =

1

2
[ηKJχI

a − ηKIχJ
a] δ2(x-y) ≈ 0,

{γIJ(x), γKL(y)} =
1

2
[ηIKγLJ − ηILγKJ + ηJKγIL − ηJLγIK] δ

2(x-y) ≈ 0,

{χaI(x), χ
b
KL(y)} = −ϵ0abϵIKLδ

2(x− y). (2.36)

Por tanto, podemos observar que efectivamente el álgebra de las restricciones (2.34), es cerrada bajo
el paréntesis de Poisson, es decir, forman un conjunto de primera clase. Es importante comentar
que el conjunto (2.34) es cerrado con respecto al paréntesis de Poisson, si y sólo si

ϵIJKϵIMN = (−1)
(
δJMδ

K
N − δJNδ

K
M

)
. (2.37)

Esta es la propiedad de la constante de estructura ϵIJK = ϵIMNηMJηNK, del álgebra de Lie para
SO(2, 1).Por tanto, las restricciones (2.34) y (2.35) son cerradas bajo los paréntesis de Poisson,
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es decir, ellas forman conjuntos de primera y segunda clase respectivamente siempre que G =
SO(2, 1).
Por otro lado, podemos observar que si tomamos Λ → 0, el álgebra de restricciones forma un
álgebra de Poincaré como fue reportado en [49], pero el grupo interno sigue siendo SO(2, 1) como
puede ser observado del álgebra de las restricciones (2.34) y (2.35).
La correcta identificación de las restricciones de primera y segunda clase, nos permite llevar a
cabo el conteo de los grados de libertad físicos locales para la teoría de la siguiente manera;
hay 12 variables canónicas

(
eIα, Π

α
I, A

IJ
α, Π

α
IJ

)
, 4 restricciones de primera clase independientes(

γ0I, γ
0
IJ, γI, γIJ

)
, y 4 restricciones de segunda clase independientes. Entonces, concluimos que

la acción de Palatini para gravedad en tres dimensiones carece de grados de libertad físicos,
como es de esperarse para una teoría topológica. Por otra parte, con el propósito de encontrar la
acción extendida y los paréntesis de Dirac, es necesario determinar los correctos multiplicadores
de Lagrange, esto porque no siempre vienen dados directamente a partir de las condiciones de
consistencia sobre las restricciones, para tal propósito hacemos uso de la matriz cuyas entradas
son los paréntesis de Poisson entre las restricciones de segunda clase, llamemosCαβ a esta matriz,
por lo tanto, los multiplicadores de Lagrange serán determinados usando

uβ = −

ˆ
d2x{HC, χα}C

−1
αβ,

donde C−1
αβ es tal que ˆ

d2zCαβ(x, z)C
−1
βµ(z, y) = δ

µ
αδ

2(x− y).

Para este caso, tenemos que la matriz Cαβ toma la siguiente forma

Cαβ =

(
0 −ϵ0abϵIJKδ

2(x− y)
ϵ0abϵIJKδ

2(x− y) 0

)
, (2.38)

por consiguiente, la inversa de Cαβ es expresada como

C−1
αβ =

1

4

(
0 −ϵIJHϵ0acδ

2(x− y)
ϵIJHϵ0acδ

2(x− y) 0

)
. (2.39)

De esta manera podemos hallar los correctos siguientes 12 multiplicadores de Lagrange

λa
IJ :=

Λ

4
ϵ0abϵ

IJKΠb
KLe0

L, λa
I := Dae0

I +
1

2
ϵ0abϵ

IJKA0J
LΠb

KL. (2.40)

Es importante comentar, que estos multiplicadores de Lagrange no se encuentran reportados en
[49, 54, 53]. Con todos los resultados anteriores en mano, podemos hacer uso de los multiplicadores
de Lagrange, las restricciones de primera y segunda clase, e identificar la acción extendida para
nuestra teoría, la cual tiene la siguiente forma:

SE =

ˆ
d3x

[
ΠIJ

0Ȧ0
IJ + ΠIJ

aȦa
IJ + ΠI

0ė0
I − ΠI

aėa
I −H − ζI0γI

0 − ζIJ0γIJ
0

−ζIγI − ζ
IJγIJ − λ

I

aχI
a − λ

IJ

aχIJ
a
]
, (2.41)

donde H es la Hamiltonian canónica,

H = e I
0 γI −A

IJ
0 γIJ ≈ 0, (2.42)

y ζI0, ζIJ0 , ζI, ζIJ, λIa, λIJ a, son los multiplicadores de Lagrange que hacen que las restricciones de
primera y segunda clase se cumplan. De la acción (2.41), podemos identificar que la Hamiltoniana
extendida esta dada por

HE =

ˆ
d2x

[
H + ζ0

Iγ0I + ζ0
IJγ0IJ + ζ

IγI + ζ
IJγIJ

]
, (2.43)
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por tanto, esta Hamiltoniana es una combinación lineal de restricciones como se esparaba. Por otra
parte, se sabe que en Relatividad General la evolución dinámica es gobernada por las restricciones,
lo que refleja la covarianza general de la teoría. Además, afín de cuántizar la teoría, no es posible
constriur la ecuación de Schrödinger debido a que la acción de la Hamiltoniana sobre estados
físicos es aniquilada. El procedimiento para quántizar puede llevarse a cabo implementando
el programa de cuantización de Dirac, para sistemas de norma con covariancia general como
es realizado en Loop Quantum Gravity [52], o como es mostrado en [31]; las restricciones de
primera clase son promovidas a operadores Ĉi sobre el espacio de Hilbert cinemático y los
estados físicos son aquellos para los cuales la condición de Dirac Ĉi ·Ψ = 0, se satisface. Por tanto
es obligatorio realizar un análisis de Dirac con el próposito de indentificar la estructura completa
de las restricciones, porque estas restricciones son la mejor guía para realizar la cuantización.

Prosiguiendo con el análisis Hamiltoniano, realizamos la variación de la acción extendida
con respecto a todas las variables dinámicas para obtener las ecuaciones de movimiento, que
representan la evolución dinámica completa de la teoría, es decir

δeM0 : Π̇0
M = −γM,

δeMd : Π̇d
M =

1

2

(
A IJ

0 − ζIJ
) (
Πd

IηJM − Πd
JηIM

)
+ ϵ0adϵIJMλ

IJ

a

−
Λ

2

(
eI0 + ζ

I
) (
Πd

IM + ϕd
IM

)
,

δAMN
0 : Π̇0

MN = γMN,

δAMN
d : Π̇d

MN =
(
Πd

NηIM + ϵ0dbϵIMLA
L

bN + ϵ0bdϵINLA
L

bM + ϵ0dbϵIMN∂b
) (
e I
0 + ζ I

)
−
(
A IJ

0 − ζIJ
) (
Πd

IMηJN + Πd
MJηIN

)
,

δΠ 0
M : ėM0 = ζM

0 ,

δΠ d
M : ėMd = Dd

(
eM
0 + ζM

)
+ λ

M

d − 2
(
AMJ

0 − ζMJ
)
edJ,

δΠ 0
MN : ȦMN

0 = ζMN
0 ,

δΠ d
MN : ȦMN

d = Λ
(
eM
0 + ζM

)
eN
d +Dd

(
AMN

0 − ζMN
)
+ λ

MN

d ,

δζM
0 : γ0M = 0,

δζMN
0 : γ0MN = 0,

δζM : γM = 0,

δζMN : γMN = 0,

δλ
M

: χM = 0,

δλ
MN

: χMN = 0. (2.44)

Debido a que la teoría presenta restricciones de segunda clase, podemos entonces calcular los
paréntesis de Dirac, los cuales son de gran utilidad para el estudio de observables a nivel cuántico.
Definimos los paréntesis de Dirac de la siguiente manera:

{F(x), G(y)}D ≡ {F(x), G(y)}+

ˆ
d2zd2w{F(x), ξα(z)}C−1

αβ{ξ
β(w), G(y)}, (2.45)

donde {F(x), G(y)} es el paréntesis de Poisson usual entre dos funcionales F,G, yξα(z) = (χI
a, χIJ

a)
son las restricciones de segunda clase, y C−1

αβ es la inversa de (2.38) dada por (2.39). Con lo cual
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obtenemos los siguientes paréntesis de Dirac:

{eIa(x), Π
b
J (y)}D = 0,

{eIa(x), A
JK
b (y)}D = −

1

2
ϵ0abϵ

IJKδ2(x− y),

{AIJ
a (x), Πb

JK(y)}D =
1

2

(
δIKδ

J
L − δILδ

J
K

)
δbaδ

2(x− y). (2.46)

Es bien sabido que los paréntesis de Dirac (2.46) son ingredientes esenciales en la cuantización
de la teoría [52]. Usando los paréntesis dados en (2.46), podemos calcular los paréntesis entre las
restricciones de primera y segunda clase, los cuales estan dados por

{γI(x), γJ(y)}D = 2Λ

[
γJI +

1

2
ϵ0ab

(
ϵMJ

LχaIMχ
b
L − ϵMI

LχaJMχ
b
L

)]
δ2(x-y) ≈ 0,

{γI(x), γMN(y)}D =
1

2

[
ηIMγN − ηINγM +

1

2
ϵ0ab

(
ϵI

E
Mχ

a
Nχ

b
E − ϵI

E
Nχ

a
Mχ

b
E

)
+ 2Λϵ0ab

(
ϵKE

Nχ
a
IKχ

b
ME − ϵKE

Mχ
a
IKχ

b
NE

)]
δ2(x-y) ≈ 0,

{γIJ(x), γMN(y)}D =
1

2
[ηIMγNJ − ηINγMJ + ηJMγIN − ηJNγIM

+
1

2
ϵ0abϵI

D
M

(
χaJχ

b
ND + χaNχ

b
JD

)
+
1

2
ϵ0abϵI

D
N

(
χaJχ

b
DM + χaMχ

b
DJ

)
+
1

2
ϵ0abϵJ

D
M

(
χaIχ

b
DN + χaNχ

b
DI

)
+
1

2
ϵ0abϵJ

D
N

(
χaIχ

b
MD + χaMχ

b
ID

)]
δ2(x-y) ≈ 0,

{γI(x), χ
a
J(y)}D = 0,

{γI(x), χ
a
KL(y)}D = 0,

{γIJ(x), χ
a
K(y)}D = 0,

{γIJ(x), χ
a
KL(y)}D = 0,

{χaI(x), χ
b
KL(y)}D = 0, (2.47)

por tanto, el álgebra es cerrada. Es posible observar la presencia de términos cuadráticos de
restricciones de segunda clase. De hecho, los paréntesis de Dirac entre restricciones de primera
clase deben ser cuadráticos en restricciones de segunda clase y lineales en las de primera clase
[31], por tanto, este cálculo demuestra que el álgebra (2.47) tiene la forma correcta.

2.3. Generador y transformaciones de norma
Una de las simetrías más importantes que podemos estudiar usando el formalismo de Dirac,

son las transformaciones de norma. Las transformaciones de norma son una simetría importante,
dado que pueden ayudarnos a identificar las observables físicas [30]. Por lo tanto, necesitamos
encontrar las transformaciones de norma para esta teoría descrita por (2.19), para lo cual, aplicamos
el algoritmo de Castellani [32] para construir el generador de norma usando las restricciones de
primera clase (2.34).

Definimos el generador de transformaciones de norma como

G =

ˆ
d2x

[
D0ε

I
0γ

0
I + ε

IγI +D0κ0
IJγ0IJ + κ

IJγIJ
]
, (2.48)
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donde los parámetros de norma se definieron, por conveniencia, como D0ε
I
0, ε

I, D0κ
IJ
0 , κ

IJ. Con
lo cual, las transformaciones de norma en el espacio fase, que dejan invariantes las ecuaciones de
movimiento, son

δea
I = Daε

I + κIJeaJ,

δe0
I = D0ε0

I,

δAa
IJ = Daκ

JI +ΛεIea
J −ΛεJea

I,

δA0
IJ = D0κ0

IJ,

δΠa
I = 2Λ(Πa

IJ − ϵ
0abϵIJKeb

K)εJ + κIJΠ
aJ,

δΠ0
I = 0,

δΠa
IJ = ϵ0abϵIJMDbε

M +
1

2
(εIΠ

a
J − εJΠ

a
I) + κI

NΠa
NJ − κJ

NΠa
NI,

δΠ0
IJ = 0. (2.49)

En particular, elegimos los parámetros de la siguiente forma; εI = εI0 = ΘI, −κIJ0 = κIJ = ∆IJ y
considerando lo anterior, tenemos

eIµ −→ eIµ +DµΘ
I + ∆IJeJµ.

AIJ
µ −→ AIJ

µ +Dµ∆
JI +ΛΘIeJµ −ΛΘJeIµ. (2.50)

Podemos probar mediante un cálculo relativamente fácil, que las ecuaciones de movimiento, son
covariantes bajo estas transformaciones de norma. De la naturaleza de las transformaciones de
norma y de la forma de la teoría descrita en (2.19) que corresponde a RG en tres dimensiones,
podemos apreciar que aparentemente la simetría de difeomorfismos no esta presente en esta
teoría, lo cual no es verdad en su totalidad. Podemos redefinir los parámetros convenientemente
de la siguiente forma:

ΘI =
1

2
ξαeα

I y ∆IJ =
1

2
ξαAα

IJ. (2.51)

De esta manera a partir de la simetría de norma, tenemos

eIµ −→ eIµ + Lξe
I
µ +

1

2
ξα
[
Dµe

I
α −Dαe

I
µ

]
,

AIJ
µ −→ AIJ

µ + LξA
IJ
µ + ξα

[
RIJµα −

Λ

2

(
eIµe

J
α − eIαe

J
µ

)]
, (2.52)

que son (on-shell) difeomorfismos, por tanto, esta simetría está contenida en (2.50). Es posible
observar en (2.50), que si Λ → 0, se obtiene como simetrías de norma las transformaciones de
Poincaré. Entonces, concluimos que para Relatividad General en tres dimensiones sin constante
cosmológica el álgebra de Poisson es cerrada si el grupo interno esSO(2, 1)y las simetrías de norma
son las transformaciones de Poincaré. Por otra parte, para gravedad con constante cosmológica
el álgebra de Poisson es cerrada si el grupo interno es SO(2, 1) y las simetrías de norma son las
transformaciones de Poincaré deformadas por Λ.

2.4. Conclusiones
En este capítulo, hemos realizado el análisis Hamiltoniano de Dirac para la teoría de Eins-

tein con constante cosmológica en el formalismo de primer orden. Con el próposito de obtener
una mejor descripción de esta teoría, todos los pasos del formalismo de Dirac sobre el espacio
fase completo fueron realizados. Por medio de los vectores nulos y el rango de la matriz, cuyas
componentes son los paréntesis de Poisson entra las restricciones primarias y secundarias, hemos
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identificado la completa estructura de las restricciones de primera y segunda clase. Con la com-
pleta estructura de las restricciones y su álgebra, hemos concluido que el álgebra de restricciones
de la teoría de Palatini en tres dimensiones con constante cosmológica λ está bien definda siempre
que el grupo interno sea SO(2, 1). Además, si la constante cosmológica es cero, entonces el álgebra
de restricciones resulta ser un álgebra de Poincaré, sin embargo, el álgebra es bien definida usando
las constantes de estructura del grupo SO(2, 1). De hecho, podemos observar que no es necesario
acoplar campos de materia a Relatividad General con el fin de concluir que el álgebra de restric-
ciones es cerrado para el grupo interno SO(2, 1). Finalmente, hemos calculamos el álgebra entre
las restricicones usando los paréntesis de Dirac para las variables dinámicas (2.46), y mostramos
que dicha álgebra es cerrada [65].
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Capítulo 3

El formalismo simpléctico de
Faddeev-Jackiw para sistemas
degenerados

Sistemas descritos por Lagrangianas singulares son llamados sistemas degenerados, éste tipo
de sistemas contienen restricciones inherentes al modelo mismo. En este capítulo, basados en las
referencias [39, 40, 41, 42, 43, 44, 45, 46] describimos brevemente el formalismo simpléctico de
Faddeev-Jackiw para sistemas degenerados, que a diferencia del tradicional formalismo de Dirac,
éste evita la necesidad de identificar y clasificar todas las restricciones en primera y segunda clase
[28, 30, 31]. En el formalismo de F-J, las ecuaciones de movimiento son obtenidas a partir del
principio variacional mediante el uso de una Lagrangiana de primer orden en las velocidades; la
estructura geométrica del espacio fase, dada por los paréntesis de Dirac o de Poisson para sistemas
con o sin restricciones respectivamente, está dada por los elementos de la inversa de la matriz
simpléctica. Por otra parte, para el caso de sistemas de norma, por ejemplo teorías gravitacionales,
teorías supersimétricas, supergravedad, teoría de cuerdas, entre otras, la matriz simpléctica no es
invertible a menos que sean incluidas nuevas condiciones (restricciones) de norma. Finalmente,
todas las propiedades de simetría en un sistema degenerado son derivadas directamente de los
cero modos de la matriz simpléctica.

3.1. Sistemas degenerados
Consideremos un sistema dinámico en el espacio de configuraciones, con un número finito

N de grados de libertad bosónicos, cuya dinámica es gobernada por la Lagrangiana L(qi.q̇i),
donde qi y q̇i corresponden a las coordenadas y velocidades generalizadas respectivamente y,
i = 1, ...,N. L(qi.q̇i) no siempre es una Lagrangiana de primer orden (una Lagrangiana de primer
orden significa que sólo contiene términos lineales en las velocidades generalizadas ). Sin embargo,
si L(qi.q̇i) no es de primer orden, siempre es posible introducir algunas variables auxiliares que
permitan transformar a L(qi.q̇i) en una Lagrangiana de primer orden; usualmente, los momentos
canónicos son elegidos como variables auxiliares.
Por lo tanto, introduciendo variables auxiliares, uno puede escribir la Lagrangiana original en una
Lagrangiana de primer orden

L(ξ, ξ̇) = aI(ξ)ξ̇I − V(ξ). (3.1)

Esta presentación es también llamada “forma simpléctica”; aquí ξI representa un conjunto de
variables simplécticas, las cuales definen un espacio de configuración extendido Γ , el cual es
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generalmente construido con las variables canónicas originalesqi, variables auxiliares y momentos
canónicos. La función aI(ξ) en (3.1) es identificada como la 1-forma canónica, a(ξ) = aI(ξ)dξ

I.
Adicionalmente, se asume que el término correspondiente al potencial V(ξ) no contiene derivadas
temporales de las variables simplécticas ξI, y es fácil ver que cuando la Hamiltoniana es definida
vía la transformación de Legendre, V puede ser identificada con la corresopndiente Hamiltoniana
H(ξ).
Las correspondientes ecuaciones de movimiento pueden ser obtenidas realizando la primera
variación a la Lagrangiana δL = 0, con respecto a las variables simplécticas ξI. La variación de
(3.1) hasta términos de borde es:

δL(ξ, ξ̇) = δξJ
∂aI

∂ξJ
ξ̇I + a

Iδξ̇I − δξ
J ∂

∂ξJ
V(ξ)

= δξJ
∂aI

∂ξJ
ξ̇I +

d

dt

(
aIδξI

)
− ȧIδξ̇I − δξ

J ∂

∂ξJ
V(ξ)

= δξJ
∂aI

∂ξJ
ξ̇I − ξ̇

J ∂a
I

∂ξJ
δξI − δξ

J ∂

∂ξJ
V(ξ)

= δξJ
[(

∂

∂ξJ
aI −

∂

∂ξI
aJ
)
ξ̇I −

(
∂

∂ξJ
V

)]
. (3.2)

De tal manera que, si las variables simplécticas δξJ son independientes, entonces las ecuaciones
de movimiento pueden ser escritas en la siguiente forma:

fIJξ̇
J −

∂

∂ξI
V(ξ) = 0, (3.3)

donde fIJ es la matriz 2-forma simpléctica o simplemente matriz simpléctica (los elementos de la
matriz simpléctica son las componentes de la 2-forma simpléctica f(ξ) = da(ξ)), la cual es definida
como:

fIJ ≡
∂

∂ξI
aJ −

∂

∂ξJ
aI. (3.4)

Claramente, fIJ es antisimétrica y define una curvatura generalizada que satisface la siguiente
identidad: ∂KfIJ + ∂IfJK + ∂JfKI = 0, lo cual demuestra que la 2-forma simpléctica es cerrada
(df = 0).

Ahora, si el det |fIJ| ̸= 0, entonces es posible resolver (3.3) para dar la evolución dinámica de
las variables simplécticas:

ξ̇I = (f)
−1
IJ

∂

∂ξJ
V(ξ), (3.5)

donde (f)
−1
IJ es la matriz inversa de fIJ cuya dimensión debe ser par. En este caso la Lagrangiana

original (3.1) no es degenerada. Consecuentemente, no hay restricciones en este caso, debido a que
todas las variables simplécticas tienen una ecuación de movimiento.

Por otra parte, sabemos que, el paréntesis de Poisson bosónico es definido por:

{A,B}P ≡
∑
J

[
∂A

∂ξ1J

∂B

∂ξ2J
−
∂A

∂ξ2J

∂B

∂ξ1J

]
. (3.6)

Entonces, dentro del formalismo Hamiltoniano toda la dinámica del sistema puede ser descrita
en términos de paréntesis de Poisson, de tal manera que las ecuaciones de movimiento para las
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variables simplécticas pueden ser escritas de la siguiente forma:

{H, ξI} =
∑
J

[
∂H

∂ξ1J

∂ξI
∂ξ2J

−
∂H

∂ξ2J

∂ξI
∂ξ1J

]

=
∑
J,K

[
∂H

∂ξ1K

∂ξ1K
∂ξ1J

∂ξI
∂ξ2J

−
∂H

∂ξ2K

∂ξ2K
∂ξ2J

∂ξI
∂ξ1J

]

=
∑
J,K

∂H

∂ξK

[
∂ξK
∂ξ1J

∂ξI
∂ξ2J

−
∂ξK
∂ξ2J

∂ξI
∂ξ1J

]

=
∑
K

∂H

∂ξK
{ξK, ξI} ≡ ξ̇I. (3.7)

Como el potencial simpléctico puede ser justamente la función HamiltonianaH(ξ) del sistema, es
decir, V = H, entonces la Ec. (3.7) puede ser alternativamente escrita:

ξ̇I = {ξI, ξJ}
∂V

∂ξJ
. (3.8)

Por tanto, comparando Eq. (3.5) y (3.7), el paréntesis de cuantización, llamado paréntesis de
Faddeev-Jackiw {, }F−J entre dos elementos del conjunto de variables simplécticas ξI, puede ser
definido de la siguiente manera:

{ξI, ξJ}F−J = (f)
−1
IJ , (3.9)

donde los elementos de la matriz inversa (f)−1
IJ corresponden a los paréntesis de Dirac de la teoría.

La transición a la teoría cuántica es realizada de manera usual, i.e., reemplazando las variables
clásicas por operadores que actúan sobre algún espacio de Hilbert, y realizando la siguiente
sustitución:

{F,G}→ −i

ℏ
[
F̂, Ĝ

]
. (3.10)

Por otra parte, el caso más interesante es cuando, det |fIJ| = 0, es decir, cuando no existe la inversa
de fIJ y, por tanto no es posible obtener (3.5). En este caso el sistema es llamado “singular”, la
presencia de esta singularidad índica que las ecuaciones de movimiento contienen más grados
de libertad de los necesarios para describir la dinámica del sistema; de manera que deben existir
restricciones en el sistema, las cuales ayudarán a reducir el número de grados de libertad. Estas
restricciones aparecerán en el formalismo simpléctico como relaciones algebraicas necesarias para
mantener la consistencia de las ecuaciones de movimiento. Para ver esto, supongamos que el
rango de fIJ es R (R < M), entonces fIJ tiene (M − R) cero modos vk (k = 1, ..., (M − R)). En
consecuencia, el sistema está restringido por (M − R) ecuaciones, en las que no están presentes
derivadas temporales para algunas variables dinámicas. Por definición estos cero modos deben
satisfacer la ecuación:

(vk)
I
fIJ = 0. (3.11)

Consecuentemente, la contracción de ambos lados de la Ec. (3.3) con (vk)
I conduce a las siguientes

condiciones:

ϕk ≡ (vk)
I ∂

∂ξI
V(ξ) = 0, (3.12)

donde las cantidades ϕk son las restricciones primarias de la teoría en el formalismo simpléctico
de Faddeev-Jackiw. Estas restricciones definen un subespacio de dimensión (M − R), al cual
llamaremos superficie de restricciones

Σ = {ξI ∈ Γ | ϕk(ξ) = 0 (k = 1, ..., (M− R), ((M− R) < M)}. (3.13)
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La consistencia de la teoría requiere que las restricciones permanezcan sobre la superficie de
restricciones durante la evolución del sistema. De esta forma y con el propósito de derivar nuevas
restricciones, uno puede introducir esta condición de consistencia sobre las anteriores restricciones,
equivalente a la empleada en el formalismo de Dirac para sistemas Hamiltonianos con restricciones
[28, 30, 31]. La condición de consistencia de las restricciones ϕk es:

ϕ̇k =
∂ϕk

∂ξI
ξ̇I = 0. (3.14)

Nótese que esta condición sólo depende linealmente de derivadas temporales de las variables sim-
plécticas. Combinando la Ec. (3.3) con (3.14), podemos obtener el siguiente conjunto de ecuaciones
lineales:

fIJξ̇
J =

∂

∂ξI
V(ξ) &

∂ϕk

∂ξI
ξ̇I = 0 (3.15)

las cuales pueden ser reescritas en una única y compacta expresión:

f
(1)
KJ ξ̇

J = Z
(1)
K (ξ), (3.16)

donde

f
(1)
KJ =

(
fIJ
∂ϕk

∂ξJ

)
& Z

(1)
K (ξ) =

(
∂V
∂ξI

0

)
, (K = 1, ..., 2M− R; I, J = 1, ...,M) (3.17)

Es evidente que f(1)IJ , no es una matriz cuadrada, sin embargo aún contiene un grupo de cero
modos linealmente independientes (v

(1)
l ). Multiplicando cada cero modos en ambos lados de

(3.16), se obtiene la siguiente expresión:(
v(1)l

)K
Z
(1)
K = 0, (3.18)

la cual define nuevas restricciones si y sólo si, cada ecuación evaluada sobre la superficie de res-
tricciones Σ no es idénticamente cero, i.e., 0 = 0. En este caso tenemos que las nuevas restricciones
pueden ser definidas de la siguiente manera

ϕ
(1)
l ≡

(
v(1)l

)K
Z
(1)
K |Σ = 0. (3.19)

Estas restriccionesϕ(1)
l son independientes de las restricciones primarias, debido a que las relacio-

nes (4.12) han sido evaluadas sobre Σ, además, restringen la dinámica del sistema a un subespacio
Σ(1) de Σ. Por otra parte, estas nuevas restricciones deben ser tratadas de la misma manera como lo
fueron las restricciones primarias ϕk, es decir, debemos introducir una condición de consistencia
para cada ϕ(1)

l ; a saber

ϕ̇
(1)
l =

∂ϕ
(1)
l

∂ξI
ξ̇I = 0. (3.20)

Se puede mostrar que combinando está ecuación con (3.3) y (3.16), es posible construir un nuevo
grupo de ecuaciones lineales como en (3.16). De esta forma, a partir del nuevo grupo de ecuaciones,
se pueden identificar nuevas restricciones, si las hay. Paso a paso, este proceso debe ser repetido
hasta que no haya nuevas restricciones, y así obtener la identidad antes mencionada, 0 = 0. De esta
manera, el proceso de identificar nuevas restricciones usando condiciones de consistencia habrá
finalizado, dejándonos como resultado un conjunto completo de restricciones para el sistema, el
cual también definirá una superficie de restricciones para la teoría .
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3.2. Lagrangiana extendida
Suponiendo que después de haber obtenido un conjunto completo de l restricciones después

de E pasos usando condiciones de consistencia, no se pueden generar nuevas restricciones. El
siguiente paso en el análisis es incorporar estas restricciones a la Lagrangiana simpléctica (3.1)
introduciendo multiplicadores de Lagrange λl. La Lagrangiana que describe la dinámica en el
espacio de configuraciones, llamada ahora Lagrangiana extendida L(E), puede ser escrita como:

L(E) = aI(ξ)ξ̇
I − ϕl(ξ)λ

l − V(ξ)(E), (3.21)

donde V(ξ)(E) = V(ξ)|Σ=0 = 0.
En este punto y con el objetivo de seguir aplicando el formalismo simpléctico de F-J, uno puede

redefinir los multiplicadores de la siguiente manera

λl → −η̇l. (3.22)

Consecuentemente, la Lagrangiana extendida esta dada por:

L(E) = aI(ξ)ξ̇
I + ϕl(ξ)η̇

l − V(ξ)(E). (3.23)

El nuevo término que se ha añadido ϕl(ξ)η̇
l, ahora puede ser visto como parte de un nuevo con-

junto de variables simplécticas extendidas, ξ(E)I =
(
ξI, ηl

)
. Las restricciones ahora proporcionan

algunas componentes extra a la 1-forma canónica, la cual ahora tiene la forma a(E)I = (aI, ϕl). A
partir del nuevo conjunto de variables simplécticas se puede construir la nueva 2-forma simpléc-
tica f(E)IJ como en (3.4), pero ahora considerando las nuevas componentes de la 1-forma canónica
a
(E)
I , así como las variables simplécticas extendidas ξ(E)I, descritas anteriormente. Entonces f(E)IJ

puede ser escrita en la forma:

f
(E)
IJ =

∂

∂ξ(E)I
a
(E)
J −

∂

∂ξ(E)J
a
(E)
I

=

 fIJ

(
∂

∂ξIϕ
l
)

−
(

∂

∂ξIϕ
l
)T

0

. (3.24)

En esta notación compacta fIJ representa una matriz N×N definida por (5.13), sólo en términos
de ξI. Mientras que

(
∂

∂ξIϕ
l
)

representa una matriz rectangular N×M definida por

∂

∂ξI
ϕl =


∂ϕ1

∂ξ1

∂ϕ2

∂ξ1
· · · ∂ϕl

∂ξ1

∂ϕ1

∂ξ2

∂ϕ2

∂ξ2
· · · ∂ϕl

∂ξ2

...
...

. . .
...

∂ϕ1

∂ξI

∂ϕ2

∂ξI
· · · ∂ϕl

∂ξI

 . (3.25)

Como en (A.7), aquí hay dos casos para (3.24). El primero es cuando f(E)IJ es regular, es decir,
cuando det | f(E)IJ |̸= 0, entonces todas las velocidades pueden ser determinadas, debido a que
podemos invertir f(E)IJ como en (3.5), es decir

ξ̇
(E)
I =

(
f
(E)
IJ

)−1 ∂

∂ξ
(E)
I

V(E). (3.26)

El segundo caso ocurre cuando det | f(E)IJ |= 0, lo que implica la existencia de algunos cero modos.
Sin embargo, hemos supuesto que ya ha sido identificado el conjunto completo de restricciones
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en el sistema, consecuentemente estos modos no generan ninguna nueva restricción. Desde la
perspectiva del formalismo simpléctico, este hecho índica la presencia de una simetría de norma en
el sistema. Entonces, uno debería introducir condiciones de norma para evitar esta singularidad. En
consecuencia, el análisis puede ser finalizado en términos de las variables originales y determinar
los paréntesis de Faddeev-Jackiw como en (3.9).

3.3. Transformaciones de norma
Asumamos, que el det | f(E)IJ |= 0 y que el gradiente del potencial simpléctico es ortogonal

a todos los cero modos de la matriz simpléctica, por tanto estos modos no pueden producir
ninguna nueva restricción. Esto significa que la derivada direccional de V(E) en la dirección de
v
(E)
I desaparece idénticamente, o, en otras palabras, que las líneas equipotenciales del potencial

simpléctico son generadas por la líneas integrales del campo vectorial v̂ = v(E)I (∂/∂ξI). Este es el
escenario esperado para un sistema que posee simetría de norma. Como ha sido discutido en Refs.
[40, 41, 42, 43], los modos cero de la matriz simpléctica singular pueden ser identificados como
los generadores de dicha simetría, es decir, las componentes de estos cero modos proporcionan
las propiedades de transformación para cada una de las variables simplécticas, es decir

δGξ
(E)
I =

∑
α

v
(E)
Iα ϵ

α, (3.27)

donde {v
(E)
α } es el conjunto completo de cero modos de la matriz simpléctica degenerada f(E)IJ , y

ϵ (τ)
α representa a los parámetros de norma arbitrarios definidos sobre el espacio de configuración

extendido. Este vector genera transformaciones de norma en el espacio fase extendido, el cual esta
dividido en clases de órbitas. El espacio de configuración es, consecuentemente, el cociente del
espacio fase original por las órbitas de norma.

Si restringimos el conjunto de variables originales ξI y aI en (3.23), de tal forma que la matriz
fIJ (submatriz de f(E)IJ ) en Ec. (3.24) resulte ser no singular, entonces la matriz simpléctica f(E)IJ tiene
l cero modos linealmente independientes con la siguiente estructura:

v
(E)l
I =

(
(fIJ)

−1
vlξJ

1(l)

)
, (3.28)

donde el primer elemento es una columna I× 1

vlξI = −
∂ϕl

∂ξI
, (3.29)

y el último elemento es una columna l× 1 de ceros, excepto para su l-ésima entrada, la cual es 1:

1
(l) =



0

.

.

.

1

.

.

.


. (3.30)

En este caso y como es mostrado en la Ref. [43], uno puede escribir las anteriores transformaciones
de norma (3.27) en términos de componentes, es decir

δGξ
I = (fIJ)

−1 ∂ϕ
l
α

∂ξJ
ϵα,

δGη
α = −ϵα, (3.31)
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las cuales son simetrías de la Lagrangiana (3.23) sobre la superficie de restricciones.
Para recuperar las propiedades de transformación de los multiplicadores de Lagrange iniciales

λl, uno debe invertir la sustitución (3.22), para obtener las siguientes leyes de transformación:

δGξ
I = (fIJ)

−1 ∂ϕ
l
α

∂ξJ
ϵα,

δGλ
α = ϵ̇α, (3.32)

las cuales ahora son simetrías de la Lagrangiana extendida original (3.21), sobre la superficie
de restricciones. Esto puede ser visto de la siguiente manera: Recordemos que las ecuaciones de
movimiento pueden ser obtenidas tomando la primera variación de la correspondiente acción,
S(E) =

´
L(E)dt, igual a cero. Es decir

δS(E) =

ˆ
dt

(
∂L(E)

∂ξ
(E)
K

− ∂t
∂L(E)

∂ξ̇
(E)
K

)
δξ

(E)
K ≡

ˆ
dt

(
f
(E)
KMξ̇

(E)M −
∂V(E)

∂ξ

(E)

K

)
δξ

(E)
K = 0. (3.33)

Por tanto, esta expresión define la simetría de norma; si existe alguna variación particular δξ(E)K

que satisfaga la Ec. (3.33), entonces la transformación

ξ
(E)
K −→ ξ

(E)
K + δξ

(E)
K , (3.34)

es una simería de la acción S(E). Consecuentemente, podemos construir una variación δξ(E)K que
satisfaga (3.33) sobre la superficie de restricciones:

δξ
(E)
K = v

(E)
Kαϵ

α, (3.35)

Por tanto, dado que v(E)Kα son los cero modos sobre la superficie de restricciones, deben satisfacer
las ecuaciones de movimiento, es decir
ˆ
dt

(
f
(E)
KMξ̇

(E)M −
∂V(E)

∂ξ
(E)
K

)
v
(E)α
K ϵα =

ˆ
dtϵα(v

(E)Kα)T

(
f
(E)
KMξ̇

(E)M −
∂V(E)

∂ξ
(E)
K

)
= ϵαϕ

α.

(3.36)
Esto muestra que la acción extendida es invariante bajo desplazamientos en direcciones ortogona-
les al gradiente del potencial.

3.4. Condiciones de norma
La descripción cuántica de un sistema invariante de norma puede realizarse introduciendo

condiciones de fijación de norma y subsecuentemente aplicando la prescripción de cuantizatión
a los remanentes grados de libertad clásicos. Sea Γ un espacio fase descrito por un conjunto de
variables simplécticas ξI (I = 1, 2, ...,N), y dotado con una forma simpléctica fIJ degenerada como
consecuencia de la presencia de una simetría de norma. Debido a la simetría de norma, hay más de
un conjunto de variables canónicas que corresponden al mismo estado físico, y a fin de construir
una estructura canónica compatible con el sistema, se debe introducir condiciones de fijación de
norma para eliminar dicha ambigüedad. El procedimiento para fijar esta libertad de norma es
llevado a cabo imponiendo restricciones adicionales en la teoría:

Gi(ξ), i = 1, ..., n. (3.37)

Estas condiciones de norma deben ser preservadas en el tiempo y sus condiciones de consisten-
cia determinan todos los multiplicadores. Las restricciones Gi son tratadas como cualquier otra
restricción en la teoría, y junto con ϕl, forman un conjunto completo de restricciones:

{γa} = {Gi, ϕl} a = 1, ..., 2n < N. (3.38)
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La elección de las funciones Gi tiene que ser tal que: (a) cualquier órbita debe interceptar la
superficie definida por el conjunto {Gi} en Γ (accesibilidad), y (b) las órbitas no pueden interceptar
la superficie definida por {Gi} más de una vez (completa fijación de norma). En otras palabras, la
superficie en el espacio fase definida por las condiciones de norma (3.37) debe interceptar a cada
órbita, una y sólo una vez. Cuando (a) y (b) se han cumplido satisfactoriamente, entonces el número
de condiciones de norma debe ser igual al número de generadores de norma independientes y la
correspondiente matriz simpléctica fIJ, es ahora invertible.

La subvariedad definida por el conjunto de restricciones {γa}, corresponde al espacio fase
reducido del sistema, que contiene sólo grados de libertad físicos, y el cual será denotado por Γ0

Γ0 ≡ {ξI ∈ Γ | γa(ξ) = 0 a = 1, ..., 2n}. (3.39)

En Γ0 una nueva estructura de Poisson es introducida por medio de los Paréntesis de Faddeev-
Jackiw (ver Eq (3.9))

{ξI, ξJ}F−J ≡ (fIJ)
−1
, (3.40)

donde (fIJ)
−1 es la inversa de la matriz simpléctica regular construida después de fijar la libertad

de norma.
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Capítulo 4

Simetría de norma y estructura de
restricciones de TMG: una
perspectiva simpléctica

En particular, para hacer la teoría de Einstein 3D (2.1) más realista, en comparación con dimen-
siones superiores, en el sentido de tener grados de libertad propagándose, es posible modificar
la teoría incluyendo ciertos términos de curvatura con derivadas superiores en la acción de E-H,
lo cual nos conducirá a la versión más simple de gravedad masiva en tres dimensiones conocida
como gravedad topológicamente masiva (TMG). Ésta teoría consiste de un término E-H, con o sin
constante cosmológica Λ, más un término gravitacional de Chern-Simons (C-S) con coeficiente
1
µ

[47, 48, 56]. A nivel lineal, ésta teoría describe un simple estado masivo de helicidad +2 o −2

(dependiendo del signo relativo entre el término de C-S y el de E-H) en un background AdS [50]
y define una representación irreducible unitaria del grupo de Poincaré 3D [73, 74].

Si bien, mientras un análisis linealizado usualmente permite un conteo confiable de los grados
de libertad, existen casos en los cuales esto puede conducir a resultados falsos. Una formulación
Lagrangiana/Hamiltoniana debería ofrecer una forma confiable de contar el número de grados
de libertad físicos sin recurrir a la linealización, es decir, tomando en cuenta todas las restricciones
físicas y la invariancia de norma de la teoría. En éste sentido, la identificación de los grados de
libertad físicos pueden ser abordados por la aplicación directa del método de Dirac para sistemas
Hamiltonianos con restricciones, tal como lo hemos hecho en el capítulo anterior. Sin embargo, es
sabido que el análisis de Dirac para TMG es una tarea larga, tediosa y complicada ya que existen
restricciones secundarias, terciarias y cuárticas con una estructura compleja [57, 58, 59, 60]. Por
ejemplo, en la Ref. [57] el análisis Hamiltoniano fue realizado usando el formalismo de Dirac. De
hecho, los autores han obtenido la estructura de las restricciones secundarias de primera clase
con ayuda del siguiente Teorema: “Si ϕ es una restricción primaria de primera clase, entonces
{ϕ,HT } es también de primera clase”. No obstante, este tratamiento es bastante complicado e
insatisfactorio. Por otra parte, los autores de Refs. [59, 60] presentan un análisis completamente
Lagrangiano, pero para tener una teoría con el correcto número de grados de libertad físicos en
el espacio de configuración, una restricción extra sobre las variables básicas debió ser impuesta a
mano. Por estas razones, el análisis sobre la naturaleza de las restricciones y la simetría de norma
para modelos de gravedad masiva, que aún falta en la literatura, puede ser muy importante y éste
es obligatorio para realizar el análisis para cuántizar la teoría.

En este capítulo presentamos un estudio detallado de gravedad topológicamente masiva en
un contexto completamente diferente al presentado en [57, 58, 59, 60]. Aquí aplicando en forma
detallada el formalismo simpléctico de Faddeev-Jackiw, mostramos de manera sistemática que
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la simetría de norma y la estructura de las restricciones de gravedad topológicamente masiva
con constante cosmológica, elegantemente codificada en los cero modos de la matriz simpléctica,
pueden ser indentificados. Además, vía un apropiado proceso de fijación de norma, la norma
temporal, hemos calculado la estructura de los paréntesis de cuantización para las variables
dinámicas, y confirmamos que el número de grados de libertad físicos es uno.

4.1. Acción y ecuaciones de movimiento
Nuestro punto de partida es la acción de gravedad AdS topológicamente masiva escrita en el

formalismo de primer orden:

S =

ˆ
M

[
2θei ∧ F[A]i −

1

3
Λfijke

i ∧ ej ∧ ek + λi ∧ Ti +
θ

µ
Ai ∧

(
dAi +

1

3
fijkA

j ∧Ak

)]
, (4.1)

donde µ es el parámetro de Chern-Simons, θ = 1/16πG con G la constante de Newton 3D, y
Λ es la constante cosmológica tal que Λ = −1/l2, donde l es el radio AdS [50]. Además, los
campos fundamentales de esta acción son: el dreibein 1-forma ei = eiµdxµ el cual determina una
métrica espacio-tiempo vía gµν = eµ

ieν
jηij; el campo auxiliar 1-forma λi que asegura que la

torsión desaparece Ti = 0 [61, 62]; y la conexión de spin dualizada Ai = Aµ
idxµ evaluada en la

representación del grupo de Lie SO(2, 2), tal que, este admite un tensor totalmente antisimétrico
fijk. La conexión actua sobre los índices internos y define un operador derivada:

DµV
i ≡ ∂µVi + fijkAµ

jVk, (4.2)

donde ∂ es el operador derivada. Finalmente, Ti es la torsión 2-forma, mientras tanto Fi es la
curvatura 2-forma de la conexión de spin Ai, cuyas expresiones explícitas son

Ti ≡ dei + fijkAj ∧ ek, Fi ≡ dAi +
1

2
fijkA

j ∧Ak. (4.3)

La convención adoptada es la estándar, es decir, los índices griegos µ, ν, α, ... refieren a las coorde-
nadas espacio-tiempo mientras las letras latinas i, j, k, ... corresponden a índices de Lorentz. Las
ecuaciones de movimiento que pueden ser extraídas variando la acción (4.1) con respecto a ei, Ai

y λi, respectivamente, además de algunos términos de borde, están dadas por

(δe)
αi

= ϵανρ
(
2θFνρ

i +Dνλρ
i −Λfijkeν

jeρ
k
)
= 0, (4.4)

(δA)
αi

= ϵανρ
(
2θTνρ

i + fijkλν
jeρ

k + 2θµ−1Fνρ
i
)
= 0, (4.5)

(δλ)
αi

= ϵανρTνρ
i = 0, (4.6)

uno puede notar que la Ec. (4.6) es la condición para la compatibilidad deAµ
i y eµi, la cual implica

que

Aµ
ij = −eνj∂µeν

i + Γβαµe
i
βe

αj, (4.7)

con Γβαµ el símbolo the Christoffel de la métrica gµν. Además, insertando Ec. (4.6) en la Ec. (4.5),
podemos resolver para el multiplicador de Lagrange λµi en términos del tensor Schouten 3D de
la variedad M:

λµ
i = 2θµ−2Sµνe

iν with Sµν = Rµν −
1

4
gµνR. (4.8)

Después de incluir el resultado en Ec. (4.4) y de un largo cálculo, es posible encontrar las ecuaciones
de campo de TMG [55] en el formalismo de segundo orden como sigue:

Gµν +
1

µ
Cµν = 0, (4.9)
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donde Gµν es el tensor de Einstein (modificado por la constante cosmológica) definido como

Gµν ≡ Rµν −
1

2
gµνR+Λgµν, (4.10)

y Cµν es el tensor Cotton simétrico y sin traza dado por

Cµν ≡ ϵµαβ∇α

(
Rβν −

1

4
gβνR

)
, (4.11)

aquí∇ es la derivada covariante definida con Γ . Considerando pequeñas perturbaciones alrededor
de un fondo anti-de Sitter, la teoría describe la existencia de un simple gravitón masivo [55, 50,
56]. Sin embargo, desde el punto de vista teórico, es mejor corroborar la veracidad de esto con
argumentos formales, mediante un meticuloso análisis Hamiltoniano o Lagrangiano a nivel no
lineal.

4.2. La naturaleza de restricciones
Con el propósito de aplicar el formalismo simpléctico de Faddeev-Jackiw [39], vamos a consi-

derar que el espacio-tiempo M es globalmente hiperbólico de manera que este puede ser foliado
como M ≃ Σ × ℜ, donde Σ corresponde a una superficie de Cauchy sin frontera (∂Σ = 0) y ℜ

representa una parámetro de evolución. Realizando una división 2 + 1 de nuestros campos sin
romper la simetría interna, la acción de TMG (4.1) adquiere la forma,

S[A, e, λ] =

ˆ
Σ

[
ϵabθ

(
1

µ
Abi + 2ebi

)
Ȧi

a + ϵabλibė
i
a +

1

2
ϵabλi0Tabi

+ ϵabAi
0

(
θTabi +

1

µ
θFabi + fijkλ

j
ae

k
b

)
+ϵabei0

(
θFabi +Daλbi −Λfijkea

jeb
k
)]
d3x, (4.12)

hasta un término de frontera. Aquí Fabi = ∂aA
i
b−∂bA

i
a+f

i
jkAa

jAb
k es el tensor de esfuerzos de

Aa
i, Tabi = Daeb

i−Dbea
i yDaλb

i = ∂aλb
i+fiijAa

jλb
k. Además a, b, c, ... son coordenadas de

espacio y el punto denota derivadas con respecto al parámetro de evolución. Nosotros podemos
leer la densidad Lagrangian a partir de (4.12) como

L(0) = ϵabθ

(
1

µ
Abi + 2ebi

)
Ȧi

a + ϵabλibė
i
a + ϵabei0(θFabi +Daλbi −Λfijkea

jeb
k)

+
1

2
ϵabλi0Tabi + ϵ

abAi
0

(
θTabi +

1

µ
θFabi + fijkλ

j
ae

k
b

)
. (4.13)

En particular, esta densidad Lagrangiana puede ser expresada en una forma compacta:

L(0) = a
(0)
I ξ̇(0)I − V(0), (4.14)

introduciendo un conjunto de variables simplécticas dadas por:

ξ(0)I = (Ai
a, A

i
0, e

i
a, e

i
0, λ

i
a, λ

i
0), (4.15)

las cuales nos permiten identificar la correspondiente 1-forma simpléctica

a(0)I = (ϵabθ

(
1

µ
Abi + 2ebi

)
, 0, ϵabλbi, 0, 0, 0), (4.16)
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mientras tanto el potencial simpléctico tiene la siguiente forma:

V(0) = −ϵabei0(θFabi +Daλbi −Λfijkea
jeb

k) −
1

2
ϵabλi0Tabi.

−ϵabAi
0

(
θTabi +

1

µ
θFabi + fijkλ

j
ae

k
b

)
. (4.17)

Por otra parte, las correspondientes ecuaciones de movimiento que emergen de la anterior La-
grangiana (4.14) pueden ser escritas de la siguiente manera:

f
(0)
IJ ξ̇

(0)J −
δ

δξ(0)I
V(ξ)(0) = 0, (4.18)

con f(0)IJ ≡ δ
δξ(0)Ia

(0)
J − δ

δξ(0)Ja
(0)
I la 2-forma simpléctica asociada a L(0), la cual es claramente

antisimétrica. Usando las variables simplécticas (4.15) y (4.16), encontramos que la correspondiente
matriz simpléctica f(0)IJ (x, y) puede ser escrita como:

2 θ
µ
ϵabηij 0 −2θϵabηij 0 0 0

0 0 0 0 0 0

2θϵabηij 0 0 0 −ϵabηij 0

0 0 0 0 0 0

0 0 ϵabηij 0 0 0

0 0 0 0 0 0

 δ
2(x− y). (4.19)

No es difícil ver que la matriz f(0)IJ es degenerada en el sentido que hay más grados de libertad
en las ecuaciones de movimiento (4.18) que grados de libertad en la teoría. En esta caso, hay
restricciones que deben remover los grados de libertad no físicos. Las restricciones aparecen
en este formalismo como relaciones álgebraicas necesarias para mantener la consistencia de las
ecuaciones de movimiento. Además, es directo determinar que los cero modos de la matriz singular
(4.19) son (v

(0)
1 )I = (0, vA

i
0 , 0, 0, 0, 0), (v(0)2 )I = (0, 0, 0, ve

i
0 , 0, 0) y (v

(0)
3 )I = (0, 0, 0, 0, 0, vλ

i
0), con

componentes distintas de cero vAi
0 , ve

i
0 y vλi

0 , respectivamente. Los cero modos satisfacen la
ecuación (v

(0)
1,2,3)

If
(0)
IJ = 0, por tanto, a partir de las euaciones de movimiento (4.18), tenemos las

siguientes relaciones:
ˆ
dx2(v

(0)
1 )TJ

δ

δξJ

ˆ
dy2V(0) = vA

i
0ϵab

(
θTabi +

θ

µ
Fabi + fijkλ

j
ae

k
b

)
= 0, (4.20)

ˆ
dx2(v

(0)
2 )TJ

δ

δξJ

ˆ
dy2V(0) = ve

i
0ϵab

(
θFabi +Daλbi −Λfijkea

jeb
k
)
= 0, (4.21)

ˆ
dx2(v

(0)
3 )TJ

δ

δξJ

ˆ
dy2V(0) = vλ

i
0

(
1

2
ϵabTabi

)
= 0, (4.22)

debido a que vAi
0 , vei

0 and vλi
0 son funciones arbitrarias. Las restricciones resultan ser las siguientes:

Ξ
(0)
i = θϵabTabi +

θ

µ
ϵabFabi + ϵ

abfijkλ
j
ae

k
b = 0, (4.23)

Θ
(0)
i = θϵabFabi + ϵ

abDaλbi −Λϵ
abfijkea

jeb
k = 0, (4.24)

Σ
(0)
i =

1

2
ϵabTabi = 0. (4.25)

Ahora, de acuerdo con la metodología del formalismo simpléctico, analizaremos si existen nuevas
restricciones. Para este propósito, demandamos estabilidad ( condición de consistencia ) de las
restricciones (4.23), (4.24) y (4.25), que garantiza su independencia temporal. Como Ξi, Θi y Σi
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únicamente dependen del conjunto de variables simplécticas ξ(0)I, la condición de consistencia
puede ser escrita de la siguiente manera

Ω̇(0) =
δΩ(0)

δξ(0)I
ξ̇(0)I = 0 con Ω(0) = Ξ

(0)
i , Θ

(0)
i , Σ

(0)
i . (4.26)

Por tanto la consistencia de las restricciones Ω(0), junto con las ecuaciones de movimiento (4.18)
pueden ser generalmente reescritas como:

f
(1)
KJ ξ̇

(0)J = Z
(1)
K (ξ), (4.27)

con

f
(1)
KJ =

(
f
(0)
IJ

δ
δξ(0)IΩ

(0)

)
y Z

(1)
K =


δ

δξ(0)IV
(0)

0

0

0

 . (4.28)

Así mismo, la nueva matriz f(1)KJ toma la siguiente forma
2 θ

µ
ηij 0 −2θηij 0 0 0

0 0 0 0 0 0

2θηij 0 0 0 −ηij 0

0 0 0 0 0 0

0 0 ηij 0 0 0

0 0 0 0 0 0

2 θ
µ

(ηij∂a − fijkAk
a − µfijkek

a) 0 2θ(ηij∂a − fijkAk
a − 1

2θ
fijkλk

a) 0 −fijkek
a 0

2θ(ηij∂a − fijkAk
a − 1

2θ
fijkλk

a) 0 2Λfijkea
k 0 (ηij∂a − fijkAk

a) 0

−fijkek
a 0

(
ηij∂a − fijkAk

a

)
0 0 0



×ϵabδ2(x− y). (4.29)

Es claro ver que f(1)KJ no es una matriz cuadrada, sin embargo, esta tiene cero modos linealmente
independientes, los cuales resultan ser

(v
(1)
1 )K =

(
−∂aη

j
m − fjlmA

l
a, 0,−f

j
lme

l
a, 0,−f

j
lmλa

l, 0, ηjm, 0, 0
)
, (4.30)

(v
(1)
2 )K =

(
−
µ

2θ
fjlmλ

l
a, 0,−∂aη

j
m − fjlmA

l
a, 0, f

j
lm

(
µλla + 2Λela

)
, 0, 0, ηjm, 0

)
, (4.31)

(v
(1)
3 )K =

(
−
µ

2θ
fjlme

l
a, 0, 0, 0,−∂aη

j
m − fjlmA

l
a + µfjlme

l
a, 0, 0, 0, η

j
m

)
, (4.32)

tal que (v
(1)
1,2,3)

Kf
(1)
KJ = 0. Usando el ponencial simpléctico, encontramos que la matriz Z(1)

K esta
dada por

−2θ
(
Dae0j +

1
µ
DaA0j

)
+ fjlm

(
e0

lλa
m+
(
λ0

l + 2θA0
l )ea

m)

Ξ
(0)
i

−Daλ0j − 2θDaA0j + fjlmA
l
0λ

m
a − 2Λfjlme

l
0e

m
a

Θ
(0)
i

−Dae0j + fjlmA
l
0e

m
a

Σ
(0)
i

0

0

0


ϵabδ2(x− y).

(4.33)

39



CAPÍTULO 4. SIMETRÍA DE NORMA Y ESTRUCTURA DE RESTRICCIONES DE TMG:
UNA PERSPECTIVA SIMPLÉCTICA

4.2. LA NATURALEZA DE RESTRICCIONES

Multiplicando ambos lados de Ec. (4.27) por los cero modos de la matriz f(1)KJ , y evaluando en
Ω(0) = 0, tenemos las siguientes relaciones en forma covariante ( los símbolos integrales

´
son

omitidos por simplicidad):

(v
(1)
1 )KZ

(1)
K |Ω(0)=0 = 0, (4.34)

(v
(1)
2 )KZ

(1)
K |Ω(0)=0 = −

1

2θ
µϵαβγλαieβ

jλγj, (4.35)

(v
(1)
3 )KZ

(1)
K |Ω(0)=0 =

1

2θ
µϵαβγeαieβ

jλγj. (4.36)

La sustitución Ω(0) = 0 garantiza que esas restricciones desaparecerán del resto del análisis de
restricciones. Entonces, de (4.35) y (4.36), junto con la invertibilidad de eαi y λαi, finalmente
encontramos

Φα = ϵαβγeβ
jλγj = 0, (4.37)

la cual es conocida como condición de simetría [21] y juega un papel crucial en la relación de las
formulaciones métrica tetrada en teorías de gravedad masiva y multi-gravedad. Adicionalmente,
uno encuentra que la ecuación (4.37) puede ser dividida en dos ecuaciones:

Φa = ϵab
(
ei0λib − eibλi0

)
= 0, (4.38)

Φ0 = ϵabeiaλib = 0, (4.39)

de donde podemos ver que la Ec. (4.38) fija los campos ei0 y λi0, mientras tanto Ec. (4.39) nos
da nueva restricción. Esto esta completamente de acuerdo con lo que fue encontrado en [57]
empleando el método de Dirac, no obstante, en el formalismo de Dirac las restricciones (4.38)
y (4.39) emergen como restricciones terciarias, mientras tanto en [59, 60] las restricciones (4.39)
han sido introducidas a mano. Ahora, imponiendo la condición de estabilidad sobre las nuevas
restricciones (4.39), tenemos la siguiente ecuación:

f
(2)
KJ ξ̇

(0)J = Z
(2)
K (ξ), (4.40)

aquí las matrices f(2)KJ y Z(1)
K pueden ser expresadas como sigue

f
(2)
KJ =

(
f
(1)
IJ

δ
δξ(0)IΦ

0

)
and Z

(2)
K =

(
Z
(1)
K

0

)
. (4.41)

Consecuentemente, la nueva matriz f(2)IJ esta dada por

2 θ
µ

ηij 0 −2θηij 0 0 0

0 0 0 0 0 0

2θηij 0 0 0 −ηij 0

0 0 0 0 0 0

0 0 ηij 0 0 0

0 0 0 0 0 0

2 θ
µ

(ηij∂a − fijkAk
a − µfijkek

a) 0 2θ(ηij∂a − fijkAk
a − 1

2θ
fijkλk

a) 0 −fijkek
a 0

2θ(ηij∂a − fijkAk
a − 1

2θ
fijkλk

a) 0 2Λfijkea
k 0 (ηij∂a − fijkAk

a) 0

−fijkek
a 0

(
ηij∂a − fijkAk

a

)
0 0 0

0 0 λaj 0 eaj 0


×ϵabδ2(x− y), (4.42)

fácilmente se puede verifica que f(2)IJ es también una matriz singular. Asimismo, ahora f(2)IJ tiene
los siguientes cero modos linealmente independientes:

(v
(2)
1 )J =

(
−∂aη

j
m − fjlmA

l
a, 0,−f

j
lme

l
a, 0,−f

j
lmλa

l, 0, ηjm, 0, 0, 0
)
, (4.43)

(v
(2)
2 )J =

(
−
µ

2θ
fjlmλ

l
a, 0,−∂aη

j
m − fjlmA

l
a, 0, f

j
lm

(
µλla + 2Λela

)
, 0, 0, ηjm, 0, 0

)
,(4.44)

(v
(2)
3 )J =

(
−
µ

2θ
fjlme

l
a, 0, 0, 0,−∂aη

j
m − fjlmA

l
a + µfjlme

l
a, 0, 0, 0, η

j
m, 0

)
, (4.45)

(v
(2)
4 )J =

(
µea

j, 0, ea
j, 0,−

(
λa

j + 2θµea
j
)
, 0, 0, 0, 0, ηjm

)
. (4.46)
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Después de realizar la contracción por ambos lados de (4.40) con los nuevos cero modos, no es
difícil ver que los cero modos (4.43), (4.44) y (4.45) no generan ningúna nueva restricción, mientras
que el cero modo (v

(2)
4 )J nos permite obetener la siguiente relación de constricción:

(v
(2)
4 )KZ

(2)
K |Ω(0),Ω(1)=0= ϵ

αβνfijke
i
αe

j
β

(
Λekν + µλkν

)
= −2e (3Λ+ µλ) = 0, (4.47)

donde hemos usado ϵαβνeα
ieβ

jeν
k = efijk con e = det | eαi | y λ = eα

iλαi. Consecuentemente,
a partir de Ec. (4.47) es posibe identificar la siguiente restricción escalar:

Υ = 3Λ+ µλ = 0, (4.48)

esto también esta de acuerdo con lo que fue obtenido en Ref. [57] vía el método de Dirac, mientras
que en [59, 60] esta restriccíon no aparece. Una vez más, podemos introducir la condición de
consistencia sobre (4.48) y explorar si hay nuevas restricciones en la teoría. Con este objetivo,
estudiamos la ecuación

f
(3)
KJ ξ̇

(0)J = Z
(3)
K (ξ). (4.49)

Es fácil comprobar que después de insertar la anterior restricción en la matriz f(3)KJ y calcular sus
cero modos, no se obtienen nuevas restricciones. Por consiguiente, no hay más restriccones en la
teoría y entonces nuestro proceso de obtener nuevas restricciones vía la condición de consistencia
ha finalizado. Con los anteriores resultados y el método de F-J, ahora podemos introducir las
restricciones (4.23), (4.24), (4.25), (4.39) y (4.48) en la densidad Lagrangiana (4.13) por medio de
los correspondientes multiplicadores de Lagrange a fin de construir una nueva Lagrangiana. La
nueva Lagrangiana simpléctica puede ser escrita como:

L = ϵabθ

(
1

µ
Abi + 2ebi

)
Ȧi

a + ϵabλibė
i
a − Ξiβ̇

i −Θiα̇
i − Σiγ̇

i −Φ0φ̇0 − Υφ̇− V,

(4.50)

con α̇i, β̇i, γ̇i, φ̇0 y φ̇ los multiplicadores de Lagrange relativos a las restricciones obtenidas.
Mientras tanto, uno puede notar que el potencial simpléctico desaparece sobre la superficie de
restriciciones porque este resulta ser una combinación lineal de restricciones reflejando la cova-
riancia general de la teoría; es decir, V = V(0) |Ω(0),Ω(1),Φ0,Υ=0= 0. Además, de la densidad
Lagrangiana (4.50), el nuevo conjunto de variables simplécticas es tomado como:

ξI =
(
Ai

a, β
i, eia, α

i, λia, γ
i, φ0, φ

)
, (4.51)

cuya correspondiente 1-forma esta dada por:

aI =

(
ϵabθ

(
1

µ
Abi + 2ebi

)
,−Ξi, ϵ

abλbi,−Θi, 0,−Σi,−Φ0,−Υ

)
. (4.52)

A continuación, usaremos la variables simplécticas (4.51) y (4.52) para construir la correspondiente
matriz cuadrada simpléctica fIJ ≡ δ

δξIaJ −
δ

δξJaI, la cual resulta ser

2 θ
µ
ηij −2 θ

µ
∇aij −2θηij −2θ△aij 0 Eaij 0 0

2 θ
µ
∇aij 0 2θ△aij 0 −Eaij 0 0 0

2θηij −2θ△aij 0 −2ΛEaij −ηij −Dx
aij −λaj −µϵadλd

j

2θ△aij 0 2ΛEaij 0 D
y

aij
0 0 0

0 Eaij ηij −Dx
aij 0 0 −eaj −µϵaded

j

−Eaij 0 D
y

aij
0 0 0 0 0

0 0 λaj 0 eaj 0 0 0

0 0 µϵadλd
j 0 µϵaded

j 0 0 0


×ϵabδ2(x− y). (4.53)

aquí, ha sido definido ∇aij = (Daij − µEaij) y △aij =
(
Daij −

1
2θ
Laij

)
con Daij = ∂aηij −

fijkA
k
a, Eaij = fijke

k
a y Laij = fijkλ

k
a respectivamente. Es importante notar que la matriz
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simpléctica fIJ permanece singular sobre la superficie de restricciones, y por tanto esta aún tiene
cero modos linealmente independientes. No obstante, hemos demostrado que no pueden ser
obtenidas más restricciones mediante las relaciones de consistencia. Consecuentemente, la no
invertibilidad de fIJ es señal de la presencia una simetría de norma que debería ser fijada usando
condiciones adicionales (condiciones de norma) para remover la singularidad. De este modo
la estructura de los paréntesis de cuantización puede ser determinada y el análisis puede ser
finalizado en términos de los grados de libertad físicos.

4.3. Transformaciones de norma

Por una parte, se sabe que el concepto de simetría de norma juega un rol esencial en el
desarrollo de las teorías fundamentales de las leyes físicas. Además, la necesidad de describir
las interacciones de la naturaleza en la línea de una dinámica relativista nos lleva a construir un
lenguage covariante con la simetría de norma [75]. Por tanto, aquí realizamos una discusión sobre
la simetría de norma en el formalismo simpléctico. Es importante hacer notar que, cuando todas
las restricciones han sido consideradas y la matriz simpléctica aún tiene cero modos, uno puede
deducir que la teoría debe tener una simetría de norma. En consecuencia, los cero modos actúan
como los generadores de la correspondiente simetría de norma ‘δG’, es decir, las componentes
de los cero modos proporcionan las propiedades de transformación relacionadas a la simetría
de norma [41, 42, 43]. Las transformaciones locales infinitesimales de las variables simplécticas
generadas por (v)I pueden ser expresadas por

δGξ
I = (vA)

I
ϵA, (4.54)

donde {vA} son los cero modos independientes de la matriz simpléctica singular fIJ, y ϵA son
parámetros de norma. Para la matriz singular (4.53), estos cero modos resultan ser

(v1)
I

=
(
−∂aη

j
k − fjlkAa

l, ηjk,−f
j
lke

l
a, 0,−f

j
lkλa

l, 0, 0, 0, 0
)
, (4.55)

(v2)
I

=
(
−
µ

2θ
fjlkλa

l, 0,−∂aη
j
k − fjlkAa

l, ηjk, f
j
lk

(
µλa

l + 2Λea
l
)
, 0, 0, 0, 0

)
, (4.56)

(v3)
I

=
(
−
µ

2θ
fjlkea

l, 0, 0, 0,−∂aη
j
k − fjlkAa

l + µfjlkea
l, ηjk, 0, 0, 0

)
, (4.57)

los cuales son ortogonales del gradiente del potencial simpléctico, al mismo tiempo que genera
desplazamientos locales sobre la superficie isopotencial. Como se puede ver de (4.54), las trans-
formaciones de norma infinitesimales que dejan la Lagrangiana original invariante están dadas
por

δGAα
i(x) = −Dαζ

i −
µ

2θ
fijk

(
eα

jσk + λα
jκk
)
, (4.58)

δGeα
i(x) = −Dακ

i − fijke
j
aζ

k, (4.59)
δGλα

i(x) = −Dασ
i − fijkλα

jζk + µfijk
(
λa

jκk + ea
jσk
)
+ 2Λfijkea

jκk, (4.60)

donde ζi, κi y σi son parámetros dependentes del tiempo. Es importante resaltar que (4.58),
(4.59) y (4.60) corresponden a las simetrías de norma fundamentales de la teoría, aunque los
difeomorfismos no han sido encontrados. Sin embargo, se sabe que una apropiada elección de
los parámetros de norma genera los difeomorfismos (on-shell) [75, 76, 77]. Si redefinimos los
parámetros de norma como:

ζi = −Ai
µε

µ, κi = −eiµε
µ, σi = −λiµε

µ, (4.61)
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con εµ un vector arbitrario. Por tanto, de la simetría fundamental (4.60) y el mapeo (4.61), obtene-
mos

δGAα
i = LεAα

i + µεµϵαµν

[
1

2θ
(δA)

νi
+ (δλ)

νi

]
,

δGeα
i = Lεeα

i − εµϵαµν (δλ)
νi
,

δGλα
i = Lελα

i + 2µθεµϵαµν

[
1

2µθ
(δe)

νi
−
1

2θ
(δA)

νi
+ (δλ)

νi

]
. (4.62)

que son precisamente (on-shell) los difeomorfismos. Adicionalmente, TMG (3.1) es también inva-
riante bajo transformaciones de Poincaré por construcción [76, 75]. Entonces, a fin de recuperar la
simetría de Poincaré, necesitamos mapear los parámetros de norma de la simetría fundamental
‘δG’ (4.60) en los parámetros de la simetría de Poincaré. Esto se puede conseguir a través del
siguiente mapeo [77, 63, 76], e.g.:

ζi = Ai
µε

µ +ωi, κi = eiµε
µ, σi = λiµε

µ (4.63)

donde εµ y ωi están relacionados a las translaciones y rotaciones locales de Lorentz, respectiva-
mente, los cuales juntos constituyen los seis parámetros de norma independientes de la simetría
de Poincaré en 3D. Usando este mapeo, las transformaciones de norma reproducen las simetrías
de Poincaré modúlo términos proporcionales a las ecuaciones de movimiento

δGeα
i = −εµ∂µeα

i − eµ
i∂αε

µ − fijkeα
jωk + εγϵαγν (δλ)

νi
,

δGAα
i = −∂αω

i − fijkAα
jωk − εµ∂µAα

i −Aµ
i∂αε

µ

−µεγϵαγν

[
1

2θ
(δA)

νi
+ (δλ)

νi

]
,

δGλα
i = −εµ∂µλα

i − λµ
i∂αε

µ − fijkλα
jωk

−2µθεγϵαγν

[
1

2µθ
(δe)

νi
−
1

2θ
(δA)

νi
+ (δλ)

νi

]
, (4.64)

donde las ecuaciones de movimiento (δe)
νi, (δA)νi y (δλ)

νi están definidas en (4.4)-(4.6). Entonces,
nosotros concluimos que la simetrías de Poincaré (4.64) así como los difeomorfismoss (4.61) no son
simetrías independientes: ellas están contenidas en la simetría de norma fundamental (4.60) como
simetrías on-shell, es decir, sólo cuando las ecuaciones de movimiento son impuestas. Además, los
generadores de dichas transformaciones pueden ser representados en términos de los cero modos,
haciendo evidente que los cero modos de la matriz simpléctica codifican toda la información acerca
de la estructura de norma de esta teoría.

4.4. Paréntesis de Faddeev-Jackiw y el conteo de grados de li-
bertad

Como mencionamos previamenten en Cap. 3, para teorías con simetría de norma la matriz
simpléctica obtenida al final del análisis es aún singular. Empero, con la finalidad de obtener una
matriz regular y determinar la estructura de los paréntesis de cuantización (F-J paréntesis) entre
los campos dinámicos, imponemos un procedimiento de fijación de norma para la teoría, es decir,
nuevas restricciones de norma. En este caso, ahora fijamos parcialmente la norma imponiendo la
norma temporal, en particular, Ai

0 = 0, ei0 = 0, λi0 = 0 y φ0 = cte (i.e. φ̇0 = 0). De esta manera,
también introducimos nuevos multiplicadores de Lagrange que hacen valer las condiciones de
norma, en concreto, ρ̇i, ω̇i, τ̇i y σ̇0. Entonces, la Lagrangiana simpléctica final después de fijar la
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norma puede ser escrita como

L = ϵabθ

(
1

µ
Abi + 2ebi

)
Ȧi

a + ϵabλibė
i
a − (Ξi − ρi) β̇

i − (Θi −ωi) α̇
i

−(Σi − τi) γ̇
i −
(
Φ0 − σ0

)
φ̇0. (4.65)

A partir de la densidad Lagrangiana (4.65) uno puede finalmente leer el conjunto final de variables
dinámicas

ξI =
(
Ai

a, β
i, eia, α

i, λia, γ
i, φ0, ρi,ωi, τi, σ0

)
, (4.66)

de forma que, la correspondiente 1-forma simpléctica esta dada por:

aI =

(
ϵabθ

(
1

µ
Abi + 2ebi

)
,−Ξi + ρi, ϵ

abλbi,−Θi +ωi, 0,−Σi + τi,−Φ0 + σ0, 0, 0, 0, 0

)
.

(4.67)
Después de algunos cálculos de algebraicos, obtenemos la forma explícita de la matriz simpléctica
fIJ

2 θ
µ

ηij −2 θ
µ

∇aij −2θηij −2θ△aij 0 Eaij 0 0 0 0 0

2 θ
µ

∇aij 0 2θ△aij 0 −Eaij 0 0 − 1
2

ϵabηij 0 0 0

2θηij −2θ△aij 0 −2ΛEaij −ηij −Dx
aij

−λaj 0 0 0 0

2θ△aij 0 2ΛEaij 0 D
y
aij

0 0 0 − 1
2

ϵabηij 0 0

0 Eaij ηij −Dx
aij

0 0 −eaj 0 0 0 0

−Eaij 0 D
y
aij

0 0 0 0 0 0 − 1
2

ϵabηij 0

0 0 λaj 0 eaj 0 0 0 0 0 − 1
2

ϵab

0 1
2

ϵabηij 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1
2

ϵabηij 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1
2

ϵabηij 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1
2

ϵab 0 0 0 0


×ϵabδ2(x− y), (4.68)

donde hemos podido observar que ésta es regular. En consecuencia existe la inversa fIJ−1, la cual
puede ser calculada y escrita formalmente como:

µ
2θ

ηij 0 0 0 −µηij 0 0 Dx
aij

−
µ
2θ

Laij −
µ
2θ

Eaij µeai

0 0 0 0 0 0 0 ηij 0 0 0

0 0 0 0 ηij 0 0 −Eaij Daij 0 eai
0 0 0 0 0 0 0 0 ηij 0 0

µηij 0 −ηij 0 −2θµηij 0 0 Laij −3aij −∇aij −λai
0 0 0 0 0 0 0 0 0 ηij 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

−D
y
aij

−ηij Eaij 0 −Laij 0 0 0 0 0 0

µ
2θ

Laij 0 −D
y
aij

−ηij 3aij 0 0 0 −
µ
2θ

LaikLb
k
j 0 0

µ
2θ

Eaij 0 0 0 ∇aij −ηij 0 0 0 −
µ
2θ

EaikEb
k
j eaj∇aij

−µeai 0 −eai 0 λai 0 −1 0 0 −eaj∇aij 0


×ϵabδ2(x− y), (4.69)

con 3aij = (µLaij + 2ΛEaij). De este modo, el paréntesis de cuantización, denominado paréntesis
generalizado de Faddeev-Jackiw, {, }F−J entre dos elementos del conjunto de variables simplécticas
(4.66), está defenido como:

{ξI(x), ξJ(y)}F−J ≡ (fIJ)
−1
. (4.70)

Los paréntesis de Faddeev-Jackiw diferentes de cero para gravedad AdS topológicamente masiva
puden ahora ser fácilmente extraidos usando (4.69) y (4.70). De esta manera tenemos

{Ai
a(x), A

j
b(y)}F−J =

µ

2θ
ηijδ2(x− y), (4.71)

{Ai
a(x), λ

j
b(y)}F−J = −µϵabη

ijδ2(x− y), (4.72)
{λia(x), λ

j
b(y)}F−J = 2θµϵabη

ijδ2(x− y), (4.73)
{eia(x), λ

j
b(y)}F−J = ϵabη

ijδ2(x− y). (4.74)
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Estos paréntesis de F-J corresponden a los paréntesis de Dirac reportados en [57]. La cuantización
canónica

(
{ξI, ξJ}F−J → 1

iℏ
[
ξ̂I, ξ̂J

])
puede llevarse a cabo usando los mencionados paréntesis

dados por (4.71)-(4.74). Asimismo, ahora podemos llevar a cabo el conteo del número de grados de
libertad: comenzando con 18 variables canónicas (eia, λia, Ai

a), finalizamos con 17 restricciones
independientes (Ξ(0)i , Θ

(0)
i , Σ

(0)
i ,Φ0, ei0 = 0,Ai

0 = 0,φ0 = cte) después de imponer los términos
de fijación de norma. Por consiguiente, el número de grados de libertad por punto del espacio
para gravedad AdS topológicamente masiva es uno, independientemente del valor de µ, como se
afirma en [59, 60].

4.5. Conclusiones
En esta sección, la naturaleza de las restricciones y estructura de norma en la teoría de grave-

dad Ads topológicamente masiva desde la perspectiva del formalismo de Faddeev-Jackiw ha sido
estudiada. El conjunto completo de restricciones físicas en la teoría fueron identificadas a través
de condiciones de consistencia y los cero modos. Posteriormente, se demostró que cuando todas
las restricciones físicas han sido encontradas pero la matriz simpléctica aún tiene cero-modos, es
decir, cuando los cero modos son ortogonales al gradiente del potencial sobre la superficie de
restricciones, se puede deducir que la teoría tiene una simetría de norma, y por tanto, los cero
modos (4.55)-(4.57) fácilmente generan la simetría de norma bajo la cual todas las cantidades
fisícas son invariantes. Mapeando los parámetros de norma apropiadamente también obtenemos
las transformaciones de Poincaré y la simetría de difeomorfismos. Adicionalmente, hemos demos-
trado que fijando la norma temporal de la densidad Lagrangiana (4.50) la correspondiente matriz
simpléctica fIJ resalta ser no degenerada, por consiguiente hemos identificado la estructura de
los paréntesis de cuantización (paréntesis de F-J) y hemos comprobado que número de grados de
libertad físicos es uno.
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Capítulo 5

Paréntesis de Dirac y Faddeev-Jackiw
para Einstein 4D en el límite G→ 0

En este capítulo, la formulación de Dirac y Faddeev-Jackiw para la teoría de Einstein en el límite
G→ 0 es desarrollada; obtenemos los paréntesis fundamentales de Dirac y Faddeev-Jackiw para
la teoría. Primero, los paréntesis de Dirac son construidos eliminando las restricciones de segunda
clase y dejando intactas las de primera clase. Posteriormente, fijando el norma y transformando
las restricciones de primera clase en segunda clase calculamos los correspondientes paréntesis de
Dirac. Alternativamente, reproducimos todos los resultados del método de Dirac por medio del
formalismo simpléctico. En síntesis identificamos las restricciones y probamos que los paréntesis
de Dirac y Faddeev-Jackiw coinciden uno a uno.

5.1. Análisis Hamiltoniano
Nuestro punto de partida es la acción escrita en el formalismo de primer orden para gravedad

[71, 78]

S[A, e] =
1

8

ˆ
ϵαβγδϵIJKL(eαIeβJRγδKL)dx

4, (5.1)

donde ϵIJKL es un objeto completamente anti-simétrico con ϵ0123 = 1, eIα es el campo tétrada y
RγδKL = ∂γAδKL−∂δAγKL+G

(
AγK

JAδJL −AδK
JAγJL

)
es la curvatura para la SO(3, 1) conexión

Aα
IJ. Además, G es la constante gravitacional, µ, ν = 0, 1, ..., 3 son índices espacio-tiempo, xµ son

las coordenadas que etiquetan los puntos de la variedad 4-dimensional M, e I, J = 0, 1, ..., 3 son
índices internos, que uno puede subir y bajar con una métrica de Minkowski ηIJ = (1,−1,−1,−1).

En la Ref. [71] se ha reportado que tomando G → 0 y definiendo un nuevo conjunto de
variables, la acción (5.1) puede ser expresada como cuatro copias de una teoría BF

S[e, B] =
1

2

ˆ
ϵαβγδBI

αβ (∂γeδI − ∂δeγI)dx
4, (5.2)

donde BI
αβ = −1

2
ϵIJKLe[αJAβ]KL. Ahora, los campos eIα son una colección de cuatro campos

vectoriales deU(1). Variando la acción con respecto aBI
αβ, es posible obtener la siguiente ecuación

de movimiento: ϵαβγδ∂γe
I
δ = 0, lo cual implica que eIα = ∂αf

I, y por tanto la métrica gµν =
∂µf

I∂νf
JηIJ corresponde localmente a un espacio-tiempo de Minkowski. Este resultado será usado

en las siguientes secciones. Por una parte, en la Ref. [71] se ha realizado el análisis Hamiltoniano
de la acción (5.2), usando variables ADM y trabajando en un espacio fase reducido. En ese trabajo
sólo han sido identificadas restricciones de primera clase, consecuentemente la construcción de los
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5.1. ANÁLISIS HAMILTONIANO

paréntesis de Dirac no pudo ser reportada. Por otra parte, en la Ref. [78] se reportó un nuevo análisis
Hamiltoniano usando el espacio fase completo, en este trabajo se han identificado restricciones
de primera y segunda clase. Adicionalmente, la acción extendida y el álgebra entre restricciones
también han sido reportados. Usando los resultados de la Ref. [78], se puede ver que existen
dos maneras de construir los paréntesis de Dirac; fijando o no la libertad de norma. En este
capítulo, vamos a usar el conjunto completo de restricciones halladas en la Ref. [78] para construir
los paréntesis de Dirac, posteriormente realizaremos un estudio de la teoría en el formalismo
simpléctico de Faddeev-Jackiw, y mostraremos que los paréntesis de Dirac y de Faddeev-Jackiw
son los mismos.

Aplicando el formalismos Hamiltoniano de Dirac a la acción (5.2), se puede derivar la siguiente
acción extendida para este modelo [78]

S
[
eIµ, Π

µ
I , B

I
µν, Π

µν
I , uI

0, u
I, uI

0a, u
I
a, v

I
a, v

I
ab

]
=

ˆ (
ėIµΠ

µ
I −HE − vIaχ

a
I − vIabχ

ab
I

)
, (5.3)

donde vIa y vIab son multiplicadores de Lagrange para las restricciones de segunda clase, dadas
por:

χaI = Πa
I − η

abcBIbc ≈ 0,
χabI = Πab

I ≈ 0, (5.4)

mientras tanto, la correspondiente Hamiltoniana extendida HE es expresada como:

HE = −BI
0a

(
ηabc(∂beIc − ∂ceIb) − 2∂bΠ

ab
I

)
− eI0∂aΠ

a
I − uI

0γ
0
I − u

IγI − u
I
aγ

a
I − uI

0aγ
0a
I , (5.5)

con uI
0, uI, uI

0a y uI
a los multiplicadores de Lagrange para las siguientes restricciones de primera

clase:

γ0I = Π0
I ≈ 0,

γ0aI = Π0a
I ≈ 0,

γI = ∂aΠ
a
I ,

γaI = ηabc(∂beIc − ∂ceIb) − 2∂bΠ
ab

I ≈ 0. (5.6)

Nótese que una consecuencia directa de trabajar en el espacio fase completo, es la existencia de
restricciones de segunda clase, las cuales hacen una diferencia respecto a los resultados obtenidos
en la Ref. [71], donde sólo se han encontrado restricciones de primer clase. Adicionalmente, se
puede observar que esas restricciones no son independentes, debido a que existe reductibilidad
entre ellas, dada por ∂aγaI = 0. Este hecho, complica la construcción de los paréntesis de Dirac
para el sistema, sin embargo, este problema puede ser resuelto extendiendo el espacio fase. Por
tanto, con el propósito de construir los paréntesis de Dirac sin fijar la libertad de norma, calculamos
el álgebra entre las restricciones de segunda clase, es decir

{χaI(x), χ
b
J(y)} = 0,

{χaI(x), χ
bc

J(y)} = −ηaij
δbcij

2
ηIJ,

{χefI, χ
ab

J(y)} = 0. (5.7)

Por otra parte, la matriz Cαβ cuyas componentes son los paréntesis entre las restricciones de
segunda clase toma la siguiente forma

Cαβ =

(
0 −ηabcηIJ

ηabcηIJ 0

)
, (5.8)
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y su inversa es dada por

(Cαβ)−1 =
1

2

(
0 ηabcη

IJ

−ηabcη
IJ 0

)
. (5.9)

Los paréntesis de Dirac {, }D entre dos funcionales F,Gdefinidas sobre el espacio fase, es expresado
como:

{F(x), G(z)}D ≡ {F(x), G(z)}−

ˆ
d2ud2w{F(x), ξα(u)}(C

αβ)−1{ξβ(w), G(z)},

donde {F(x), G(z)} es el usual paréntesis de Poisson entre F,G, y ξα = (χaI , χ
ab
I ) representa el

conjunto completo de restricciones de segunda clase. Usando este hecho, se pueden obtener los
siguientes paréntesis de Dirac:

{eIa(x), Π
b
J(y)}D = δbaδ

I
Jδ

3(x− y),

{Πa
I(x), Π

b
J(y)}D = 0,

{eIa(x), e
J
b(y)}D = 0,

{eIa(x), Π
gd

J(y)}D = 0,

{Πa
I(x), B

J
cd(y)}D = 0,

{Πa
I(x), Π

cd
J(y)}D = 0,

{eIa(x), B
J
gd(y)}D =

ηagd

2
ηIJδ3(x− y),

{BI
ab(x), Π

gd
J(y)}D = 0. (5.10)

Usando estas expresiones, es trivial mostrar que el álgebra entre restricciones es idénticamente
cero. Este resultado no fue reportado en [71]. En esta sección, hemos trabajado en el espacio fase
completo sin emplear funciones auxiliares. Adicionalmente, hemos eliminado sólo las restricciones
de segunda clase sin la necesidad de tomar en cuenta las condiciones de reductibilidad; sin
embargo, si se fija la norma, las restricciones de primaria clase se convertirían en segunda clase,
subsecuentemente las condiciones de reductibilidad deben ser tomadas en cuenta. Esto escenario
será considerado en los siguientes capítulos.

5.2. Formalismo Faddeev-Jackiw en la norma temporal
En esta sección, analizaremos la acción (5.2) usando el formalismos simpléctico. Se puede notar

que la Lagrangiana para (5.2) puede ser escrita de la siguiente manera

L(0) = ηabcBIbcė
I
a − V(0), (5.11)

donde el potencial simpléctico es dado por V(0) = −ηabcBI0a(∂be
I
c − ∂ce

I
b) − ∂c(η

abcBIab)e
I
0.

Las correspondientes ecuaciones de movimiento son dadas como [39]

f
(0)
ij ξ̇

j =
∂V(0)(ξ)

∂ξi
, (5.12)

donde las matriz simpléctica f(0)ij toma la siguiente forma

f
(0)
ij (x, y) =

δa
(0)
j (y)

δξ(0)i(x)
−
δa

(0)
i (x)

δξ(0)j(y)
, (5.13)

aquí ξ(0)i y a(0)i, representan el conjunto de variables simplécticas. Por tanto, de (5.11)
es posible identificar la forma explícita para el conjunto de variables simplécticas ξ(0)i =
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(eIa, BI0a, e
I
0, B

I
ab) y para la correspondiente 1-formaa(0)i = (ηabcBIbc, 0, 0, 0). De esta manera,

usando estas variables simplécticas, uno puede construir de forma explícita la matrix simpléctica

f
(0)
ij =


0 0 0 −ηabcηIJ
0 0 0 0

0 0 0 0

ηabcηIJ 0 0 0

 δ3(x− y). (5.14)

Obviamente la matriz (5.14) no es invertible, por tanto, existen restricciones. Es fácil ver que f(0)ij

tiene los siguientes cero modos: v(0)1 = (0, vB
I
0a , 0, 0) y v(0)2 = (0, 0, ueI

0 , 0), aquí vBI
0a y ueI

0 son
funciones arbitrarias. Usando estos cero modos, se pueden obtener las siguientes restricciones:

ΩaI =

ˆ
d2x(v(0))Ti (x)

δ

δξ(0)i(x)

ˆ
d2yV(0)(ξ) = ηabc(∂be

I
c − ∂ce

I
b) = 0, (5.15)

ΩI =

ˆ
d2x(v(0))Ti (x)

δ

δξ(0)i(x)

ˆ
d2yV(0)(ξ) = ∂c(η

abcBIab) = 0. (5.16)

Nótese que (5.15) es una restricción reducible, debido a que ∂aΩaI = 0.
Ahora, analizaremos si hay más restricciones en el sistema. Para este propósito, escribimos en

forma matricial el siguiente sistema [39, 41]

fkjξ̇
j = Zk(ξ), (5.17)

donde

Zk(ξ) =

 ∂V(0)(ξ)
∂ξi

0

0

 , (5.18)

y

fkj =

 f
(0)
ij

∂ΩaI

∂ξi

∂ΩI

∂ξi

 =



0 0 0 −ηabcηIJ
0 0 0 0

0 0 0 0

ηabcηIJ 0 0 0

2ηabcδJI∂b 0 0 0

0 0 0 ηabcδJI∂b

 δ
3(x− y). (5.19)

Es fácil ver que la matriz (5.19) no es cuadrada, sin embargo, ésta tiene cero modos linealmente
independientes, (v(1))Tk , y de la contracción (v(1))TkZk = 0, es fácil ver que no existen nuevas
restricciones. Ahora, es necesario introducir las restricciones halladas a la Lagrangiana simpléctica
original y construir una nueva con la información de todas las restricciones. Para este fin, se
pueden usar los multiplicadores de Lagrange λaI y ρI asociados a las restricciones ΩaI y ΩI,
respectivamente. Entonces, la nueva Lagrangiana simpléctica es dada por

L(1) = ηabcBIbcė
I
a −ΩaIλ̇aI −ΩIρ̇

I − V(1), (5.20)

donde V(1) = V(0) |ΩaI,ΩI=0= 0. De esta forma, la Lagrangiana adopta la siguiente forma:

L(1) = ηabcBIbcė
I
a −ΩaIλ̇aI −ΩIρ̇

I, (5.21)
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de (5.21) es fácil identificar el nuevo conjunto de variables simplécticas ξi(1) = (eIa, λaI, BIbc, ρI)

y la correspondiente 1-forma a(1)i = (ηabcBIbc,−Ω
aI, 0,−ΩI). Usando estas variables, se puede

obtener la forma explícita para la matriz simpléctica

f
(1)
ij =

 0 −2δI
Jη

abc∂b −ηabcδI
J 0

2δI
Jη

abc∂b 0 0 0

ηabcδI
J 0 0 −δI

Jη
abc∂c

0 0 ηabcδI
J∂c 0

 δ3(x− y). (5.22)

Nótese que la matriz f(1)ij es singular con 40 cero modos, los cuales podrían darnos nuevas restric-
ciones, sin embargo, ya hemos mostrado que no hay nuevas restricciones en la teoría. Por tanto,
la teoría contiene grados de libertad de norma. Con el propósito de invertir la matriz (5.22), es
necesario fijar ésta libertad de norma, usamos la norma temporal, es decir, eI0 = 0 y BI0a = 0,
subsecuentemente ρI y λaI son constantes. Ahora, tomando en cuenta estas condiciones, la La-
grangiana simpléctica adquiere la forma

L(2) = ηabcBIbcė
I
a − (ΩaI − αaI)λ̇aI − (ΩI − ρI)ϕ̇

I, (5.23)

de aquí, podemos identificar el conjunto final de variables simplécticas ξi =
(eIa, λaI, ϕ

I, BIbc, α
aI, ρI) y la 1-forma ai = (ηabcBIbc,−(ΩaI−αaI),−(ΩI−ρI), 0, 0, 0). Usando

estas variables, la correspondiente matriz simpléctica esta dada por:

f
(2)
ij =


0 −2δI

Jη
abc∂b 0 −ηabcδI

J 0 0

2δI
Jη

abc∂b 0 0 0 −δa
bδ

I
J 0

0 0 0 −δI
Jη

abc∂c 0 δI
J

ηabcδI
J 0 δI

Jη
abc∂c 0 0 0

0 δa
bδ

I
J 0 0 0 0

0 0 −δI
J 0 0 0


×δ3(x− y).

(5.24)

Nótese que f(2)ij es ahora regular, por tanto es posible construir la inversa de ésta matriz, la cual
toma la siguiente forma:

(f
(2)
ij )−1 =


0 0 0

ηabc
2

δI
J 0 δI

J∂a

0 0 0 0 δI
Jδ

a
b 0

0 0 0 0 0 −δI
J

−
ηabc

2
δI

J 0 0 0 −δI
Jδ

ad
bc∂d 0

0 −δI
Jδ

a
b 0 δI

Jδ
ad
bc∂d 0 0

−δI
J∂a 0 δI

J 0 0 0


×δ3(x− y). (5.25)

De esta manera, identificamos los paréntesis básicos de F-J.

{eIa, BJbc}F−J =
1

2
δIJηabcδ

3(x− y),

{eIa, ρJ}F−J = δJI∂aδ
3(x− y),

{λaI, α
bJ}F−J = δbaδ

J
Iδ

3(x− y),

{ϕI, ρJ}F−J = −δIJδ
3(x− y),

{BIab, α
cJ}F−J = −δJIδ

cd
ab∂dδ

3(x− y), (5.26)

Con esto, se puede ver que estos paréntesis coinciden con los paréntesis de Dirac encontrados en
la sección previa.
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5.3. Paréntesis de Dirac fijando la norma
Es bien sabido que en Relatividad General las coordenadas de espacio y tiempo carecen de

significado físico, por tanto la relevancia física de RG esta dada por la relación de campos respecto
a otros campos [79]. En este sentido, no se puede localizar el campo gravitacional en el espacio-
tiempo (fijar la norma) porque el espacio-tempo es un sistema dinámico, sin embargo, como
comentamos anteriormente para la teoría bajo estudio, una de las ecuaciones de movimiento,
nos dice que el espacio es localmente Minkowskiano. Por tanto, es posible fijar la norma y así
obtener un conjunto completo de restricciones de segunda clase, con el cual podemos construir
los paréntesis de Dirac a fin de realizar la cuantización de la teoría. Para este propósito, se pueden
introducir las siguientes condiciones de norma: eI0 ≈ 0, BI

0a ≈ 0, ∂aeIa ≈ 0 y −∂bBab
I ≈ 0.

Aquí, es posible observar que la condición −∂bBab
I es también reductible, por tanto, este hecho

no permite calcular los paréntesis de Dirac, sin embargo, se puede introducir campos auxiliares a
fin de trasformar las restricciones reducibles a constricciones irreductibles [80, 81]. Así, obtenemos
el siguiente conjunto de restricciones de segunda clase:

χ1 = eI0 ≈ 0, χ6 = ∂aΠ
a
I ≈ 0,

χ2 = Π0
I ≈ 0, χ7 = −∂bBab

I + ∂aq
J ≈ 0,

χ3 = BI
0a ≈ 0, χ8 = 2ηabc∂beIc − 2∂bΠ

ab
I + ∂

aPI ≈ 0,
χ4 = Π0a

I ≈ 0, χ9 = Πa
I − η

abcBIbc ≈ 0,
χ5 = ∂aeIa ≈ 0, χ10 = Πab

I ≈ 0, (5.27)

donde qI y PJ son campos auxiliares, que satisfacen {qI(x), PJ(y)} = δ
I
Jδ

3(x−y). De esta manera,
la matriz Cαβ cuyas entradas son los paréntesis de Poisson entre las restricciones (5.27) es dada
por 

0 δI
J 0 0 0 0 0 0 0 0

δI
J 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0
δa

b
2

δI
J 0 0 0 0 0 0

0 0 −
δa

b
2

δI
J 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 −δI
J∇2 0 0 δI

J∂a 0

0 0 0 0 δI
J∇2 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 −δa
b

δI
J∇2 0 −

δ
gd
ab

δI
J∂b

2
0 0 0 0 0 0 ∇2δa

b
δI

J 0 0 0

0 0 0 0 −δI
J∂a 0 0 0 0 −ηabcηIJ

0 0 0 0 0 0
δ
gd
ab

δI
J∂b

2
0 ηabcηIJ 0


×δ3(x− y), (5.28)

y su inversa (Cαβ)
−1, dada por

0 −δI
J 0 0 0 0 0 0 0 0

δI
J 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 −2δa
bδI

J 0 0 0 0 0 0

0 0 2δa
bδI

J 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0
δI

J

∇2
0 0 0 0

0 0 0 0 −
δI

J

∇2
0 0 0 0 ηIJ ηbac∂a

2∇2

0 0 0 0 0 0 0
δa

b
∇2

δI
J 0 0

0 0 0 0 0 0 −
δa

b
∇2

δI
J 0

ηIJηacb∂c

2∇2
0

0 0 0 0 0 0 0 −
ηIJηacb∂c

2∇2
0

ηabc
2

ηIJ

0 0 0 0 0 −ηIJ ηbac∂a

2∇2
0 0 −

ηabc
2

ηIJ 0


×ϵabδ3(x− y), (5.29)

Es importante mencionar, que los campos auxiliares qI y PJ han sido incorporados con el objetivo
de encontrar la matriz inversa de Cαβ. De hecho, sin esos campos es imposible construir la matriz
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inversa, este es un problema común en teorías con reductibilidad [80, 81]. Por otra parte, estos
campos auxiliares no contribuyen a la dinámica del sistema porque los paréntesis de Dirac entre
los campos auxiliares y las variables dinámicas son cero, es decir

{qI(x), PJ(y)}D = 0, {qI(x), eJ0(y)}D = 0, {qI(x), Π0
J(y)}D = 0,

{qI(x), BJ
0a}D = 0, {qI(x), Π0a

J(y)}D = 0, {qI(x), eJa(y)}D = 0,

{qI(x), Πab
J(y)}D = 0, {qI(x), Πa

J(y)}D = 0, {qI(x), BJ
ab(y)}D = 0,

{PI(x), e
J
0(y)}D = 0, {Pi(x), Π

0
J(y)}D = 0, {PI(x), B

J
0a(y)}D = 0,

{PI(x), Π
0a

J(y)}D = 0, {PI(x), e
J
a(y)}D = 0, {PI(x), Π

a
J(y)}D = 0,

{PI(x), Π
ab

J(y)}D = 0.

Después de algunos cálculos, ha sido posible obtener los paréntesis de Dirac entre las variables
dinámicas

{eIa, Π
b
J}D = δIJ

(
δba −

∂a∂
b

∇2

)
δ3(x− y),

{eIa, BJbc}D =
δIJ

2

(
ηabc − ηdbc

∂a∂
d

∇2

)
δ3(x− y). (5.30)

Es importante comentar que todos estos resultados no fueron reportados en las Refs. [78, 71].
Por otra parte, con todos estos resultados en mano, tenemos ahora las herramientas necesarias
para comparar a nivel Hamiltoniano la teoría bajo estudio con las teorías BF para RG 4D. De
hecho, ya hemos comentado que la acción (5.1) es una copia de una teoría BF, sin embargo, el
contexto de estas dos teorías no es el mismo. Para el primer modelo, tenemos un espacio-tiempo
Minkowskiano como escenario, mientras que las teorías BF son background independent.

5.4. Paréntesis de Faddeev-Jackiw usando el espacio fase como
variables simplécticas

Finalmente, en esta sección, reproduciremos los resultados obtenidos en la sección previa
donde los paréntesis de Dirac han sido derivados fijando la norma. En particular, con esta fijación
de norma, lo que hemos hecho es elegir una configuración específica de los campos. En este caso
y dentro del formalismo de F-J, vamos a trabajar con el espacio fase como variables simplécticas.
Por tanto, a partir de (5.11), es fácil leer la siguiente Lagrangiana

L(0) = Πa
Iė

I
a − V(0), (5.31)

dondeΠa
I = η

abcBIbc yV(0) = −ηabcBI0a(∂be
I
c−∂ce

I
b)−∂aΠ

a
Ie

I
0. Entonces, las coordenadas

simpléctias son ξ(0)i = (eIa, Π
a
I, e

I
0, BI0a), mientras tanto a(0)i = (Πa

I, 0, 0, 0), por consiguiente,
la matriz simpléctica adopta la siguiente forma:

f
(0)
ij =


0 δbaδ

I
J 0 0

−δbaδ
I
J 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 δ3(x− y),
ésta matriz tiene los siguientes cero modos: v(0)i1 = (0, 0, ve

J
0 , 0) y v(0)i2 = (0, 0, 0, vBI0a), donde

vBI0a y veJ
0 son funciones arbitrarias. De esta forma, realizando la contracción de los cero modos

con el gradiente del potencial, es decir

v(0)i1,2
δV(0)

δξ(0)i
= 0, (5.32)
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no es díficil identificar las sucesivas restricciones: ΩI = ∂aΠ
a
I = 0 y Ωa

I = ηabc∂beIc = 0. Estas
restricciones son las restricciones secundarias encontradas vía el formalismo de Dirac. Además,
Ωa

I es reductible, porque ∂aΩa
I = 0, por tanto, esta condición será tomada en cuenta. Por otra

parte, es necesario calcular lo siguiente:

fij =

 f
(0)
ij

δΩI

δξj

δΩa
I

δξj

 =


0 δbaδ

I
J 0 0

−δbaδ
I
J 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

ηacd∂cδ
I
J 0 0 0

0 ∂aδ
I
J 0 0

 δ
3(x− y). (5.33)

Aquí, podemos observar que ésta matriz no es cuadrada, sin embargo, ésta tiene los siguientes dos
cero modos: v(1)i1 = (∂bV

λ
I, 0, V

A0 , VB0a
a , 0,−Vλ

I) y v(1)i2 = (0, ηbcd∂cVdJ, V
A0 , VB0a

a, VdJ, 0).
Haciendo la contracción de estos cero modos, se encuentra que la siguiente ecuación: v(1)k1,2 Zk =
0, se satisface idénticamente. Por tanto, no hay más restricciones en la teoría. De esta manera,
toda información sobre las restricciones halladas debe ser incorporada y construir una nueva
Lagrangiana simpléctica

L(1) = Πa
Iė

I
a − 2λ̇Ia(η

abc∂beIc) − ρ̇
I(∂aΠ

a
I) − θ̇I∂

aλIa, (5.34)

debido a que Ωa
I es una restricción reducible en (5.34), entonces es necesario anexar otro mul-

tiplicador de Lagrange θI adicional a λI [40]. Entonces, a partir de la Ec. (5.34), es fácil iden-
tificar el siguiente conjunto de variables simplécticas ξ(1)i =

(
eIa, Π

a
I, λ

I
a, ρ

I, θI
)

y la 1-forma
a
(1)
i = (Πa

I, 0,−2η
abc∂beIc,−∂aΠ

a
I, ∂

aλIa), con esto la correspondiente matriz simpléctica toma
la forma

f
(1)
ij =


0 −δb

aδI
J −2ηabcηIJ∂b 0 0

δa
bδ

I
J 0 0 −δI

J∂a 0

2ηIJη
abc∂b 0 0 0 −δI

J∂a

0 δI
J∂a 0 0 0

0 0 δI
J∂

a 0 0

 δ3(x− y). (5.35)

Obviamente f(1)ij es singular, sin embargo, ya hemos mostrado que no hay más restricciones, por
tanto, la no invertibilidad de f(1)ij significa que la teoría posee una simetría de norma. De esta forma,
debemos imponer las siguientes condiciones de norma: ΩI

= ∂aeIa = 0 y ΩIa = 1
2
ηabc∂

bΠc
I,

esta información necesita ser adicionada a la Lagrangiana simpléctica mediante nuevos multipli-
cadores de Lagrange, por ejemplo, ηI y αaI. Nótese, sin embargo que ΩIa es una constricción
reducible, de esta manera en la Lagrangiana simpléctica, incorporamos un multiplicador más, βI

[40]

L(2) = Πa
Iė

a
I − 2λ̇

I
a(η

abc∂beIc) − ρ̇
I(∂aΠ

a
I) − θ̇I∂

aλIa − (
1

2
ηabc∂

bΠc
I)α̇

aI

−(∂aeIa)η̇I − (∂aαI
a)β̇I. (5.36)

Ahora, de la Ec. (5.36), es posible identificar el nuevo conjunto de variables sim-
plécticas; ξ(2)i = (eaI, Π

I
a, λ

I
a, ρ

I, θI, α
aI, ηI, βI) y la correspondiente 1-forma a

(2)
i =

(Πa
I, 0,−2η

abc∂beIc,−∂aΠ
a
I,−∂

aλIa,
1
2
ηabc∂

bΠc
I,−∂

aeIa, ∂
aαI

a). De esta manera, la matriz
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simpléctica f(2)ij es dada por
0 −δb

aδI
J −2ηabcηIJ∂b 0 0 0 −δI

J∂a 0

δb
aδI

J 0 0 −δI
J∂a 0 −

δI
J

2
ηabc∂c 0 0

2ηIJηabc∂b 0 0 0 −δI
J∂a 0 0 0

0 δI
J∂a 0 0 0 0 0 0

0 0 −δI
J∂a 0 0 0 0 0

0
δI

J
2

ηabc∂c 0 0 0 0 0 ηIJ∂a

δI
J∂a 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 −ηIJ∂a 0 0


×δ3(x− y). (5.37)

Finalmente, se puede mostrar que esta matriz es regular, y por consiguiente, calcular su inversa.
La inversa de f(2)ij , es dada como:

0 δI
J

(
δa

b −
∂a∂b
∇2

)
0 0 0 0

δI
J∂a

∇2
0

−δI
J

(
δa

b −
∂a∂b
∇2

)
0 0

δI
J∂a

∇2
0 0 0 0

0 0 0 0
δI

J∂a

∇2
0 0 0

0
−δI

J∂a

∇2
0 0 0 0

δI
J

∇2
0

0 0
−δI

J∂a

∇2
0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0
−δI

J∂a

∇2

−δI
J∂a

∇2
0 0

−δI
J

∇2
0 0 0 0

0 0 0 0 0
δI

J∂a

∇2
0 0


×δ3(x− y). (5.38)

Consecuentemente, a partir de (5.38), es posible identificar los siguientes paréntesis generalizados
de F-J:

{ξ
(2)
i (x), ξ

(2)
j (y)}F−J = [f

(2)
ij (x, y)]−1, (5.39)

entonces,

{eaI (x), Π
J
b(y)}F−J = [f

(2)
12 (x, y)]−1 = δIJ

(
δab −

∂a∂b

∇2

)
δ3(x− y), (5.40)

corresponde al paréntesis de Dirac encontrado en la sección anterior.

5.5. Conclusiones
En este capítulo se realizó un análisis a la teoría de Einstein en el límite G → 0. Trabajando

en el espacio fase completo se construyeron los correspondientes paréntesis de Dirac de dos
formas distintas; una fijando la norma y la otra sin fijarlo. Primero, se hizo una revisión sobre
el análisis Hamltoniano á la Dirac del modelo, con la finalidad de derivar los correspondientes
paréntesis de cuantización, todo esto fijando la norma. En este caso, demostramos que es necesario
extender el espacio fase por medio de variables auxiliares, sin embargo, este procedimiento es
largo y tedioso. Lo anterior nos ha motivado a explorar la dinámica del sistema en el contexto del
formalismo simpléctico de F-J. En este análisis mostramos que no es necesario extender el espacio
fase, consecuentemente no es necesario emplear variables auxiliares.

55





Apéndice A

Faddeev-Jackiw para TMG sin
constante cosmológica

A.1. Dinámica
La acción para TMG puede ser escrita como [58, 57, 59]

S[A, e, λ] =

ˆ
M

[
2θei ∧ F[A]i + λ

i ∧ Ti +
θ

µ
Ai ∧

(
dAi +

1

3
fijkA

j ∧Ak

)]
, (A.1)

donde µ es el parámetro de Chern-Simons, θ = 1/16πG, y Ai = Aµ
idxµ es la conexión 1-

forma evaluada en la representación adjunta del grupo de Lie SO(2, 1), el cual admite un tensor
totalmente antisimétrico fijk. Además ei = eiµdxµ es una triáda 1-forma que representa al campo
gravitacional y Fi es la 2-forma de curvatura para la conexión Ai, i.e., Fi ≡ dAi +

1
2
fijkA

j ∧ Ak.
Finalmente λi es un multiplicador de Lagrange 1-forma que asegura que la torsión desaparece
Ti ≡ dei + fijkAj ∧ ek = 0.
Las ecuaciones de movimiento que emergen de la variación de la acción (A.1) con respecto a las
variables dinámicas eαi,Aα

i y λαi estan dadas, además de algunos términos de derivadas totales,
por:

(δe)
αi

= ϵανρ
(
2θFνρ

i +Dνλρ
i
)
= 0,

(δA)
αi

= ϵανρ
(
2θTνρ

i + fijkλν
jeρ

k + 2θµ−1Fνρ
i
)
= 0,

(δλ)
αi

= ϵανρTνρ
i = 0. (A.2)

A partir de la segunda y tercera ecuación en (A.2), el multiplicador de Lagrange λµi puede ser
resuelto en términos del tensor de Schouten de la variedad M

λµ
i = 2θµ−1Sµνe

iν, con Sµν = (Ric)µν −
1

4
gµνR. (A.3)

La variedad esta codificada con una métrica espacio-tiempo, gµν = eµ
ieν

jηij. Por otra parte,
debido a que la torsión desaparece, la conexión de spin Aµ

i es una función de eµi

Aµ
ij = −eνj∂µeν

i + Γβαµe
i
βe

αj, (A.4)

donde Γβαµ es el símbolo de Christoffel. Insertando la relación (A.3) en la primera ecuación de
(A.2), uno obtiene las ecuaciones de campo usuales de TMG [56, 60] en el formalismo de segundo
orden

Gµν +
1

µ
Cµν = 0, (A.5)
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donde Gµν ≡ Rµν − 1
2
gµνR, es el tensor de Einstein, y Cµν ≡ ϵµ

αβ∇αSβν es esencialmente el
tensor de (symmetric traceless ) Cotton obtenido de la variación del término gravitacional de
Chern-Simons con respecto a la métrica, con ∇ = ∂+ Γ la derivada covariante para la conexión de
Christoffel. Además, el contenido de partícula de esta teoría puede ser obtenido realizando una
aproximación lineal de las ecuaciones de movimiento alrededor de un background de Minkowski
[56].
Para realizar el análisis simpléctico, asumiremos que la variedad M es topológicamente Σ × ℜ,
donde Σ corresponde a una superficie de Cauchy sin borde (∂Σ = 0) y ℜ representa un parámetro
de evolución. Aquí, xµ son las coordenadas que etiquetan los puntos de la variedad tridimensional
M. En nuestra notación, los índices griegos corren de 0 a 2, mientras la mitad de las letras alfabéticas
(i, j, k, ...) corren de 1 a 3.
Realizando la descomposición 2+ 1 de nuestros campos sin romper la simetría interna, podemos
escribir la acción (A.1) como:

S[A, e, λ] =

ˆ
Σ

[
θϵab

(
2ebi +

1

µ
Abi

)
Ȧi

a + ϵabλibė
i
a + ϵabei0 (θFabi +Daλbi)

+
1

2
ϵabλi0Tabi + ϵabAi

0

(
θTabi +

1

µ
θFabi + fijkλ

j
ae

k
b

)]
d3x, (A.6)

donde Fabi = ∂aAb
i−∂bAa

i+fijkAa
jAb

k, Tabi = Daeb
i−Dbea

i, y la derivada covariante de λai

es definida comoDaλb
i = ∂aλb

i + fijkAa
jλb

k. Aquí a, b = 1, 2 son índices para las coordenadas
espaciales ( el punto representa una derivada con respecto al parámetro de evolución). De (A.6)
podemos identificar la siguiente densidad Lagrangiana

L(0) = θϵab
(
2ebi +

1

µ
Abi

)
Ȧi

a + ϵabλibė
i
a + ϵabei0(θFabi +Daλbi) +

1

2
ϵabλi0Tabi

+ϵabAi
0

(
θTabi +

1

µ
θFabi + fijkλ

j
ae

k
b

)
. (A.7)

Del principio variacional aplicado a la densidad Lagrangiana (A.7), es posible escribir las ecuacio-
nes de movimiento simplécticas como:

f
(0)
ij ξ̇

(0)j =
δV(0)(ξ)

δξ(0)i
, (A.8)

donde f(0)ij = δ
δξ(0)ia

(0)
j (ξ) − δ

δξ(0)ja
(0)
i (ξ), la cual es claramente antisimétrica, es conocida

como la 2-forma simpléctica, la cual nos lleva al siguiente conjunto de variables simpléc-
ticas ξ(0)i = (Ai

a, A
i
0, e

i
a, e

i
0, λ

i
a, λ

i
0), la correspondiente 1-forma a(0)i = (2θϵabebi +

θ
µ
ϵabAbi, 0, ϵ

abλbi, 0, 0, 0), y el potencial simpléctico V(0) dado por:

V(0) = ϵabei0(θFabi +Daλbi) +
1

2
ϵabλi0Tabi + ϵ

abAi
0

(
θTabi +

1

µ
θFabi + fijkλ

j
ae

k
b

)
. (A.9)

Usando las variables simplécticas, encontramos que la matriz simpléctica f(0)ij puede ser escrita
como

f
(0)
ij (x, y) =


2 θ
µ
ϵabηij 0 −2θϵabηij 0 0 0

0 0 0 0 0 0

2θϵabηij 0 0 0 −ϵabηij 0

0 0 0 0 0 0

0 0 ϵabηij 0 0 0

0 0 0 0 0 0

 δ
2(x− y). (A.10)
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Claramente f(0)ij es degenerada, esto significa que hay más grados de libertad en las ecuaciones de
movimiento (A.8) que grados de libertad físicos en la teoría. Entonces, tenemos una teoría singular,
con restricciones que deben remover los grados de libertad no físicos. Los cero modos de esta matriz
resultan ser (v(0)1 )Ti = (0, vA

i
0 , 0, 0, 0, 0), (v(0)2 )Ti = (0, 0, 0, ve

i
0 , 0, 0) y (v

(0)
3 )Ti = (0, 0, 0, 0, 0, vλ

i
0),

donde vAi
0 , ve

i
0 y vλi

0 son funciones arbitrarias. Multiplicando ambos lados de (A.8) por esos
cero modos, podemos obtener las siguientes restricciones primarias:

Ξ
(0)
i =

ˆ
dx2(v

(0)
1 )Tj

δ

δξ(0)j

ˆ
dy2V(0) = θϵabTabi +

θ

µ
ϵabFabi + ϵ

abfijkλ
j
ae

k
b = 0,

Θ
(0)
i =

ˆ
dx2(v

(0)
2 )Tj

δ

δξ(0)j

ˆ
dy2V(0) = θϵabFabi + ϵ

abDaλbi = 0,

Σ
(0)
i =

ˆ
dx2(v

(0)
3 )Tj

δ

δξ(0)j

ˆ
dy2V(0) =

1

2
ϵabTabi = 0. (A.11)

Siguiendo la prescripción del formalismo simpléctico, analizaremos si existen nuevas restricciones.
Para este fin, imponemos una condición de consistencia sobre las restricciones (A.11) como en el
método de Dirac:

Ω̇(0) =
δΩ(0)

δξ(0)i
ξ̇(0)i = 0 con Ω(0) = Ξ

(0)
i , Θ

(0)
i , Σ

(0)
i , (A.12)

la cual significa que esas restricciones deben ser preservadas en el tiempo. Esta condición sobre
las restricciones primarias (A.12) y (A.8) puede ser reescrita como:

f
(1)
kj ξ̇

(0)j = Z
(1)
k (ξ), (A.13)

donde

f
(1)
kj =

(
f
(0)
ij

δΩ(0)

δξ(0)j

)
and Z

(1)
k =


δV(0)

δξ(0)j

0

0

0

 . (A.14)

Por tanto la nueva matriz simpléctica f(1)kj esta dada por:


2 θ

µ
ηij 0 −2θηij 0 0 0

0 0 0 0 0 0

2θηij 0 0 0 −ηij 0

0 0 0 0 0 0

0 0 ηij 0 0 0

0 0 0 0 0 0

2 θ
µ

(ηij∂a − fijkAk
a − µfijkek

a) 0 2θ(ηij∂a − fijkAk
a − 1

2θ
fijkλk

a) 0 −fijkek
a 0

2θ(ηij∂a − fijkAk
a − 1

2θ
fijkλk

a) 0 0 0 (ηij∂a − fijkAk
a) 0

−fijkek
a 0 (ηij∂a − fijkAk

a) 0 0 0


×ϵabδ2(x− y). (A.15)

Aunque f(1)kj no es una matriz cuadrada, esta aún posee los siguientes cero modos

(v
(1)
1 )jT =

(
∂av

j − fjlmA
l
av

m, ve
j
0 ,−fjlme

l
av

m, 0, fjlmλa
lvm, 0, vj, 0, 0

)
,

(v
(1)
2 )jT =

(
−
µ

2θ
fjlme

l
av

m, 0, 0, vA
j
0 , ∂av

j − fjlmA
l
av

m − µfjlme
l
av

m, 0, 0, 0, vj
)
,

(v
(1)
3 )jT =

(
−
µ

2θ
fjlmλ

l
av

m, 0, ∂av
j − fjlmA

l
av

m, 0,−µfjlmλ
l
av

m, vλ
j
0 , 0, vj, 0

)
, (A.16)

59



APÉNDICE A. FADDEEV-JACKIW PARA TMG SIN CONSTANTE COSMOLÓGICA
A.1. DINÁMICA

donde vm, ve
j

0 , vA
j

0 , vλ
j

0 son funciones arbitrarias. Por otra parte, la matriz Z(1)
k esta dada por:

−2θDae0j + fjlme0
lλa

m + fjlmλ0
lea

m + 2θfjlmA0
lea

m − 2 1
µ
θDaA0j

0

−Daλ0j − 2θDaA0j + fjlmA
l
0λ

m
a

0

−Dae0j + fjlmA
l
0e

m
a

0

0

0

0


ϵabδ2(x− y).

(A.17)

Efectuando la contracción de ambos lados de (A.13) con los cero modos (A.16), podemos obtener
las siguientes restricciones:

(v(1))TkZ
(1)
k |Ω(0)=0= 0. (A.18)

La sustitución Ω(0) = 0 garantiza que esas restricciones no aparecerán en los siguientes cálculos.
Después de un largo cálculo, de (A.18) obtenemos la forma explícita de las restricciones secundarias

Λ = 2ϵabeiaλib, Λ0a = ei0λia − eiaλi0. (A.19)

Esto está completamente de acuerdo con lo que fue encontrado en [57] usando el método de
Dirac. Por otra parte, podemos imponer la condición de consistencia sobre (A.19) para obtener el
siguiente sistema:

f
(2)
kj ξ̇

(0)j = Z
(2)
k (ξ), (A.20)

donde ahora tenemos

f
(2)
kj =

(
f
(1)
ij

δΩ(1)

δξ(0)j

)
, Ω(1) = Λ,Λ0a y Z

(2)
k =

 Z
(1)
k

0

0

 . (A.21)

Es fácil ver que, aún después de calcular la matriz simpléctica f(2)kj e insertar las anteriores res-
tricciones (A.19), los cero modos no nos conducen a ninguna nueva restricción, lo cual significa
que no hay más restricciones en la teoría, y por tanto, nuestro procedimiento ha llegado a su fin.
Ahora, podemos introducir los multiplicadores de Lagrange para las restricciones (A.11) y (A.19)
en la densidad Lagrangiana (A.7) a fin de construir una nueva Lagrangiana

L(3) = θϵab
(
2eib +

1

µ
Abi

)
Ȧi

a + ϵabλibė
i
a − ϵab(θFabi +Daλbi)α̇

i −
1

2
ϵabTabiΓ̇

i

−ϵab(θTabi +
θ

µ
Fabi + fijkλ

j
ae

k
b)β̇

i −Λφ̇−Λ0aφ̇
0a, (A.22)

donde el nuevo potencial simpléctico V(3) desaparece debido a que este es una combinación lineal
de restricciones, lo que refleja la covariancia general de la teoría, es decir,V(3) = V(0) |Ω(0),Ω(1)=0=
0. Por otra parte, los nuevos multiplicadores de Lagrange para las restricciones son α̇i = ei0,
β̇i = Ai

0, Γ̇ i = λi0, φ̇ y φ̇0a. Por tanto, el nuevo conjunto de variables simplécticas es tomado como:

ξ(3)i =
(
Ai

a, β
i, eia, α

i, λia, Γ
i, φ,φ0a

)
. (A.23)

60



APÉNDICE A. FADDEEV-JACKIW PARA TMG SIN CONSTANTE COSMOLÓGICA
A.1. DINÁMICA

Entonces, la correspondiente 1-forma es

a
(3)
i =

(
θϵab

(
2ebi +

1

µ
Abi

)
,−Ξ(0)i, ϵ

abλbi,−Θ
(0)
i , 0,−Σ

(0)
i ,−Λ,−Λ0a

)
. (A.24)

Usando estas variables, un cálculo explícito nos lleva a una matriz simpléctica singular f(3)ij =
δ

δξ(3)ia
(3)
j (ξ) − δ

δξ(3)ja
(3)
i (ξ). Sin embargo, ya hemos mostrado que no hay más restricciones, por

tanto, la teoría debe tener una simetría de norma. Los cero modos de f(3)ij resultan ser(
v
(3)
1

)iT
=

(
−∂aζ

i − fijkAa
jζk, ζi,−fijke

j
aζ

k, 0,−fijkλa
jζk, 0, 0, 0

)
,(

v
(3)
2

)iT
=

(
−
µ

2θ
fijkλa

jκk, 0,−∂aκ
i − fijkAa

jκk, κi,+µfijkλa
jκk, 0, 0, 0

)
,(

v
(3)
3

)iT
=

(
−
µ

2θ
fijkea

jσk, 0, 0, 0,−∂aσ
i − fijkAa

jσk + µfijkea
jσk, σi, 0, 0

)
. (A.25)

Es bien sabido que la simetría de norma determina el contenido físico de cualquier teoría de las
interacciones fundamentales, por tanto necesitamos conocer explícitamente la forma de las trans-
formaciones de norma de esta teoría. De acuerdo con la prescripción del formalismo simpléctico
[40, 42, 46], los cero modos corresponden a los generadores de la simetría de norma de la teoría
original (A.1), i.e.

δGξ
(3)i =

(
v
(3)
l

)iT
ϵl, (A.26)

donde {
(
v
(3)
l

)iT
} es el conjunto completo de cero modos de la matriz singular f(3)ij y ϵl representan

parámetros arbitrarios infinitesimales. Usando este hecho, los generadores (A.25) producen las
siguientes transformaciones de norma fundamentales para los campos básicos

δGAα
i(x) = −Dαζ

i −
µ

2θ
fijk

(
eα

jσk + λα
jκk
)
,

δGeα
i(x) = −Dακ

i − fijke
j
aζ

k,

δGλα
i(x) = −Dασ

i − fijkλα
jζk + µfijk

(
λa

jκk + ea
jσk
)
, (A.27)

donde ζi, κi y σi son los parámetros de norma independientes del tiempo. Es importante remarcar
que (A.27) corresponde a la simetría de norma de la teoría, pero no a los difeomorfismos. No obs-
tante, se sabe que una apropiada elección de los parámetros de norma genera los difeomorfismos
(on-shell) [59, 77]. Por tanto, podemos redefinir los parámetros de norma como:

ζi = −Ai
µε

µ, κi = −eiµε
µ, σi = −λiµε

µ, (A.28)

donde εµ es un tres-vector arbitrario. De esta forma, a partir de la simetría de norma fundamental
(A.27) y el mapeo (A.28), obtenemos

δGeα
i = Lεeα

i − εµϵαµν (δλ)
νi
,

δGAα
i = LεAα

i + µεµϵαµν

[
1

2θ
(δA)

νi
+ (δλ)

νi

]
,

δGλα
i = Lελα

i + 2µθεµϵαµν

[
1

2µθ
(δe)

νi
−
1

2θ
(δA)

νi
+ (δλ)

νi

]
. (A.29)

los cuales son (on-shell) difeomorfismos. Por otra parte, por construcción las teorías invariantes
bajo difeomorfismos tienen también a las transformaciones de Poincaré, como simetría (off-shell)
[76, 75]. Entonces, con el propósito de recuperar la simetría de Poincaré, necesitamos mapear los
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parámetros de norma de la simetría fundamental ‘δG’ (A.27) en los correspondientes a la simetría
de Poincaré. Esto es logrado mediante el mapeo independiente entre los parámetros de norma
(A.27) y los de Poincaré [77]:

ζi = Ai
µε

µ +ωi, κi = eiµε
µ, σi = λiµε

µ, (A.30)

donde εµ yωi son los parámetros de traslación y rotación de Lorentz, respectivamente, los cuales
juntos constituyen los 6 parámetros de norma de las transformaciones de Poincaré en 3D. Usando
este mapeo, se puede ver que la simetrías de norma reproducen las transformaciones de Poincaré,
pero modúlo términos proporcionales a las ecuaciones de movimiento

δGeα
i = −εµ∂µeα

i − eµ
i∂αε

µ − fijkeα
jωk + εγϵαγν (δλ)

νi
,

δGAα
i = −∂αω

i − fijkAα
jωk − εµ∂µAα

i −Aµ
i∂αε

µ − µεγϵαγν

[
1

2θ
(δA)

νi
+ (δλ)

νi

]
,

δGλα
i = −εµ∂µλα

i − λµ
i∂αε

µ − fijkλα
jωk − 2µθεγϵαγν

[
1

2µθ
(δe)

νi
−
1

2θ
(δA)

νi
+ (δλ)

νi

]
,(A.31)

donde las ecuaciones de movimiento (δe)
νi, (δA)νi y (δλ)

νi estan definidas en (A.2). Entonces,
concluimos que la simetría de Poincaré (A.31) así como los difeomorfismos (A.28) estan conteni-
dos en la simetría de norma fundamental (A.27) sólo on-shell. Además, los generadores de las
transformaciones de norma pueden ser representados en términos de los cero modos, haciendo
evidente que los cero modos de la 2-forma simpléctica codifican toda la información acerca de la
estructura de norma de la teoría.

A.2. Paréntesis de Faddeev-Jackiw

Finalmente, con el objetivo de invertir la matriz simpléctica y obtener los paréntesis generaliza-
dos de Faddeev-Jackiw e identificar los grados de libertad físicos, debemos introducir condiciones
de fijación de norma, es decir, nuevas “restricciones de norma”. Por conveniencia, usamos la nor-
ma temporal, es decir, Ai

0 = 0, ei0 = 0, λi0 = 0 y φ = cte (i.e. φ̇ = 0). Como una consecuencia
directa, el término Λ0a desaparece de la densidad Lagrangiana. De esta manera, también intro-
ducimos nuevos multiplicadores de Lagrange para las condiciones de norma, es decir, ρi, ωi, τi
y σ. Entonces, la densidad Lagrangiana se reduce a

L(4) = θϵab
(
2ebi +

1

µ
Abi

)
Ȧi

a + ϵabλibė
i
a −

(
Ξ
(0)
i − ρi

)
β̇i −

(
Θ

(0)
i −ωi

)
α̇i

−
(
Σ
(0)
i − τi

)
Γ̇ i − (Λ− σ) φ̇. (A.32)

Por tanto, podemos identificar el conjunto final de variables simplécticas

ξ(4)i = (Ai
a, β

i, eia, α
i, λia, Γ

i, φ, ρi,ωi, τi, σ), (A.33)

con la correspondiente 1-forma simpléctica

a
(4)
i =

(
θϵab

(
2ebi +

1

µ
Abi

)
,−Ξ

(0)
i + ρi, ϵ

abλbi,−Θ
(0)
i +ωi, 0,−Σ

(0)
i + τi,−Λ+ σ, 0, 0, 0, 0

)
.

(A.34)
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Después de alguna álgebra, obtenemos la forma explícita de la 2-forma simpléctica f(4)ij

2θ
µ

F −2 θ
µ

(A + µC) −2θF −2θ(A + D
2θ

) 0 −C 0 0 0 0 0

2 θ
µ

(A + µC) 0 2θ(A + D
2θ

) 0 C 0 0 −ηij 0 0 0

2θF −2θ(A + D
2θ

) 0 0 −F −A 2I 0 0 0 0

2θ(A + D
2θ

) 0 0 0 −A 0 0 0 −ηij 0 0

0 −C F A 0 0 −2H 0 0 0 0

C 0 A 0 0 0 0 0 0 −ηij 0

0 0 −2I 0 2H 0 0 0 0 0 −1

0 ηij 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 ηij 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 ηij 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0


×δ2(x− y), (A.35)

la cual es regular y tiene la siguiente inversa f(4)ij−1



µ

2θ
F 0 0 0 −µF 0 0 −A − µ

2θ
D − µ

2θ
C 2µeb

j

0 0 0 0 0 0 0 −ηij 0 0 0

0 0 0 0 −F 0 0 −CF −A 0 2ea
l

0 0 0 0 0 0 0 0 ηij 0 0

µF 0 F 0 2θµF 0 0 D µD 2(A − µC) −2G

0 0 0 0 0 0 0 0 0 ηij 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

A ηij CF 0 D 0 0 0 0 0 0
µ

2θ
D 0 A −ηij µD 0 0 0 µ

2θ
E 0 0

µ

2θ
C 0 0 0 (2A − µC) −ηij 0 0 0 µ

θ
B 2µH

−2µeb
i 0 −2ea

l 0 2G 0 1 0 0 −2µH 0


×δ2(x− y),

(A.36)

donde

A = ϵab
(
∂aηij + fikjAa

k
)
, C = ϵabfikjea

k, D = ϵabfikjλa
k, F = ϵabηij, H = ϵabeaj, I = ϵ

abλaj,

A =
(
∂aηij + fikjAa

k
)
, B = ϵabfijkf

k
lmea

jeb
l, C = fikjea

k, D = fikjλa
k, E = ϵabfijkf

k
lmλa

jλb
m,

F = ϵabη
ij, G = 2θµeb

l + λb
l, H = ϵabfijke

j
ae

k
b.

Los paréntesis generalizados de Faddeev-Jackiw {, }F−J entre dos elementos del conjunto de varia-
bles simplécticas (A.33), estan definidos como

{ξ
(4)
i (x), ξ

(4)
j (y)}F−J ≡

(
f
(4)
ij

)−1

. (A.37)

Entonces, llegamos a los paréntesis de Faddeev-Jackiw diferentes de cero para TMG

{Ai
a(x), A

j
b(y)}F−J =

µ

2θ
ηijδ2(x− y), (A.38)

{Ai
a(x), λ

j
b(y)}F−J = µϵabη

ijδ2(x− y), (A.39)
{λia(x), λ

j
b(y)}F−J = 2θµϵabη

ijδ2(x− y), (A.40)
{eia(x), λ

j
b(y)}F−J = ϵabη

ijδ2(x− y). (A.41)

Esos paréntesis coinciden con los paréntesis de Dirac reportados en [57]. Además, podemos llevar
acabo el conteo de los grados de libertad como sigue. Hay 18 variables canónicas (eia, λ

i
a, A

i
a)

y 17 restricciones independientes (Ξ(0)i , Θ
(0)
i , Σ

(0)
i , Λ, ei0, A

i
0, φ). Por tanto, concluimos que TMG

tiene un grado de libertad, correspondiente al gravitón masivo, como se esperaba.
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A.3. Análisis linealizado en la formulación métrica
Usando la formulación métrica de TMG dada por la Ec. (A.5), estudiamos la teoría linealizada

como una perturbación de la métrica alrededor de un background de Minkowski, es decir

gµν = ḡµν + hµν, (A.42)

donde ḡµν es la métrica de Minkowski y hµν es la perturbación. A primer orden en ésta pertur-
bación, el tensor de Ricci y el escalar de Ricci, estan dados por

R(1)µν =
1

2

(
−∇̄2hµν − ∇̄µ∇̄νh+ ∇̄σ∇̄νhσµ + ∇̄σ∇̄µhσν

)
, (A.43)

R(1) = ∇̄µ∇̄νh
µν − ∇̄2h, (A.44)

aquí h ≡ ḡµνhµν, y ∇̄ es la derivada covariante construida con la métrica de fondo (background).
Usando estas expresiones es posible construir correcciones a primer orden del tensor de Einstein
y del tensor Cotton como sigue:

G(1)
µν = R(1)µν −

1

2
ḡµνR

(1), (A.45)

C(1)
µν = ϵµ

αβ∇̄α

(
R
(1)
βν −

1

4
ḡβνR

(1)

)
. (A.46)

Por otra parte, la identidad de Bianchi linealizada es

C(1)
µν − C(1)

νµ = 0. (A.47)

El último término del lado derecho de (A.46) es totalmente antisimétrico en µ y ν, y por lo tanto
simplemente nos quedamos con la parte antisimétrica del primer término en el lado derecho de
(A.46). Obteniendo de manera alternativa

C(1)
µν =

1

2

(
ϵµ

αβ∇̄αR
(1)
βν + ϵν

αβ∇̄αR
(1)
βµ

)
. (A.48)

Nótese también que no es complicado verificar que

∇̄µC(1)
µν = 0, y C(1)µ

µ = 0. (A.49)

Entonces, la corrección a primer orden de Ec. (A.5), esta dada por:

G(1)
µν +

1

µ
C(1)

µν = 0. (A.50)

Por tanto a partir de la traza de ésta ecuación podemos encotrar que: R(1) = 0, independiente de
µ. Sustituyendo esto en (A.50), podemos encontrar que la Ec. (A.50) puede ser escrita como:

G(1)
µν +

1

µ
ϵµ

αβ∇̄αG
(1)
βν = 0. (A.51)

Ahora, consideremos las condiciones de transversalidad y de la traza sobre el fondo de Minkowski,
es decir,

∇̄µhµν = 0, and hµµ = 0. (A.52)

Haciendo uso de estas condiciones (A.52), la ecuación (A.51) puede ser expresada de la siguiente
forma:

∇̄2

(
δβµ +

1

µ
ϵµ

αβ∇̄α

)
hβν. (A.53)
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Consecuentemente, ésta ecuación puede ser escrita de forma compacta como:[
O(0)2O(µ)h

]
µν

= 0, (A.54)

si introducimos los siguientes dos operadores que conmuten

O(0)βµ ≡ ϵµαβ∇̄α, and O(µ)βµ ≡ δβµ +
1

µ
ϵµ

αβ∇̄α. (A.55)

entonces la Ec. (A.54) tiene dos soluciones. La primera, el graviton masivo hMµν, dado por:

[
O(µ)hM

]
µν

= hMµν +
1

µ
ϵµ

αβ∇̄αh
M
βν = 0. (A.56)

La otra solución es un gravito sin masa h̆µν, dada por:[
O(0)h̆

]
µν

= ϵµ
αβ∇̄αh̆βν = 0, (A.57)

la cual es también solución para Einstein:Gµν = 0. Ahora, definamos el operador linealO(−µ)βµ ≡
δ
β
µ−

1
µ
ϵµ

αβ∇̄α, de tal manera que conmuta conO(µ). Actuando sobre (A.56) conO(−µ), es posible
tener la ecuación de segundo orden para el graviton con masa[

∇̄2 − µ2
]
hMµν = 0, (A.58)

Similarmente, en el caso no masivo, la ecuación de segundo orden esta dada por

∇̄2h̆µν = 0. (A.59)

Entonces la masa del graviton masivo puede ser identificada comparando la ecuación de segundo
orden del graviton masivo con la del graviton sin masa, por tanto, la masa del graviton masivo es
m =

√
µ2. Adicionalmente, la ecuación (A.56) propaga un simple modo, que tiene spin-2, porque

h es un dos-tensor simétrico y sin traza, por tanto, la ecuación (A.58) es exactamente la ecuación
de Fierz-Pauli que describe a un campo masivo de Spin-2 en un espacio-tiempo de Minkowski.

A.4. Observaciones
En esta sección, la estructura dinámica de TMG ha sido estudiada vía el formalismo simpléctico

de Faddeev-Jackiw. Nosotros hemos obtenido las transformaciones de norma fundamentales así
como el contenido físico de esta teoría en una forma alternativa a la reportada en [58, 57, 59].
Además mostramos que en el metódo de F-J no es necesario clasificar las restricciones en primera
y segunda clase. En este sentido, todas las restricciones son tratadas al mismo nivel. La correcta
identificación de las restricciones de TMG nos ha permitido mostrar que hay un grado de libertad
físico, y obtener los generadores de norma que conducen a las simetrías de Poincaré y a los difeo-
morfismos mapeando los parámetros de norma apropiadamente. Posteriormente, los paréntesis
de cuantización (F-J paréntesis) fueron obtenidos. Nuestros resultados coinciden con lo que se
ha obtenido previamente vía el algoritmo de Dirac [57]. Es importante comentar que no hay una
correspondencia uno a uno entre las restricciones que hemos obtenido mediante el formalismo de
F-J y las que han sido encontradas vía el formalismo de Dirac [57], sin embargo ambos métodos
nos conducen a los mismos resultados. Nuestro análisis sugiere que el método de F-J resulta ser
más económico, menos ambiguo y más directo que el formalismo de Dirac.
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