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Introduccion

El concepto actual que se tiene de un espacio topoldgico lineal es
practicamente el mismo que A. N. Kolmogorov dié en [Tik91] (Cap. 23:
On normability of a general topological linear space); la idea principal
es tomar un espacio lineal o vectorial (real o complejo) y asociarle una
topologia (usualmente de Hausdorff) que sea compatible con las ope-
raciones de dicho espacio, esto es, de modo que la suma vectorial y el
producto por un escalar sean operaciones continuas. Aunque autores co-
mo Bourbaki ([Bou03]) no hacen mencién explicita acerca de los inicios
de esta nocién, muchos otros sittan aqui el origen de dichos entes. Los
espacios topoldgicos lineales surgen como un auxiliar en la resoluciéon
de problemas del anélisis funcional, por ejemplo, Kolmogorov resolvid el
problema de bajo que condiciones un espacio lineal admite una norma.
No obstante, dichos espacios pueden ser “demasiado generales”, concre-
tamente, existen espacios cuyo dual topolégico es trivial ([Kha82], Cap.
1, p. 14). A pesar de esto, existe una clase de espacios topoldgicos li-
neales que no posee esta deficiencia: los espacios localmente convexos.
Dicha clase fue definida por J. von Neumann en [vN35] bajo el nombre
de espacios convexos; el principal cambio reside en pedir que las vecin-
dades de cero sean conjuntos convexos, dicha diferencia, simple y sutil,
genera grandes cambios en la teoria general. En particular, los teoremas
de Hahn-Banach y de Krein-Milman garantizan que exista una fructifera
teoria de la dualidad, asi como importantes propiedades de separacion
de las topologias localmente convexas.

En el caso que nos compete, la combinacién de la estructura lineal
con la estructura topologica deriva en la obtencién de una nueva es-
tructura: la uniforme. A. Weil definié las estructuras uniformes como
aquellas que intermedian entre las estrucutras métricas y las topolégi-
cas ([Wei79], [1937]); dicho claroscuro dota a los espacios topoldgicos
lineales de muchas propiedades que la topologia por si sola no podria
alcanzar. Al mismo tiempo, la estructura topolégica de los espacios asi
definidos no es arbitraria pues siempre resulta de Tychonoff. Como re-
sultado de esta union, la teoria de los espacios topolégicos lineales puede
vincularse, facilmente y de manera natural, con el estudio de espacios de
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X Introduccion

funciones. Este enlace, ademas de necesario, se vuelve imprescindible al
momento de establecer los teoremas de Mackey-Arens y de completitud
de Grothendieck.

Por lo que se refiere a la investigacién en materia de estructuras
algebraico-topoldgicas, ésta toma un giro en el ano 1941 cuando el ma-
temético ruso A. A. Markov publica una nota en la que propone la
existencia de 3 estructuras libres: el grupo topoldgico libre, el grupo abe-
liano topoldgico libre y el espacio localmente convexo libre (sobre R). A
pesar de que en dicha época no estaban asentadas perfectamente las ba-
ses de lo que hoy conocemos como teoria de categorias; dichos objetos
tienen la configuracién (categérica) de una flecha universal ([ML9S8], p.
56). Lamentablemente, en 1945, cuando apareci6 por fin el articulo de
Markov ([Mar45]), no se hace mencién alguna del espacio localmente
convexo libre, y el estudio de los grupos topolégicos libres se vuelve el
centro de atencién de los matematicos de la década. Cabe mencionar que
aunque seguiremos las definiciones de Markov, muchas veces es ttil ape-
garse al estudio de los grupos libres topoldgicos que hizo M. I. Graev en
[GtdDI48]. Volviendo al tema, los espacios localmente convexos comien-
zan a tener presencia en el acto con los estudios de D. A. Raikov ([Rai64])
a mediados de la década de los 60’s, y es en los afios 80’s y 90’s cuando
se dan grandes avances en la sistematizacién del estudio de estos espa-
cios (ver por ejemplo [Flo84] y [Usp91]). Afortunadamente, los espacios
localmente convexos, y en general los espacios topoldgicos lineales, atin
tienen mucho que dar, como prueba estan las recientes investigaciones
de S. S. Gabriyelyan y S. A. Morris en [GM17].

La tesis tiene dos objetivos, principalmente; el primero consiste en
dar una descripcién de la topologia del espacio localmente convexo li-
bre L(X) sobre el espacio topolégico X, y a pesar de que esto se deri-
va (parcialmente) de los teoremas del bipolar, de Alaoglu-Bourbaki, y
de Mackey-Arens; nuestra intencion recae en relacionar la topologia de
L(X) con la topologia de X y no con la del dual de L(X) ([Flo&4]).
De manera similar, analizaremos un poco la dualidad entre los espacios
débiles (dotados de la topologia de la convergencia puntual) L,(X) y
Cp(X) para poder ligar el estudio de los espacios localmente convexos
libres con la teorfa de C, (Cp-theory, [Tkal6]). En segundo lugar, explo-
raremos la estructura de la completacién del espacio localmente convexo
libre y veremos condiciones bajo las cuales L(X) resulta ser un espacio
uniforme completo ([Usp83]).
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Capitulo 1

Preliminares

El estudio de los espacios topolédgicos lineales envuelve varias ramas
de la matematica que, si bien son fundamentales, nunca estd de mas el
presentarlas en un apéndice para que se puedan consultar ciertos teore-
mas béasicos. Asi pues, la intencién de este capitulo es mostrar de manera
sintética varios topicos que son esenciales para el entendimiento de la
presente tesis. Nuestro objetivo es realizar un intento de indice sobre la
notacién que se usard a lo largo del texto, claramente, la idea principal
es examinar, al menos superficialmente, la teoria basica de los espacios
topolodgicos lineales.

1.1. Teoria de Conjuntos

Iniciemos con notacién béasica, dado un conjunto X, su cardinalidad
se escribird | X|, y por P(X) denotaremos al conjunto potencia de X. En
el caso de los niimeros naturales, la cardinalidad de N se indicara por el
cardinal infinito Ry, y por N* se entenderd al conjunto N U {0}.

En el caso de que X sea un conjunto no vacio, entenderemos que una
familia .# de subconjuntos de X es un subconjunto de P(X). Si F': A —
Z es una funcién, donde A es un conjunto ordenado, escribiremos F'(«a)
como Fy, y el conjunto {Fy: o € A} se dird una familia indexada por A.
Note que dicho conjunto también puede ser sefialado mediante {F,}aca
o sencillamente por {F,}, cuando el conjunto A quede totalmente claro
en el contexto.

Dentro de los entes que son examinados por la teoria de conjuntos
existen dos que seran de suma relevancia en el desarrollo de nuestro
trabajo: el producto cartesianoy el conjunto cociente. Todo elemento de
[1,c4 Xa se denotard por {4 }aca y a las proyecciones de [], . 4 Xa en

cada uno de sus factores las indicaremos como p,: [, caXa = Xo- En
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el caso de que E sea una relacién de equivalencia en X, el simbolo X/FE
representa al conjunto de todas las clases de equivalencia de la relaciéon
FE y la funcién que asigna a cada punto de X su clase de equivalencia en
X/ E la denotaremos por m; muchas veces se le suele llamar la proyeccién
natural al conjunto factor.

El axioma de eleccion casi siempre es usado de manera inconsciente
en muchos trabajos matematicos, éste no es la excepcion; sin embargo,
nos permitiremos formularlo junto con dos enunciados equivalentes que
seran la piedra angular de ciertos teoremas importantes.

Axioma de eleccién. Para cada familia {X,: o € A} de conjuntos
no vacios existe una funcién f: A — |J_. 4 Xa, de modo que f(a) € X,
para cada o € A.

Lema de Kuratowski-Zorn. Si cada subconjunto linealmente or-
denado A de un conjunto ordenado X posee una cota superior, entonces
X posee un elemento maximal.

Supongamos ahora que en el conjunto X tenemos una propiedad Q,
referente a subconjuntos de X, diremos que Q es de caracter finito
si el conjunto vacio posee esta propiedad y un conjunto A C X tiene
la propiedad Q si y sélo si todo subconjunto finito de A posee dicha
propiedad.

Lema de Tukey-Teichmiiller. Si Q es una propiedad de caracter
finito, referente a subconjuntos de X, entonces todo conjunto A C X,
que posee la propiedad Q, estd contenido en un conjunto B C X, que
posee la propiedad Q, el cual es maximal en la familia de subconjuntos
de X con la propiedad Q ordenados por la inclusion.

El lector interesado puede consultar [Cie97] para un desarrollo formal
de la teorfa de conjuntos y [Eng89] para una demostracién concisa sobre
la equivalencia de los lemas anteriores.

acA

1.2. Teoria de Categorias

Sin tratar de ser extenuantes, intentaremos dar una pequenisima re-
visién sobre los conceptos fundamentales de la teoria de categorias.

En una interpretacién moderna, se denomina clase a toda propiedad
expresada por una féormula cuyos parametros o constantes son conjuntos.
Un conjunto pertenece a una clase si tal conjunto satisface la formula de
dicha clase. Esta definicién es valida atn cuando pueda demostrarse que
no existe un conjunto que contenga todos los objetos con esa propiedad,
en cuyo caso se denomina una clase propia. Segin [AHS05], toda clase
es una subcoleccién de la clase universal (clase de todos los conjuntos).
A continuacién definiremos algunos conceptos bésicos:

Diremos que una categoria % consta de:

(C1) una clase de objetos, Ob(%), y
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(C2) para cada par A, B € Ob(¥), una clase ¢(A, B) = Homy (A, B)
de morfismos o flechas, que cumple con las siguientes propiedades:

» para cada objeto A, una flecha 14 =id4 € €(A, A),

= para cada terna de objetos A, B, C, una funcion:

o: €(A,B) x €(B,C) — %(A,0)
(f,9) = gof=gf,

llamada ley de composicion que satisface lo siguiente:

e ley de la unidad: si f: A — B, entonces 1o f = f =
fola,

e asociatividad: si f: A - B, g: B - Cy h: C — D,
entonces h(gf) = (hg)f.

e las clases (A, B) son disjuntas para distintos pares de
objetos A, B.

El concepto de morfismo, en teoria de categorias, es tan importante
como el concepto de pertenencia en la teoria de conjuntos. Asimismo,
conviene establecer que existen ciertos morfismos “especiales” que re-
lacionan objetos y los clasifican como similares: los isomorfismos. Un
isomorfismo es un morfismo f € € (A, B) para el cual existe un morfis-
mo inverso g € € (B, A) tal que gf = 14 y fg = 15. Conviene subrayar
que si un morfismo posee dos inversas, éstas deben ser iguales. De modo
similar, el mapeo identidad siempre es un isomorfismo y, naturalmente,
la composicion de dos isomorfismos es un isomorfismo.

Otro concepto fundamental es el de funtor, no obstante, sélo lo de-
finiremos y haremos notar un par de clases singulares de funtores. Sean
€ v 2 categorias; un funtor covariante, o simplemente funtor, es una
regla de correspondencia F': 4 — 2 tal que:

(F1) a cada objeto A de € le asocia un objeto F'A en la categoria 2,

(F2) para cada f € €(A, B) existe un morfismo Ff: FA — FB tal
que:

= Fla=1pa,y
" F(gof)=FgoFf.

Un funtor F': € — 2 es fiel (pleno) si para todo par de objetos
A, B de 7, la funcién f — F'f es inyectiva (sobreyectiva).

No esta de mas mencionar que existe una subclase de categorias muy
especificas que se usan, y usaremos, en algunas construcciones: las cate-
gorias concretas. Una categoria concreta es un par (¢,U), donde €
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es una categoria y U: @ — Set es un funtor fiel (a veces llamado funtor
de olvido).

El estudio de los morfismos es uno de los principales objetivos de la
teoria de categorias. Como debemos imaginar, los mateméaticos han desa-
rrollado muchas herramientas para hacerlo, ahora examinaremos una.
Sean U: ¥ — 2 un funtor entre las categorias € vy 2,y D € 2 un
objeto. Definimos la categoria coma (D | U) de morfismos de D en
U como la categoria cuyos objetos son pares (f,C), donde C es un ob-
jeto de €y f: D — UC es un morfismo en Z; y cuyos morfismos
g: (f,C) = (f',C") son flechas g: C — C’ para las cuales f' = Ugo f;
es decir, de modo que el siguiente diagrama es conmutativo:

uc

D Ug

e

vc’

Finalizamos esta seccién con una definicion imprescindible, la cual
serd la base de la construccién del espacio localmente convexo libre. Una
flecha universal (fy, Cy) es un objeto inicial en la categoria (D | U),
esto es, si (f,C) es cualquier otro objeto de (D | U), entonces existe
un tnico morfismo g: (fo,Co) — (f,C) tal que f = Ugo fop. De la
definicién anterior se obtiene que dos flechas universales diferentes son
isomorfas, este es el significado de la frase “tnico salvo isomorfismo”. El
autor interesado en este tema puede consultar [ML9S].

1.3. Algebra Lineal

Como es usual, en la totalidad de esta seccién, asi como en el resto
del texto, s6lo se consideraran espacios lineales sobre el campo de los
nimeros reales. Para iniciar esta seccién introduciremos algo de notacion,
si E es un espacio vectorial, z € E, A, B C E, A € Ry A C R, entonces:

zr+A={z+a:a€ A} A+B={a+b:a€ Abe B},
M={A-a=Xa:a€ A}, AA ={da: A€ Aja e A}

Cuando tenemos que A = (J, entonces A + B = () para cualquier B C E.
Por otro lado, siempre se tiene que 2A C A + A, y la contencién puede
ser estricta tal y como lo exhibe el conjunto A = {—1,1} C R.
Enseguida discutiremos varios aspectos de los subespacios lineales,
asi como métodos para generar ciertos subconjuntos de especial interés.
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Si & = {Ly: o € A} es una familia de subespacios lineales de un es-
pacio vectorial F, entonces [].Z es un subespacio lineal, y si ademds la
familia . est4 linealmente ordenada por la inclusién, también | % serd
un subespacio lineal. En ocasiones es conveniente asociar un subespacio
lineal a un subconjunto A de un espacio vectorial F, para lo cual defini-
mos la envolvente lineal lin(A) de A, como el menor subespacio lineal
de E que contiene al conjunto A, en simbolos tenemos lo siguiente:

lin(A) = {Z)‘ixi: neN XN eRz; € A,1 Sign},

i=1

note que por definicién lin(h) = {0} (subespacio trivial), asimismo, en
la situacién de que lin(A) = E, diremos que A genera a E.

Respecto a las operaciones fundamentales (producto cartesiano y pa-
so al cociente), la clase de espacios vectoriales se comporta adecuada-
mente. Dicho de otro modo, el producto cartesiano de espacios lineales
vuelve a ser un espacio lineal, como es de suponer, la operaciéon de suma
y de producto por escalar quedan definidas coordenada a coordenada.
Consideremos ahora un espacio lineal E y sea L un subespacio lineal
de E, tenemos que la relaciéon x ~ y < x —y € L es de equivalencia.
Por tanto, si en el conjunto cociente E/L definimos [z] + [y] =[x+ y] ¥
Az] = [Az], E/L se vuelve un espacio vectorial. Esta nueva estructura
hace de la proyeccién natural, 7: E — E/L, una funcién lineal.

Junto con los subespacios vectoriales, existen muchas clases de sub-
conjuntos interesantes en un espacio lineal F, por ejemplo, diremos que
un conjunto A C F es convexo, si para cada par de puntos x,y € A se
tiene que Az + py € A siempre que A\, p > 0y A+ o = 1. Por otra parte,
A C FE es redondeado si [—1,1]A C A; y es absolutamente convexo
cuando es convexo y redondeado. Si A = —A, entonces A es simétrico.
Finalmente, A es un conjunto radial, si para cada = € E existe A\g > 0
tal que © € AA para cada |A| > Ao.

Las clases de subconjuntos anteriores tienen propiedades muy espe-
ciales; en concreto, son cerradas bajo intersecciones arbitrarias, y de esta
forma, al igual que con los subespacios, es natural asociar un conjunto
convexo (redondeado, absolutamente convexo) a un subconjunto A de
un espacio lineal E. Como resultado, definimos la envolvente convexa
conv(A), de A, como el menor subconjunto convexo de E que contiene
a A; andlogamente se definen la envolvente redondeada cir(A) y la
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envolvente absolutamente convexa I'(A). En simbolos tenemos que:

conv(A) = {Z)\wi: neNz; € A\ >0,1 Sign,Z)\i = 1}7
i=1 i=1

cir(A) ={da: a € A, |\ <1} = [-1,1]4,

['(A) = {ZM%‘ZHGN,%EAJ/\A < 1,1§i§n72|)\i| < 1}~

i=1 =1

Volviendo a los conjuntos convexos, estos son invariantes bajo trasla-
ciones y homotecias (multiplicacién por un escalar), como consecuencia,
las sumas finitas de conjuntos convexos tienen por resultado un conjun-
to convexo, y en este caso se tiene la igualdad 24 = A + A, de hecho
M+ pA = (A + p)A, siempre y cuando Ay > 0.

Una concepto de gran importancia en el algebra lineal es el de base.
Sea E un espacio lineal, un elemento de la forma A\jz1 +- - -+ A\, z,, don-
den € Ny A; € R, se llama una combinacion lineal de los vectores
r; € B, 1 <1i < n.Sitenemos que la relaciéon \jxy + -+ Az, = 0
implica que \; = 0, para cada 1 < ¢ < n, nombraremos al conjunto de
vectores {x1,...,2,} como un conjunto linealmente independien-
te. Para nuestra suerte, lo anterior puede extenderse al caso infinito. Un
conjunto A C E se dice linealmente independiente si todo subconjunto
finito de A es linealmente independiente. Note que el conjunto vacio es
linealmente independiente, pues ningtn elemento de () puede ser descrito
como una combinacién lineal de elementos en (). Asi pues, el ser lineal-
mente independiente es una propiedad de caracter finito y, en tal caso,
el Lema de Tukey-Teichmiiller nos dird que todo conjunto linealmente
independiente estd contenido en un conjunto linealmente independiente
maximal.

Cualquier conjunto linealmente independiente maximal que genera
a F se dice una base de Hamel (o simplemente base) de F, y por
lo anterior, todo espacio lineal E posee una base de Hamel. Todas las
bases de Hamel de un espacio lineal E tienen la misma cardinalidad, este
cardinal suele llamarse la dimensién de F.

En cuando a la categoria Vet, de espacios lineales (reales), tenemos
que los morfismos son las transformaciones lineales; dichas transforma-
ciones son tan especiales que si F'y F' son dos espacios lineales, entonces
el conjunto L(E,F), formado por todas las transformaciones lineales
f: E — F, es un espacio vectorial. Cuando F = R, entonces L(E,R)
se llama el dual algebraico de F y se indica por medio de E*. Por
iltimo, enunciamos una definicién que serda fundamental en el siguiente
capitulo: una aplicaciéon ¢: E x ' — G es llamada una forma bilineal,
si para cada © € E' y cada y € F, las funciones parciales ¢, (y) = ¢(z,y)
y ¢y(x) = ¢(z,y) son lineales.
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Aunque la notacién no es universal, toda la informacién presentada
en esta seccién, y mas, puede consultarse practicamente en cualquier
libro de algebra lineal.

1.4. Topologia General

En lo que compete a las operaciones de tomar el interior o la clausura
de un conjunto A C X, éstas seran sefialadas por medio de int(A) y [A] x.
En el caso de la cerradura, podemos simplemente indicarla como A si el
conjunto X queda claro en el contexto.

Supongamos ahora que tenemos un conjunto X en el que se ha de-
finido una familia (no vacia) de topologias {7,: a € A} que satisfacen
cierta propiedad Q. Sabemos que {0, X} C 7, C P(X) para cada a € A4;
no obstante, existen topologias Tinf y Tsup tales que 7ip C 7o C Toyp para
cada a € A, Tins es la topologia més fina con la propiedad Q y 7gyp es la
topologia més gruesa con esta propiedad. Resulta sencillo obtener que
Tint = ﬂae ATa Y Tsup €S la topologia formada por la subbase Uae A Ta-

Examinemos un par de situaciones concretas. Sea {f,: a € A} una
familia de funciones y {(Xq, 7o) a € A} una familia de espacios topol-
gicos. En primer lugar supongamos que dichas funciones tienen la forma
f: X — X, y que queremos definir una topologia en X, lo mas pequena
posible, con la propiedad de que cada funcién f, sea una funcién conti-
nua. Dicha topologia existe y resulta ser la que tiene como subbase a la
familia de conjuntos {f;(Va): o € Ay V, € 7,}. Estas son las topo-
logias proyectivas. En segundo lugar consideremos la situaciéon dual,
es decir, donde f: X, — X y deseamos obtener una topologia en X, lo
mas grande posible, con la propiedad de que cada funcién f, sea una
funcién continua. Nuevamente, dicha topologia existe y viene dada por
la siguiente condicién, un conjunto Y C X se dird abierto, si para cada
a € A, f71Y) es un conjunto abierto en X,. Las topologias formadas
por éste método se denominan topologias inductivas.

Las nociones que a continuacién recordaremos seran las relacionadas
a la convergencia, en filtros y redes. Sea X un espacio topologico (en
general puede ser s6lo un conjunto), una familia % no vacfa, de sub-
conjuntos de X, se dice un filtro si no contiene al conjunto vacio, y es
cerrada bajo intersecciones finitas y superconjuntos. Una familia % no
vacia, de subconjuntos de X, se dice una base de filtro si ) ¢ %, y
si dados By, By € %, existe By € A tal que B3 C By N By. Toda base
de filtro & genera un tnico filtro F tal que F' € % si y sélo si existe
B € % tal que B C F.

El ejemplo principal de un filtro es el que se obtiene al tomar la base
de vecindades ./ (z) de un punto z en el espacio X. Dados los filtros
F1 'y F2 en el espacio X, diremos que % es mas fino que .7, (o que
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F5 es mas grueso que %) si Fo C F1, es decir, si para cada F € Fy,
existe G € % tal que G C F. Supongamos ahora que .% es un filtro en
el espacio X, diremos que .% converge a x € X (F — z), si .Z es més
fino que .4 (z). En general, un filtro puede converger a mas de un punto;
de este modo, lim .% es el subconjunto formado por todos los puntos de
X para los cuales F — .

El concepto de red es una generalizacién del concepto de sucesion.
Primero debemos explicar lo que se entendera por un conjunto dirigido
(hacia arriba); sea < una relacién en un conjunto A que es reflexiva,
transitiva y que para cada par de elementos z,y € A posea un elemento
z € A de modo que z < 2z y y < z. De modo similar al que se definié
una familia indexada, una red (en X) es una funcién definida en un
conjunto dirigido (no vacio) cuya imagen recae en X. Nuevamente, el
conjunto formado por la base de vecindades .4 () de un punto z € X,
junto con la relaciéon de inclusiéon conjuntista, es un ejemplo de conjunto
dirigido. Regularmente las redes se indican como S = {z,: a € A},
donde A es el conjunto dirigido. El simbolo x € lim S significa que para
cada V € A (z) existe ag tal que z,, € V siempre que o < .

En general, los filtros y redes pueden tener varios o ningin punto
limite, en la situacién de que X sea un espacio de Hausdorff, tendremos
que el limite es tnico. Por otra parte, como ya habremos acertado, existe
una estrecha relacién entre filtros y redes. Si S = {z4: @ € A} es una red
en el espacio topologico X, y consideramos la familia % de subconjuntos
de X de la forma Bg = {zq: o > 8}, 8 € A, tenemos que £ es una
base de filtro tal que lim .S = lim £. Reciprocamente, sea .% es un filtro
en X, consideremos el conjunto dirigido A formado por los pares (z, F),
donde z € F € %. Definiendo (x1, F1) < (z2, F3) si F5 C Fy, obtenemos
que la red S(F) = {zq: a € A}, vo = x para o = (x,F) € A, posee
el mismo conjunto de puntos limite que %, es decir, lim S(#) = lim .%
([Eng89], Cap. 1, Teoremas 1.6.12 y 1.6.13).

1.4.1. Teoria de Uniformidades

Dados un conjunto X y R una relaciéon en X (R C X x X), la frase
“R es un entorno de la diagonal A”, donde A es el subconjunto de
X x X formado por los pares (z,z) con x € X, significard que R es una
relacién simétrica y reflexiva (A C R). La familia de todos los entornos
de la diagonal del conjunto X sera referida por Zx. Una uniformidad
% en el conjunto X es un filtro en X x X formado por entornos de la
diagonal que adicionalmente cumplen los siguientes axiomas:

(Ul) para cada W € % existe V € % tal que VoV C W,

(U2) N% = A.
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Claramente, una base % de la uniformidad % es una base del filtro
% que satisface (Ul) y (U2). Conforme a lo anterior, el par (X, %) es
llamado un espacio uniforme.

Asi como en topologia se estudian las funciones continuas, en el caso
de las estructuras uniformes nos interesan un tipo especial de funcio-
nes: las uniformes. Denominaremos a una funciéon f: X — Y, entre
los espacios uniformes (X, %) y (Y,¥), como una funcién uniforme
(uniformemente continua), respecto a las uniformidades % y ¥, si
para cada V € ¥ existe U € % de modo que cuando (z,y) € U se tenga
que (f(z), f(y)) € V. Cuando las uniformidades % y ¥ queden claras
en el contexto s6lo diremos que la funciéon f es uniforme.

Consecuentemente, podemos hablar de la categoria Unif, cuyos obje-
tos son los espacios uniformes y cuyos morfismos son las funciones unifor-
memente continuas. Asi, un isomorfismo (uniforme) en la categoria
Unif es una biyeccién uniformemente continua cuya funciéon inversa re-
sulta ser uniforme.

Cada uniformidad % en el conjunto X induce una topologia 7 en X
en efecto, definiendo a 7 como la familia de conjuntos V' C X, donde
para cada x € V existe W € % tal que W(z) = {y: (z,y) € W} C
V', resulta que 7 es una familia invariante bajo intersecciones finitas y
uniones arbitrarias, en conclusion, es una topologia en X, y la familia
formada por los conjuntos W(z), W € % se convierte en el filtro de
vecindades .4 (x) de z, en tal caso, dicha topologia resulta ser 7.

Los espacios topoldgicos X para los cuales existe una uniformidad
% que induce la topologia original de X se denominan espacios uni-
formizables. Se sabe que un espacio topolégico X es uniformizable si y
s6lo si es de Tychonoff (completamente regular 4+ 77).

Un hecho que debemos considerar, y serd esencial al momento de
describir la topologia de L(X), es el siguiente:

Teorema 1.4.1 ([Eng89], Cap. 8, Teorema 8.1.10 y Proposicién 8.1.18).
Sea X un conjunto. Toda uniformidad en X define una familia &2 de
pseudonormas uniformes, con respecto a %, tales que:

(P1) sidy,dy € P, entonces méx{di,ds} € &,

(P1) para cada par de puntos distintos z,y € X existe d € & tal que
d(xz,y) > 0.

Reciprocamente, si & es una familia de pseudométricas que poseen las
propiedades (P1) y (P2), entonces dicha familia genera una uniformidad
que hace de & una familia de pseudométricas uniformes.

En el teorema anterior, debemos entender que una pseudométrica d
es uniforme, respecto a %, si para todo € > 0 existe U € % tal que si
(x,y) € U, entonces d(z,y) < €.
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El concepto de pseudométrica uniforme es ttil al momento de ca-
racterizar a las funciones uniformes, aunque dicha caracterizacién puede
hacerse en forma semejante a la que se realiza para funciones continuas,
la caracterizacion que utilizaremos més adelante es la siguiente:

Proposicién 1.4.2 ([Eng89], Cap. 8, Proposicién 8.1.22). Sea f una
funcién entre los espacios uniformes (X, %) y (Y, 7). f es uniformemen-
te continua si y sélo si para cada pseudométrica uniforme o en Y, la
pseudométrica d definida como d(x,y) = o(f(x), f(y)) es uniforme con
respecto a % .

Ya que estamos hablando de continuidad uniforme, una definicién
que jugarda un papel importante en casi la totalidad de la tesis es el de
equicontinuidad. Si (X,7) es un espacio topolégico y (Y, 7)) es un es-
pacio uniforme, el conjunto H C Y¥ es equicontinuo en el punto
xg € X, si dado V € ¥ existe una vecindad abierta U, de xg, tal que
(f(xo0), f(z)) € V para cada x € U y cada f € H. Si H es equicontinuo
en cada punto de X, diremos que H es equicontinuo. En el caso par-
ticular, cuando Y = R la definicién de equicontinuidad puntual queda
del siguiente modo: H C R¥X es equicontiuo en zy € X si para todo
e > 0 existe una vecindad abierta U, de zg, tal que |f(xzo) — f(z)| < €
para cada = € U y cada f € H. En el caso de que (X, %) sea un espa-
cio uniforme hablaremos de equicontinuidad uniforme. H C YX es
uniformemente equicontinuo, si dado V € ¥ existe U € % tal que
(f(z1), f(z2)) € V para cada par (z1,22) € U y cada f € H.

Volviendo al estudio de las uniformidades, y como ya habremos ima-
ginado, si %4 y %> son uniformidades sobre el conjunto X, decimos que
% es mas fina que % (% es mas gruesa que %) si % C 7.
Anélogamente a lo que pasa con las topologias proyectivas e inducti-
vas, tenemos que existen las uniformidades proyectivas e inductivas. Las
primeras se utilizan en la descripcién de uniformidades de subespacio y
uniformidades producto; las segundas se utilizan en la descripcion de las
uniformidades cociente y en la suma de espacios uniformes. Note que en
un conjunto X pueden existir diferentes uniformidades que induzcan la
misma topologia. Por el contrario, en el caso de un espacio compacto
X, tenemos que la uniformidad que induce la topologia original es ini-
ca, y una funcién f es continua si y sélo si es uniformemente continua,
habitualmente sélo tenemos que una funcién uniforme es continua.

Tomemos en cuenta las siguientes afirmaciones: ya que todo espacio
métrico es normal, y por ende de Tychonoff, podemos deducir que todo
espacio métrico es uniformizable. En segundo lugar, todo espacio métrico
posee una completacién. Por otra parte, no es dificil ver que la propiedad
“ser una sucesién de Cauchy” sélo se preserva mediante funciones uni-
formemente continuas. Finalmente, toda sucesién es una red; y toda red
puede enparejarse con un filtro. De este modo, podemos intentar definir



1.4 Topologia General 11

la “completez” de un espacio uniforme mediante el concepto de filtro de
Cauchy. Si (X, %) es un espacio uniforme y .% es un filtro en X, diremos
que Z es un filtro de Cauchy si para cada V € % existe F' € % tal
que F'x F C V. Si todo filtro de Cauchy es convergente, tendremos que
X es un espacio uniforme completo.

Anélogamente a lo que pasa en los espacios métricos tenemos el si-
guiente:

Teorema 1.4.3 ([Bou66], Cap. 2, §3, Teorema 3). Sea X un espacio
uniforme. Entonces existe un espacio uniforme completo X (tnico salvo
isomorfismo) y una funcién uniforme i: X — X tal que i(X) = X Y
que posee la siguiente propiedad universal: dada una funcién uniforme
[, de X en un espacio uniforme completo Y, existe una tnica funcién
uniformemente continua f: X — Y de modo que f = foi.

La demostracién de este teorema es algo extensa, pero la idea reside
en lo siguiente: en el conjunto § formado por los filtros de Cauchy sobre
X, consideremos al conjunto X como el conformado por los elementos
minimales, respecto del orden dado por la inclusion, de §. Note que
todo filtro de vecindades A (z), € X, es un filtro minimal de Cauchy;
consecuentemente, i: X — X debe ser la dada por i(z) = .4 (z). El
espacio X , formado por los filtros minimales de Cauchy, suele ser
llamado la completacién de X en el sentido de Weil.

Al igual que en el caso métrico, si X es un espacio uniforme completo
y A C X, tendremos que A es completo si y sélo si es cerrado. Aunque
no todo espacio uniforme es metrizable, la relacién entre espacios unifor-
mes y espacios métricos es muy estrecha, como muestra analizemos las
siguientes dos situaciones:

Ejemplos 1.4.4.

1. Dado que podemos obtener una red de todo filtro, parece natu-
ral definir la completaciéon de un espacio uniforme en términos de
redes. Sean (X, %) un espacio uniforme y A un conjunto cuya car-
dinalidad sea igual al minimo de los cardinales ||, donde || es
una base de la uniformidad % . Una red S = {z4: o € A}, en el
espacio uniforme (X, %), es de Cauchy, si para cada U € % existe
ag € A tal que si o, > g, entonces (x4, z4) € U. Ahora pode-
mos identificar a la red S con la red S' = {yo: @ € A} mediante
la relacion S ~ S’ < para cada U € % existe ap € A tal que
si @ > ap, entonces (z4,yq) € U. Sea X el espacio cuyos puntos
son las clases de equivalencia de redes de Cauchy. Entonces X es
la completacion de X ([KG69], Cap. 1, §5).

2. Todo espacio uniforme puede ser encajado uniformemente como
subespacio de el producto cartesiano de cierta familia de espacios
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métricos que, sin pérdida de generalidad, podemos suponer com-
pletos ([Eng89], Cap. 8, Teorema 8.2.3).

En base a los ejemplos anteriores, tenemos el siguiente:

Teorema 1.4.5. Todo espacio uniforme completo puede encajarse uni-
formemente, como un subespacio cerrado, en el producto cartesiano de
una familia de espacios métricos completos.

Otra clase importante de espacios uniformes es la de los espacios
totalmente acotados. Un espacio uniforme (X, %) se dice totalmente
acotado, si para cada W € % existe un conjunto finito F C X tal
que W(F) = ,cp W(z) = X. La propiedad de ser totalmente acotado
se hereda a subespacios uniformes, mas aun, si A C X y A es total-
mente acotado, entonces A es totalmente acotado. Adicionalmente, ser
totalmente acotado se preserva bajo funciones uniformes.

Estas dos clases de espacios uniformes tienen propiedades muy bue-
nas, por ejemplo, son cerradas bajo productos arbitrarios y todo espacios
uniforme X es compacto si y sélo si es totalmente acotado y completo.

Lo anterior es un resumen (con huecos) de los que A. Weil prob6 en
[Wei79], [1937]; pero podemos generalizar un poco més. En el caso de
que tengamos un filtro %, sobre X x X, formado por entornos de la
diagonal que satisfacen la propiedad (Ul) pero no satisfacen la propie-
dad (U2), diremos que Z es una pseudouniformidad sobre el conjunto
X. La discusién anterior sigue siendo valida para pseudouniformidades,
a excepcion de que las topologias generadas no cumpliran el axioma de
separacion T7; cabe resaltar que un espacio topoldgico X tiene una topo-
logia inducida por una pseudouniformidad si y sélo si es completamente
regular. De hecho (,cy W(z) = {2} para todo z € X & X € T, por
tanto, % satisface la condicién (U2) si y sélo si la topologia generada
por % es T;.

Si el lector desea ampliar la teoria antes descrita puede consultar
[Eng89] y [HNVO04].

1.5. Espacios Topologicos Lineales

La nocién de lo que es un espacio topologico lineal ha permanecido
practicamente sin cambios desde que fue enunciada en [Tik91], Cap. 23.
La idea es simple; supongamos que en un espacio lineal F esta definida
una topologia 7, de modo que satisface las siguientes dos condiciones:

+:ExE — E

(LT1) la funcién (@) — z+y

es continua, y

< Rx EF —

(LT2) la funcién (Az) — Ao

es continua.
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En tal caso decimos que el par (F,7) es un espacio topolégico
lineal; y cuando la topologia de E no requiere especificacién, o simple-
mente es conocida, basta con decir que E es un espacio topolégico lineal.
Note que estamos tomando a R con la topologia usual, y £ x E, R x E
representan a los respectivos productos topolégicos. Al mismo tiempo, el
mapeo (z,y) — x — y es continuo, en particular todo espacio topoldgico
lineal es un grupo topolégico abeliano.

Como en cualquier categoria, los morfismos a considerar en este caso
seran los operadores lineales continuos. De este modo, un isomorfismo
topoldgico, entre dos espacios topoldgicos lineales, es un isomorfismo
de espacios vectoriales que a la vez es un homeomorfismo.

Puesto que al momento s6lo contamos con la definicién de lo que es un
espacio topologico lineal, la cantidad de ejemplos que podemos exhibir es
limitada, en particular, tenemos que cualquier potencia de la linea real,
y en general cualquier espacio normado, es un espacio topoldgico lineal.

Lo sorprendente de los espacios topolégicos lineales es que con tan
solo la definicién previa ya podemos establecer varios resultados sobre
su topologia, en efecto, tenemos la siguiente:

Proposicién 1.5.1 ([RR64], Cap. 1, §3, Proposiciones 1 y 2). Sean
FE un espacio topoldgico lineal, zyp € E y Ag un ntmero real no nulo.
Entonces:

1. La funcién x — x+2z¢ es un homeomorfismo. En particular, F es un
espacio homogéneo, por tanto, si .4 es una base de vecindades de
E alrededor de 0, se cumplird que x+.4" es una base de vecindades
de E alrededor del punto z.

2. La funcién z — A9z es un homeomorfismo. Especificamente, si V/
es una vecindad de 0, entonces AoV también lo es.

Una topologia que satisface el item 1 de la proposiciéon anterior se
dice una topologia invariante bajo traslaciones, o simplemente in-
variante, esto es, un subconjunto A de un espacio topoldgico lineal (E, 7)
es abierto si y sélo si x + A es abierto para cada x € F; de manera que la
topologia 7, de un espacio topoldgico lineal E, queda determinada tni-
camente por cualquier base de vecindades .4 de F alrededor de 0. En
este contexto, una base de vecindades de F siempre significard una
base de vecindades de E alrededor de 0.

Otras propiedades de las topologias lineales se establecen en [RR64],
Cap. 1, §3, Proposicién 4, [Rud91], Cap. 1, Proposicién 1.13 y [Sch71],
Cap. 1, Proposicién 1.1. A modo de reducir espacio, son enunciadas en
la siguiente:

Proposiciéon 1.5.2. Sean E un espacio topoldgico lineal, .4 una base
de vecindades de F y A, B subconjuntos de E. Entonces:
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1. Si A es abierto, entonces A + B es abierto.

2. A=Nyeyy(A+V).
3. A+ B C A+ By la contencién puede ser estricta.
4. Si A es un subespacio lineal de E, A también lo es.

5. Si A es un conjunto convexo, radial o redondeado, entonces A posee
la misma propiedad.

6. Si A es redondeado, y si 0 € int(A), tendremos que int(A) es
redondeado.

7. Si A es cerrado y B es compacto, entonces A + B es cerrado.

A manera de complementar el item 3 de la proposicién anterior, to-
memos al espacio topoldgico lineal R, si A = {—n+ % :n €N}y B=N,
obtendremos que A y B son subconjuntos cerrados de R, pero A+ B no
loes,pues 0 € {:neN} C (A+B)\ (A+ B).

Antes de continuar, conviene establecer un par de definiciones. Sea
E un espacio lineal, si A y B son subconjuntos de F, diremos que A
absorbe a B si existe A9 > 0 tal que B C A\A, para todo A con |A| >
Ao. Si ahora consideramos un espacio topoldgico lineal E, y A C F,
referiremos a que el conjunto A es acotado si toda vecindad de 0 absorbe
a A. En este caso, todo conjunto de la forma {z}, con z € E, es acotado,
y esto se debe tnicamente a (LT2). Por tanto, toda vecindad de cero
es radial. De hecho, la propiedad (LT2) también nos garantiza que toda
vecindad de cero contiene una vecindad de cero que es redondeada. Asi,
llegamos al siguiente:

Teorema 1.5.3 ([Sch71], Cap. 1, Proposicién 1.2). Una topologia 7 en
un espacio lineal F satisface (LT1) y (LT2) si y s6lo si 7 es invariante y
posee una base de vecindades .4 con las siguientes propiedades:

1. paracada V € A existe W € A tal que W+ W CV,y
2. todo elemento de .4 es radial y redondeado.

Claramente, si E es un espacio lineal y .4 es una base de filtro con las
propiedades del teorema anterior, entonces .4 es una base de vecindades
para una Unica topologia 7 de modo que (F, 7) es un espacio topolégico
lineal.

Por otra parte, las bases locales de un espacio topolédgico lineal son
invariantes bajo ciertas operaciones, por ejemplo, si .4 es una base de ve-
cindades, entonces la familia 4" = {N: N € 4}y #© = {cir(N): N €
A} son bases locales.
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Como se mencioné en la Introduccién, un espacio topolégico lineal
resulta ser un espacio uniforme, y al igual que sucede con las topolo-
gias, éstas también son invariantes. Concretamente, establecemos que
una pseudouniformidad % en un espacio lineal E es invariante bajo
traslaciones o simplemente invariante, si % posee una base £ tal que
(z,y) € Wsiysélosi (z+2z,y+2) € W paracada z € E'ycada W € A.

Teorema 1.5.4 ([Sch71], Cap. 1, Proposicién 1.4). La topologia de
cualquier espacio topoldgico lineal E se deriva de una tnica pseudo-
uniformidad invariante %. Si .4/ es una base de vecindades de FE, la
familia B = {Vy: N € A4}, donde Vy = {(z,y): * —y € N}, es una
base de % .

En la situaciéon de que el espacio topoldgico lineal E sea T; (basta
con Tp), automdticamente resultard que E es un espacio T3 (regular +
Ty), claro que si en el teorema anterior se supone que E es un espacio
T1, conseguiremos que F sea un espacio de Tychonoff. Por la proposiciéon
anterior, en un espacio topoldgico lineal los axiomas de separaciéon T; son
equivalentes, 0 < i < 3%.

1.5.1. Conceptos Uniformes

Si bien todo espacio topolégico lineal es un espacio uniforme, es ttil
establecer qué significa la completez y la propiedad de acotacién total
en este nuevo contexto.

Sea F un espacio topolégico lineal, .% es un filtro de Cauchy si y sélo
si para cada vecindad de cero V existe F' € % tal que F — F C V. El
analogo al Teorema 1.4.3 es el siguiente:

Teorema 1.5.5 ([Sch71], Cap. 1, Proposicién 1.5). Sea E un espacio
topoldgico lineal de Hausdorff. Entonces existe un espacio topolégico
lineal de Hausdorff completo E que contiene a E como un subespacio
(lineal) denso. Ademds, si .4/ es una base de vecindades de E, entonces
N = {[N]z: N € A} es una base de vecindades de E.

La demostracion se sigue del hecho de que el espacio topoldgico lineal
FE es uniformizable, como tal, la suma vectorial, asi como el producto por
un escalar A, con A fijo, son funciones uniformes, y por ende poseen una
unica extensién uniforme a E. Conviene subrayar que dicho espacio F
es unico salvo isomorfismo topolégico.

Respecto a la propiedad de ser totalmente acotado, la traduccién de la
definicién quedaria del siguiente modo: un subconjunto A de un espacio
topoldgico lineal E se dice totalmente acotado, si para cada vecindad de
cero V, existe un conjunto finito Ag C A de modo que A C Ag+ V.

Recordemos que la completacion de un espacio uniforme totalmente
acotado es compacta, por esta razon, en todo espacio uniforme E, cada
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subconjunto totalmente acotado es llamado precompacto. De hecho,
un conjunto A C E' es precompacto si y s6lo si la cerradura de A, en la
completaciéon F de E, es compacta.

Note que ser precompacto y relativamente compacto no son nocio-
nes equivalentes. Sea E = (0, 1), entonces la sucesién {%} es un conjunto
precompacto en E que no es relativamente compacto. Aunque, si F es
un espacio topoldgico lineal de Hausdorff casi-completo (todo conjun-
to cerrado y acotado de F es completo), entonces ambas nociones son
equivalentes.

Algunas propiedades referentes a estos conceptos se resumen en la
siguiente:

Proposicién 1.5.6 ([Sch71], Cap. 1, Proposicién 5.1). Sea E un espa-
cio topoldgico lineal, si A, B C E son subconjuntos acotados (totalmente
acotados), entonces los siguientes conjuntos también son acotados (to-
talmente acotados):

1. todo subconjunto de A,

2. la clausura A de A,

3. cir(A),

4. AUBy M+ B, A e R
Ejemplos 1.5.7.

1. Note que ser totalmente acotado implica ser acotado, pero el re-
ciproco es falso, como muestra tomemos al espacio de sucesiones
acotadas reales [*°(R) con la norma |[{zn}nen|| = sup,ey |[Znl;
ahora consideremos a la base candnica {e1,eq,...} de I*°(R), di-
cho conjunto es acotado, sin embargo, tomando a V' como la bola
centrada en el origen de radio %, se observa que no es totalmente
acotado.

2. Cabe destacar que cuando F es de Hausdorff, ningtin subespacio
lineal de E puede ser acotado a menos que sea trivial, en efecto,
sea L un subespacio no trivial de F, y tomemos x € L no nulo,
dado que E es Ty, existe una vecindad de cero V tal que = ¢ V|
consecuentemente, dado n € N, nxz ¢ nV, y finalmente nV no
contiene a L.

3. Si d es una métrica en un conjunto F, entonces un conjunto A C E
se dice d-acotado si existe 0 < M < oo tal que su diamétro
d(A) = sup{d(z,y): x,y € A} es menor o igual que M. Si ahora
E es un espacio topolégico lineal compatible con una métrica d,
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los conjuntos acotados y d-acotados no tienen por que ser los mis-
mos. Concretamente, tenemos que la topologia usual 7 de R es la
inducida por la métrica d(z,y) = ﬁ; como tal, tenemos que
todo subconjunto de R es d-acotado, el item anterior nos dice tam-
bién que R no puede ser acotado, luego, las familias de conjuntos
acotados y d-acotados no son las mismas.

4. No es dificil verificar que si (E, || - ||) es un espacio normado, y d
es la métrica dada por d(z,y) = ||l — y||, entonces los conjuntos
acotados y d-acotados son los mismos.

Pese a las generalizaciones de dicha idea, no debemos olvidar que los
conjuntos acotados a considerar son aquellos que son absorbidos por ca-
da vecindad de cero. Al mismo tiempo, existe una definicién puramente
topolégica que refleja la caracteristica principal de los conjuntos acota-
dos: S es un conjunto acotado en el espacio topolédgico lineal F., si para
cada sucesion {x,, }nen C Sy toda sucesién real {\, }en — 0, se cumple
que {\,z,}nen — 0 € E. Esta forma de enunciar tal concepto se debe
a S. Mazur y W. Orlicz ([AL97], p. 379), y fue enunciada especificame-
ne para espacios normados; Kolmogorov también uso esta definicion y
es relativamente sencillo probar que ambas definiciones son equivalentes
([Rud91], Cap. 1, Teorema 1.30). Como resultado, todo conjuto A C E
es acotado si y sélo si todo subconjunto numerable de A es acotado.

Finalizamos esta discusién con una definicién. Un espacio topoldgico
lineal cuya base esta formada por conjuntos acotados (totalmente aco-
tados) serd un espacio localmente acotado (localmente totalmente
acotado).

1.5.2. Operaciones en Espacios Topolégicos Lineales

Sea & = {(Eq,Ta): o € A} una familia de espacios topolégicos linea-
les. A continuacién discutiremos algunos métodos para generar nuevos
espacios topoldgicos lineales a partir de dicha familia.

Ya sabemos que E = [[,c 4 Eo es un espacio lineal, considerando en
FE la topologia producto de Tychonoff, llegamos a que F es un espacio
topolégico lineal. Claramente, si todos los factores de E son espacios
topoldgicos lineales completos (totalmente acotados), entonces E es un
espacio topolégico lineal completo (totalmente acotado).

Ahora supongamos que el conjunto A es infinito y consideremos la
familia de inyecciones j,: F, — FE que encajan a FE, en E. Dichas
funciones son continuas y tales que la envolvente lineal de J,¢ 4 ja(Fa)
se corresponde con el conjunto

{Z/\ijm(zi):neN,)\ieR,zi €eE,,1<i<n,y Z)‘i_l}'
i=1

i=1
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Claramente, lin (U acA ja(Ea)) es un espacio lineal, formado por aque-
llos elementos de F para los cuales sus coordenadas tienen tinicamente un
numero finito de entradas distintas de cero. Por otro lado, dicho conjunto
coincide con el o-producto de la familia & con centro en 0 € E ([HNV04],
p. 40). Siguiendo la notacién de [HL14], (p. 27) lin (U,c 4 jo(Fa)) se re-
presentara mediante el simbolo Yo F, no olvide que ¥gF es denso en F.
La siguiente definicién viene motivada por el parrafo anterior: un sub-
conjunto A de un espacio topolégico lineal E es total si lin(A) forma
un conjunto denso en F.

Aunque lo anterior es muy interesante, la construccién que nos in-
teresa es la siguiente. Consideremos en %o F la topologia inductiva gene-
rada por las inclusiones j,, entonces Yo E es un espacio topolégico lineal
cuya topologia es la generada por (J,¢ 4 ja(7a) ([Sch71], p. 54). Al con-
junto YgFE dotado de la topologia inductiva se le representa mediante
@Daca Ea y se adoptara bajo el nombre de suma directa de la familia de
espacios topologicos lineales &. Andlogo a lo que sucede en el producto,
tenemos que:

Teorema 1.5.8 ([RR64], Cap. 5, §6, Proposicién 23). La suma directa
de la familia de espacios topoldgicos lineales &, es completa si y sélo si
cada miembro de & es un espacio topoldgico lineal completo.

Observemos que si en este dltimo caso la cardinalidad del conjunto
A es finita, entonces @, 4 Fo = [[oca Pa-

Finalmente, otra forma de generar espacios topoldgicos lineales es
por medio de los cocientes. Sea E un espacio topolégico lineal y L un
subespacio lineal de E, ya sabemos que el conjunto E/L es un espa-
cio vectorial, sin embargo, si dotamos a E/L de la topologia cociente,
respecto de la proyeccién canénica 7, tendremos que E/L es un espa-
cio topoldgico lineal. Esta topologia no sélo hace lineal a 7, también la
convierte en una funcién continua y abierta. Cabe notar que E/L es de
Hausdorff si y sélo si L es cerrado, esto sin importar la separacion de la
topologia de F.

Con todo lo anterior, es hora de dar algunos ejemplos de espacios
topologicos lineales.

Ejemplos 1.5.9.

1. Todo espacio lineal dotado de la topologia indiscreta es un espacio
topoldgico lineal.

2. Si E es un conjunto, entonces R” es un espacio vectorial, pero si do-
tamos a R de la topologia producto de Tychonoff tendremos que
R¥ es un espacio topolégico lineal. En particular, si E es un espacio
lineal, entonces E' = {f € RF: f es lineal y continua} C E* C RF
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son espacios topoldgicos lineales; E’ representa al dual topoldgi-
co de E. Cabe hacer la advertencia de que no toda topologia en
R¥ lo convierte en un espacio topolégico lineal. Como muestra to-
memos la topologia de cajas en RY, sea ¢ > 0 y tomemos el abierto
V = [I;21(=5,%), entonces V no es radial. En efecto, el punto
{n}nen no puede encasillarse en ningin multiplo escalar de V.

3. Sea E un espacio lineal con |E| > 1, y consideremos la topologia
discreta 74;5 sobre F, entonces (E, 74;5) no es un espacio topolégico
lineal. La razén reside en que el conjunto abierto {0} no es radial.

4. Supongamos que F es un espacio topologico lineal, y consideremos
el subespacio lineal F' = m, entonces la topologia de F es la to-
pologia indiscreta. Por tanto, el conjunto E* = E/F es un espacio
lineal, y si dotamos a este conjunto de la topologia cociente, res-
pecto de la proyeccién natural 7: F — E*, tendremos que E* es
un espacio topoldgico lineal de Hausdorff. Es decir, a todo espacio
topoldgico lineal podemos asociarle un espacio topoldgico lineal de
Hausdorft.

5. Ya sabemos que si, en el item 2 de esta lista de ejemplos, tenemos
que |E| = n, entonces R™ es un espacio topolégico lineal, lo intere-
sante radica en que todo espacio topolégico lineal separado (T})
de dimensién finita es isomorfo topolégicamente a una potencia
finita de la linea real (Teorema de Tychonoff sobre espacios
topolégicos lineales, [Sch71], Cap. 3, Teorema 3.2), dichos es-
pacios topoldgicos lineales son completos y tienen la cualidad de
que si F' es cualquier otro espacio topoldgico lineal, entonces toda
aplicacién lineal f: E — F es continua.

6. Respecto a la construccion de la suma de espacios topoldgicos li-
neales no debemos olvidar que la topologia de € FE, es més
fina que la de Yo E.

acA

Estos ejemplos revelan el gran impacto que tiene el campo R sobre el
espacio topoldgico lineal F, a manera de un ejemplo final, tenemos que
todo espacio topoldgico lineal, separado o no, es conexo por trayectorias
y localmente conexo por trayectorias; en efecto, si A € [0,1] y z,y € E,
entonces el mapeo A — Az + (1 — \)y es continuo.

1.5.3. Linealidad y Continuidad

Como mencionamos antes, muchas veces es conveniente estudiar los
morfismos de cierta categoria, en nuestro caso debemos estudiar las
transformaciones lineales continuas.
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Teorema 1.5.10 ([Rud91], Cap. 1, Teorema 1.17). Sean E'y F' espacios
topolégicos lineales de Hausdorff, si f: E — F es lineal, se tendra que:

1. f es continua si y sélo si es continua en 0 € E.
2. f es continua si y sélo si es uniformemente continua.

Si dichas aplicaciones lineales son en realidad funcionales lineales,
tendremos que f: E — R es continua si y s6lo si f~1(0) es un conjunto
cerrado.

Sabemos que los conjuntos acotados y totalmente acotados son de
gran importancia en la teoria de los espacios topoldgicos lineales. Por
tanto, es natural combinar estos conceptos con la linealidad y continui-
dad.

Proposicién 1.5.11 ([Sch71], Cap. 1, Proposicién 5.4). Sean E y F
espacios topoldgicos lineales. Si f: E — F es una transformacion li-
neal continua, entonces para todo conjunto A C F acotado (totalmente
acotado), se tendrd que f(A) es acotado (totalmente acotado) en F.

A las aplicaciones lineales (no necesariamente continuas) que satisfa-
cen la condicién de la proposicién anterior se les denomina aplicaciones
acotadas. Note que toda aplicacién lineal continua es acotada.

El siguiente es una versién debilitada del Teorema de Riesz ([Sch71],
Cap. 1, Teorema 3.6),

Teorema 1.5.12. Si E es un espacio topolégico lineal de Hausdorff
localmente totalmente acotado, entonces E es de dimension finita.

Demostracion. Sea V una vecindad totalmente acotada de 0, el item
1 del Teorema 1.5.3 garantiza que existe una vecindad de cero W tal
que W + W C V, ademas, existen x1,x2,...,2, € V no nulos, ta-
les que V. C U, (x; + W). Sea L = lin(z1,x2,...,x,). Claramente,
L es un subespacio de dimensién finita de E, por tanto, L es cerrado
en E. Consideremos ahora el espacio topoldgico lineal F = E/L y sea
7: E — F la proyeccién natural. Tendremos que 7(W) = «(V), por tan-

to, (V) = m(V)+n(V), y en consecuencia (V) =« (23:1 Vi>, n €Ny
V; = V. Dado que (V) es una vecindad de cero, y como {2"},cn — 00,
tenemos que

r-y (;mm) ),

es decir, F es totalmene acotado, por ende acotado, asi F = {0}. Con-
cluimos finalmente que E = L. O
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Concluimos esta seccién discutiendo sobre algunos subconjuntos de
especial interés. Sea F un espacio lineal, una variedad lineal o espacio
afin es un subconjunto que resulta de trasladar un subespacio vectorial
L C E, es decir, es un conjunto F' de la forma zy 4+ L, para algiun
ro € E. La dimensién del espacio afin es la misma que la del subespacio
lineal, del cual es trasladado. Un hiperplano en F, es una variedad
lineal propia maximal, es decir, es un espacio afin de codimension 1.
La codimension de un subespacio lineal L es la dimensién del espacio
cociente E/L. Todo hiperplano que pase por el origen es llamado un
hiperplano homogéneo. Una manera de caracterizarlos es la siguiente:

Teorema 1.5.13 ([Sch71], Cap. 1, Proposiciones 4.1 y 4.2). Sea E un
espacio topoldgico lineal. Un conjunto H C E se dice un hiperplano si
y s6lo si es la forma H = f~!(\), donde f € E* es un funcional lineal
no nulo y A € R. Adicionalmente, H es denso o cerrado en E, y H serd
cerrado si y sélo si f € E'.

1.5.4. El Funcional de Minkowski

Como se ha descrito a lo largo de este capitulo de preliminares, los
conjuntos convexos poseen diversas propiedades, y como si no fuera su-
ficiente aqui tenemos una mas:

Proposicién 1.5.14 ([BS17], Cap. 1, Proposicién 1.4.1). Sea E un es-
pacio topoldgico lineal. Si A es un conjunto convexo en E, entonces para
cada par de puntos z,y € A, tales que = € int(A) y y € A, se cumple
que
[z,y) ={ x4+ (1= XNy: 0 <A< 1} Cint(A).

De aqui se obtiene facilmente que si A es convexo, entonces int(A)
lo es, mas atn, cuando int(A) # 0, se cumple que A = (int(A)) y
int(A) = int (A).

Antes de continuar enunciaremos un par de definiciones que seran
importantes en las secciones posteriores. Sea ¢: E — R una funcién no
negativa cuyo dominio es un espacio vectorial, entonces:

1. ¢ es una seminorma si

a) o(x+vy) < p(z)+ ¢(y), para z,y € E (sub-linealidad).
b) p(Ax) = |Ap(z), con z € X y A € R (homogeneidad).

2. ¢ es una pseudonorma si

a) p(z +y) < @) + ¢(y), para z,y € E.
b) o(Ax) < p(z), para cada x € X y todo A € [-1,1].
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¢) Dada {\,} — 0, entonces {¢(A,x)} — 0 para cada = € E.
d) Dada {z,} — 0, entonces {¢(Azx,)} — 0 para cada A € R.

En las definiciones anteriores, no se cumple necesariamente que ¢(x) =
0 implique x = 0, si esto llegara a pasar, la seminorma seréd llamada una
norma, y la pseudonorma serd llamada una pseudonorma total.
Ahora, a manera de ejemplo, examinaremos la estructura de un es-
pacio normado. Sean (E, || -||) un espacio normado, cuya norma no es
conocida explicitamente, y Bx la bola unitaria de E, sin dificultad puede
obtenerse que
[|z|| = inf{\ > 0: 2 € ABx}. (1.1)
Aun cuando nuestra norma sélo sea una seminorma, la igualdad se si-
gue preservando. Examinando la expresion anterior, podemos extraer las
principales caracteristicas de Bx y generalizar lo anterior a cualquier es-

pacio topoldgico lineal. Note que la buena definicién de || - || se debe
a que Bx es un conjunto radial, asimismo, la sublinealidad de || - || se
logra gracias a que Bx es un conjunto convexo, y finalmente, || - || es

homogénea pues Bx es redondeado, aunque esta tltima condicién puede
debilitarse hasta suponer que Bx es simétrico. Tomando esto en cuenta,
podemos establecer la siguiente:

Proposicién 1.5.15. Sea E, un espacio topolégico lineal. La funcién
z — pa(x) = nf{\ > 0: x € AA}, donde A C E es un conjunto
convexo, radial y redondeado; esta bien definida, es una seminorma en
E y se denomina el funcional de Minkowski de A.

Lo anterior es la generalizacién de las ideas que Minkowski desarrolld
para R™. Por si fuera poco, algunos otros aportes de Minkowski son el
planteamiento y desarrollo del concepto de punto extremo, asi como ver-
siones preliminares de los teoremas de Krein-Milman y de normalizacién
de Kolmogorov.

Volviendo a las seminormas, ya hemos observado que éstas tienen
una estrecha relacién con los conjuntos convexos, lamentablemente la
relaciéon no es univoca, pero si podemos asegurar lo siguiente:

Proposicién 1.5.16 ([Sch71], Cap. 2, Proposicién 1.5). Sean E un es-
pacio topolégico lineal, A C E un conjunto convexo, radial y redondeado,
y p una seminorma definida sobre F. Para que p coincida con el funcional
de Minkowski de A es necesario y suficiente que A9 C A C Ay, donde
Ay={z € E:p(x) <1}y A ={ze€ E:p(x) <1}.

En cuanto a la continuidad de las seminormas, ésta esta regida por

la siguiente:

Proposicién 1.5.17 ([Sch71], Cap. 2, Proposicién 1.6). Sea p una se-
minorma definida en el espacio topoldgico lineal E. Las siguientes pro-
piedades son equivalentes:
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1. p es continua en 0 € F.
2. Ag ={z € E: p(z) < 1} es un conjunto abierto en E.
3. p es uniformemente continua en F.

Diremos que F es un espacio localmente convexo si es un es-
pacio topolégico lineal con una base formada por conjuntos convexos.
La clase de los espacios localmente convexos es invariante por subespa-
cios, productos, sumas y cocientes. De la discusion anterior y tomando
en cuenta el Teorema 1.5.3, obtenemos que en todo espacio localmente
convexo, cualquier abierto basico define una seminorma. Esta relacién
entre seminormas y abiertos basicos se visualiza mejor con las siguientes
proposiciones.

Proposicién 1.5.18 ([Rud91], Cap. 1, Teorema 1.36). Suponga que E
es un espacio localmente convexo. Si .4 es una base de vecindades de
formada por conjuntos redondeados y convexos, entonces:

1. V={z € E: uy(z) <1}, paracada V € 4.
2. {uy: V € A} es una familia de seminormas continuas en E.

Proposicién 1.5.19 ([Rud91], Cap. 1, Teorema 1.37). Supongamos que
2 es una familia de seminormas sobre un espacio vectorial E. Asociamos
a cada p € 2 y cada n € N el conjunto V(p,n) = {z € E: p(z) < 1}.
Sea A la coleccién de todas las intersecciones finitas de los conjuntos
V(p,n). Entonces .4/ es una base de vecindades para una topologia en
E, formada por conjuntos convexos y redondeados, de manera que con-
vierten a E en un espacio localmente convexo, y a & en una familia de
seminormas continuas en .

Si la familia de seminormas separa puntos, obtendremos que el es-
pacio localmente convexo E serd de Hausdorff. También, del Teorema
1.5.5 obtenemos que la familia de seminormas - {p: p € £}, donde
p es la extension de la seminorma p a E , genera la topologia del espacio
localmente convexo E.

1.5.5. Metrizacién

Un espacio topologico lineal E se denomina metrizable si existe una
métrica d que induce la topologia lineal de E. De la misma forma, un
espacio topoldgico lineal E se dice normable o normalizable si existe
una norma || - || definida en E, de modo que la métrica d(z,y) = ||z — y||
genera la topologia del espacio topolégico lineal E. El teorema de metri-
zacién que a continuacion expondremos es similar para otras estructuras
algebraico-topoldgicas, por lo mismo hemos decidido nombrarlo como el
Teorema de metrizacién de Birkhoff-Kakutani.
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Teorema 1.5.20 ([Sch71], Cap. 1, Teorema 6.1). Sea E un espacio
topoldgico lineal separado. E es metrizable si y s6lo si posee una base de
vecindades numerable. En este caso, existe una pseudonorma total p, de
modo que la métrica d(x,y) = p(z — y) genera la topologia de E.

Como ya es usual, D, la extensién continua de p, define la topologia
de E. El teorema analogo, para normalizar espacios topoldgicos lineales,
se debe a Kolmogorov ([Tik91], Cap. 23), y como podremos adivinar, los
conjuntos convexos deberan aparecer.

Teorema 1.5.21 ([Sch71], Cap. 2, Proposicién 2.1). Un espacio topo-
l6gico lineal separado E es normalizable si y sélo si E es localmente
acotado y localmente convexo.

Note que ahora los conjuntos acotados también son mencionados,
la razén se debe a que si V' es una vecindad acotada de 0, entonces
{A\V :n € N}, donde {A,}neny — 0, es una base de vecindades. De esta
observacion surge la siguiente:

Proposicién 1.5.22. Todo espacio topolégico lineal localmente acota-
do es metrizable.

Ejemplo 1.5.23. El reciproco de la proposicién anterior no es vélido,
para muestra tomemos el conjunto RY con la topologia producto de Ty-
chonoff, dado que R es primero numerable y la cardinalidad de N es nu-
merable, obtenemos que RY es metrizable, sin embargo, no es localmen-
te acotado. Para muestra, tomemos una vecindad bésica de 0, digamos
V = {{zi}ien € RY: |24] < e, 1 <i < n}, e > 0. Ahora, consideremos
la vecindad abierta de 0 dada por W = {{z;}ien € V: zp41 < 1}; to-
mando k € N, es facil ver que kW 2 V, la razén es clara, tomemos el
conjunto {ej,es,...} de puntos de RY, cuya i-ésima coordenada es 1 y
el resto son ceros. Entonces el conjunto {me,, : m > n} C V, pero el
punto (m + 1)emt1 € V\mW, m > n.

La importancia de los espacios topologicos lineales metrizables reside
en el siguiente:

Teorema 1.5.24. Todo espacio localmente convexo separado E se pue-
de encajar en el producto de una familia de espacios de Banach.

Antes de demostrar este teorema conviene demostrar una generali-
zacién del Teorema Diagonal ([Eng89], Cap. 2, Teorema 2.3.20) que nos
ayude a concluir de manera sencilla.

Teorema 1.5.25. Sea {f,: a € A} una familia de funciones continuas,
donde fo: X — Y,. El producto diagonal F' = Aqcafa: X = [[ca Ya
es un encaje topoldgico si y sdlo si la familia {f,: a € A} separa puntos
v la topologia de X es proyectiva respecto a dicha familia.
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Demostracion.

(=) Si F es un encaje topoldgico, tendremos que F' es inyectiva, y
por ende la familia {f,: o € A} separa puntos. Por otro lado,
la familia de proyecciones {p,: a@ € A} genera la topologia de
[locaYe (Pa: Tlaca Yo — Ya). Luego, la familia {p, o F': o €
A} ={fa: a € A} genera la topologia de X.

(<) Como la familia {f,: a € A} separa puntos se tiene que F' es inyec-
tiva. Enseguida debemos considerar la funcién F~1: F(X) — X y
verificar que es continua. Dado que la topologia de X es proyectiva
respecto de la familia {f,: o € A}, y como f, o F~! = p, es una
funcién continua, obtenemos rapidamente que F~! es continua.

O

Demostracion. (del Teorema 1.5.24) Claramente, podemos suponer sin
pérdida de generalidad que E es un espacio localmente convexo comple-
to. Sea ./ una base de vecindades de E. La familia & = {uy: V € A4},
es una familia de seminormas continuas que separan puntos de F, ta-
les que V.= {z € E: py(x) < 1}. Consideremos ahora al espacio
localmente convexo FEy, donde Ey es el conjunto E con la topologia
generada por el funcional de Minkowski de V. De este modo, la fun-
cién identidad 1g,: E — Ey, es una aplicacién lineal continua. Note
que Fy no es necesariamente de Hausdorff, sin embargo, ' (0) es un
subespacio cerrado de F, por tanto, considerando el espacio localmente
convexo Fy = Ey/ ,u(,l(O) obtenemos que F posee la topologia proyec-
tiva respecto de la familia de funciones {ny o 1lg,: V € 4}, donde
my: By — Fy es la proyeccién natural; y Fy es un espacio de Ba-
nach ([Sch71], Cap. 2, Proposicién 2.3). Ahora consideremos la funcién
F=Ayey(ryolg,): E— [lycy Fv, del Teorema 1.5.25, obtendre-
mos que F' es un encaje. O

1.5.6. Espacios Localmente Convexos

Un teorema fundamental en el andlisis funcional es el Teorema de
Hahn-Banach, dicho teorema posee dos versiones, la llamada versién
geométrica (Teorema de Mazur) y la forma analitica. Ambos teoremas
usan el Lema de Kuratowski-Zorn y el siguiente hecho:

Proposicién 1.5.26 ([Sch71], Cap. 2, Lema). Sea E un espacio topo-
légico lineal separado de dimensién mayor o igual a 2. Si B C FE es
un conjunto abierto y convexo que no contiene a 0, entonces existe un
subespacio 1-dimensional de F cuya intersecciéon con B es vacia.
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Teorema 1.5.27 ([Sch71], Cap. 2, Teorema 3.1). [Teorema de Mazur]
Sean F un espacio topolégico lineal, M C E una variedad linealy A C E
un conjunto no vacio, abierto y convexo cuya interseccién con M sea
vacia. Entonces existe un hiperplano cerrado que contiene a M y que no
intersecta al conjunto A.

La consecuencia mas importante del Teorema de Mazur es que un
espacio topolégico lineal F posee un dual topologico no trivial si y sélo si
posee un conjunto convexo y abierto no trivial. En base a esto, ahora toca
probar la existencia de un espacio topoldgico lineal cuyo dual topolégico
sea trivial.

Ejemplo 1.5.28. Sea I el intervalo unitario de la recta real y v la me-
dida de Lebesgue en I. Por £LP, 0 < p < 1, representamos al espacio
vectorial de todas las funciones reales v-integrables sobre I. Considere-
mos ahora el espacio lineal L?, que resulta al hacer el cociente de £P por
el subespacio de todas las funciones v-nulas.

Dada la naturaleza de p, tendremos que el funcional

f s 1l = / PP,

es una pseudonorma en LP. Como sabemos, esta pseudonorma da origen
a una métrica, bajo la cual L es un espacio topolédgico lineal completo.
Nuestro objetivo es ver que el tinico funcional lineal continuo definido en
L?, es el funcional lineal nulo.

Sea ¢ € (L)’ no nulo, entonces existe fo € L¥ de modo que |¢(fo)| =
1. Para cada s € (0,1) definimos f(; 5y = X[0,s].fo, donde x 4 es la funcién
indicadora de A C Iy f2,5) = fo— f1,s)- Como |[f1 s)|lp T | follp, ¥ tal
incremento es continuo, tenemos que existe sg € I tal que |[f(1 s0)llp =
31 follp = 11 f(2.50)llp- Dado que [p(fo)| = 1, tendremos que [o(f(i,s0))| >
%, para i = 1 0 = 2. Definamos f1 = 2f(; ,) para dicho i. Asi, [p(f1)] >
1y Ifully = 22741 ol

Por recursién, definimos una sucesion {f,}neny con |o(fn)] > 1y
|| full, = 2@~V | fol|,. Claramente, ||f.||, — O contradiciendo la con-
tinuidad de . En conclusién ¢ = 0 y (LP)’ es trivial. Del Teorema de
Magzur se obtiene que los espacios L”, 0 < p < 1, no son localmente
convexos.

La versién analitica del Teorema de Hahn-Banach es la siguiente:

Teorema 1.5.29 ([Sch71], Cap. 2, Teorema 3.2). Sean (F,p) un espacio
lineal seminormado y L C E un subespacio. Si f es un funcional lineal
en L tal que |f(z)| < p(z) para todo x € L, entonces existe una forma
lineal f; que extiende f a todo E y tal que |fi(x)| < p(z) para cada
reE.
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La siguiente consecuencia del Teorema 1.5.29 refleja la naturaleza de
una topologia localmente convexa.

Proposicién 1.5.30 ([Sch71], Cap. 2, Proposicién 4.2). Sea E un es-
pacio topoldgico lineal. Si f es un funcional lineal que esta definido y es
continuo en el subespacio lineal L C E, entonces f tiene una extension
continua a E.

De aqui se desprende que sin € N, y L es un conjunto de n vectores
linealmente independientes en un espacio localmente convexo F, enton-
ces existen n funcionales lineales continuos en E tales que fi(z;) = d;;,
,7=1,...,n.

A continuacién probaremos que los espacios localmente convexos son
mas comunes de lo que se cree.

Ejemplos 1.5.31.

1. Sea (F, 7) un espacio topoldgico lineal y tomemos cualquier subes-
pacio lineal ) # F C E*. Entonces el conjunto de seminormas
{If]: f € F}, generan una topologfa, usualmente denotada como
o(E, F), que es localmente convexa en F; dicha topologia es sepa-
rada si y sélo si F' separa puntos de F. Bajo esta topologia, F es
un espacio localmente convexo y F' = (F,7)’. La topologia o(E, F)
recibe el nombre de la topologia débil de E. Dado que E C F*,
tenemos que F' puede convertirse en un espacio localmente convexo
mediante o(F, E).

2. Sea E un espacio topolégico lineal de Hausdorff infinito dimen-
sional cuya base estd formada por el conjunto {z,: a € A}. No
es dificil comprobar que E es algebraicamente isomorfo a la suma
directa de |A| copias de la linea real.Como R es un espacio local-
mente convexo de dimensién 1, tendremos que el encaje i : R — FE
es una funcién continua para cualquier topologia definida en E que
lo convierta en un espacio topoldgico lineal, por tanto, la topologia
localmente convexa de la suma directa en E, es la topologia 7 lo-
calmente convexa mas fina que se pueda definir en E. Claramente,
dicha topologia siempre existe, es de Hausdorff, y hace de E un
espacio localmente convexo completo tal que (E, ) = E*.

Cerraremos esta seccién con el enunciado de algunos teoremas cu-
ya importancia sera revelada mas adelante y la definicién de dos clases
importantisimas de espacios localmente convexos. Tales teoremas involu-
cran varios conceptos cuyas nociones pueden ser omitidas en un analisis
superficial como este, de cualquier modo se remite al lector interesado al
libro [Sch71] (Cap. 2, Secciones 9 y 10).
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Teorema 1.5.32 ([Sch71], Cap. 2, Proposicién 9.2). Sea E un espacio
localmente convexo. Si A y B son dos conjuntos convexos, no vacios y
disjuntos tales que A es cerrado y B es compacto, entonces existe un
hiperplano cerrado en E que separa estrictamente a A y B.

Proposicién 1.5.33 ([Sch71], Cap. 2, Corolarios de la Proposicién 9.2).
En todo espacio localmente convexo E, la clausura y la clausura débil
de un conjunto convexo son idénticas.

Teorema 1.5.34 ([Sch71], Cap. 2, Teorema 10.4). [Krein-Milman] Todo
conjunto convexo y compacto de un espacio localmente convexo, es la
cerradura de la envolvente convexa de sus puntos extremos.

Respecto a las clases especiales de espacios localmente convexos pro-
metidas tenemos lo siguiente:

Sea E un espacio topoldgico lineal, un conjunto que es convexo, ra-
dial, redondeado y cerrado se dice un barril. Un espacio localmente
convexo es barrillado (toneleado) si cada barril es una vecindad de 0.
Los ejemplos clasicos de espacios barrillados son todos los espacios de
Banach (en general todo espacio de Baire).

Un espacio localmente convexo E se dice bornoldgico si todo sub-
conjunto convexo y redondeado que absorbe a todo conjunto acotado en
FE es una vecindad de 0. Dichos objetos son llamados conjuntos borni-
voros. Todo espacio localmente convexo metrizable es bornolégico. La
caracteristica mas 1til de estos espacios es que la continuidad de las apli-
caciones lineales y seminormas estd condicionada por su comportamiento
en los subconjuntos acotados de F, es decir, una aplicacién o seminorma
definida en E es continua si y sélo si es acotada.

Como lo hemos venido haciendo durante todo el capitulo, remitimos
al lector interesado a revisar los libros de Alexander P. Robertson y
Wendy Robertson [RR64], Walter Rudin [Rud91], Helmut H. Schaefer
[Sch71] y, para estudios méds profundos, el excelente libro de Gottfried
Kothe [KG69].



Capitulo 2

Dualidad

Iniciemos con una convencién; como ya se ha manifestado, la forma
geométrica del Teorema de Hahn-Banach (Teorema de Mazur) nos ga-
rantiza que el dual topoldgico de un espacio localmente convexo es no
trivial y separa puntos. Tomando en cuenta el item 4 de los Ejemplos
1.5.9, convenimos que todo espacio localmente convexo sera considerado,
de aqui en adelante, como un espacio de Hausdorff.

El acuerdo anterior debe hacer que nos preguntemos varias cosas,
pongamos por caso las siguientes cuestiones: el item 1 de la lista de
Ejemplos 1.5.31 puede hacer que reflexionemos sobre si existen diferentes
maneras de “topologizar” al espacio E en base a subconjuntos especiales
de E’, o si esta topologia influye en la “eleccién” del dual topoldgico de E.
Por otro lado, de la discusién anterior y del Teorema 1.5.5 puede surgir
la siguiente interrogante: jPodemos caracterizar al espacio localmente
convexo F en términos de E'?

Lo anterior es sélo una parte de lo que llamaremos teoria de la duali-
dad, aunque por el momento trabajaremos con espacios localmente con-
vexos abstractos, la idea es que las construcciones y afirmaciones que
conforman este capitulo sean las que usemos en el capitulo 3 para estu-
diar la topologfa del espacio localmente convexo L(X); y en el capitulo
4 para caracterizar al espacio L(X).

2.1. Espacios de Operadores Lineales

Sean F' un espacio topoldgico lineal, E un conjunto y & C P(E) una
familia dirigida mediante la inclusién de conjuntos (en lo que sigue, toda
familia denotada por & tiene esta propiedad). Consideremos a la familia
A de conjuntos de la forma

M(S,V)={uec FF:u(S)cV},

29
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donde S € &, V € A4 y A es una base de vecindades de F. Note
que si M(S1,V1), M(S2,V2) € A, entonces M(S3,V3) C M(S1,V1) N
M (S, Va), para S5 D S1USy y V3 C Vi NVs. Es decir, A es el filtro de
vecindades de 0. Por otro lado, también se cumple lo siguiente:

M(S, W)+ M(S,W) C M(S,V), donde W + W C V,  (2.1)
AM(S, V)= M(S,\V), para 0 # X € R. (2.2)

Por tanto, como veremos inmediatamente, .# es una base de vecin-
dades de F'P para una tnica topologia invariante llamada la topologia
de la convergencia uniforme sobre los conjuntos de la familia
G, o G-topologia. Dado el uso que tendran las bases de vecindades en
esta seccion, por A denotaremos a la base de vecindades del espacio
topoloégico lineal F.

Como vimos en el item 2 de la lista de Ejemplos 1.5.9, no todas las
topologia definidas en F'¥ lo convierten en un espacio topolégico lineal,
el siguiente teorema nos da condiciones suficientes y necesarias para que
esto suceda.

Teorema 2.1.1. Un subespacio lineal G C F¥ es un espacio topolégico
lineal bajo la &-topologia si y sélo si para cada u € G y cada S € G,
u(S) es acotado en F.

Demostracion. Sea 7 la topologia inducida en G por la &-topologia.
Claramente los conjuntos de la forma M (S, V) NG = Mq(S,V) forman
una base de vecindades de G en torno al punto 0. Para que el par (G, 1)
sea, un espacio topolégico lineal debemos mostrar que la topologia T
cumple las condiciones del Teorema 1.5.3. De (2.1) obtenemos que 7
satisface el item (a) del Teorema 1.5.3, s6lo resta probar que los conjuntos
Me(S, V) son radiales y redondeados.

Sea V € A redondeado, por (2.2) obtenemos que Mg (S, V) es re-
dondeado. Supongamos que para cada S € & y cada u € G, u(S) es
acotado en F. Entonces, dados u, Sy V, existe A > 0 tal que u(S) C AV,
en otras palabras, u € Mg (S, A\V) = AMg(S,V), con lo cual se ha de-
mostrado que los conjuntos Mg (S, V') son radiales.

Reciprocamente, si 7 es una topologia compatible con la estructura
vectorial de G, los conjuntos M¢(S, V) son radiales, es decir, dados u, S
y V, existe A > 0 tal que u(S) C AV, luego, u(S) es acotado en F. [

Naturalmente, en el teorema anterior podemos reemplazar a la fa-
milia & por una familia mas pequena, en este sentido diremos que una
familia G; es fundamental, con respecto a &, si es cofinal en & (todo
miembro de & estd contenido en algiin miembro de &1). Por otra parte,
la G-topologia no depende de la eleccién de la base de vecindades de E.
Respecto a los espacios localmente convexos tenemos la siguiente:
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Proposiciéon 2.1.2. Sean F' un espacio localmente convexo, F un es-
pacio topoldgico y & una familia de subconjuntos de E cuya unién es
densa en E. Si G C FF es el conjunto formado por todas las funcio-
nes continuas en E que son acotadas en cada S € &, entonces G es un
espacio localmente convexo bajo la G-topologia.

Demostracion. Para que cada conjunto M (S, V) sea convexo, s6lo nece-
sitamos que V' forme parte de una base de vecindades .4~ de conjuntos
convexos. Dado que los elementos de G son acotados en cada S € G,
del Teorema 2.1.1 obtenemos que la G-topologia es compatible con la
estructura lineal de G y por lo anterior tenemos que es localmente con-
vexa. Para ver que es de Hausdorff tomemos 0 # u € G. Sea x € F tal
que u(z) # 0, de la continuidad de u se sigue que existe una vecindad
V de x para la cual u(V) # 0. Como |J& es densa en F, tenemos que
existe Sy € & de modo que u(SyNV) # 0. Puesto que F es de Hausdorff,
existe Vo € A tal que u(Sy) ¢ Vo, es decir, u ¢ M(Sp, Vo), por ende, la
G-topologia es de Hausdorff. O

Cuando E es un espacio topologico lineal, la condicién de que | J &
sea densa puede cambiarse y suponer sélo que lin (| J &) es densa.

Corolario 2.1.3. Sean F' un espacio localmente convexo, E un espacio
topoldgico lineal, y & C £ una familia de conjuntos acotados cuya unién
es total en E. Entonces el espacio vectorial -Z(FE, F) de todos los ope-
radores lineales continuos de F en F' es un espacio localmente convexo
bajo la &-topologia.

Demostracion. Sea A% una base de vecindades de F' formada por con-
juntos convexos, dado que todo elemento de .Z(E, F') es una aplicacién
lineal continua, de la Proposicién 1.5.11 obtenemos que la conclusiéon
del Teorema 2.1.1 se cumple, por tanto Z(E, F) es un espacio local-
mente convexo. Para ver que la G-topologia es de Hausdorff observe-
mos que dado 0 # u € Z(E,F), y como lin(|J&) es densa, existe
Mx1+ -+ Ay, € lin (U S) tal que u(Azy + -+ + Anxy) # 0, luego,
existe 1 < i < n tal que u(z;) # 0, asi, la G-topologia es de Haus-
dorff. O

Sabemos que la topologia de todo espacio localmente convexo se deri-
va de una familia de seminormas, por tanto, complementando al corolario
anterior, tenemos que si {p,: o € A} es una familia de seminormas que
genera la topologia de F', entonces la familia de seminormas

U > ps.o(u) = sup{ps(u(z)): z € S},

S € 6, a € A, genera la G-topologia en Z(F, F'). En efecto, basta
observar que para cada « € A existe V € .4 de modo que p, coincide
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con el funcional de Minkowski de V', asi, pg o (u) = sup{py (u(x)): = €
S}, de aqui obtenemos que pg’z([O, 1]) = M (S, V). Ahora describiremos
brevemente como son las G-topologias.

Ejemplos 2.1.4. Sean F un espacio topolégico lineal, £ un conjunto y

S CP(E).
1. Consideremos el conjunto FF.

a) Si G es la familia de todos los conjuntos finitos de E, en-
tonces la G-topologia coincide con la topologia producto de
Tychonoff.

b) Si E es un espacio topoldgico de Hausdorff y & es la familia de
todos los conjuntos compactos de E, entonces la G-topologia
y la topologia compacto-abierta coinciden.

2. Supongamos ahora que F' y FE son espacios topologicos lineales.
En el espacio lineal Z(FE, F) podemos considerar las siguientes
G-topologias:

a) La topologia de la convergencia puntual (o convergencia
simple), donde & es la familia de todos los conjuntos finitos
de E.

b) La topologia de la convergencia precompacta, donde S es
la familia de todos los conjuntos precompactos de E.

¢) La topologia de la convergencia acotada, donde & es la
familia de todos los conjuntos acotados de E, en ocasiones
también es llamada la topologia de la convergencia fuerte.

3. Observe que si E es un espacio localmente convexo, entonces £/ =
Z(E,R) y reciprocamente, £ = Z(F’,R).

Respecto a las familias &, debemos hablar de una clase especial: las
familias saturadas. Una familia & # {0} de subconjuntos acotados, de un
espacio localmente convexo F, se dice saturada si cumple las siguientes
condiciones:

(SH1) Si Se &y RC S, entonces R € G.
(SH2) Si S € &, entonces AS € & para cada ) € R.
(SH3) Si Sy,...,5, € 6, entonces I' (U, S;) € &

Las familias de los ejemplos 2.b) y 2.¢) son saturadas. Por otro lado,
no es dificil mostrar que las familias saturadas son estables bajo intersec-
ciones arbitrarias, por tanto, y dado que la familia de todos los conjuntos
acotados de FE es saturada, toda familia &, de conjuntos acotados de F,
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define una familia saturada minimal & que contienen a &. Dicha familia
es llamada la envolvente saturada de G.

Recordemos que los conjuntos acotados son fundamentales en la des-
cripcion de ciertas topologias, por tanto, ahora caracterizaremos los con-
juntos acotados de los espacios Z(E, F') bajo las &-topologfas.

Teorema 2.1.5. Sean FE y F espacios topoldgicos lineales, y & C
P(E) una familia de conjuntos acotados. Consideremos al conjunto H C
Z(E, F). Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. H es acotado bajo la G-topologia.
2. Para cada V € A5, (N,ey v ' (V) absorbe a cada S € S.
3. Para cada S € &, |, u(S) es acotado en F'.

Demostracion. Supongamos que 47 es una base de vecindades de F
formada por conjuntos redondeados.

(1=2) Si H es acotado, dada V € A y S € &, existe A > 0 tal
que H C AM(S,V) = M(S,\V), es decir, u(S) C AV para cada
u € H. Como las funciones v € H son lineales, obtenemos que
S CTANyen v (V).

(2=3) Sean S € 6y V € Ap, como S C A,cpyu (V) para
algiin A > 0, tenemos que u(S) C AV para cada u € H, entonces
Uwen u(S) C AV, por tanto, |J,c u(S) es acotado en F.

(3=1) Sean S € 8§y V € AF, dado que | J,, 5y u(S) es acotado en
F, existe A > 0 tal que |J, .5 u(S) C AV, en particular u(S) C AV,
u € H,estoes, HC M(S,\V) =AM(S,V), asi, H estd acotado.

O

Un concepto de gran importancia cuando hablamos de espacios de
funciones es el de equicontinuidad. Si E y F' son espacios topolégicos
lineales, H C Z(FE,F) es uniformemente equicontinuo si y sélo si es
equicontinuo en 0 € E, en otras palabras, si y sélo si dada V € A5,
existe W € A, tal que u(W) C V para cada u € H.

Caracterizaremos a los subconjuntos equicontinuos de .Z(E, F'), bajo
la G-topologia, con el siguiente:

Teorema 2.1.6. Sean E y F' espacios topoldgicos lineales, & C P(E)
una familia de conjuntos acotados cuya unién es total en E. Considere-
mos un conjunto H C Z(FE, F). Las siguientes afirmaciones son equiva-
lentes:

1. H es equicontinuo.
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2. Para cada V € A5, (N,eq v ' (V) es una vecindad de cero en E.
3. Para cada V € A7, existe W € g, tal que | J,,cyu(W) C V.
Demostracion.

(1=12) Si H es equicontinuo, dada V € A, existe W € A%, de
modo que u(W) C V, con u € H, es decir, W C ,cxgu ' (V),
por ende, (N, (V) es una vecindad de cero en E.

(2= 3) Como (,cyu (V) es una vecindad de cero en E, existe
W e g, tal que W C (e ™' (V), en particular, W C u=(V),
para cada uw € H, esto equivale a que u(W) C V con u € H.
Finalmente, | J,cyu(W) C V.

(3=1) Es clara.

O

Corolario 2.1.7. Todo subconjunto equicontinuo de Z(E, F') es aco-
tado en cualquier G-topologia.

Demostracion. El item 2 del Teorema 2.1.6 implica el item 2 del Teorema
2.1.5. O

Recordemos que el conjunto L(F, F') representa al conjunto de todas
las transformaciones lineales (continuas o no) de E en F. También note
que si dotamos a F'¥ de la topologia de la convergencia puntual, entonces
L(E, F) es un subespacio cerrado de F'¥. En efecto, toda red de funciones
lineales converge puntualmente a una aplicaciéon lineal.

Proposicién 2.1.8. Consideremos al espacio F¥ con la topologia pro-
ducto. Si H C Z(E,F) es equicontinuo y si H; = [H|pr, entonces
H, C X(E,F)y H; es equicontinuo.

Demostracion. Para cada u; € Hy tenemos que u; € L(E, F). Sea A
una base de vecindades que consta de conjuntos cerrados. Dada V € A5,
y dada la equicontinuidad de H, existe W € A& para la cual u(W) C V,
u € H. Como u; es el limite puntual de una red de funciones lineales en
H, se cumple que u; (W) C V. La funcién u, es arbitraria, luego, H; es
equicontinuo y por tanto H, C Z(E, F). O

De aqui se desprende el Teorema de Alaoglu-Bourbaki:

Corolario 2.1.9. Sea F un espacio localmente convexo cuyo dual to-
poldgico es E’. Entonces todo subconjunto equicontinuo de E’ es relati-
vamente compacto para la topologia débil o(E’, E).
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Demostracion. Note que la topologia débil o(E’, E) es la topologia de
la convergencia puntual en E' = Z(F,R), y por tanto, la topologia
inducida por la topologia producto de Tychonoff en R¥. Del Teorema
de Tychonoff ([Eng89], Cap. 3, Teorema 3.2.4) obtenemos que H C RF
es relativamente compacto si y sélo si, para cada x € FE, el conjunto
{u(x): w € H} es relativamente compacto en R. Supongamos que H C
E' es equicontinuo, luego, existe W € A%, tal que |u(W)| < 1 para
todo uw € H. Ahora, si ¢y € F, y dado que toda vecindad de cero es
radial, existe A > 0 tal que xg € AW, asi, |u(xg)| < X para cada u €
H. De este modo, la clausura H; de H en R¥ es compacta y Hi C
E’ (Proposicién 2.1.8), luego, H; coincide con la clausura H de H en
o(E', E). Concluimos que H es compacto en la topologia débil. O

2.2. Topologias Débiles

Ya se ha hecho mencién del dual algebraico (y topoldgico) de un
espacio topoldgico lineal. Pero hasta el momento no se ha entablado
una nocién formal sobre lo que significa que dos espacios lineales estén
en dualidad. En primera instancia, la topologia no es requerida en la
definicién, sin embargo, al examinar el item 1 de la lista de Ejemplos
1.5.31, podemos ver que la topologia débil si es influenciada por el “dual
elegido”. Sin mas que agregar, presentamos por fin la definiciéon de una
dualidad.

Sean F y F un par de espacios lineales y ¢: E x F' — R una forma
bilineal que satisface las siguientes condiciones:

(D1) si ¢(xo,y) =0 para cada y € F, entonces zg = 0,
(D2) si ¢(x,y0) = 0 para cada x € E, entonces yo = 0.

En tal caso decimos que la tripleta (E, F, ¢) es un sistema dual o una
dualidad. Usualmente se dice que ¢ es la forma canénica de la dualidad
y se denota por (x,y) — (z,y). De este modo, la tripleta (E,F,{,))
generalmente serd denotada por (F, F').

Ejemplo 2.2.1. Sea E un espacio topolégico lineal cuyo dual algebrai-
co es E*. Claramente, la forma bilineal (z,u) — u(z) = (x,u) define
la dualidad (E, E*). Note que el dual topolégico E’ es un subespacio
vectorial de E*, por tanto, (E, E') es una dualidad en £ x E' C E x E*.
De hecho, cualquier dualidad (E, F') identifica a F' como subconjunto de
E*. En lo que sigue, siempre se supondra lo anterior.

Antes de establecer qué subconjunto F' de E* es apto para establecer
una dualidad entre F y F', necesitamos las siguientes proposiciones:
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Proposicién 2.2.2. Sea (F,G) una dualidad. Dado n € N sea {y;: i =
1,...,n} un conjunto linealmente independiente de F'. Entonces exis-
ten n elementos linealmente independientes x1,...,x, € E tales que

(i, y;) =045, 4,5 =1,...,n.

Demostracion. La demostracién se hace por medio de induccién. La tesis
para n = 1 se obtiene de (D2). Tomemos ahora n > 1; y supongamos
que ya se ha demostrado la tesis de la proposicién para el conjunto de n
elementos {y;: i = 1,...,n}. Sea y,41 € F tal que el conjunto {y;: i =
1,...,n 4+ 1} es linealmente independiente. Por hipétesis de induccién,
existe un conjunto {Z;: i = 1,...,n} C E tal que (z;,y;) = 05, {,j =
1,...,n. Consideremos el conjunto A = lin({Z;: i = 1,...,n}) y sea
B =i, y; '(0). Dado que cada z € E puede ser escrito trivialmente

como
€A
——~

r = Z (@, y;) T + (a: — Z (x,yi>xi>, (2.3)

i=1 =1

€B

obtenemos que E es la suma algebraica directa de A y B. Por otro lado,
debido a (2.3) (x,ynt+1) # 0 para algin x € B, de otro modo y,11 es

una combinacién lineal de {y;: i = 1,...,n}, por ende, existe x,+; € B
tal que (Zp41,Ynt1) = 1, definiendo z; = T; — (T;, Yn+1) Tn+1 Obtenemos
el conjunto deseado {z;:i=1,...,n+1}. O

Corolario 2.2.3. Sean (E, F) una dualidad y y1,...,yn+1 € F tales
que cuando (x,y;) = 0, para 1 < ¢ < n, se cumple que (x,y,1+1) = 0.
Entonces y, 11 es una combinacién lineal de y1, ..., yx.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad supongamos que el conjunto
{y1,...,yn} es linealmente independiente. Si yp+1 & lin({y1,...,yn}),
entonces el conjunto {yi,...,yn+1} es linealmente independiente, de la
proposicién anterior obtenemos que existen x1,...,x,41 € E tales que
(i y5) = dij, 1,7 = 1,...,n + 1. Sin embargo, (Tp41,Ynt+1) = 0; esto
contradice la proposicién anterior, luego, yn+1 € lin({y1,...,yn}). O

Proposiciéon 2.2.4. Sean E y F espacios localmente convexos de Haus-
dorff cuyas topologias estdn definidas por las familias de seminormas &
y 2 respectivamente. Una funcién lineal u: F — F es continua si y sélo
si para cada ¢ € 2 existe una subfamilia finita {p;: i = 1,...,n} de &
y una constante C' > 0 tal que para cada x € F se tenga que

q(u(x)) < Csup{pi(z): 1 <i<n}.

Demostracion. Supongamos que u es continua. Sea ¢ € 2, y conside-
remos la vecindad de cero V = {y € F: ¢q(y) < 1}. Entonces existe
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W € Ag, de modo que u(W) C V. Dado que la topologia de E es-
td definida por la familia &, tenemos que existen p1,...,p, € £y
e > 0 tales que ;_,;{z € E: p;(x) < e} C W. Por ende, la condicién
sup{p;(x): 1 < i < n} < e implica que u(x) € V, es decir, q(u(z)) < 1.
Claramente, al tomar C' = e~ se tiene que g(u(z)) < Csup{pi(z): 1 <
i <n}.

Reciprocamente, para demostrar la continuidad de u en base a la
hipétesis, tenemos que si V' € A, el funcional de Minkowski py es
una seminorma continua en F', de modo que existen pi,...,pn, € £y
C > 0 tales que py(u(z)) < Csup{p;(z): 1 < i < n}, se sigue que
W ={z € E:pj(x) <C~11<i<n} es una vecindad de cero en E tal
que u(W) C V. O

Ahora es momento de caracterizar las dualidades.

Proposicién 2.2.5. Consideremos la dualidad (E, E*), si F C E*, en-
tonces el dual topolégico de (E,o(E, F)) es F, es decir, si u: E — F es
lineal, tendremos que u es o(FE, F)-continua si y s6lo si es de la forma
u(x) = {x,y) para un unico y € F.

Demostracion. De la definicién de o(E, F'), obtenemos que la forma li-
neal x — (z,y) es o(E, F)-continua para cada y € F'. Sea ahora u: E —
R un funcional lineal continuo. Recordemos que la topologia o(E, F') es
la generada por las seminormas x — | (x,y) |, y € F, sin embargo, ésta fa-
milia de seminormas puede reducirse tomando sélo a los elementos de una
base de Hamel B de F. De la Proposicién 2.2.4 obtenemos que existen
Yi,--,Yn y C > 0tales que [u(x)| < Csup{|(z,y;)|: 1 < i< n} para to-
do z € E. Del Corolario 2.2.3 se tiene que u = \yy1+- -+ A\yp € F. O

Claramente, si (E, F1) y (E, F») son dualidades y Fy C F, entonces
o(E, F5) es més gruesa que o(E, FY).

Teorema 2.2.6. Sea (E, F') un sistema dual. La forma bilineal canénica
(E,F) pone a E'y G en dualidad, G subespacio lineal de F, si y solo si
G es o(F, E)-denso en F'.

Demostracion. Supongamos que (E,G) es una dualidad y que G no es
o(F, E)-denso en F. Asi, existe yo € F'\ G. Consideremos el funcional
lineal u: G +lin({yo}) — R definido por u(g+ Ayo) = A, g € G. Es f4cil
verificar que la suma G + lin({yo}) es algebraica directa.

Para ver que u es o(F, E)-continua en G+lin(yo) observe lo siguiente.
Dado € > 0 el conjunto [—¢,€yo es homeomorfo al compacto [—¢, €],
luego, el conjunto G + [—¢,elyo = u~'([—¢,¢]) es o(F, E)-cerrado en
G + lin({yo}).

Tomando en cuenta la Proposiciéon 1.5.30, u posee una extensiéon
continua u1 a F. De la Proposicién 2.2.5 tenemos que existe o € E no
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cero, tal que u1(y) = (xo,y) para todo y € F. Por hipétesis se tiene que
(D1) se cumple en E x G, asi g = 0. Esto contradice el hecho de que
u1(yo) = (xo,yo) = 1, por tanto, G deber ser o(F, E)-denso en F.

Para demostrar el reciproco sélo basta con demostrar (D1). En efecto,
supongamos que (xg,y) = 0 para todo y € G, la o(F, E)-continuidad de
y — {Zo,y), asi como el hecho de que G es o(F, E)-denso en F', obligan
a que (zg,y) = 0 para todo y € F', luego, z¢ = 0. O

2.3. Topologias Polares

Sea (F, F) un sistema dual, definimos el conjunto polar de M C E
como el conjunto M° ={y € F: (z,y) < 1,z € M}, el polar absoluto
de M se define como el conjunto M* = {y € F: |{(z,y)| < 1,z €
M}. Note que el polar absoluto de M coincide con el polar de cir(M),
también se tiene que cuando M es absolutamente convexo, M° = M?®.
Los siguientes hechos son consecuencias sencillas de la definicién:

1. ) ={0}° = Fy E° ={0}.
2. SiA#0y AM C N, entonces N° C A™1M°; y (AM)° = (%) Me.
3. M C (M°)° = M°°. M°° es el bipolar de M.

4. M° = M°°°.
)

. Para cualquier familia {M,, : « € A} de subconjuntos de E se tiene
que (UaeA MO‘) = ﬂaeA Mg'

Proposiciéon 2.3.1. Sean E un espacio localmente convexo y G una fa-
milia saturada de conjuntos o(E, E')-acotados de E. Entonces la familia
de polares {S°: S € &} es una base de vecindades para la G-topologia
de B' = Z((E,0c(E,E")),R).

Demostraciéon. Note que una vecindad de cero en E’, bajo la G-topologia,
viene dada por los conjuntos M (S, [—¢,¢]) = {y € E': |y(x)| < e,z € S},
€ > 0. Por otro lado, como & es una familia saturada, podemos conside-
rar a S € G como un conjunto convexo, cerrado y redondeado. En este
caso, S° = {y € E': |{(z,y)| < 1,z € S}. Por tanto, M(S,[—¢,¢]) =
(e719)°. O

Un hecho interesante que relaciona a las G-topologias con las topo-
logias generadas por la envolvente saturada &, y tiene que ver con los
conjuntos polares absolutos, es el siguiente:

Proposicién 2.3.2. Sean 6 una familia de conjuntos acotados de un
espacio topolédgico lineal E. Entonces la G-topologia y la G-topologia
coinciden en R¥.
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Demostracion. Claramente, siempre se tiene que la G-topologia es méas
débil que la G-topologia. Reciprocamente, para demostrar que todo ele-
mento de la forma M(T,V), T € S, V vecindad de cero en R, es un
elemento de la G-topologia, basta con probar que todo elemento de la
forma M (T, V), donde T es el resulta de aplicar alguna de la operaciones
en (SH1)-(SH3) a un conjunto S € &, es una vecindad de cero. Como
toda vecindad convexa y redondeada de 0 € R es un multiplo escalar de
[—1, 1], es suficiente hacer ver que M (T, [—1,1]) (el polar absoluto de T)
es una vecindad de cero.
Asi pues, sea S € &, luego:

1. SiT C S, entonces S®* C T* y T* es una vecindad de cero.

2. 81T =S, A € R\ {0}, entonces T* = (AS)* = 15°.

3.SiReSyT=T(RUS), entonces T* = R* N S°.

En cualquier caso T* es una vecindad de cero. Consecuentemente, la
G-topologia y la G-topologia coinciden. O

Los conjuntos polares o conjuntos duales, tienen un lugar preferen-
cial en el estudio de los espacios localmente convexos, una de las razones
es que nos auxiliardn en las demostraciones de teoremas fundamenta-
les como el Teorema de Mackey-Arens y el Teorema de completitud de
Grothendieck, entre otros. La mayoria de estas demostraciones se ba-
san fuertemente en el llamado Teorema del bipolar. Antes de mostrarlo
probemos la siguiente:

Proposicién 2.3.3. Sea (F, F') un sistema dual. Para cualquier conjun-
to M C E, M° es un conjunto convexo, o(F, E)-cerrado y que contiene
a cero. Si M es redondeado, entonces M° es redondeado.

Demostracion. La dualidad (E, F) induce la dualidad (F, E). Ademads,
es facil hacer notar que M° es un conjunto convexo que contiene a cero.
Ahora note que dado = € E, y — (x,y) es una forma lineal en F, por
tanto, el conjunto cerrado G, = {y € F: (z,y) < 1} es o(F, E)-cerrado.
Obviamente M° = s Ga-

Supongamos ahora que M es redondeado, entonces dado 0 < |A| < 1
y ¥y € M°, tenemos que (x, \y) = (Az,y) < 1, pues \x € M, y por tanto
Ay € M°. O

Teorema 2.3.4 (Teorema del bipolar). Sea (E, F') una dualidad. Para
cualquier conjunto M C FE, el bipolar M°° es la envolvente convexa
o(E, F)-cerrada de M U {0}.
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Demostracion. De la Proposicién 2.3.3 obtenemos que M°° es conve-
x0, o(FE, F)-cerrado y contiene a cero. Por tanto, si M es la o(E, F)-
cerradura de la envolvente convexa de M U {0} tenemos que M7 C M°°.
Para probar que M°° C M; mostraremos que si z ¢ M, entonces
x ¢ M°°. Supongamos que xg ¢ M, del Teorema 1.5.32 obtenemos
que existe un hiperplano H cerrado en E que separa estrictamente a
{zo} y M;. Sin pérdida de generalidad, debido a la Proposicién 2.2.5,
podemos suponer que H = yal(l) para algin yo € F. Como 0 € M;
tendremos que (z,y0) < 1 para cada = € My, de aqui (xg,yo) > 1. De lo
anterior obtenemos que yo € My C M°, y por tanto, xo ¢ M°°. U

Corolario 2.3.5. M C E’ es equicontinuo si y sélo si M° es una vecin-
dad de cero en E.

Demostracién. Como M C E’ es equicontinuo, existe V' € 4%, vecindad
convexa y redondeada, tal que (z,y) < 1 para cada z € V yy € M,
esto es, M C V°, luego, del Teorema del bipolar se obtiene que V°° =
V C M° con lo que M° es una vecindad de cero. Esto ultimo implica
que M C M°° C V°°° = V° por tanto, dado ¢ > 0, si x € eV y
y € M se tendrd que (x,y) < &, con lo cual hemos demostrado que M
es equicontinuo. O

El siguiente corolario posee una afirmacién muy importante: toda
topologia localmente convexa es una G-topologia, donde & es una familia
“adecuada” de subconjuntos de E’. La demostracién reside en el corolario
anterior.

Corolario 2.3.6. Sea (F,7) un espacio topoldgico lineal. La topologia
T es localmente convexa si y solo si 7 es la topologia de la convergencia
uniforme sobre los conjuntos equicontinuos de E’.

Miés adelante veremos que los espacios barrillados y bornolégicos son
muy utiles en la practica, pero por el momento sblo caracterizaremos a
los espacios barrillados en términos polares.

Teorema 2.3.7. Sea E un espacio localmente convexo. Entonces la
familia de barriles en E, asi como la familia de todos los subconjuntos
acotados de (E’',o(E’, E)) que son cerrados, convexos y redondeados se
corresponden 1 a 1 bajo polaridad.

Demostracion. Supongamos que B es un barril en E, de la Proposiciéon
2.3.3 sabemos que B° es o(E’, E)-cerrado, convexo y redondeado, s6lo
resta demostrar que es o(E’, E)-acotado. Recordemos que la topologia
o(E',E) estd definida por las seminormas y — | (z,y)|. Para ver que
B° es o(F', E)-acotado demostraremos que las seminormas y — | (x, y) |
son funciones acotadas en B°, x € E. Sea x¢ € F, dado que B es radial,
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tendremos que zg € AB para algin A > 0. Tomemos ahora y € B°,
entonces |<)\*1xo,y> | <1, es decir, | (zo,y) | < A, en otras palabras, la
funcién lineal y — | (z,y) | es acotada en B°, y por tanto, B es acotado.

Ahora consideremos un conjunto B C E’ que sea o(E’, E)-acotado,
o(E’, E)-cerrado, convexo y redondeado. Veamos que B° es un barril en
E. Por la Proposicion 2.3.3 tenemos que B° es convexo, redondeado y
o(E, E')-cerrado, es decir, cerrado (Proposicién 1.5.33). Para verificar
que B° es radial tomemos x € E, el conjunto {z}° es una vecindad de
cero en F’, luego, y dado que B es o(F’, F)-acotado, existe A > 0 tal
que B C Mz}° = {A\"12}°, de tal modo que \~'z € B & x € AB. Por
tanto, B es un barril. O

Proposicion 2.3.8. Sean E, F espacios localmente convexos tal que E
es barrillado. Entonces todo subconjunto acotado en la topologia simple
de Z(E, F) es equicontinuo.

Demostracion. Sea H C £ (E, F), sin pérdida de generalidad, sea V €
AF que es cerrada, convexa y redondeada. Por el item 2 del Teorema
2.1.5 tendremos que W = [,y u~* (V) es un conjunto cerrado, convexo,
redondeado y que absorbe a todo conjunto finito. Como E es barrillado y
W es un barril, W es una vecindad de cero. Asi, H es equicontinuo. [

Corolario 2.3.9. Sea E un espacio localmente convexo. E es barrillado
si y s6lo si cada subconjunto o(E’, E)-acotado de E’ es equicontinuo.

Demostracion. Sean E es un espacio localmente convexo barrillado y
B C E' un subconjunto o(E’, E)-acotado. Tomando a FF = R en la
Proposicién 2.3.8 obtenemos que B es equicontinuo.

Reciprocamente, supongamos que todo subconjunto o (E’, E)-acotado
es equicontinuo. Sea B un barril en E. Por el Teorema 2.3.7, B° es aco-
tado, y por hipétesis tendremos que B° es equicontinuo. Del Corolario
2.3.6 obtenemos que B°° = B es una vecindad de cero, por ende F es
barrillado. O

Por tanto, de los Corolarios 2.3.6, 2.3.9 y 2.1.7 tenemos que la topolo-
gia de todo espacio barrillado es la dada por los subconjuntos o(E’, E)-
acotados de E’. En resumen, la topologia de todo espacio barrillado es
la topologia fuerte. Aunado a lo anterior, los espacios barrillados son de
gran importancia en la practica, pues sélo en este tipo de espacios es
vélido el Teorema de Banach-Steinhaus ([Sch71], Cap. 3, Teorema 4.6).

2.4. Topologias Consistentes

Sea (F,7) un espacio topoldgico lineal cuya topologia es localmente
convexa, diremos que 7 es consistente con la dualidad (E, F') si el dual
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topolégico de (E,7) es F. Se sigue que toda topologia consistente con
(E, F) es mas fina que o(FE, F'), por ende de Hausdorff. Sabiendo esto, y
sumando la tesis de la Proposiciéon 1.5.33 obtenemos la siguiente:

Proposicién 2.4.1. La clausura de un conjunto convexo C' C F es la
misma para todas las topologias localmente convexas consistentes con
(E, F).

También del Corolario 2.3.6 obtenemos que toda topologia T con-
sistente con (E, F) es una G-topologia (& es la clase saturada de los
subconjuntos equicontinuos de F'), y del Teorema de Alaoglu-Bourbaki,
ésta clase no es mas que la de los subconjuntos relativamente compactos
de o(F, E). Sin embargo, la afirmacién reciproca también es valida, éste
es el contenido del Teorema de Mackey-Arens.

Teorema 2.4.2. Una topologia localmente convexa 7 (definida en E)
es consistente con (E, F) si y sélo si 7 es la G-topologia formada por
una clase saturada de conjuntos o(F, F)-relativamente compactos que
cubren a F.

Demostracion. Ya sabemos que toda topologia localmente convexa sa-
tisface la conclusion del teorema. Ahora supongamos que & es una clase
saturada de conjuntos o(F, E)-relativamente compactos que cubren a
F'. De la Proposicién 2.1.2 obtenemos que FE es un espacio topoldgico
lineal bajo la G-topologia. Probemos ahora que la &-topologia es més
fina que la o(E, F)-topologia. Sea V = {x € E: |y;(z)] < ¢,1 <i < n},
donde € > 0y y; € F para 1 < ¢ < n. Dado que la clase & es satura-
da tenemos que para cada 1 < i < n, los conjuntos {y;} pertenecen a
S, ast, =, M({vi}, (—e,e)) = V. Por tanto, el dual de E (con la &-
topologia) contiene a F. La prueba finaliza demostrando que de hecho
el dual de F es idéntico a F. Sea y una forma lineal continua respecto
de la &-topologia; entonces el conjunto {y}° es una vecindad de cero
en E. El item 1 de la Proposicién 2.3.1 nos dice que existe S € & tal
que S° C {y}°. Dado que & es saturada, podemos suponer sin pérdida
de generalidad que S es convexo, redondeado y o(F, E)-compacto. Del
Teorema del bipolar obtenemos que y € S°° =5 C F. O

Dado que el conjunto de topologias localmente convexas sobre E que
son consistentes con (F, F') es una laticce completa, tenemos que existe
una topologfa consistente con (FE, F) que es la més fina con este pro-
piedad. De la discusién anterior, tenemos que esta topologia es la de la
convergencia uniforme sobre los conjuntos o (F, E')-compactos, convexos
y redondeados de F’; dicha topologia es llamada la topologia de Mac-
key y es denotada por 7(F, F'). Todo espacio localmente convexo que
posea la topologia 7(F, F') es llamado un espacio de Mackey.
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La clase de espacios de Mackey es invariante bajo completaciones, es
decir, tenemos la siguiente afirmacion:

Proposiciéon 2.4.3. Si E es un espacio de Mackey, también E es un
espacio de Mackey.

Demostracion. A pesar de la simplicidad del enunciado, éste esconde
varios hechos, por ejemplo:

1. El dual topolégico de E coincide con (E)/ Esto se debe a que
toda forma lineal y continua se extiende uniformemente a E, e
inversamente, la restricciéon a £ de todo funcional lineal y continuo
en F es continuo.

2. Los conjuntos 7(E, E’')-equicontinuos y T(E, E")-equicontinuos son
los mismos. En otras palabras, dada una vecindad cerrada y abso-
lutamente convexa V' de cero en £, el conjunto [V] 5 posee el mismo
polar V° = ([V]g)o, luego, todo conjunto 7(E, E’)-equicontinuo es

7(E, E')-equicontinuo, y viceversa.

Dado que todo subconjunto absolutamente convexo y o (E’, E)—compacto
es absolutamente convexo y o(E’, F)-compacto, y como los conjuntos
7(E, E')-equicontinuos y 7(E, E')-equicontinuos son los mismos, tene-
mos que la topologia T(E7 E'’) es de Mackey. O

Antes de demostrar que los conjuntos acotados son los mismos en
cualquier topologia consistente, probaremos la siguiente:

Proposicién 2.4.4. Sean (E,v) y F espacios localmente convexos, y &
la familia de todos los conjuntos convexos, redondeados de E que son v-
compactos. Entonces todo subconjunto acotado débilmente de Z(E, F)
es acotado en la G-topologia.

Demostracion. Si H es acotado débilmente en L (E,F)y V € A% es
cerrada, convexa y redondeada, entonces B = (,cp u~ (V) es un con-
junto cerrado, convexo y redondeado en E que absorbe a todo conjunto
finito (item 2 del Teorema 2.1.5 considerando a la familia de los conjuntos
finitos de E), y por tanto es radial, es decir, B es un barril.

Veamos ahora que B absorbe a todo S € &, con lo cual H serd
acotado en la &-topologia (item 2 del Teorema 2.1.5). Sea S € &, dado
que S es convexo y redondeado, tendremos que 0 € S. Consideremos
al conjunto Eg C E definido como Eg = (J;2; nS, no es dificil ver
que FEg es un subespacio lineal de F en el cual S es una vecindad de
cero. Tomando el funcional de Minkowski de S en Fg, obtenemos que
el par (Eg, us) es un espacio normado cuya topologia es méas fina que
la inducida por v. Mas atn, (Fg,us) es un espacio de Banach. Para
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ver esto consideremos una sucesién de Cauchy {z,}nen en (Es, ps),
entonces {x, }nen es de Cauchy en (E,v). Dado que el rango de toda
sucesién de Cauchy es acotado tendremos que {x, }nen converge a un
punto x € Eg C FE, de este modo hemos verificado que (Fg,ug) es
completo. De lo anterior tenemos que (FEg, pg) es un espacio barrillado,
por ende BN Eg es un barril en Eg y una vecindad de cero en Eg, dado
que S es acotado tendremos que B absorbe a S. O

Corolario 2.4.5. Todo subconjunto o(FE, F)-acotado de E es 7(E, F)-
acotado, en decir, las familias de subconjuntos acotados son las mismas
para cualquier topologia localmente convexa consistente con (E, F').

Demostracion. Tenemos que la topologia 7(E, F) es la G-topologia, don-
de & es una familia saturada de conjuntos o(F, E)-relativamente com-
pactos que cubre a F. Sin pérdida de generalidad, tomando cerraduras
débiles en los elementos de &, podemos considerar a & como la familia €
de todos los conjuntos convexos, redondeados y o(F, E)-compactos. Con-
sideremos a F' = R en la proposiciéon anterior, de este modo obtenemos
la conclusién deseada. O

Los primeros ejemplos de espacios de Mackey que conoceremos son
los espacios barrillados y bornolégicos, en efecto, si E es un espacio ba-
rrillado, entonces el Corolario 2.3.9 nos dice que todo conjunto o(E’, E)-
compacto (o(E’, E)-acotado) de E’ es equicontinuo, por tanto, la topolo-
gia de E es més fina que 7(FE, F'), y por tanto deben ser idénticas. Si ahora
(E,v) es bornoldgico, la funcién identidad 1g: (E,v) — (E,7(E, F)) es
continua, pues la imagen de todo conjunto acotado es acotada, luego,
ambas topologias coinciden y por tanto E es de Mackey.

2.5. Topologias Fuertes

Sea (E,F) una dualidad, dado que los conjuntos acotados de ca-
da topologia consistente con la dualidad (F, F’) son escencialmente los
mismos, al considerar la familia &, de los conjuntos acotados en F', ge-
neraremos una G-topologia en F llamada la topologia fuerte y que sera
denotada por S(F, F). El principal “defecto” de esta topologia es que no
siempre es consistente con la dualidad (E, F).

Antes de continuar es conveniente establecer cierta notacién. Si E es
un espacio localmente convexo, los espacios (F,o(E, E")), (E,7(E, E")),
(E,B(E,E")) seran denotados por E,, E; y Eg respectivamente. La
notaciéon Ey, E7, Ej es completamente analoga. Ahora consideremos las
siguientes familias de subconjuntos de E’:

= ¢ denota a la familia de subconjuntos equicontinuos.
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= ¢ denota a la familia de subconjuntos cuya envolvente cerrada,
convexa y redondeada es débilmente compacta.

= 3 es la familia de subconjuntos fuertemente acotados de E’, y B,
es la familia de subconjuntos débilmente acotados de E’.

A continuacién veremos que estas familias son saturadas y que se tienen
las contenciones € C € C B C B,. Claramente, todo conjunto equi-
continuo es relativamente compacto en la topologia débil (Teorema de
Alaoglu-Bourbaki), por otro lado, no es dificil mostrar que la envolvente
convexa de la unién finita de una familia de subconjuntos compactos es
compacta, asi, debido a la Proposiciéon 2.1.8 € C € y € es una familia
saturada.

Ahora tomemos un conjunto convexo redondeado y compacto C' C
E! . Entonces C° es una vecindad de cero en E;, y por tanto absorbe a
todo conjunto acotado B C FE,, en otras palabras B° absorbe a C°° = C,
es decir, C es fuertemente acotado, con esto concluimos que € C ‘B.
Naturalmente, € es una familia saturada. Para las familias 8 y 9B, las
propiedades son claras.

Del Corolario 2.3.9 obtenemos que un espacio localmente convexo F
es barrillado si y sélo si las propiedades de ser equicontinuo, relativamen-
te compacto en sentido débil, fuertemente acotado y débilmente acotado
son equivalentes para cualquier subconjunto de E’, es decir € = B,.
Del Teorema de Mackey-Arens obtenemos que E es de Mackey si y solo
si € = €. A los espacios donde & = B se les llama infrabarrillados.
No debemos olvidar que las contenciones entre estas clases pueden ser
estrictas, en particular, existen espacios bornolégicos no barrillados.

Ejemplo 2.5.1. Sea X C RN el conjunto de todas las sucesiones reales
cuyo rango es finito, es decir, z € X si y sélo si z(N) es un subcon-
junto finito de R. X se convierte en un espacio normado bajo ||z|| =
sup,en |z(n)], de aqui que X sea bornolégico. Para ver que X no es
barrillado exhibiremos un conjunto débilmente acotado que no es equi-
continuo. Sea Y C Z(X,R) el conjunto de funciones f,,: X — R de-
finidas como f,,(z) = mx(m), claramente, este conjunto de funciones
es puntualmente acotado. Para ver que Y no es equicontinuo en 0, to-
memos € = 1, y veamos que para todo & > 0, B(0,¢) € (—1,1). Dado
£ >0, existe m € N tal que &£ > 1, por tanto, para z € B(0,§) tal que

xz(n) = génm, tendremos que f,,(z) = ma(m) = 5£ > 1. En conclusion,

X no es barrillado.

En ambitos més generales tenemos que existen espacios barrillados
no bornolégicos, obviamente la demostracién de este hecho sale de los
objetivos del presente trabajo, sin embargo, todo interesado la puede
consultar en [Shi54] y [Nacb4].
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El ejemplo anterior pone de manifiesto que en general S(E’, E) no
es consistente con la dualidad (F, E’), es decir, el dual topolégico de E;B
no puede identificarse con FE, por tanto, si denotamos por E” al dual
de Ej; obtenemos que F C E” C E™. El conjunto E” se denomina el
bidual de F, y puede ser dotado de una topologia de diferentes maneras.
Cuando tiene la topologia definida por la familia B (de E’) es usualmente
nombrado el bidual fuerte de E. Si en cambio posee la &-topologia
diremos que tiene la topologia natural, pues esta topologia induce la
topologia original de E.

Consideremos ahora al encaje canénico de FE en E”, dado por x — u,,
donde u, es la forma lineal definida en E’ cuya regla de asignaciéon es
uz(z') = (z,2'). Dicha funcién siempre es continua e inyectiva. Aunque
el objetivo no es desarrollar este tema de manera extensa, finalizaremos
esta seccion con unas definiciones.

Cuando E = E”, es decir, el encaje candnico es una biyeccién, di-
remos que el espacio E es semireflexivo. Si ademés en E’ se tiene la
coincidencia de las familias € y B, es decir, si el encaje canénico de FE
en E/ﬁ’ es un isomorfismo, diremos que el espacio F es reflexivo. Natu-
ralmente, F es semireflexivo si y sélo si es infrabarrillado, y es reflexivo
si y s6lo si es semireflexivo y barrillado.

2.6. Teorema de Grothendieck

Ahora trataremos de examinar un poco la completitud de un espacio
localmente convexo E bajo una &-topologia dada. En lo que sigue, RF
es considerado un espacio topoldgico con la topologia producto de Ty-
chonoff. Sabemos que E* es un conjunto cerrado en R¥, por tanto, E*
es un espacio topoldgico lineal completo. Del Teorema 2.2.6 obtenemos
que E’ es un subconjunto denso de E*, por tanto, podemos identificar
a E* como la completacién del espacio localmente convexo E’. En resu-
men, E’ es un espacio localmente convexo completo si y sélo si £/ = E*.
Aunque la discusién sélo se ha centrado en la topologia débil, el objetivo
de la presente seccién es examinar las diferentes &-topologias. Primero
nos centraremos en los espacios barrillados y bornoldgicos.

Proposiciéon 2.6.1. Sean F un espacio localmente convexo, y & una
familia de conjuntos acotados que cubren a E. Entonces:

1. Si E es barrillado, E’ es casi-completo para cada G-topologia.
2. Si & =9, y F es bornoldgico, entonces Eé es completo.

Demostracion.
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1. Para ver que E’ es casi-completo bajo cualquier G-topologia, de-
bemos mostrar que todo conjunto acotado y cerrado de E’ es com-
pleto. Dado que todo conjunto cerrado y acotado de E’ es equi-
continuo y cerrado (Proposiciones 2.3.8 y 2.1.8), del Teorema de
Alaoglu-Bourbaki concluimos que dicho conjunto es compacto.

2. Supongamos que F es bornoldgico. Sean .% es un filtro de Cauchy
en Elﬁ y Y% la red de Cauchy asociada a .#, entonces existe ¢ € E*
tal que ¥ — ¢. Dado que la convergencia es uniforme en cada
subconjunto acotado de E/ﬂ, tendremos que ¢ es una aplicacién
acotada en F, como E es bornoldgico llegamos a que ¢ € E’.

O

Al inicio del capitulo nos preguntamos lo siguiente: ;podemos carac-
terizar a la completaciéon de un espacio localmente convexo en términos
de su dual topoldgico? La respuesta estd detras del Teorema de comple-
titud de Grothendieck:

Teorema 2.6.2. Sea (E,v) un espacio localmente convexo, y sea &
una familia saturada de subconjuntos acotados que cubren a E. E’ es
un espacio localmente convexo completo bajo la G-topologia si y sélo
si toda forma lineal en FE que es v-continua en cada S € & resulta ser
continua en (E,v).

Demostracién. Supongamos que E’ es completo y que f es una forma
lineal en E’ que es v-continua en cada S € &, debemos mostrar que
f € E’, para lo cual es suficiente mostrar que fs puede ser aproximada
uniformemente en S por elementos de E’. Sean S € G y ¢ > 0, como & es
saturada, podemos suponer que S es convexo, redondeado y débilmente
cerrado. Sea f € E* tal que fg es v-continua en 0 € S, entonces existe
una v-vecindad de cero V' que es convexa redondeada y cerrada en F tal
que |f(z)| < € para cada x € SN V. Tomando polares obtenemos que
f € e(SNV)°. Ahora veremos que (SNV)° = conv(S°UV®). Como
0 € S°UV®°, del Teorema del bipolar obtenemos lo siguiente:

conv(S° U V) = (S°UV°)°° = (SNV)**° = (SNV)°,

claramente, conv(S°UV®°) C S°+Ve. Del item 2 de la Proposicién
2.3.1 y del Teorema de Alaoglu-Bourbaki obtenemos que S° + V° es un
conjunto cerrado (V° es compacto y S° es cerrado) y f € e(S°+V?), es
decir, existe g € eV° C E’ tal que f—g € £5°, entonces |f(z) —g(z)| < e
para cada x € S.

Reciprocamente, sean .# un filtro de Cauchy en E' y 3 la red de
Cauchy asociada a .%. Dado que la familia & es saturada y cubre a F,
entonces todo conjunto finito de E estd en la familia &, es decir, lim X(x)
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existe para cada x € E, claramente, esta funcién limite es lineal, por
tanto, existe f € E* tal que X — f. Como la convergencia es uniforme
en cada S € & llegamos a que f es continua en cada S, de la hipdtesis
obtenemos que f € E. O

Dado que las dualidades son sistemas simétricos la proposicion dual
del Teorema de Grothendieck es la siguiente:

Corolario 2.6.3. E es un espacio localmente convexo completo si y
sélo si todo funcional lineal definido en E’, que es o(E’, E)-continuo en
cada subconjunto equicontinuo de E’, es continuo en E’.

En general, no todo espacio localmente convexo E es completo, pero
podemos completarlo, el Teorema 1.5.5 es un teorema de existencia (y
unicidad), lamentablemente no nos especifica exactamente que espacios
pueden ser dignos de ser llamados la completacién de E. El siguiente
teorema aclarara esta duda.

Teorema 2.6.4. Sean E un espacio localmente convexo y & una familia
saturada de subconjuntos acotados que cubren a E. Consideremos al
conjunto Fy C E*, formado por todas las formas lineales definidas en
E que son continuas en cada S € &, con la G-topologia. Entonces F;
es un espacio localmente convexo completo que contiene a E' como un
subconjunto denso.

Demostracion. Primero debemos notar que E; junto con la &-topologia
es en efecto un espacio localmente convexo. Sea f € F; y tomemos
un S € & convexo, redondeado y débilmente cerrado; dado que f es
débilmente continua en 0 € S, para cada € > 0 existe una vecindad V'
de cero (en E) convexa, redondeada y cerrada tal que |f(x)| < e para
cada x € SNV. Continuando como en la demostracién del Teorema 2.6.2
obtenemos que f € e(S° + V°), es decir, existe g € eV° C E’ tal que
f — g € eS°, en otras palabras |f(z) — g(z)| < € para cada x € S, pero

[f(@)[=lg(@)] < [[f ()] = lg@)I| < [f(2)—g(2)] <& = |f(2)] < e+|g(2)],

para cada z € S, dado que g € E’, g es acotada en S, por tanto, f
lo es. Del Teorema 2.1.1 obtenemos que FE; es un espacio localmente
convexo. Lo anterior también pone de maniefiesto que E’ es denso en
F;. Finalmente, andlogo a la parte final de la demostracion del Teorema
2.6.2, E; resulta ser un espacio completo. O



Capitulo 3

Espacios Localmente
Convexos Libres

En la Introduccién se ha comentado un poco acerca de la historia
del desarrollo del concepto de espacio localmente convexo libre. Este
capitulo esta dedicado completamente a explorar este concepto y atender
varias cuestiones concretas. Como se hizo ver anteriormente, los espacios
localmente convexos son flechas universales en ciertas categorias; como
tal, la forma usual de demostrar la existencia de estas estructuras es
mediante el Teorema del funtor adjunto de Freyd ([ML98], Cap. 5, Sec.
6, Teorema 2). Dicho teorema nos garantiza la existencia y unicidad
(salvo isomorfismo) del espacio localmente convexo libre, pero no nos
dice de qué espacio se trata ni cuales son sus elementos. Iniciaremos
proponiendo, a manera de ejemplo, cudl es el candidato a ser llamado
“el espacio localmente convexo libre”.

Ejemplo 3.0.1. El espacio vectorial libre L(X) sobre el conjunto X es
un ejemplo de flecha universal. Sea Vet la categoria de espacios vectoria-
les reales cuyos morfismos son las transformaciones lineales entre ellos.
Consideremos el funtor de olvido U: Vet — Set. Sea X un conjunto,
y consideremos al espacio lineal L(X) de todas las funciones reales con
soporte finito, es decir, L(X) = {f € RX: f~1(R\ {0}) es finito}. Defi-
nimos el encaje de Dirac como la funcién i: X — L(X) dada por la
regla x — J,, donde:

1 s oz=y
5w(y)—{0 si THy

La funcién i encaja a X como una base de Hamel de L(X). Por otro
lado, consideremos un espacio vectorial E, tomemos cualquier funcién

49
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¢: X — Eyunpunto \yz1+- -+ Az, € L(X), entonces p se extiende
de manera tnica a un operador lineal ®: L(X) — E definido por:

¢ <z": )\i5zi> = i Aip(zi),
i—1 =1

observe que ¢ = U® o i, es decir, (i, L(X)) es un objeto inicial de la
categorfa coma (X | U).

La versién topologica de lo anterior es la siguiente:

Sea X un espacio topolédgico. El espacio localmente convexo li-
bre sobre X se define como un par (i, L(X)), donde ¢: X — L(X) es una
inyeccién continua, y L(X) es un espacio localmente convexo (no necesa-
riamente de Hausdorff), tales que para toda funcién continua ¢: X — E,
donde E es un espacio localmente convexo (no necesariamente de Haus-
dorff), existe un operador lineal continuo ®: L(X) — E de modo que
p = ® o4; es decir, de forma que el siguiente diagrama es conmutativo:

L(X)
N
N
AN
N @
(3 AN
N
N
N
N
X———F

Como vemos, el ejemplo anterior ya nos da una idea de lo que puede
ser el espacio localmente convexo, el siguiente teorema nos aclarara esta
duda.

Teorema 3.0.2. Sea X un espacio topoldgico. El espacio localmente
convexo libre L(X) sobre el espacio topoldgico X siempre existe, estd
dotado de la topologia 7 localmente convexa més fina (no necesariamente
de Hausdorff) que hace del encaje de Dirac una funcién continua, es inico
salvo isomorfismo topoldgico y se caracteriza por la siguiente propiedad
universal:

(L) Sigp: X — F es una funcién continua, donde E es un espacio local-
mente convexo (no necesariamente de Hausdorff), entonces existe
un unico operador lineal continuo ®: L(X) — E tal que ®oi = .

Demostracion. Consideremos el par (i, L(X)) formado por el encaje de
Dirac 4, y el conjunto L(X) = {f € RX: f=}(R \ {0}) es finito}. La
demostracién del teorema reside en probar que el par (i, L(X)) es un
objeto inicial de la categoria coma (X | U), donde U: Locon — Top
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es el funtor de olvido, y Locon es la categoria de espacios localmen-
te convexos (no necesariamente de Hausdorff) cuyos morfismos son las
transformaciones lineales continuas. En primer lugar, note que 7 siem-
pre existe, pues la topologia indiscreta {L(X), 0} es localmente convexa
y hace de ¢ una funcién continua, ademas, el supremo de una familia de
topologias localmente convexas es localmente convexa.

Ahora veamos que se cumple la propiedad de universalidad. Supon-
gamos que ¢: X — FE es una funciéon continua, donde E es un espacio
localmente convexo (no necesariamente de Hausdorff), y sea ® el tnico
operador lineal que extiende a . Para ver que ® es continuo, conside-
remos unas bases locales Ay # de L(X) y E, respectivamente, for-
madas por conjuntos absolutamente convexos; no es dificil verificar que
A" = &) es una base de vecindades de L(X). Por tanto, la familia
N ={VNW:V e N, W e .#'} es una base de vecindades de L(X).
Recordemos que una topologia vectorial estd determinada tnicamente
por una base de vecindades alrededor del punto 0, asi, .4 determina
una topologia localmente convexa 7’ mas fina que 7 y que hace de i una
funcién continua. En efecto, como

SV AW) =i (V) N (W) = i (V) N (@ (U)) =
=i (V)N (®oi) 1 (U) =i " (V)N HU),

tenemos que ¢ es continua en (L(X),7’), y de la definicién de la topologia
de L(X) obtenemos que las topologfa generadas por las bases locales A"
y A son esencialmente las mismas.

De lo anterior, tenemos que los conjuntos de la forma V N W con
Ve /W € .4 son abiertos en 7, como L(X) € .4, obtenemos
que W € 7 con W € ', es decir, ® es una funcién continua. En
resumen, (L(X),4) es un objeto inicial en la categorfa coma (X | U),
por consiguiente, L(X) es tnico (salvo isomorfismo topolégico). Otra
forma de contruir al espacio localmente convexo libre sobre X es la dada
en [Tkal6] (Cap. 1, Sec. 1.3). O

Sea ¢ € C(X, E), donde F es un espacio localmente convexo, convie-
ne hacer una notaciéon que no de lugar a dudas sobre el operador lineal,
hasta ahora representada por, ® que extiende lineal y continuamente a .
En lo que sigue, a menos que se indique lo contrario, dicha extensién sera
representada por ¢. Ahora si, los primeros resultados que obtendremos
sobre la topologia de L(X) son los siguientes:

Proposicion 3.0.3.
1. (L(X),C(X)) es un sistema dual.

2. L(X) es de Hausdorff si y sélo si C(X) separa puntos de X.
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3. Si X es de Tychonoff, entonces i es un encaje topologico, en tal
caso i(X) es un subconjunto cerrado de L(X).

Demostracion.

1. Claramente, (L(X), L(X)') es un sistema dual, la prueba de este
hecho finaliza demostrando que existe un isomorfismo de espacios
lineales entre L(X)' y C(X), donde C(X) es el conjunto de todas
las funciones continuas real-valuadas definidas en X. El isomorfis-
mo es el dado por ¥: C(X) — L(X)', donde ¥(¢) = @. No es
dificil ver que ¥ es una biyeccién y que V(A\p + uw) = Ap + pw,
A peR.

2. Se desprende del Teorema de Hahn-Banach y del item anterior.

3. Supongamos que X es de Tychonoff. Sean x € X y F' C X tales que
z ¢ F, entonces existe una funcién continua ¢: X — [0,1] C R de

modo que o(z) = 0y p(F) C {1}. Asi, 3(5,) = 0y B(i(F)) C {1},

es decir, i(z) = 0, ¢ i(F). Como i separa puntos de conjuntos
cerrados obtenemos que ¢ es un encaje.

Note que el encaje de Dirac sittia a X como un subconjunto de
L(X). Ahora sea §: X — X C L(BX) el encaje de X en su
compactaciéon de Stone—(v]e~ch. Note que 8 puede extenderse a un
operador lineal continuo 8: L(X) — L(B8X); como 8X es com-
pacto, tendremos que 8X es cerrado en L(SX), y dado que 5 es

continua e inyectiva, obtenemos que X = 37!(B3X) es cerrado en
L(X).

O

Note que si en la proposicién anterior suponemos que L(X) es de
Hausdorff y que ¢ es un encaje topologico, entonces X es de Tychonoff.

Ejemplo 3.0.4. Sea Tych la subcategoria de Top formada por todos
los espacios topolégicos de Tychonoff. Observe que, dado un espacio
topolégico X, la relacion ¢ ~ y < f(z) = f(y) para toda f € C(X)
es una equivalencia. Consideremos al conjunto X, formado por todas
las clases de equivalencia, entonces X1 dotado de la topologia cociente
es un espacio topoldgico de Tychonoff tal que C(X) = C(Xr) ([Tkall],
Problema 100). Consideremos el funtor de inclusién I: Tych — Top,
entonces (m, X7) (7 es la proyeccién natural) es una flecha universal en
la categoria coma (X | I). En efecto, sea Y € Tych y consideremos
una funcién continua f: X — Y, tomando f: X7 — Y definida por
f([z]) = f(x) obtenemos que fom = f. Dado que X tiene la topologia
cociente obtenemos que ]?es continua si y sélo si f lo es.
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Lo anterior puede realizarse en el ambito de los espacios localmente
convexos. Sea I: LHvs — Locon el funtor de inclusién, donde LHvs
es la subcategoria de Locon formada por todos los espacios localmente
convexos de Hausdorff. Si E es un espacio localmente convexo, no nece-
sariamente de Hausdorff, entonces la pareja (, F') es una flecha universal
en la categoria coma (E | I), donde F = E/{0}.

El ejemplo anterior promueve la idea que de aqui en adelante sélo
sean considerados espacios localmente convexos de Hausdorff y espacios
topolégicos de Tychonoff.

3.1. Pares de Seminormas

En las Proposiciones 1.5.18 y 1.5.19 puede verse que toda topologia
localmente convexa estd determinada por una familia de seminormas
y viceversa. El objetivo de esta seccién es similar. Queremos exhibir
una familia de seminormas que genere la topologia de L(X), pero con
la caracteristica adicional de que, al restringirlas a X, obtengamos la
topologia original de X. Este enfoque que seguiremos es el que Joe Flood
ideé para su tesis doctoral [Flo84]. Antes de continuar, estableceremos
cierta notacion.

Todo nimero real serd escrito en letras griegas (mindsculas), y el ele-
mento A1z, + -+ Apdy, € L(X) serd denotado por A (letra en mayts-
cula); el conjunto {x1,...,z,} se llamard el soporte de A y se denotara
supp(A). Respecto a las funciones continuas en X, éstas serdan denotadas
por las letras f,g,... y a sus extensiones lineales continuas a L(X) las
escribiremos f, g, - ... Recordemos que el dual topologico de L(X) pue-
de identificarse con C(X), por tanto, cuando C(X) esté dotado de la
topologia débil, éste serd denotado por Cp(X).

Como sucedié en el capitulo anterior, conviene estudiar a los sub-
conjuntos equicontinuos de C(X). Primero note que si H C C(X) es
equicontinuo y débilmente acotado, entonces la funcién

pr(A) = sup {|F()| : F e H (3.1)

estd bien definida e induce una seminorma en L(X), ademds, la pseudo-
métrica

du(z,y) = pu(ds — 0y) = sup{|f(x) = f(y)| : f € H} (3.2)

es continua en X debido a la equicontinuidad de H. Consideremos ahora
un espacio pseudométrico (X, d) y una funcién ¢ € C(X), o(z) > 0 para
cada x € X, tal que |o(z) — o(y)| < d(z,y), es decir, de modo que o es
una contraccién. Para cada contraccion g definimos el conjunto

B(d,0) ={9€C(X): |9l <oy lg(x) —9(y)| < d(z,y),z,y € X},
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este tipo de conjuntos son de gran importancia en el desarrollo del pre-
sente capitulo, por tanto, resumiremos algunas propiedades sobre B(d, )
en la siguiente:

Proposicién 3.1.1. B(d, ¢) es un subconjunto equicontinuo de C(X),
absolutamente convexo, y cerrado en Cp(X). Adicionalmente, B(d, o)
define una seminorma p(d, ¢) como en (3.1) por medio de

p(d, 0)(A) = sup{|g(A)[ : g € B(d, 0)}, (3.3)

dicha seminorma determina una pseudométrica, como en (3.2), dp tal
que dp < d.

Demostracion. Recordemos que si (X, d) es un espacio pseudométrico,
entonces d: X X X — R es una funciéon uniformemente continua, por
tanto, una simple verificacién nos muestra que B(d, ¢) es equicontinuo.
Tampoco es dificil porbar que es absolutamente convexo.

Probemos ahora que B(d, g) es un subconjunto cerrado de Cp,(X). Sea
f € B(d, o), entonces existe una red {go}aca C B(d, o) tal que g, — f.
Es claro que |f| < o, por tanto, dados xz,y € X y € > 0, existe ag € A

tal que si a > ap, entonces |f(z) — go ()| < 5 ¥ [f(¥) — 9a(y)| < §, por
ende

|f (@)= F W] < (@) =ga(@)[+]9a(®) = ga (W) +]f () —ga(y)| < d(z,y)+e,

es decir, f € B(d, ). Por otro lado, del Corolario 2.1.7 se obtiene facil-
mente que el nimero

p(d, 0)(A) = sup{[g(A)| : g € B(d,0)},

estd bien definido para cada A € L(X). Una simple verificacién nos
muestra que

dp(z,y) = sup{|g(z) — g(y)| : g € B(d,0)} < d(z,y). (3.4)

O

Si en (3.4) obtenemos que dg = d, diremos que el par (d, ) es un par
de seminormas. La siguiente proposicién caracteriza a estos pares.

Proposicion 3.1.2. Sean d una pseudométrica continua en un espacio
topoldgico X y ¢ una contraccién en C(X). (d, 0) es un par de seminor-
mas si y sélo si o(x) + o(y) > d(x,y) para todo par de puntos z,y € X.

Demostracion. Si(d, o) es un par de seminormas, tendremos que d(x,y) =

dp(z,y) = sup{|lg(z) — g(v)|: ¢ € B(d,0)} < o(x) + o(y). Reciproca-
mente, el hecho de que ¢ es una contraccién junto con la desigualdad



3.1 Pares de Seminormas 55

o(z) + o(y) > d(z,y) implican que [o(y) — d(z,y)| < o(z) para todo
par de puntos z,y € X, ademés p > 0. Para cada z € X definimos
g=(x) = o(z) — d(z,2), entonces |g.(z)| = [o(z) — d(z,2)| < o(z) ¥
lg.(x) — g.(y)| < d(x,y), es decir, g. € B(d,0), z € X. Finalmente,
como g,(z) — g.(x) = d(z, z), obtenemos que sup{|g.(z) — 9.(¥)|: z €
X} =d(x,y). Por tanto, (d, 0) es un par de seminormas. O

Puntualizamos que un par de seminormas en un espacio topolégico
X es un par (d, p), donde d es una pseudométrica y ¢ es una funcién no
negativa tales que

lo(z) — o(y)| < d(z,y) < o(z) + o(y). (3.5)

Note que en particular (d,ds,) es un par de seminormas, dy,(y) =
d(zo,y), zo € X. Como se mencioné antes, Flood es el creador de dicho
concepto, y argumenta que la siguiente proposicién es la razén de su
denominacién.

Proposicién 3.1.3. Sea (E,p) un espacio lineal seminormado. Si X es
un subconjunto de E, entonces la restriccién del par (dp,p) a (X x X, X)
es un par de seminormas en X, donde dy(e1,e2) = p(e1 —e2), e1,e2 € E.
Reciprocamente, si (d, ¢) es un par de seminormas en X, este puede ser
encajado en un espacio lineal seminormado (E,p) tal que d, = d en
XxXyo=pen X.

Demostracion. Como |p(e1) — p(e2)| < p(er — e2) < p(e1) + p(ez) para
todo eq,e2 € E, obtenemos que (d,,p) es un par de seminormas. Reci-
procamente, si (d, o) es un par de seminormas en X, tomando a E como
L(X) y a p como en (3.3), obtenemos que (L(X),p) es un espacio semi-
normado tal que d, = d en X x X. Por otro lado, note que ¢ € B(d, o),
por tanto, p = p en X. En efecto, para x € X,

p(x) = p(d, 0)(z) = sup {|g(x)| : g € B(d,0)} = o().
O

Como vemos, los pares de seminormas relacionan de una buena ma-
nera a las pseudométricas continuas en X con seminormas en L(X). De
hecho esta relacién es tal que los pares de seminormas definen la topo-
logia de L(X). Antes de probar esta afirmacién veamos una importante
consecuencia del Teorema de Hahn-Banach.

Corolario 3.1.4. Si E es un espacio vectorial en el cual estd definida
una seminorma p, entonces

p=sup{|f]: fe E"y |f| < p}. (3.6)
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Demostracion. Del Teorema 1.5.29 se obtiene facilmente que p esta por
encima de sup{|f|: f € E* y |f| < p}. Por otro lado, dado z € E,
consideremos al subespacio L = lin(z). En tal subespacio definamos
la funcién f(Ax) = Ap(z) para cada A € R, claramente f es lineal y
|f(Ax)| = |p(Az)|, por el Teorema 1.5.29 existe un funcional lineal f;
definido en FE tal que extiende linealmente a f y sigue dominado por p,
sin embargo, en este caso tenemos que fi(z) = f(x) = p(x). Como lo
anterior puede realizarse para cada x € E, concluimos que el supremo
es alcanzado y que en efecto (3.6) es una igualdad. O

Teorema 3.1.5. Si X es un espacio topoldgico, entonces el conjunto de
las seminormas p(d, o), donde (d, ) es un par de seminormas en L(X)
y d es una pseudométrica continua en X, define la topologia de L(X).
Maés aun, la familia de pseudométricas dg generan la topologia de X.

Demostracion. El esquema de la demostracion estd formado como sigue.
Primero probaremos que las seminormas p(d, g), donde (d, 9) es un par
de seminormas en L(X) y d es una pseudométrica continua en X, son
las mayores seminormas definidas en L(X) tales que

p(d, 0)(0z — by) = d(z,y) y p(d, 0)(d:) = o(2).

Finalmente, demostraremos que cada seminorma continua definida en
L(X) estd dominada por una seminorma p(d, o).

Dado que (d,0) es un par de seminormas en L(X) obtenemos que
p(d, 0)(6z — 6y) = d(z,y) y p(d,0)(0:) = o(z) para cada z,y,z € X.
Por otro lado, supongamos que ¢ es una seminorma en L(X) tal que
q(6z — 0y) = d(z,y) ¥ q(6,) = o(z) para cada z,y,z € X, entonces del
Corolario 3.1.4 obtenemos que

q =sup{|f|: |f| < q},

pero como f € B(d, ) se tiene que |f| < p(d, 9), y por ende, p(d, ¢) > q.
Como se ve en la Proposicion 1.5.19, la familia de intersecciones fini-
tas de conjuntos de la forma

Vold. 01m) = {8 € LX) i, 0)) <

donde n € N, definen una base de vecindades de 0 € L(X). Si probamos
que cada seminorma continua ¢ definida en L(X) estd dominada por
una seminorma p(d, 0), habremos probado que la topologia generada
por p(d, ) es méas fina que la generada por ¢, y en consecuencia, la
familia de seminormas p(d, ¢) generara la topologia de L(X). Por la
Proposicién 3.1.3, tendremos que (dy, g o i) es un par de seminormas en
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X, donde dy(z,y) = ¢q(d; — 0,), en consecuencia, de la primera parte de
la demostracién se deriva que p(dq, q) > q.

El hecho de que todo espacio de Tychonoff es uniformizable junto con
el Teorema 1.4.1 implican que en todo espacio de Tychonoff existe una
familia de pseudométricas & que genera la topologia de X. También
hemos puntualizado que los pares de la forma (d,d,,), donde d € & y
xg € X, son pares de seminormas. De la Proposiciéon 3.1.3 se desprende
que la familia de pseudométricas {dp = d: d € &} genera la topologia
de X. O

3.2. Propiedades basicas de L(X)

Cuando X es de Tychonoff, podemos suponer que el conjunto i(X)
es una copia homeomorfa de X, como tal, es natural preguntarnos si la
topologfa que posee el conjunto X afecta o no a la topologia de L(X).
La respuesta es que si, y en ciertos casos, en gran medida.

SiY C X, el simbolo L(Y, X) representa al subespacio lineal generado
algebraicamente por Y en L(X), claramente, L(Y, X) posee la topologia
de subespacio.

Proposicién 3.2.1. SiY C X esun conjunto cerrado, entonces L(Y, X)
es cerrado en L(X).

Demostracion. Sea A € L(X)\ L(Y, X), donde A = 37" | Nid,,, Ny €R
no nulos, 1 <i < n,yx; # x; sii# j. De lo anterior, podemos suponer
sin pérdida de generalidad que z; ¢ Y. Dado que X es de Tychonoff,
existe f: X — Rtal que f(z1) =1y f(X\ (ZU{x2,...,z,})) = {0}.
Note que f(L(Y,X)) = 0y f(A) = f (X, Nizi) = A # 0. Con-
sideremos una_vecindad abierta V' de A; € R de tal modo que 0 ¢ V,
entonces A € f~1(V)y f~H(V)NnL(Y,X) = 0. O

Proposicién 3.2.2. Si Y C X es un conjunto denso, entonces L(Y, X)
es denso en L(X).

Demostracion. Sea A € L(X)\ L(Y, X), donde A =377 A;d,,, \j € R
no nulos, 1 < ¢ < n,y x; # x; si j # k. Como las operaciones de
espacio vectorial son continuas en L(X), para toda vecindad abierta de
A, existen Vj, vecindades de d,, en L(X) tales que Zj’;l A;V; C V), note
que i1 (V; Ni(X)) es abierto en X para cada 1 < j < n, luego, existen
Yi,---,y; €Y tales que o, € Vj, asi 30 Ay, € 35770 NV C V), es
decir, L(Y, X) NV # (). O

Respecto a la separacion de la topologia de L(X) tenemos los siguien-
tes resultados:
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Proposicién 3.2.3. Si X es un espacio no normal, entonces L(X) no
es normal.

Demostracion. La conclusion de este hecho reside en que si L(X) fuera
un espacio normal, el conjunto i(X), al ser un subconjunto cerrado de
L(X), deberia ser normal y esto contradice nuestra hipdtesis. O

Ejemplos 3.2.4.

1. Consideremos a X como el plano de Tychonoff, X = [0,wq] %
[0,w1] \ {(wo,w1)}, sabemos que X es un espacio de Tychonoff que
no es normal, por ende L(X) es un espacio localmente convexo no
normal.

2. Incluso si X fuera normal, L(X) no tiene por que ser normal. De-
notemos por A(X) al grupo abeliano topoldgico libre sobre X en
el sentido de Markov, y por Ag (X, p) al grupo abeliano topolégico
libre, sobre el espacio X, con punto distinguido p € X, en el senti-
do de Graev. De [GtdDI48] se deduce que el grupo Ag(Y,e), donde
Y = X U{e} ye¢ X es un punto aislado en Y, coincide con el
grupo A(X). Adicionalmente, en [McP03] (anunciado primero en
[Tka83a]) se observa que A(Y,e) = A(X) se encaja como un sub-
grupo de L(X). Por otro lado, si X es compacto, entonces Y tam-
bién lo es, y del Teorema 6 de [GtdDI48] se obtiene que Ag(Y,e) =
A(X) es Weil-completo. Ahora, note que si X es un espacio no com-
pacto, tomando la funcién continua 3: X — 38X, obtenemos un
homomorfismo continuo 8: A(X) — A(BX) C L(BX), dado que
A(BX) es Weil-completo se tiene que es cerrado en L(5X), luego
AX) = 5_1(A(6X)) es cerrado en L(X). El resto de la prueba
reside en el hecho de que A(X), el grupo abeliano topolégico li-
bre sobre X (en el sentido de Markov), contiene una copia cerrada
isomorfa a X™ para cada n € N [ATO08] (original de [ST74]). Por
todo lo anterior, cuando X es la linea de Sorgenfrey, tenemos que
X es un espacio normal, que posee un cuadrado X x X no normal
([Eng89], Ejemplo 2.3.12). De aqui concluimos que L(X) no puede
ser normal.

Continuando con las propiedades que X refleja en L(X) tenemos
el siguiente Teorema; aunque la versién original ([Ark92], Proposicién
0.5.13) estd hecha para el espacio débil L,(X), la demostracién sigue
siendo valida en L(X).

Teorema 3.2.5. Sea P cualquier clase de espacios topoldgicos con las
siguientes propiedades:

1. La imagen continua de un miembro de P reside en P.
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2.8 X = J{X,:n € N} y X,, € P para cada n € N, entonces
también X € P.

3. Si X,Y € P, también X x Y € P.
4. ReP.
Si X € P, entonces L(X) € P.

Demostracion. Sea X € P, de las propiedades 3. y 4. se obtiene que
X™ x R™ € P para cada n € N. Definamos la funcién ¢, : X" x R" —
L(X) por la regla:

¢n(x1,...,$n;>\1,...,>\n) :)\1.’E1++)\n.’bn

Por medio de L, denotemos a la imagen de X™ x R™ bajo ¢,,. Como
¢, es continua, de la propiedad 1. se deriva que L,, € P. Es facil ver
que L(X) = |U{Ln: n € N}, por tanto, aplicando 2. obtenemos que
L(X)eP. O

Ejemplos 3.2.6.
1. Si X es separable, entonces L(X) también lo es.
2. X es o-compacto si y sélo si L(X) lo es.

3. Si X™ es de Lindelof para cada n € N, entonces L(X) es de Linde-
16f. En este tltimo caso debemos notar que como R" es o-compacto
para cada n € N, se tendrd que X™ x R™ es una unién numerable
de subespacios cerrados de Lindelof.

Ahora introduciremos un poco de notacién debida al Teorema ante-
rior. Dado A € L(X) no nulo, definimos la longitud de A I(A) como
el menor entero no negativo n para el cual existen xy,x2,...,2, € X
v A1, A2,..., An € R tales que A = 2?21 XNiz;. En el caso del elemento
nulo 0 de L(X) definimos simplemente [(0) = 0. En relacién a lo anterior
definimos los siguientes conjuntos:

La(X) = {A € L(X): I(A) < 0}, y My(X) = Lo(X) \ Loy ().
Los conjuntos L, (X) tiene la siguiente carcateristica:
Proposicién 3.2.7. El conjunto L, (X) es cerrado en L(X).

Demostracion. Note que cuando n = 0 se tiene que Lo(X) = {0} que
claramente es cerrado. Supongamos que n > 1y sea A € L(X) \ L,(X).
Entonces A = Zle Aix;, donde k > n, \; # 0, parai = 1...,ky
x; # x; para ¢ # j. Dado que X es de Tychonoff, podemos tomar
vecindades disjuntas V; de los puntos z;, 1 < ¢ < k y funciones continuas
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fi: X — R tales que fi(z;) =1y fi(X \ V;) = {0}. Como el conjunto
W =U{f,*(R\ {0}):i=1,...,k} es abierto en L(X) tendremos que
A e W, pues f;(A) = \; #0, 1 <i <n. La prueba termina demostrando
que WNL,(X)=0.

Sea I' € W tal que I(I') = m, y I' = Z;"Zl v;y; donde ; # 0,
para j = 1l...,m y y; # y; para i # j. Entonces J?J(I‘) # 0, es
decir, f; (Z;nzl 'yjyj> = > L1 vifily;) # 0. De aqui se implica que
Vin{yr,...ym} # 0 para cada 1 < ¢ < k y que el sistema {U;: i =

1,...,k} (U =Vin{y1,...Ym}) estd formado por conjuntos mutuamen-
te disjuntos y no vacios. De este modo m > k > n y en consecuencia
WNLy(X)=0. O

3.3. Propiedades de la topologia débil

El estudio de los espacios L(X) no ha sido tan profundo como el de
otros objetos matematicos, no obstante, y a pesar de que los resultados
conocidos sobre L(X) son contados, lo anterior es una pequefia muestra
de todo lo que se sabe sobre L(X). Afortunadamente, se sabe un poco
mas acerca de los espacios débiles L,(X). Dichos espacios vinculan a
nuestro objeto de estudio con la teoria de espacios funcionales. Tal teoria
ha tenido, y sigue teniendo, un gran desarrollo en los tltimos afios, por
lo cual hemos decidido ligarlas y analizar un par de proposiciones sobre
las llamadas “equivalencias funcionales”.

Dos espacios topolégicos X y Y son [-equivalentes si los espacios
Cp(X) y Cp(Y) son linealmente homeomorfos. Cuando los espacios L(X)
y L(Y) son linealmente homeomorfos diremos que los espacios son L-
equivalentes. Por otro lado, recordemos que todo espacio de Tycho-
noff es uniformizable, por tanto, cuando los espacios Cp,(X) y Cp(Y)
son uniformemente isomorfos, haremos referencia a que X y Y son u-
equivalentes. Finalmente si C,,(X) y C,(Y) son topoldgicamente iso-
morfos (homeomorfos), llamaremos a los espacios X y Y t-equivalentes.
La notacién es sencilla, ante cualquiera de las situaciones anteriores es-
cribiremos X ~ Y, X 3 Y, X~Y, X i Y, respectivamente.

Iniciamos con una afirmacién que nos indica (probablemente) por
que se denominé asi a los espacios l-equivalentes.

Teorema 3.3.1. X ~ Y si y sblo si L,(X) es linealmente isomorfo a
L,(Y).

Demostracion. Recuerde que (L(X),0(L(X),C(X))) = Lp(X), es de-
cir, Ly(X) es el espacio localmente convexo libre sobre X dotado de la
topologia débil. Por otro lado, Cp(X) es el conjunto C'(X) dotado de la
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topologia de subespacio de R¥, en otras palabras, tiene la topologia dé-
bil respecto a la familia de funciones {p,: z € X}, donde p,: RX — X
v pz(f) = f(z) = 6,(f). Como todo elemento de L(X) es un funcional
lineal continuo sobre C(X), podemos dotar a C'(X) de la topologia débil
o(C(X),L(X)). Dado que i(X) es una base de Hamel de L(X), se tendra
que o(C(X), L(X)) = o(C(X),i(X)), en otras palabras, la topologia de
Cp(X) es la topologia proyectiva respecto de {6,: « € X}. En conclu-
sién Cp(X) es el dual débil de L(X). Adicionalmente, del Teorema de
Mackey-Arens se desprende que dichas topologias son compatibles con la
dualidad entre estos espacios. En resumen tenemos que L, (X)" = C,(X)
¥ Cy(X) = L(X).

Es claro que cuando dos espacios localmente convexos E y F' son iso-
morfos topolégicamente, entonces son el mismo objeto tanto linealmente
como topoldgicamente, por ende, sus espacios duales débiles deben ser
linealmente homeomorfos. De aqui que C,(X) es isomorfo topoldgica-
mente a C,(Y") si y sélo si L,(X) es isomorfo topoldgicamente a L, (Y").

O

Antes de aplicar el contenido del Teorema anterior, debemos imponer
un comentario: el espacio L,(X) también puede verse como el espacio
topoldgico lineal libre débil sobre X. En analogia con la definicién del
espacio localmente convexo libre, se define el espacio topolégico lineal
libre débil sobre X como el par (i, L,(X)), donde : X — L,(X) es una
inyeccién continua, y L,(X) es un espacio topoldgico lineal cuya topolo-
gia es débil tal que para todo espacio topoldgico débil E y toda funcién
continua ¢: X — E existe un operador lineal continuo ®: L,(X) — FE
de modo que ¢ = ® oi. La demostracion de la existencia y unicidad del
espacio L,(X) es completamente similar a la demostracién de la exis-
tencia y unicidad del espacio L(X). Cabe destacar que la topologia de
L,(X) es la topologia localmente convexa débil més fina que hace del
encaje de Dirac una funcién continua.

El Ejemplo 3.0.1 es fundamental en la descripcién de varias estructu-
ras lineales libres sobre X, como caso adicional también podemos definir
el espacio topoldgico lineal libre sobre X [GM17], y haciendo una
pequena variacién a dicho ejemplo, podemos definir el espacio local-
mente convexo libre de Graev que no es méas que el analogo al grupo
abeliano libre de Graev [GM17].

Regresando al Teorema 3.3.1, su aplicacion principal recae al momen-
to de relacionar las equivalencias definidas al inicio de esta seccién.

Corolario 3.3.2. Supongamos que X A Y, entonces X B Y, X_XYy
xAy.
Demostracion. Demostraremos que cada una de las equivalencias es pre-

cedida por la anterior, es decir, probaremos que X Ly=xty=
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XAYy=XAy.
Primeramente supongamos que X & Y, entonces Cp(X) es lineal-

mente isomorfo a Cp(Y'), es decir, X A Y, més aun, este isomorfismo es
compatible con las uniformidades de C,(X) y Cp(Y), en otras palabras,

X A Y. El hecho de que X LY es completamente claro. Finalmente,

cabe mencionar que ninguna de las implicaciones anteriores posee un
reverso ([Tkal6], V.137 y V.316). O

Estas equivalencias no son las inicas que se estudian, como comenta-
rio adicional, existen otros tipos de equivalencias como la h-equivalencia

(X Ly si y s6lo si X es homeomorfo a Y), la M-equivalencia (X Xy si
y s6lo si F(X) es topol6gicamente isomorfo a F(Y')), la A-equivalencia

(X LY si y sblo si A(X) es topoldgicamente isomorfo a A(Y)); entre
otras.

Estas tltimas son de gran importancia pues tienen que ver con estruc-
turas libres, ademéds es interesante ver que ser M-equivalentes implica
ser A-equivalentes ([ATO08], Proposicién 7.10.1). Por otro lado, invarian-
tes como la pseudocompacidad (compacidad, compacidad + metrizabi-
lidad) que se preservan por A-equivalencia ([ATO08], Teoremas 7.10.10 y
7.10.11), también se preservan mediante L-equivalencia ([GM17], Teo-
remas 4.6 y 4.7). Asimismo, existe un método debido a O. Okunev
[Oku90], para generar M-equivalencias que fue extendido por A. V. Ark-
hangel’skii, [Ark82|, para generar Il-equivalencias. Cabe destacar que el
primero en publicar un método para generar M-equivalencias fue V. V.
Tkachuk en [Tka83b].

En nuestro caso, nos interesa el estudio de la L-equivalencia, pues
aunque no se hizo mencién de esto al final del Teorema 3.2.5, la motiva-
cién principal que surge al estudiar dicha equivalencia esta en que para
toda propiedad topologica £, en el espacio X, que se preserva por L-
equivalencia, existe una propiedad topoldgico-lineal 2, correspondiente
a Z,en L(X).

Algunas propiedades basicas de este tipo se encuentran en la lista de
Ejemplos 3.2.6, sin embargo, a modo de que no decaiga el interés, pode-
mos preguntarnos, almenos momentaneamente, jcuél es la propiedad &
correspondiente a la completez de L(X)?, la respuesta no es nada simple
y el siguiente capitulo estd dedicado a reponder esta cuestion.

Para finalizar, haremos enfésis en que lo anterior es valido para cual-
quier tipo de equivalencia, es decir, si una propiedad topoldgica &£ se
preserva por l-equivalencia (u-equivalencia, t-equivalencia), en el espacio
X, entonces existe una propiedad topoldgico-lineal (uniforme, topolé-
gica) 2, correspondiente a &, en la estructura correspondiente. Cabe
mencionar que, por ejemplo, aunque la compacidad no se preserva por
t-equivalencia, pues la linea real R es t-equivalente a [0, 1], s se preserva



3.3 Propiedades de la topologia débil 63

por l-equivalencia ([GM17], Teorema 4.7), luego, existe una propiedad
topoldgico-lineal correspondiente a la compacidad pero no una propie-
dad puramente topolégica. Reciprocamente, ser metrizable se preserva
por t-equivalencia, pues el peso red (network weight) se preserva por t-
equivalencia ([Tkal6], V. 001) y en la clase de los espacios métricos el
peso y el peso red coinciden, por tanto, existe una propiedad topolédgica
correspondiente a la metrizabilidad; lamentablemente, la metrizabilidad
no se preserva por l-equivalencia ([Tkal6], V. 263), asi, no existe una
propiedad topolégico-lineal que corresponda a la propiedad de ser me-
trizable.






Capitulo 4

Completez

4.1. Espacios Paracompactos

Los espacios paracompactos forman una clase de espacios topologicos
considerada como una de las més importantes, tanto en topologia como
en andlisis funcional. Las razones son muchas y muy variadas, una de
ellas es que es una clase que contiene a los espacios compactos y a los
espacios métricos, ademas, se simplifica la demostraciéon de muchos he-
chos relacionados con las clases anteriores. Los espacios paracompactos
fueron introducidos por J. Dieudonné en 1944 en [Die44].

Iniciemos con unos preliminares. Diremos que una familia de subcon-
juntos {U,: a € A} es localmente finita si para cada x € X existe
una vecindad abierta V tal que el conjunto {o € A: V NU, # 0} es
finito, si dicha cardinalidad es a lo mas 1 diremos entonces que la familia
es discreta. Dadas las cubiertas % y ¥ de X diremos que ¥ es un
refinamiento de la cubierta % si para cada V € ¥ existe U € % tal
que V CU.

De este modo, un espacio topolégico de Hausdorff X es paracom-
pacto si toda cubierta abierta de X posee un refinamiento abierto lo-
calmente finito. No debe confundirse el término de subcubierta con el
de refinamiento. De la definicién se obtiene rapidamente que todo es-
pacio compacto es paracompacto, también todo espacio de Lindelof es
paracompacto ([Eng89], Cap. 5, Teorema 5.1.2), y del Teorema de Sto-
ne ([Eng89], Cap. 4, Teorema 4.4.1) se deduce que todo espacio métrico
es paracompacto. También se tiene el hecho de que todo espacio para-
compacto es normal. Por otro lado, ser paracompacto es una propiedad
que se hereda a los subespacios F,, en particular, a los subconjuntos
cerrados.

La paracompacidad es una propiedad que puede ser caracterizada en

65
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términos de particiones de la unidad. Una familia de funciones continuas
{fa: @ € A}, de un espacio topolégico X a el intervalo unitario I =
[0,1], se dice una particién de la unidad de X cuando se cumpla
que Y ca fo(z) = 1 para cada z € X. En términos mas intutitivos,
la dltima igualdad significa que para cada z € X existe un conjunto a
lo mas numerable A, C A tal que las correspondientes funciones no se
anulan en z y que la serie > 4 fa(%) converge absolutamente a 1.

Usualmente se refiere a que la particién de la unidad {f,: o € A}
es localmente finita, si la cubierta {f;1((0,1]): o € A} es localmente
finita. Es decir, para cada z¢ € X existen una vecindad V(xg) de xg y
un conjunto finito A,, C A tales que ZaeAmo fa(z) =1 para cada x €
V(z0). Respecto a las cubiertas, la particién de la unidad {f,: a € A} se
dice subordinada a la cubierta % si la cubierta {f;1((0,1]): a € A}
es un refinamiento de % .

Antes de caracterizar a los espacios paracompactos, segiin nuestros
intereses, mostraremos dos lemas previos que ayudardn a que la prue-
ba sea mas clara; dado que sus demostraciones pueden consultarse en
[Eng89] sélo seran enunciados.

Lema 4.1.1 ([Eng89], Cap. 5, Lema 5.1.6). Si toda cubierta abierta
de un espacio regular tiene un refinamiento localmente finito, entonces
para toda cubierta abierta de X existe una cubierta localmente finita de
subconjuntos cerrados de X que a la vez resulta ser un refinamiento de
la cubierta original.

Lema 4.1.2 ([Eng89], Cap. 5, Lema 5.1.8). Si una cubierta de X po-
see una particion de la unidad subordinada a ella, entonces posee un
refinamiento abierto localmente finito.

Teorema 4.1.3. Para cada X € T las siguientes afirmaciones son equi-
valentes:

1. X es paracompacto.

2. Toda cubierta abierta de X posee una particiéon de la unidad lo-
calmente finita subordinada a ella.

3. Toda cubierta abierta de X posee una particiéon de la unidad su-
bordinada a ella.

Demostracion.

(1 = 2) Supongamos que X es paracompacto y que % es una cu-
bierta abierta de X. Sea ¥ = {V,: @ € A} un refinamiento abierto
localmente finito de %, del Lema 4.1.1 obtenemos que existe una
cubierta cerrada localmente finita {F,: o € A} que es un refina-
miento de % (F, C V,). Del Lema de Urysohn ([Eng89], Cap. 1,
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Teorema 1.5.11) tenemos que existe una familia de funciones con-
tinuas {g,: @ € A} definidas en X y con valores en I, tales que
go(x) =0 para z € X\ V, y go(z) = 1 para z € F,; como ¥ es
localmente finita, la funcion g(x) = >, 4 ga(x) estd bien defini-
da para cada x € X. Si ahora hacemos f, = 2= obtenemos una
particién de la unidad localmente finita subordinada a % .

(2 = 3) Es obvio.

(3=1) Del Lema 4.1.2 deducimos que para probar esta afirma-
cién basta con demostrar que X es en realidad de Hausdorff. Da-
dos z,y € X puntos distintos, consideremos la cubierta abierta
{X\{z}, X\ {y}}, por hipétesis, existe una particién de la unidad
{fa: a € A} subordinada a ella. Sea oy € A tal que fq,(x) =X >
0, como f51((0,1]) € X\ {y} tendremos que fo,(y) = 0. Por tanto
los conjuntos U = f,1((3,1]) vy V = f3.1([0,%)) separan a dichos

puntos.

O

Finalizamos con el siguiente:

Teorema 4.1.4. Ser paracompacto es un invariante inverso de las fun-
ciones perfectas.

Demostracion. Sea f: X — Y una funcién perfecta y sobreyectiva, don-
de Y es un espacio paracompacto. Sea % = {U,: a € A} una cubierta
abierta de X. Dado que las fibras de f son compactas en X, para cada
y €Y sea A, C A un conjunto finito de modo que f~*(y) C J{Us: a €
Ay}, no es dificil mostrar que existe V(y) C Y vecindad abierta de y tal
que f~H(y) € fF7H(V(y)) € U{Ua: @ € A,} ([Eng89], Cap. 1, Teorema
1.4.13). Dada la paracompacidad de Y, la cubierta abierta {V(y): y € Y'}
posee un refinamiento abierto localmente finito ¥ = {V3: 8 € B}. Debi-
do a la sobreyectividad de f, la familia { f~1(Vj): B € B} es una cubierta
abierta localmente finita de X. Ademads, para cada S € B existe yg € Y
tal que f~1(V3) C f~1(V(yp)) € U{Ua: @ € Ay, }. Tomando la familia
{f7%(Vs)NUy: B € By a € Ay,} obtenemos el refinamiento abierto
localmente finito que deseabamos. O

4.2. Espacios Dieudonné-completos

Consideremos un espacio topoldgico X, sabemos que X es uniformiza-
ble si y sélo si es de Tychonoff. Por otro lado, la familia de uniformidades
sobre X estd parcialmente ordenada por la inclusién, y hace de este con-
junto un reticulo completo. Por tanto, para cada familia {%,: o € A} de
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uniformidades en X, existe una uniformidad % = sup{%.,: « € A} que
es la uniformidad més gruesa sobre el conjunto de las uniformidades més
finas que {%Z,: a € A}. Esta uniformidad se construye de una manera
sencilla. Para cada « € A el espacio X, se refiere al espacio uniforme
(X, %,), consideremos la familia de mapeos idénticos 1x_ : X — X,,
entonces sup{%,: a € A} es la uniformidad proyectiva en X respecto a
la familia de mapeos idénticos. Supongamos ahora que el espacio topo-
l6gico (X, 7) es tal que la familia de uniformidades {%,: o € A} induce
la topologia 7, entonces 7 y la topologia inducida por % son idénticas.
A la uniformidad % suele llamaérsele la uniformidad universal en X.
En este contexto decimos que un espacio X es Dieudonné-completo si
la uniformidad universal de X es completa, o equivalentemente, si posee
una uniformidad completa que induce su topologia.

Es claro que todo espacio uniformizable X posee una completacién en
el sentido de Dieudonné, este espacio se denota por uX y debe contener
a X como subespacio denso. De hecho, un espacio X es Dieudonné-
completo si y sélo si se encaja como un subespacio cerrado de el pro-
ducto cartesiano de una familia de espacios métricos (Teorema 1.4.5),
adicionalmente, dicha propiedad se hereda a subespacios cerrados y se
preserva bajo productos cartesianos. Antes de dar una caracterizacién
de estos espacios estableceremos una proposicién fundamental.

Proposicién 4.2.1. El espacio uniforme (Y, ¥#") coincide con la comple-
tacion del espacio uniforme (X, %) siy s6lo si existe un mapeo uniforme
f: X — Y tal que f(X) = Y y para cada pseudométrica ¢ definida
en X, uniforme respecto a %, existe una pseudométrica p definida en
Y, uniforme respecto a ¥, tal que o(f(x), f(y)) = o(x,y) para cada
z,y € X.

Demostracion.

(<) Supongamos que (Y, ¥") coincide con la completacién del espacio
uniforme (X, %), entonces existe un encaje uniforme f: X — Y tal
que f(X) =Y. Por otro lado, si g es una pseudométrica uniforme
en X, la pseudométrica g definida en f(X) como o1 (f(z), f(y)) =
o(z,y) es uniforme. En efecto, sea € > 0; primero que nada, existe
U e % tal que si (z,y) € U, entonces g(z,y) < . Como f es un
encaje uniforme, existe V- € ¥ tal que (f x f)(U) =V N (f(X) x
f(X)). Asimismo, como f es uniformemente continua, existe W €
U tal que (f(x), f(y)) € Vsi(z,y) € W. Tomemos (z,y) € UNW,
de este modo (f(z), £(y)) € F(U), y ast o1(f(x), /(1) = olw,y) <
€. No es dificil probar que o1 es una funcién uniforme definida en
F(X) x f(X), y como f(X) es denso en Y, de [Bou66] (Cap. 2, § 3,
Proposicién 18) obtenemos que Y x Y coincide con la completacién
del espacio f(X) x f(X). Por esta razén, podemos extender o; a

una pseudométrica g tal que a(f(x), f(y)) = o(x,y).
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(=) Para demostrar que Y coincide con la completaciéon de X bas-

ta probar que f es un encaje uniforme. Primero observe que f
es inyectiva, pues dado el par de puntos distintos z,y € X, por
el Teorema 1.4.1, existe una pseudométrica uniforme o tal que
o(x,y) > 0. Por hipdtesis, existe una pseudométrica uniforme g tal
que o(f(z), f(y)) = o(z,y) > 0, es decir, f(x) # f(y). Considere-
mos ahora la funcién f~1: f(X) — X. Dado que para cada pseudo-
métrica uniforme g definida en X, la pseudométrica o(f(z), f(y)) =
o(x,y) es uniforme, de la Proposicién 1.4.2 obtenemos que f~! es
uniforme. Asi, f es un encaje uniforme y Y coincide con la com-
pletacion del espacio uniforme X.

O

Teorema 4.2.2. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1.
2.

X es Dieudonné-completo.

Para cada punto zp € SX \ X existe un subespacio paracompacto
T CpX talque X C T C X\ {xo}.

. Para cada punto zg € X \ X existe una cubierta localmente finita

o/ de X, formada por conjuntos funcionalmente abiertos, tal que
el punto xy no pertenece a la clausura, en 5X, de ningiin miembro
de <.

. Para cada punto zyp € SX \ X existe una particién de la unidad

localmente finita {f,: « € A} en el espacio X tal que el punto
no se encuentra en la clausura, tomada en SX, de f;1((0,1]).

Demostracion.

(1 = 2) Supongamos que X es Dieudonné-completo, de la Propo-
sicién 4.2.1 se desprende que para cada o € X \ X existe una
pseudométrica uniforme en X que no posee extensién uniforme a
(X U{xo}) x (X U{xo}). Sea Y = X/p, es decir, Y es el con-
junto de clases de equivalencia formadas por la relacion = ~ y <
o(z,y) = 0. Note que Y es un espacio métrico y que el mapeo co-
ciente m: X — Y dota a Y de la topologia cociente, por otro lado,
dicho mapeo se extiende de manera continua a 7: X — Y,
donde Y es la completacion de Y. Consideremos la restriccion
ﬁ;,: %*1(Y) — Y observe que dicha funcién es perfecta pues 7

Io es ([Eng89], Cap. 3, Proposicién 3.7.6). Dado que Y es un espa-
cio métrico, Y es paracompacto. Asi, 7?_1(}7) serd paracompacto
(Teorema 4.1.4). Por otro lado, note que 7(xq) ¢ 37, de lo contra-
rio tendrfamos que zy € X. De este modo, haciendo T = 57\12/1(}7)
obtenemos el conjunto buscado.
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(2 = 3) Supongamos que para cada zo € SX\ X existe un conjunto
paracompacto T tal que X C T C BX \ {zo}. Para caday € T sea
U, un abierto (en 5X) tal que zg no esta en la cerradura de U, en
BX. Entonces % = {TNU,: y € T} es una cubierta abierta de T', y
del Teorema 4.1.3 tenemos que existe { f,: o € A} una particién de
la unidad localmente finita subordinada a la cubierta % , es decir, la
cubierta {f;((0,1]): a € A} es un refinamiento localmente finito
de % formada por conjuntos funcionalmente abiertos. Terminamos
la prueba definiendo a la cubierta ./ como aquella conformada por
los conjuntos X N f,1((0,1]), a € A.

(3 = 4) Completamente andlogo a lo anterior.

(4 = 1) Supongamos que X no es Dieudonné-completo, sea xy €
uX \ X C BX \ X, entonces existe una particién de la unidad
localmente finita {f,: o € A} tal que xy no se encuentra en la
clausura de los conjuntos f;!((0,1]). Dado que para cada zo € X
existe una vecindad abierta V,, y un conjunto finito A;, C A tal
que ZaeAzo falz) =1, 2 € V(x0), tendremos que la pseudométri-
ca 0: X x X definida por

olw,y) = | D falz) = D falv)]

a€A, a€A,

no posee una extensién continua (uniforme) a pX x pX. Esto con-
tradice la Proposicion 4.2.1, y en consecuencia debemos tener que
X =uX.

O
El item 2. del Teorema anterior nos da el siguiente:

Corolario 4.2.3. Si X es un espacio paracompacto, entonces X es
Dieudonné-completo.

Otra clase de espacios estrechamente relacionada con los espacios
Dieudonné-completos son los p-espacios. Sea X un espacio topoldgico,
diremos que A C X es t-acotado (topologically bounded) si para toda
f € C(X) tenemos que f(A) es un subconjunto acotado de R. Natural-
mente, todo subconjunto compacto es t-acotado, sin embargo, si se da el
caso de que todo subconjunto cerrado y t-acotado es compacto, diremos
que X es un p-espacio.

El resultado al que queremos llegar es que todo espacio Dieudonné-
completo (y por ende, todo espacio paracompacto) es un u-espacio. Pero
primero analicemos ciertas propiedades de los conjuntos t-acotados.



4.3 Espacios Realcompactos 71

Proposiciéon 4.2.4. Ser t-acotado es una propiedad que se preserva al
tomar clausuras y bajo funciones continuas.

Demostracion. Sea A C X un conjunto t-acotado, dada f € C(X) tene-
mos que f(A) C f(A), dado que f(A) es un subconjunto compacto de
la linea real tenemos que es acotado, luego A es t-acotado.
Consideramos ahora una funcién continua f: X — Y y un conjunto
A C X que es t-acotado. Dada g € C(Y) tenemos que g(f(A)) = (go
f)(A) es un subconjunto acotado de R, luego, f(A) es un subconjunto
t-acotado de Y. O

Un hecho bastante conocido es que en la clase de los espacios métri-
cos, la compacidad y la compacidad numerable son nociones equivalentes
([Eng89], Teorema 4.1.17); para la demostracién del siguiente hecho pue-
de seguirse el Teorema 2.2.2 de [HL14].

Lema 4.2.5. Sea (X, d) un espacio métrico no compacto, entonces exis-
te un subconjunto A discreto, cerrado e infinito.

Teorema 4.2.6. Todo espacio métrico (X, d) es un p-espacio.

Demostracion. Supongamos que existe un conjunto Y C X cerrado, t-
acotado y no compacto, entonces Y contiene un subconjunto numerable
A = {z,: n € N} que es discreto y cerrado. Dado que (X, d) es normal,
el Teorema de extensién de Tietze-Urysohn ([Eng89], Teorema 2.1.8) nos
dice que la funcién f: A — R, dada por f(z,) = n es continua y posee
una extensién continua a X. Nuestra suerte es tal que dicha extensién
no es acotada, es decir, Y no es t-acotado. Concluimos que Y debe ser
compacto. O

Teorema 4.2.7. Si X es Dieudonné-completo, entonces X es un pu-
espacio.

Demostracion. Como X es Dieudonné-completo, podemos verlo como
un subespacio cerrado del producto [[{Xs: a € A}, donde cada X, es
un espacio métrico. Sea ahora F' C X un conjunto t-acotado, entonces
F,, = mo(F) es t-acotado en X, 7, es la proyeccién candnica sobre el a-
ésimo factor. Sea K, = [F,]x.., asi, K, es compactoy F C [[{Ka.: a €
A}. Claramente [F]x C [[{Kq4: a € A} es compacto. De este modo
hemos probado que X es un p-espacio. O

4.3. Espacios Realcompactos
Los espacios realcompactos tienen varias denominaciones, por ejem-

plo, son llamados Q-espacios, espacios real-completos, espacios de Hewitt-
Nachbin, etc. La idea de discutir un poco sobre estos espacios reside en
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que son una subclase importante de espacios Dieudonné-completos. Mu-
chas veces se usara el hecho de que un espacios X es realcompacto si y
sélo si se encaja como un subespacio cerrado en el producto cartesiano
de lineas reales; sin embargo la definicién formal es la siguiente: un es-
pacio X se dice realcompacto si no existe un espacio topologico X que
cumpla las siguientes condiciones:

(R1) Existe un encaje topolégico 7: X — X tal que r(X) # r(X) = X.

(R2) Para cada funcién continua f: X — R existe una funcién continua
f: X —>Rtalque for=f.

Por otro lado, el Teorema del encaje de Tychonoff ([Eng89], Cap. 3,
Teorema 3.2.5) nos dice que todo espacio de Tychonoff se puede encajar
en una potencia del intervalo unitario I, por ejemplo, si C(X,I) repre-
senta al conjunto de funciones continuas de X en I, se obtiene facilmente
que X — IX5D tomando la cerradura de X en I¢(X:1) ge obtiene la
compactaciéon de Stone-Cech X de X. Anédlogamente, si ahora toma-
mos el encaje X — REX) y tomamos la cerradura de X en RE(X)
obtenemos la llamada realcompactacion de Hewitt v.X del espacio
X, es decir, hemos probado que todo espacio X se encaja en un espacio
realcompacto vX. Como nota histérica, estos resultados fueron los obte-
nidos por el matemético E. Hewitt en su titdnico articulo [Hew48], por
si fuera poco, en dicho articulo también se define la clase de los espacios
pseudocompactos asi como la nocién de ideal hiper-real.

Naturalmente todo espacio compacto es realcompacto, de hecho se
sabe que X es compacto si y sélo si es pseudocompacto y realcompacto
([Eng89], Cap. 3, Teorema 3.11.1). Como es de esperar, ser realcompacto
es una propiedad que se hereda a subespacios cerrados, se mantiene bajo
el producto cartesiano y bajo intersecciones arbitrarias. Adicionalmente,
la realcompactacién de Hewitt vX del espacio X cumple las siguientes
propiedades ([Eng89], Cap. 3, Teorema 3.11.16):

1. Existe un encaje topolégico v: X — vX tal que v(X) = vX.

2. Toda funcién continua con valores en los reales y definida en X
posee una Unica extensién continua a v.X.

Asimismo, se tiene que X C uX C vX C X.
Para los prépositos del presente capitulo, la caracterizacién de los
espacios realcompactos que utilizaremos es la siguiente:

Teorema 4.3.1. Un espacio topolégico es realcompacto si y sélo si para
cada punto g € fX \ X existe una funcién continua f: 8X — I tal que
f(zo) =0y f(x) > 0 para cada = € X.
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Demostracién. Supongamos que X es realcompacto, entonces para cada
zo € BX \ X tenemos que el espacio X = X U {xo} cumple (R1), dado
que X es realcompacto debe existir una funcién continua g: X — R que
no posea extensién continua a X. Debido a que g puede descomponerse
en la forma g = g1 — g2, donde g1(z) = 1 4+ méx{g(z),0} y go(z) =
1 — min{g(z),0}; podemos suponer que g(z) < 1 para cada z € X. De
este modo, la funcién é: X — I posee una extensién continua a SX.
Sea f dicha extensién, entonces f(x) > 0 para cada x € X,y f(xg) = 0.
Observe que no puede suceder que f(xg) # 0, pues en este caso la funcién
g= % es una extensién continua de g al espacio X.

Ahora pensemos en que para cada punto zp € X \ X existe una
funcién f,,: X — I tal que f(zg) =0y f(z) > 0 para cada z € X.
Note que el intervalo (0, 1] es realcompacto, pues la funcién f(z) = % no
posee extension continua a ningtin subconjunto de los reales que contenga
propiamente a (0, 1] como subespacio denso. Aunado a esto, tenemos el
hecho de que f;.'((0,1]) es realcompacto para cada zp € fX \ X. En
efecto, el conjunto {(z,y) € BX x (0,1]: fz,(x) = y} es cerrado y es
homeomorfo a f;1((0,1]). Dado que X = (N{f.'((0,1]): 29 € BX \ X}
obtenemos que X es realcompacto. O

Para terminar esta seccién mencionaremos que uX = vX si y sélo
si no existen los cardinales medibles. Sea s un cardinal no numerable
y consideremos a A como una medida c-aditiva definida en P(3r) con
valores en {0,1} tal que A({a}) = 0 para cada a € s, s es un cardinal
medible si podemos definir una medida no nula con dichas propiedades,
en caso contrario s es un cardinal no medible. La suerte que tenemos
es tal que no se puede probar en ZFC (Axiomas de Zermelo-Fraenkel +
Axioma de Eleccién) si existen o no los cardinales medibles, por tanto,
no se puede probar en ZFC que uX = vX. Aunque estos hechos son
puramente conjuntistas, el lector interesado puede consultar [Jec03].

4.4. Espacios de Medidas

Supongamos que (X, 7) es un espacio localmente compacto, y que o
es una o-algebra que contiene a los conjuntos borelianos de X. Si u es
una medida sobre o, definimos el soporte de la medida p como el com-
plemento del conjunto abierto U més grande en el cual se anula p [JP89)
(Cap. 3, Definicién 3.6). Dicho conjunto se denota por supp(u). Natu-
ralmente, si X es compacto se tendra que el soporte de toda medida es
compacto. Note que la suposicién de que 7 sea localmente compacta es
escencial en dicha definicién, pues para asegurar que U € o, se necesita
aproximar la medida de U por medio de las medidas de los subconjun-
tos compactos contenidos en él, esto se debe a que en el Teorema de
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representacién de Riesz ([JP89], Cap. 3, Teorema 3.2), dicha medida se
construy6 usando el Lema de Urysohn ([JP89], Cap. 3, Teorema 3.1), en
el cual es imprescindible la compacidad local.

De acuerdo con [Bou04] (Cap 3, §2), tendremos que x € supp(p) si
para cada vecindad abierta V € A (z), existe f € Cx(X) cuyo soporte
estd contenido en V' y tal que u(f) # 0; Cx(X) representa al subespacio
de C(X) formado por todas la funciones de soporte compacto.

Recuerde que una medida p sobre un espacio localmente compacto
X es un funcional lineal definido en C(X). Dado que todo espacio local-
mente compacto es de Tychonoff, y que a cualquier espacio topologico de
Tychonoff X podemos asociarle un espacio compacto X, parece natu-
ral extender la definicién de soporte de una medida a cualquier espacio
topolégico de Tychonoff. Sea p un funcional lineal definido en C(X),
segin [VV98], definimos el soporte de p como el subconjunto de todos
los x € X tales que si V es una vecindad de z en X, entonces existe
f e C(X) tal que (Bf)(BX\V) =0y u(f) #0, f: BX — PR es la
extensién continua de f.

El simbolo C}(X) representa al subconjunto C(X) formado por las
funciones acotadas, dotado de la topologia de la convergencia uniforme.
Algunas propiedades de los conjuntos de soporte son las siguientes:

Lema 4.4.1. Sean p un funcional lineal definido en C(X) y U una
vecindad abierta en SX de supp(u). Entonces:

1. u(f) =0 para cada f € C(X) con (8f)(U) = 0.

2. u(f) = 0 para cada f € C(X) con (8f)(supp(u)) = 0, probando
antes que f es continua en C(X).

Demostracion.

1. Para cada x que no pertenece a supp(u) existe una vecindad U (z)
abierta en X tal quesig € C(X)y (B9)(BX\U(x)) = 0, entonces
u(g) = 0. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que los
conjuntos U (z) son disjuntos de supp(p). Como SX es compacto, la
cubierta {U,U(x): x ¢ supp(u)} posee una subcubierta finita &/ =
{U,U(z;): 1 <i<n}, dado que fX también es paracompacto, del
Teorema 5.1.9 de [Eng89] tenemos que existe una particién de la
unidad {h,h;: 1 < i < n} subordinada a /. Supongamos ahora
que (B8f)(U) = 0 para alguna f € C(X). Definimos las funciones
go=h-fyg =h;f,1<i<n.Note que

F=> 0= pf)=> g
=0 =0

Inspeccionando cuidadosamente como es la funcién gy, obtenemos
que go es la funcién nula y p(go) = 0. Dado que X \ U(z;) es denso
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en fX \ U(z;) y como g; se anula fuera de U(z;) obtenemos que
(Bg:)(BX\U(x;)) = 0. De la definicién del soporte de p obtenemos
que pu(g;) =0, 1 < i < n. Concluimos que u(f) = 0.

2. Recordemos que la topologia de C(X) es la inducida por la nor-
ma uniforme ||f||cc = sup{|f(z)|: z € X}. Supongamos que u es
continua en C}(X), para € = 1, existe § > 0 tal que si ||g]|oc < 0,
entonces |u(g)| < 1. Sea f € C(X) tal que (5f)(supp(p)) = 0.
Tomemos V = {x € BX: |(Bf)(z)| < e} = (Bf)"1((—¢,¢)), note
que V es un subconjunto abierto de SX que contiene a supp(u).
Definimos la funcién truncada:

fla) silf@)]<e
FO=1 i@ |

e——= en otro caso
|f ()]

entonces f. € C*(X) y (f — fe)(VNX) =0, como VNX es denso
en V, de la primera parte del lema obtenemos que u(f — f.) =0,
es decir, p(f) = p(fe), recordemos que ||f:||co < €, luego, |u(f)| =
lu(fe)l < 1.

Suponga ahora que u(f) # 0, y elijamos n € N tal que |u(nf)| > 1.
No es dificil probar que S(nf)(supp(n)) = 0, esto significa que
|u(nf)| < 1. Esta contradiccién prueba que p(f) = 0.

O

Lema 4.4.2. Sea p un funcional lineal en C'(X) tal que p(S) es acotado
para cada S € &, € representa a la familia de subconjuntos equicontinuos
de C(X). Entonces supp(u) se encuentra contenido totalmente en v.X.

Demostracién. Supongamos que supp(p) \ vX # 0. Ya sabemos que
para cada x € supp(u) \ vX existe una funcién continua h: X — I
tal que h(z) = 0y h|lx > 0. Sea U, = h='([0, 1)), entonces U, es una
vecindad abierta de z en X, tal que U,4+1 C U,41 C U,. Por otro lado,
MNpen Un € BX \ vX. Dado que = € supp(u), para cada n € N existe
fn € C(X) tal que (Bf,)(BX \U,) =0y u(fn) # 0. De este modo,
para cada escalar A € R tendremos que (B(A - fn))(8X \ U,) = 0, por
tanto, multiplicando por un escalar si es necesario, podemos suponer que
lu(fu)l =n,neN

Ahora note que el conjunto de funciones {8f,: n € N} es equicon-
tinuo, pues para cada x € X existe un conjunto N, C N, a lo maés
finito, tal que N, = {n € N: z € U,}. Por hipétesis debe tenerse que
p({frn: n € N}) es acotado, lo cual es una contradiccién. O
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Lema 4.4.3. Sea p como en el Lema 4.4.2. Supongamos que X es Die-
dudonné completo y supp(u) N (BX \ X) # 0. Entonces existe un sub-
conjunto equicontinuo E de C'(X) que satisface la siguiente condicién:

(x) si H C X es un conjunto compacto, entonces existe f € F tal que
f(H) =0y [u(f)] = 1.

Demostracion. Por K denotemos al soporte de p. Del item 2 del Teorema
4.2.2 se desprende que para cada z* € K N (X \ X) existe un espacio
paracompacto Z tal que z* € K N (X \ Z). Por otro lado, K N Z
es cerrado y t-acotado en Z, luego, K N Z es compacto debido a la
paracompacidad de Z. Dada la compacidad de K N Z y la normalidad
de SX, existen abiertos W y T talesque z* e W, KNZ CTyWnNT =
WNKNZ = (. Como X también es un espacio regular, existe una
vecindad abierta U de x* tal que U C W.

Note que Z = (ZNU)U(Z\U). Para cada z € Z, sea V, un abierto
en Ztalque V. NWNK =0.Siz€ ZNU, tomemos a V., como an-
tes con la condicién adicional de que V, C U. Asi, {V,: z € Z} es una
cubierta abierta de Z, y como Z es paracompacto, existe un refinamien-
to localmente finito Z = {V,,: a € A} de dicha cubierta. Sea también
{ho: a € A} una particién de la unidad (localmente finita) subordinada
a . Claramente nuestro refinamiento % cumple las siguientes condicio-
nes:

(1) Si V, NU # () para algtin « € A, entonces V,, C W.
(2) V.NWNK =0 para todo a € A.

Como z* € K, y U es una vecindad de z*, podemos tomar f € C(X) tal
que (Bf)(BX\U) = 0y u(f) # 0. Multiplicando f por una constante si es
necesario, podemos suponer que |u(f)| > 1. Sea D el conjunto formado
por todos los subconjuntos finitos de A. Para cada v € D definimos
fy € C(X) como

fy=1rf-(1—¢,), donde v, = Zha.

agcy

Observe que {f,: v € D} es equicontinuo, en efecto, sean x € X y ¢ > 0.
Como {hy: @ € A} es localmente finita, existe un abierto S(z) y un
subconjunto finito 4, = {ay,...,a,} de A tales que para cada y € S(x)
se tiene que Y ., ha(y) = 1. Note que el conjunto {h,: a € A}
es equicontinuo en z. Tomemos @ N R N S(z), donde @ resulta de la
continuidad de f, en z y R resulta de la equicontinuidad de {h,: o € A, }
en z. Sea y € C, para y € QN RN S(x) tenemos que |f, () — fy(y)| <e.

Elegimos un compacto cualquiera H C X, para cada z € H tomemos
S(x) tal que {a € A: S(x)NV, # 0} es finito, luego existen 1, ..., 2, €
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H tales que H C |J;, S(z;), tomemos y(H) = J;_ {a € A: S(z)NV, #
(}. Note que si V,,NH # (), entonces V,,NS(z;) # @ para algin 1 < i < n,
asi a € y(H). Tomemos = € H, de este modo existe 1 < i < n tal que
€ S(x;i) y ¢y (x) = 1, con lo cual vy ) (H) = pymy|n =1y en
consecuencia f.g)(H) = 0.

Ya s6lo resta probar que |u(f,m))| > 1, para esto, primero proba-
remos que 4(f - ¢ ) = 0. Sea vy (H) = {a € y(H): Vo NU # 0}.
Definimos P = [J{V,: @ € yy(H)} y G = BX \ P. Es claro que P es
cerrado y que G es abierto.

Sea x € P, entonces = € V,, para algtin « € vy (H); como Vo, NU # ()
debe tenerse que V,, C W, luego, z € W y por tanto P C W. Observe
ahora que WNK C WNK CWNK,paraz € WNK ya € yy(H)
tenemos que V, N W N K = (), entonces z € BX \ V,, en otras palabras
e {BX\Va): a€qu(H)} =BX\P=G. Como P C W, tenemos
que SX\W C X \ P =G, por otro lado, K = (KNW) U (K \ W), es
decir, K\ W C X \W C G, y asi G es una vecindad abierta de K.

Consideremos ahora x € GN X. Si ¢ U, tendremos que f(z) = 0,
por otro lado, si z € Uy a@ € y(H)\w(H) = {aa € A: V,NH #
Oy VonU =0}, como V,NU =0y x €U, entonces x ¢ V,, es decir,
ha(xz) = 0. Para o € vy (H), y dado que z € G, también se tendrd
que hq(z) = 0. Con todo esto, para x € U se tiene que ¢, q)(z) = 0.
Como consecuencia obtenemos que (f - ¢~ m))(G N X) = 0y por ende
B(f - o)) (G) =0, pues GN X es denso en G. Del Lema 4.4.1 se tiene
que p(f - @) = 0. Para finalizar note que como f, = f — f - @ m) se
curnpliré que ()] = |u(f) — #(f - @rm)| = ()] = 1. .

4.5. Completez del Espacio Localmente Con-
vexo Libre

Como se menciona en el capitulo introductorio, deseamos estudiar la
estructura del espacio L(X) asi como explorar condiciones bajo las cua-
les L(X) sea un espacio localmente convexo completo. Esta seccién estd
completamente dedicada a probar el teorema final de la tesis: “La com-
pletacién del espacio L(X) coincide con el espacio M R.(uX ) de medidas
de Radén, sobre el espacio uX, con la topologia de la convergencia uni-
forme sobre los subconjuntos equicontinuos de C'(X)”. Dicha afirmacién
fue presentada originalmente por V. V. Uspenskii en [Usp83], probada en
[Usp91], y finalmente generalizada por V. Valov y D. Vuma en [VV98].

Iniciaremos explorando situaciones muy particulaes que nos ayuden
a vislumbrar el método a seguir. Primero note que dado un espacio lo-
calmente compacto X, la funcién || - || : Ck(X) — R dada por la regla
[|f]loo = sup{|f(z)|: x € X} estd bien definida y es una norma.
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Ejemplo 4.5.1. Tomemos X = R y consideremos la sucesién de fun-
ciones f,: [-n,n] — R dadas por la regla

fn(@) = 1422

Dicha sucesién de funciones pertenece al espacio Cy(R), es de Cauchy,
y converge puntualmente a la funcién f: R — R definida como f(z) =
(14+22)~1. Sin embargo, la funcién f no pertenece a Cx(R), luego Cy(R)
no es un espacio completo.

En base al ejemplo anterior, podemos considerar a la completacion
del espacio Cy(X), como el espacio de funciones que se anulan en el
infinito Co(X) ([JP89], Cap. 6, Proposicién 6.18). Ahora consideremos
una o-algebra ¢ en X que contenga a los conjuntos borelianos de X, y
tomemos el espacio M (X) de medidas reales sobre X. Para cada u €
M(X) tenemos que el funcional Af = [ fdu es lineal y continuo; la
continuidad de A se debe a que para cada f € Co(X) se tiene que:

AF12 [ 1fl/n) < |1l /(X) < . (4.1)

El simbolo /u/ representa a la variacién de p. /u/ es una medida
positiva finita que es la menor entre todas las medidas positivas que
mayoran al médulo |u| de p ([JP89], Cap. 6, Teorema 6.1). Un concepto
muy importante en teorfa de la medida es el de regularidad. Diremos
que una medida positiva u es regular si para cada conjunto boreliano A
se tiene que:

w(A) = inf{u(V): ACV y V es abierto},y
pu(A) = sup{u(K): K C Ay K es compacto}.

De (4.1) obtenemos que (Co(X)) € M(X). La identificacién del dual
topoldgico de Cy(X) estd dada por el Teorema de representacién de
Riesz, pero antes de enunciarlo, establezcamos una definicion maéas. El
subconjunto de M (X) formado por las medidas que son regulares, se

llama el conjunto de medidas de Radoén sobre X, usualmente se
denota M R(X).

Teorema 4.5.2 ([JP89], Cap. 6, Teorema 6.6). [Teorema de represen-
tacién de Riesz] Para cada funcional continuo A sobre Cy(X), existe una
tnica medida p € M R(X) tal que

Af = /fdu para todaf € Co(X). (4.2)



4.5 Completez del Espacio Localmente Convexo Libre 79

Por tanto, el dual topoldgico de Cy(X) puede identificarse con M R(X).
La topologia de M R(X) es la de la convergencia uniforme sobre los sub-
conjuntos equicontinuos de Cp(X), tal espacio con dicha topologia es
localmente convexo y se simboliza mediante M R.(X). Por otro lado, la
topologia de Cp(X) es la de Mackey, pues Cy(X) es de Banach (barri-
llado). En resumen, las topologias de los espacios Cy(X) y M R.(X) son
consistentes con la dualidad dada por la forma bilineal:

(fop) = /fdu-

Examinemos que pasa cuando X es compacto.

Ejemplo 4.5.3. Como C(X) = Cy(X), tenemos que C(X) es de Ba-
nach con la norma || - ||oo. El Teorema 4.2.17 de [Eng89] nos afirma
que la topologia derivada de la norma || - ||« coincide con la topologia
compacto-abierta de C(X), dicho espacio con tal topologia serd denota-
do por C¢(X). Ademas, el Teorema de Arzeld-Ascoli ([Eng89], Cap. 3,
Teorema 3.4.20) nos dice que los subconjuntos equicontinuos de C'(X)
coinciden con los subconjuntos relativamente compactos de C.(X). En
otras palabras, si dotamos a M R(X) de la topologia de la convergen-
cia uniforme sobre los subconjuntos equicontinuos de C'(X), obtenemos
que las topologias de C.(X) y M R.(X) son consistentes con la dualidad
(C(X),MR(X)). Observe también que, en este caso, toda medida de
Radén posee soporte compacto.

Ahora note que si Y es un espacio de Banach, Y es un espacio bor-
nolégico, es decir, una funcién es continua si y sélo si es acotada, por
tanto C'(Y) = C*(Y), como Y es de Tychonoff, podemos considerar al
espacio fY y tendremos que C*(Y) = C(BY), por lo anterior, C.(8Y")
es completo, pero este espacio no es més que C.(Y). Volviendo a nuestra
construccién, dado que podemos identificar a M R.(X) con un subespa-
cio (lineal) del espacio completo C.(C.(X)); si logramos demostrar que
MR.(X) es cerrado, habremos probado que M R.(X) es completo.

Para p € MR.(X), tenemos que y es lineal (Proposicién 2.1.8), y que
existe una sucesién de medidas reales regulares {p, }neny que converge
uniformemente a u. Dado que la convergencia es uniforme, p es continua,
asi, concluimos que p € MR.(X). Por tanto, MR.(X) es un espacio
completo.

Hasta aqui tenemos que el dual topolégico de C.(X), X compacto,
se ha identificado con el conjunto MR.(X) de medidas de Radén so-
bre X, con la topologia de la convergencia uniforme sobre los conjuntos
equicontinuos de C'(X). Note que la regularidad de las medidas es un
requisito indispensable, pues aunque toda medida induce un funcional
lineal y continuo, puede suceder que existan medidas p1,pu2 € M(X)
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con f11 # po tales que [ fduy = [ fdus para toda f € C(X). De cier-
to modo, el conjunto M (X) contiene “demasiados” funcionales lineales
continuos.

Sea ahora X un espacio de Tychonoff, y consideremos al conjunto
(Ce(X))' con la topologia de la convergencia uniforme sobre los conjuntos
equicontinuos de C(X). Note que en los casos anteriores, el conjunto de
medidas de Radén sobre X puede verse, en la forma més simple, como el
conjunto de los funcionales lineales y continuos sobre C.(X). Dado que
toda medida es un funcional lineal continuo, y que el concepto de soporte
de una medida posee un andlogo para espacios de Tychonoff, podemos
pensar a todo elemento de (C.(X))’ como una “medida de Radén” sobre
X. Por ende, parece natural denotar al espacio (C.(X))’, como M R.(X).

Del Teorema 2.2.6 se obtiene que L(X) esta contenido en M R.(X)
como un conjunto débilmente denso, pero como L(X) es convexo, por la
Proposicién 2.4.1, tendremos que L(X) es denso en M R.(X). También
se tiene que las topologfas de L(X) y C.(X) son consistentes con la
dualidad (C.(X), L(X)) que esta dada por la forma bilineal

<f7 /\15961 + o+ /\naxn> = /\1f(331) +oF Anf(xn)

A las medidas de Dirac, con masa en el punto xg, usualmente se les
llama medidas atémicas. En el contexto quimico, toda unién (finita)
de atémos forma una molécula, por tanto, a las medidas en L(X) las
llamaremos medidas moleculares. Lo anterior sirve para expresar que
existen espacios topolégicos, para los cuales el conjunto de medidas de
Radoén contiene estrictamente al conjunto de medidas moleculares.

Ejemplo 4.5.4. Cabe mencionar que las medidas positivas no son un
caso particular de las medidas reales, esto ultimo sucede sélo en el ca-
so de que la medida sea finita. Por tanto al considerar al espacio de
medida R con la o-algebra de Borel, la medida de Lebesgue no forma
parte de M R(X). Aun asi, existen medidas no moleculares en M R(X).
Consideremos a la funcion:

_f mem™® si x>0
f(x)_{o si z<0

Sea x 4 la funcién indicadora de un conjunto boreliano A C R. Definimos
la medida positiva u por la regla:

w(A) = /_Oo f(x)xadz,

(4 es positiva y finita, de hecho es una medida de probabilidad, y por ende,
w € M R(R), pero no es una medida molecular, luego, 1 € M R(R)\ L(R).
Note que algo similar sucede en el caso compacto, tomando cualquier
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medida de probabilidad continua en el intervalo [0, 1], ésta no puede ser
una medida molecular. Por tanto, incluso si X es compacto, la contencién
L(X) C MR(X) es estricta. Como conclusién, a pesar de la compacidad
de X, puede suceder que L(X) no sea un espacio localmente convexo
completo.

Respecto al Ejemplo 4.5.3, la completitud de M R(X) se debe en
gran medida a la compacidad de X. Ya que, de forma ma&s general, X
es un espacio uniforme completo, cabe preguntarse si el espacio M R(X)
sigue siendo completo para espacios de Tychonoff completos. La razén
de esto es que, en ocaciones, el espacio SX es muy grande. En concreto,
tomemos a X como el conjunto de los nimero naturales con la topologia
discreta, entonces |5X| = 2¢, ¢ es la cardinalidad del continuo, mientras
que | X| = Ng. Por otro lado, X es de Lindeldf, lo que conlleva a que sea
paracompacto, y por el Corolario 4.2.3, X serd Diedudonné-completo.
Ademas, de las contenciones X C uX C vX C BX, el espacio uX es
la completacion més pequena que contiene a X, para cualquier espacio
no compacto X. El contenido de nuestro tltimo teorema se basa en lo
anterior:

Teorema 4.5.5. Sea X un espacio Dieudonné-completo, entonces el
espacio de las medidas de Radén sobre X, dotado de la topologia de la
convergencia uniforme sobre los subconjuntos equicontinuos de C'(X), se
corresponde con la completacion del espacio localmente convexo L(X).

Demostracion. Del Teorema 2.6.4, obtenemos que la completacién del es-
pacio localmente convexo M R.(X) se corresponde topolégicamente con
el subespacio lineal de C(X)* formado por aquellos funcionales lineales
A: C(X) — R tales que para cada subconjunto equicontinuo F de C'(X)
existe u € MR(X) tal que |Af — pf| < € para toda f € F.

Note también que el funcional A puede determinarse inicamente por
sus valores en C*(X), en efecto, si f € C(X), definiendo las funciones
fn(x) = min{max{—n, f(z)},n}, tendremos que f,, € C*(X), para cada
n € N, y que la sucesién {f, }nen converge puntualmente a f. Tomemos
ahora un conjunto compacto K C X, dado que f es continua tendremos
que f(K) C [-N,N] para algin nimero natural N. Asi, para cada
n > N, tendremos que |f,(x) — f(x)] = 0 < ¢, para cada € > 0. En otras
palabras, {f, }nen converge a f en C.(X). Ademés, dado = € X, existe
M € N tal que —M < f(z) < M, esto es, para cada n > M, f,(z) =
f(z), entonces el conjunto de funciones {f,: n € N} = {f1,..., fm, f}
es equicontinuo en x, luego, {f,}nen es equicontinuo en X. Como A es
continuo en cada subconjunto equicontinuo de C(X), podemos definir

Af = lim Af,.
n— o0
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El mapeo : X — BX puede extenderse a un operador lineal y con-
tinuo B: MR.(X) - MR.(8X), y éste tltimo se extiende a un mapeo
inyectivo y continuo E : J\ﬁc(X ) = MR.(BX), en este caso podemos
considerar a A como una medida sobre 5X.

Para demostrar que MR.(X) es completo, bastard probar que el
conjunto supp(A) estd totalmente contenido en X. Aplicando el Lema
4.4.3, obtenemos que existe B C C(X) equicontinuo y acotado puntual-
mente que satisface () (Lema 4.4.3). Tomemos p € MR.(X) tal que
A(f) — u(f)| < € para cada f € B. Note que supp(p) N X es com-
pacto en X, pues X es un p-espacio. De acuerdo con (x) (Lema 4.4.3)
tendremos que [A(g)| > 1y glsupp(u)nx = 0 para alguna g € B.

Para finalizar la demostraciéon basta probar que p es continua en
Ci(X), luego, del item 2 del Lema 4.4.1 obtenemos que |A(g) —pu(g)| > 1
lo cual es una contradiccién, y por tanto supp(A) C X.

Sea f € CHX) y {futnen C C}(X) una sucesién de funciones
que converge uniformemente a f. Debemos hacer ver que el conjunto
{fn}nen U {f} es equicontinuo, asi, 1 serd continua en C(X). De las
condiciones obtenemos que para cada x € X:

= existe U vecindad de x tal que |f(z) — f(y)| < 5,y €U,
= existe N € N tal que ||f, — fll < 5, para cadan > N,y

= el conjunto {f1,..., fn—1} es equicontinuo, en otras palabras, exis-
te W vecindad de x tal que |f,(x) — fn(y)| < § para cadan < N.

Por tanto, si y € V = U N W, tendremos que |f,(z) — fn(y)| < &; pues
cuando n > N,

|fu(@) = fa(W)] < [ful®) = f(@)] + [fuly) = F@)| + | f(z) = fly)| <e,

ysin < N, |fn(z) — fuly)| < e. En conclusion, {fn}nen U {f} es equi-
continuo. O

Finalizamos el capitulo con una lista de hechos que se desprenden
facilmente del ultimo Teorema, que son la parte esencial de este capitulo,
y con una pequena discusién sobre la L-equivalencia.

Corolario 4.5.6. La completacién del espacio localmente convexo libre
L(X) coincide con el espacio M R(uX) de medidas de Radén sobre la
completacién de Dieudonné de X, y su topologia es la de la convergencia
uniforme sobre los subconjuntos equicontinuos de C(X).

Demostracion. Primero note que L(X) C L(pX), y que como X es
denso en X, de la Proposicién 3.2.2 obtenemos que L(X) es un subes-
pacio denso de L(uX). Por otro lado, del Teorema 4.5.5, se tiene que
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MR.(uX) es un espacio completo, sin embargo, éste espacio posee la to-
pologia de la convergencia uniforme sobre los conjuntos equicontinuos de
C(puX); como los subconjuntos equicontinuos de C(X) y de C(uX) son
los mismos (Proposicién 2.4.3), obtenemos que la topologia de M R(uX)
es la de la convergencia uniforme sobre los subconjuntos equicontinuos
de C(X). O

Corolario 4.5.7. L(X) es completo si y sélo X es Dieudonné-completo
y todo subconjunto compacto de X es finito.

Demostracion.

(=) Supongamos que L(X) es completo, dado que X estd encajado
como un subconjunto cerrado de L(X), obtendremos que X es
Dieudonné-completo. Recuerde también que L(X) es un conjunto
denso en MR.(X), si L(X) es completo, se tiene que L(X) =
MR(X), es decir, toda medida de Radén es molecular. Sea K C X
compacto, entonces cualquier medida de probabilidad concentrada
en K es una medida de Radén cuyo soporte es K, como dicha
medida es molecular, obtenemos que K debe ser finito.

(<) Si X es Dieudonné-completo, entonces M R.(X) es completo. En
la demostracién del tdltimo teorema se vio que el soporte de to-
da medida es compacto (en X), por tanto, cuando todo conjunto
compacto de X sea finito, obtenemos que toda medida de Radén
en X es molecular, esto es, L(X) = MR.(X).

O

Corolario 4.5.8. La propiedad “ser Dieudonné-completo y que todo
subconjunto compacto sea finito” se preserva por L-equivalencia.

Demostracion. Supongamos que X es Dieudonné-completo y todo sub-
conjunto compacto de X es finito. Si X es L-equivalente a Y, enton-
ces L(X) es completo si y sblo si L(Y) es completo si y sélo si ¥ es
Diedudonné-completo y todo subconjunto compacto de Y es finito. [

De este modo se ve que la propiedad topolédgica correspondiente a la
completez de L(X) es ser Diedudonné-completo y que todo subconjunto
compacto de X sea finito, sin embargo, podemos “mejorar” esta propie-
dad, es decir, podemos hacer que la propiedad &2, de ser Dieudonné-
completo y que todo subconjunto compacto de X sea finito, se corres-
ponda con una propiedad 2 més fuerte que la simple completez de L(X).

Proposicion 4.5.9. X es Dieduonné-completo y todo subconjunto com-
pacto de X es finito si y sélo si L(X) es completo y todo subconjunto
compacto linealmente independiente de L(X) es finito.
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Demostracion. Resulta claro que sélo resta probar que si X es Dieduonné-
completo y todo subconjunto compacto de X es finito, entonces todo
subconjunto compacto linealmente independiente de L(X) es finito. En
efecto, sea K un subconjunto compacto de L(X) que es linealmente inde-
pendiente. Definimos supp(K) = J{supp(A): A € K}, como K es com-
pacto, se tiene que es acotado, y por ende débilmente acotado, aplicando
el problema 245 de [Tkal6] (original de [GO86]), obtenemos que supp(K)
es un conjunto t-acotado de X, luego, debido a que X es Dieudonné-
completo, [supp(K)]x es un conjunto compacto, por hipétesis debe ser
finito. Como K C lin(supp(K)) y lin(supp(K)) posee dimensién finita,
K debe ser un conjunto finito. O

Esta posibilidad de que varias propiedades topoldgico-lineales coinci-
dan en la clase de los espacios localmente convexos libres, se debe a que es
una clase “pequena” (respecto a la clase de espacios localmente convexos)
de espacios topologico-lineales, en concreto, si E' es un espacio localmente
convexo, entonces ser completo y que todo subcojunto compacto lineal-
mente independiente de E sea finito son propiedades topoldgico-lineales
completamente distintas.

Ejemplos 4.5.10.

1. Consideremos al espacio *°(IR) de sucesiones reales acotadas con la
norma uniforme, entonces {*°(R) es un espacio completo pero no
todo subconjunto compacto linealmente independiente es finito,
para muestra tomemos la base estdndar {e,: n € N} formada por
las sucesiones que poseen la entrada n-ésima igual a 1 y las demas
igual a 0. Tomemos la sucesién de elementos a,, = e; — %en, n >
2. Entonces {a,: n > 2} U{e1} es un subconjunto compacto y
linealmente independiente que no es finito.

2. Reciprocamente, sea X un p-espacio en el que todo subconjun-
to t-acotado es finito y que no es Dieudonné-completo ([CA06],
Ejemplo 4.7), entonces L(X) no es completo, pero todo subcon-
junto compacto y linealmente independiente de L(X) es finito.

Asi pues, la propiedad &2, de ser Dieudonné-completo y que todo
subconjunto compacto de X sea finito, se corresponde con la propiedad
2 de ser completo y que todo subconjunto compacto (basta con ser aco-
tado) y linealmente independiente de L(X) sea finito. En pocas palabras,
hemos mejorado a la completez de L(X) con la propiedad 2. Puede ver-
se que, en las correspondencias que manejemos, una propiedad puede
corresponder a varias, y unas pueden ser més débiles que otras. En par-
ticular, también se tiene que ser Dieudonné-completo es correspondiente
a ser Dieudonné-completo ([Usp83], Teorema 8).



Conclusion

Como se mencioné en la parte introductoria, los objetivos de la tesis
eran principalmente dos: primeramente, dar una descripcién de la topo-
logia del espacio localmente convexo libre L(X) sobre X mediante un
enfoque que relacione directamente la topologia de L(X) con la de X.
Dicha descripcion quedd asentada perfectamente en el Teorema 3.1.5.

Por otro lado, el segundo objetivo era explorar la topologia de la
completacion del espacio L(X) y ver condiciones bajo las cuales L(X)
resulta ser un espacio completo, no fue sencillo, pero al final logramos
probar en el Corolario 4.5.6 que dicho espacio coincide con el espacio de
medidas de Radon sobre X, y que su topologia es la de la convergencia
uniforme sobre los subconjuntos equicontinuos de C(X). Asimismo, en
el Corolario 4.5.7 demostramos que L(X) es un espacio completo si y
solo si X es Dieudonné-completo y todo subconjunto compacto de X es
finito.

La pregunta que se hizo al final del capitulo 3 era ;cudl es la propie-
dad & correspondiente a la completez de L(X)? Del Corolario 4.5.8 se
observa que dicha propiedad es ser Dieudonné-completo y que todo sub-
conjunto compacto de X sea finito, asi hemos vinculado el estudio de los
espacios L(X) con las equivalencias funcionales. De hecho, el estudio de
estas equivalencias nos brindan una gran cantidad de cuestiones, algunas
de ellas abiertas, aplicables a otros problemas de la topologia general, en
particular, son una gran fuente de ejemplos y contraejemplos.

En conclusién, el estudio de los espacios localmente convexos libres,
mediante sus equivalencias funcionales, abre una puerta a muchos pro-
blemas abiertos que pueden resolverse en un futuro proyecto de investi-
gacion.
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