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palavras-chave Teoria espetral dos grafos, matriz de adjacência, matriz laplaciana, ma-
triz laplaciana sem sinal, majorantes espetrais, estáveis máximos, valo-
res próprios principais e não principais, conjuntos k-regulares.

resumo Muitos dos problemas de otimização em grafos reduzem-se à determi-
nação de um subconjunto de vértices de cardinalidade máxima que in-
duza um subgrafo k-regular. Uma vez que a determinação da ordem
de um subgrafo induzido k-regular de maior ordem é, em geral, um
problema NP-difícil, são deduzidos novos majorantes, a determinar em
tempo polinomial, que em muitos casos constituam boas aproximações
das respetivas soluções ótimas. Introduzem-se majorantes espetrais
usando uma abordagem baseada em técnicas de programação convexa
e estabelecem-se condições necessárias e suficientes para que sejam
atingidos. Adicionalmente, introduzem-se majorantes baseados no es-
petro das matrizes de adjacência, laplaciana e laplaciana sem sinal. É
ainda apresentado um algoritmo não polinomial para a determinação de
um subconjunto de vértices de um grafo que induz um subgrafo k-regular
de ordem máxima para uma classe particular de grafos. Finalmente,
faz-se um estudo computacional comparativo com vários majorantes e
apresentam-se algumas conclusões.





keywords Spectral graph theory, maximum stable sets, adjacency matrix, Lapla-
cian matrix, signless Laplacian matrix, main and non-main eigenvalues,
k-regular sets.

abstract Many optimization problems on graphs are reduced to the determina-
tion of a subset of vertices of maximum cardinality inducing a k-regular
subgraph. Since the determination of the order of a k-regular induced
subgraph of highest order is in general a NP-hard problem, new upper
bounds, determined in polynomial time which in many cases are good
approximations of the respective optimal solutions are deduced. Using
convex programming techniques, spectral upper bounds were introduced
jointly with necessary and sufficient conditions for those upper bounds
be achieved. Additionally, upper bounds based on adjacency, Laplacian
and signless Laplacian spectrum are introduced. Furthermore, a non-
polynomial time algorithm for determining a subset of vertices of a graph
which induces a maximum k-regular induced subgraph for a particular
class is presented. Finally, a comparative computational study is provi-
ded jointly with a few conclusions.
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Capítulo 1

Introdução

Este trabalho enquadra-se no contexto da teoria espetral dos grafos, teoria que estuda pro-

priedades de um grafo a partir de informação fornecida pelo espetro de uma matriz que lhe

esteja associada. O início desta teoria é usualmente atribuído ao primeiro artigo matemático

publicado sobre este assunto por L. Collatz e U. Sinogowitz em 1957. Contudo, as suas ver-

dadeiras origens estão ligadas ao trabalho, em química teórica, desenvolvido em 1931 por

E. Hückel, o qual só veio a ser reconhecido quatro décadas depois. Ainda como trabalho

pioneiro neste tópico é indispensável destacar o trabalho desenvolvido por A. J. Hoffman e

seus colaboradores em 1960 sobre grafos com menor valor próprio −2 e, adicionalmente,

entre muitos outros, podemos realçar a caracterização de esquemas associativos, a caracte-

rização de grafos por valores próprios e a introdução dos grafos de Moore. No conjunto

dos principais investigadores sobre espetros de grafos dasdécadas de 60 e 70 devem ainda

incluir-se os nomes de J. J. Seidel e de H. Sachs. O primeiro livro acessível sobre este tó-

pico “Spectra of Graphs - Theory and Applications”, da autoria de D. Cvetkovíc, M. Doob

e H. Sachs, foi publicado em 1980 e pode afirmar-se que praticamente todos os resultados

da teoria espetral dos grafos obtidos antes de 1978 aparecemresumidos nesta monografia.

Nas últimas duas décadas, o número de artigos científicos publicados sobre espetros de gra-

fos cresceu de modo exponencial. Recentemente publicaram-se as monografias [CRS10] e

[BH12]. Existem muitas ligações da teoria espetral dos grafos com outras partes da com-

binatória, bem como com a álgebra e a geometria. Esta teoria pode classificar-se também
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2 1. Introdução

como parte da teoria algébrica dos grafos e da combinatória algébrica. É muito usada em

química teórica e tem também relevância em outras áreas maisaplicadas, como por exemplo

a física e a ciência da computação.

O trabalho desenvolvido teve como principal motivação o facto de muitos problemas de

otimização em grafos se reduzirem à determinação de um subconjunto de vértices de cardi-

nalidade máxima que induza um subgrafok-regular. Conjuntos independentes de vértices,

emparelhamentos induzidos, ciclos de comprimento mínimo ecliques, são exemplos de sub-

grafos induzidos 0-regulares, 1-regulares, 2-regulares e(ω − 1)-regulares, respetivamente

(ondeω denota o número de clique). O problema da existência de um ciclo de Hamilton

num grafoG de ordemn, muito comum em otimização combinatória, pode reduzir-se à

verificação da existência de um subgrafo 2-regular de ordem 2n no grafo obtido deG por

subdivisão das arestas, ou seja, por inserção de um vértice em cada aresta. Estes exemplos

põem em evidência a importância do problema geral da determinação da ordem de subgrafos

induzidosk-regulares de ordem máxima e da determinação do conjunto de vértices que o in-

duz. Porém, uma vez que em geral a determinação da ordem de um grafo induzidok-regular

de maior ordem é um problema NP-difícil, é da maior relevância encontrar majorantes, a de-

terminar em tempo polinomial, que constituam boas aproximações das respetivas soluções

ótimas bem como condições necessárias e suficientes para serem atingidos.

O principal objetivo deste trabalho é a dedução de majorantes, a determinar em tempo po-

linomial, para a ordem de subgrafos induzidosk-regulares de cardinalidade máxima assim

como a determinação de condições necessárias e suficientes para que estes majorantes sejam

atingidos.

Muitos são os majorantes para o número de estabilidade de um grafo apresentados na litera-

tura. Destacam-se, nomeadamente, o número de Lovász [Lov79], o majorante de Hoffman

para o caso particular de grafos regulares (introduzido nummanuscrito não publicado), refe-

rido em [Lov79] e posteriormente estendido para grafos arbitrários em [Hae80], o majorante

introduzido em [Luz95] baseado em programação quadrática convexa e o majorante intro-

duzido, independentemente, em [LLT07] e [GN08] que dependedo maior valor próprio da

matriz laplaciana. No caso geral do estudo de majorantes para a ordem de subgrafos in-

duzidosk-regulares os trabalhos publicados conhecidos são [CKL07,CP09, CR10, Luz11].
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Em [CKL07] foi obtido um majorante para a ordem de um subgrafoinduzido com grau mé-

dio d recorrendo a técnicas de programação quadrática convexa. Em [CP09] foram introdu-

zidos majorantes espetrais recorrendo aos valores e vetores próprios da matriz de adjacência.

Foi deduzido, nomeadamente, um majorante dependente do menor valor próprio quando este

é não principal e do correspondente espaço próprio. Em [CR10], este majorante foi reformu-

lado em termos de ângulos principais e melhorado no sentido em que não depende do menor

valor próprio ser não principal. Finalmente, em [Luz11] foiintroduzido um novo majorante

para a ordem de um subgrafo induzido de cardinalidade máximamelhorando o introduzido

em [CKL07].

A restante dissertação está organizada como se apresenta deseguida.

O Capítulo 2 introduz algumas definições, notações e resultados úteis no decorrer dos ca-

pítulos que lhe seguem. Os resultados aqui apresentados dizem respeito, essencialmente, a

propriedades do espetro das matrizes de adjacência, laplaciana e laplaciana sem sinal.

No Capítulo 3 é apresentada uma pesquisa bibliográfica identificando as contribuições mais

significativas no que diz respeito à determinação de majorantes para a ordem de subgrafos

induzidosk-regulares de ordem máxima, em particular no que se refere a majorantes para o

número de estabilidade de um grafo que resultam da utilização de programas quadráticos não

necessariamente convexos. São também introduzidos algunsresultados novos para o caso

geral de subgrafos induzidosk-regulares. Por último, propõe-se um algoritmo de natureza

combinatória para a determinação de um subconjunto de vértices de um grafo arbitrárioG

que induz um subgrafok-regular de ordem máxima, caso este exista.

Seguidamente, no Capítulo 4 são analisados majorantes quadráticos convexos para a ordem

de subgrafos induzidosk-regulares e introduzidas condições necessárias e suficientes para

que estes majorantes sejam atingidos. Com base nesta abordagem são deduzidos novos

majorantes espetrais para a ordem de subgrafos induzidosk-regulares de ordem máxima.

Apresentam-se também alguns resultados complementares introduzidos em [CR10] que têm

como base o artigo [CP09]. Incluem-se ainda algumas experiências computacionais com o

intuito de comparar os majorantes apresentados neste capítulo.

No Capítulo 5 são inicialmente introduzidos alguns conceitos e resultados relevantes para
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o restante capítulo que não foram incluídos no Capítulo 2. Nas Secções 5.1.1 e 5.1.2

determinam-se extensões dos majorantes para o número de estabilidade de um grafo in-

troduzidos em [Hae80] e em [LLT07] para a ordem de subgrafos induzidosk-regulares de

ordem máxima, baseados no espetro da matrizes de adjacênciae laplaciana, respetivamente.

Na Secção 5.1.3 introduz-se um majorante para a ordem de subgrafos induzidosk-regulares

de ordem máxima baseado no espetro da matriz laplaciana sem sinal. Finalmente, faz-se

uma comparação dos majorantes introduzidos neste capítulo.

O Capítulo 6 apresenta um estudo computacional comparativoentre os novos majorantes e

alguns majorantes previamente publicados. Considera-se ocaso particular dek = 0 tendo

em conta alguns grafos da coleção DIMACS para os quais é conhecido o número de clique.

Para o caso dek ∈ N comparam-se os majorantes introduzidos em [CKL07, CR10] e os

introduzidos neste trabalho, com recurso a grafos da coleção DIMACS.

Finalmente, no Capítulo 7, são apresentadas as conclusões desta dissertação, onde são refe-

ridos os aspetos mais relevantes do trabalho realizado.



Capítulo 2

Conceitos e resultados preliminares

Neste capítulo são introduzidas algumas definições e notações. São ainda apresentados al-

guns resultados da teoria dos grafos a utilizar nos capítulos subsequentes.

Ao longo do texto considera-seG = (V(G),E(G)) como sendo um grafo não orientado

simples, ou seja, sem lacetes nem arestas múltiplas, ondeV(G) , ∅ e E(G) denotam, res-

petivamente, o conjunto finito de vértices e o conjunto de arestas deG. Cada elemento de

E(G) é um subconjunto de dois elementos deV (G). Por simplicidade de notação, uma aresta

entre os vérticesu e v será representada poruv. Dois vérticesu,v ∈ V(G) dizem-sevérti-

ces adjacentesseuv ∈ E(G) e a arestauv diz-se incidente nos vérticesu e v. Duas arestas

dizem-searestas adjacentesse têm um vértice em comum. Se o número de vértices deG én,

ou seja, se|V(G) | = n, diz-se queG é umgrafo de ordem n. Dado um grafoG e um vértice

v ∈ V(G), avizinhançadev, denotada porNG(v), é o subconjunto de vértices adjacentes a

v que se designam porvizinhosde v. O número de vizinhos dev ∈ V (G) designa-segrau

ouvalênciado vérticev e denota-se pordG(v), ou seja,dG(v) = |NG(v) |. O maior grau dos

vértices do grafoG denota-se por∆(G), ou seja,∆(G) = max
v∈V (G)

{dG(v)} e o menor grau dos

vértices deG denota-se porδ(G), ou seja,δ(G) = min
v∈V(G)

{dG(v)}. Se o número de arestas de

G é m, ou seja, se|E(G) | = m, diz-se queG é umgrafo de dimensão m. Repare-se que ao

5



6 2. Conceitos e resultados preliminares

adicionar os graus de todos os vértices do grafoG cada aresta é contada duas vezes, pelo que

∑

v∈V(G)

dG(v) = 2|E(G) |.

Dados dois grafosG e H, diz-se queH é umsubgrafode G e queG é umsupergrafode

H quandoV (H ) ⊆ V(G) e E(H ) ⊆ E(G). Designa-se por subgrafo abrangente deG todo

o subgrafo deG que contém todos os seus vértices. Por sua vez, designa-se por subgrafo

induzidopelo subconjunto de vérticesSe denota-se porG[S] o subgrafo obtido deG tal que

V(G[S]) = Se E(G[S]) = {uv : u,v ∈ S∧ uv ∈ E(G)}.

Um grafoG diz-sep-regular se todos os seus vértices têm graup. SeG tem ordemn e é

(n − 1)-regular, entãoG é umgrafo completodenotado porKn. Por outro lado, designa-se

por grafo nuloe denota-se porNn o grafo comn vértices não adjacentes, ou seja,Nn é 0-

regular. Um subconjunto de vérticesS ⊆ V(G) diz-se (k, τ)-regular se induz um subgrafo

k-regular tal que

∀v ∈ V (G) \ S, |NG(v) ∩ S| = τ.

O complementardeG, denotado porGc, é um grafo tal que|V(G) | = |V(Gc) | euv ∈ E(Gc)

se e só seuv < E(G).

Dado um grafoG, designa-se porpasseioemG, entre os vérticesx e y, toda a sequência não

vazia de vértices e arestas da forma:

x = v0,v0v1,v1, . . . ,vk−1,vk−1vk,vk = y,

com eventual repetição de vértices e arestas, onde os vérticesv0 evk são osvértices extremos

do passeio. Os vérticesv0 e vk designam-se porvértice inicial e vértice finaldo passeio,

respetivamente. Por sua vez os vérticesv1, . . . ,vk−1 designam-se porvértices intermédiosdo

passeio. Se o grafo é simples (grafo sem lacetes nem arestas múltiplas) então um passeio fica

completamente determinado pela sequência dos sucessivos vértices. Umtrajeto num grafo

é um passeio sem arestas repetidas e umcaminhoé um passeio sem vértices repetidos com

eventual exceção dos vértices inicial e final. Umtrajeto fechadoou circuito é um trajeto

com pelo menos uma aresta e tal que os vértices inicial e final coincidem. Umciclo é um
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caminho fechado.

Designa-se porcomprimentode um passeioP e denota-se por comp(P) o número de arestas,

com eventual repetição, que o constitui. No caso particulardos caminhos e dos trajetos o

respetivo comprimento coincide com o número de arestas. Dados dois vérticesx e y de

um grafoG de ordemn e, denotando porPx,y o conjunto de todos os caminhos entre os

vérticesx e y, designa-se pordistânciaentre vértices deG a função distG : V(G) × V(G) 7→
{0, . . . ,n − 1} ∪ {∞} tal que

distG(x, y) =


min{comp(P) : P ∈ Px,y} sePx,y , ∅
∞ sePx,y = ∅

Dado um grafoG designa-se porcintura de G e denota-se porg(G) o comprimento do

circuito de menor comprimento emG, caso tal circuito exista. Caso contrário, diz-se que o

grafo tem cintura infinita e escreve-seg(G) = ∞. SeG é um grafo ev um vértice deG, então

a maior das distâncias entrev e os restantes vértices deG designa-se porexcentricidadede

v e denota-se poreG(v) ou simplesmente pore(v). Mais formalmente,

e(v) = max
u∈V(G)

distG(u,v).

Dado um grafoG, a maior excentricidade dos seus vértices designa-se pordiâmetroe denota-

-se por diam(G). Por sua vez, a menor excentricidade dos vértices deG designa-se porraio

e denota-se porr (G).

Um ciclo C comV(C) = V(G) diz-seciclo hamiltonianoe um grafo que admite tal ciclo

diz-se umgrafo hamiltoniano.

Um grafoG diz-seconexose entre cada par de vértices existe um caminho que os une. Caso

contrário diz-senão conexoou desconexo. Dado um grafo desconexoG, umacomponente

conexaou simplesmentecomponentedeG é um subgrafo conexo deG tal que, sendo indu-

zido pelo subconjunto de vérticesS, ∀x ∈ V (G) \ S, o subgrafoG[S∪ {x}] é desconexo.

Um grafoG diz-sebipartido se existe uma partição do seu conjunto de vértices nos sub-

conjuntosX eY tal que não existem arestas entre qualquer par de vértices deX nem entre
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qualquer par de vértices deY, ou seja, cada aresta deG tem um extremo emX e outro em

Y. Esta partição (X,Y) do conjunto dos vértices deG designa-se por bipartição dos vértices

e, neste caso,G denota-se pelo terno (X,Y,E) ondeE = E(G). Em particular, diz-se queG

é um grafobipartido semi-regularseV(G) é partido em dois subconjuntosX eY e existem

constantesa e b, coma , b, tais que cada vértice deX tem graua e cada vértice deY tem

graub. Se |X | = m, |Y| = n e, para quaisquerv ∈ X e u ∈ Y, vu ∈ E(G) o grafo diz-se

bipartido completoe denota-se porKm,n. Árvoressão grafos conexos acíclicos e constituem

uma classe especial de grafos bipartidos.

Um estável(ou conjunto independente) é um subconjunto de vértices dois a dois não adja-

centes. Um estávelSde um grafoG diz-seestável maximalse não existeT ⊆ V(G) tal que

S ⊂ T eT é um estável deG. Um estável diz-seestável máximose não existe outro estável

com maior número de vértices. Ao número de vértices de um estável máximo de um grafoG

chama-senúmero de estabilidade(ounúmero de independência) deG e denota-se porα(G).

Por sua vez, umacliqueé um subconjunto de vértices tal que qualquer par dos seus vértices é

adjacente. Uma cliqueC de um grafoG diz-se umaclique maximalse não existeT ⊆ V(G)

tal queC ⊂ TeT é uma clique deG. Uma clique diz-seclique máximase não existe outra

clique com maior número de vértices. Ao número de vértices deuma clique máxima de

um grafoG chama-senúmero de cliquedeG e denota-se porω(G). Das definições dadas

conclui-se que a determinação do número de estabilidade é equivalente à determinação do

número de clique, ou seja,α(G) = ω(Gc). O número mínimo de cliques cuja união é igual

a V(G) denota-se porθ (G). Uma família de cliques comθ (G) elementos designa-se por

cobertura mínima de G por cliques. Uma vez que qualquer cobertura deG por cliques tem

pelo menosα(G) cliques, conclui-se que para um grafo arbitrárioG verifica-se a desigual-

dadeα(G) ≤ θ (G). O número cromáticode um grafo,χ(G), representa o menor número

de cores necessárias para colorir os vértices de um grafo semque vértices adjacentes tenham

a mesma cor. Assim, os vértices coloridos com uma dada cor formam um estável, pelo que

χ(G) se pode definir como o número mínimo de estáveis cuja união é igual aV(G). Esta fa-

mília de conjuntos designa-se porcobertura mínima de G por estáveis. Deste modo, tem-se

a igualdadeχ(G) = θ (Gc).

O problema de determinar se um dado grafoG de ordemn admite um estável de cardinali-
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dadek ≤ n é um problema NP-completo [Kar72] (para definição formal desta e de outras

noções da teoria da complexidade computacional ver [GJ79]), pelo que a determinação de

um estável máximo deG é um problema difícil.

Um emparelhamentonum grafoG é um subconjunto de arestasM ⊆ E(G) sem vértices

comuns. Umemparelhamento perfeitoé um emparelhamentoM tal que, qualquer vértice

u ∈ V(G) é incidente numa única aresta deM. Um emparelhamento de máxima cardina-

lidade designa-se poremparelhamento máximo. Um emparelhamento induzidoé um em-

parelhamento em que entre quaisquer duas arestas não há uma aresta a uni-las, ou seja, é

um subgrafo induzido 1-regular. Umemparelhamento induzido M⊆ E(G) de um grafoG

diz-semaximalse não existeT ⊆ E(G) tal queM ⊂ T eT é um emparelhamento induzido

deG. A determinação de um emparelhamento induzido máximo é um problema NP-difícil.

Mais geralmente, a determinação de um subgrafo induzidok-regular máximo é um pro-

blema NP-difícil para qualquer valor fixok [CKL07]. De facto, em [CKL07], provou-se que

se o problema se restringir à determinação de um subgrafo bipartidok-regular máximo, este

continua a ser um problema NP-difícil.

Ao longo do texto denota-se por ˆe o vetor com todas as componentes iguais a 1 e porIn

a matriz identidade de ordemn. Quando não existem dúvidas quanto à ordem do grafo, a

matriz identidade pode ser identificada simplesmente porI .

A matriz de adjacênciade um grafoG de ordemn é uma matrizn × n denotada porAG com

entradasai j dadas por

ai j =



1, sei j ∈ E(G);

0, caso contrário.

Os valores próprios de um grafoG são os valores próprios da sua matriz de adjacência. A

matriz AG é simétrica e temn valores próprios reais ordenados do seguinte modo,

λmax(AG) = λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λn = λmin(AG).

λmax(AG) = λ1 é também designado poríndicedo grafoG.

O polinómio característico da matriz de adjacência deAG de um grafoG de ordemn designa-
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-se por polinómio característico de Ge denota-se porPG(λ) = |AG − λ In|. Os seus zeros

constituem o conjunto dos valores próprios deAG designado porespetrode AG e denotado

porσ(AG) que, por simplicidade de notação, por vezes apareceσ(G). Assim, seAG temr

valores próprios distintos,σ(AG) = {[λ1]n1, . . . , [λr ]nr }, ondeni representa a multiplicidade

do valor próprioλi , comi = 1, . . . ,r . SeG é um grafo conexo a matriz de adjacência é não

negativa e irredutível, pelo que o teorema de Perron-Frobenius permite concluir queλ1 tem

multiplicidade um e um vetor próprio associado com todas as componentes positivas. SeG

tem pelo menos uma aresta, entãoλmin(AG) ≤ −1. SeG é um grafo nulo, todos os valores

próprios deAG são nulos. Por sua vez, no caso particular de um grafo completo de ordemn,

Kn, o seu polinómio característico é dado por:

PKn
(λ) = |AKn

− λ In| = det




−λ 1 . . . 1

1 −λ . . . 1
...

...
. . .

...

1 1 . . . −λ




pelo que−1 ∈ σ(AKn
). Por outro lado, tendo em conta queAKn

ê = (n − 1)ê conclui-se

que (n − 1) ∈ σ(AKn
). Estes são os únicos valores próprios deAKn

e têm multiplicidades

iguais a (n − 1) e 1, respetivamente. DadoS ⊆ V(G), o vetorx ∈ R
n tal quexv = 1 se

v ∈ S e xv = 0 sev < S designa-se porvetor característicode S, denotado porx(S). O

subespaço próprio associado a cada valor próprioλ ∈ σ(AG) denota-se porεG(λ). Cada

valor próprioλ tal queεG(λ) é não ortogonal ao vetor ˆe diz-seprincipal. Os restantes

valores próprios distintos dizem-senão principais. Denota-se porMainSp(G) o conjunto

dos valores próprios principais deG. Os conceitos de valor próprio principal e não principal

foram introduzidos em [CDS95]. Em [Row07] foi publicado um artigo de revisão sobre

estes conceitos e resultados relacionados. Para cada vetorû, û⊥ denota o subespaço próprio

gerado pelos vetores ortogonais a ˆu.

Seguem-se alguns resultados relativos à estrutura dos grafos, obtidos a partir da análise dos

valores próprios da respetiva matriz de adjacência. O espetro de um grafo contém muita

informação sobre o grafo, nomeadamente informação que determina se um grafo é ou não

bipartido ou regular, mas em geral não determina o grafo.



11

Teorema 2.1 [CS57] Sejad̄ o valor médio dos graus dos vértices de um grafo G. Então

d̄ ≤ λmax(AG) ≤ ∆(G).

A igualdade verifica-se se e só se G é regular.

Teorema 2.2 [Gan59] Dado um grafo conexo G, a matriz de adjacência de G tempelo

menosdiam(G) + 1 valores próprios distintos.

Dada uma matriz arbitráriaA de ordemn com entradas reais ou complexas, oraio espetral

de Adenotado porρ(A) define-se porρ(A) = max{|λ | : λ ∈ σ(A)}.

Teorema 2.3 [CDS95] Um grafo é conexo se e só se o seu raio espetral é um valor próprio

simples ao qual está associado um vetor próprio com todas as suas componentes positivas.

O resultado que se segue relaciona o espetro de um grafoG e o espetro do seu complementar,

Gc.

Teorema 2.4 [Cve71] Se o espetro de um grafo G contém um valor próprioλ0 com multi-

plicidade r > 1, então o espetro do complementar Gc, contém o valor próprio−λ0 − 1 com

multiplicidade s, onde r− 1 ≤ s ≤ r + 1.

Se o grafoG é regular, então o polinómio característico deGc relaciona-se com o polinómio

característico deG da seguinte forma:

Teorema 2.5 [Sac62] Se G é um grafo p-regular de ordem n, então

PGc (λ) = (−1)nλ − n+ p+ 1
λ + p+ 1

PG(−λ − 1) (2.1)

ou seja, se o espetro de G contém os valores própriosλ1 = p, λ2, . . . , λn, então o espetro

de Gc contém os valores próprios n− 1− p,−λ2 − 1, . . . ,−λn − 1.
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O grafo linhade um grafoG, denotado porL(G), obtém-se deG considerando como vér-

tices as arestas deG e como relação de adjacência entre os seus vértices a respetiva relação

de adjacência entre arestas. Tendo em conta esta definição e adefinição de emparelhamento

máximo conclui-se que, a determinação de um emparelhamentomáximo emG é equivalente

à determinação de um estável máximo emL(G). O grafoG da Figura 2.1 tem emparelha-

mento máximo{12,35,46} e L(G) tem o estável máximo{a,c,e}.

1

2

3

5

4

6
a

b c d

eg f

a

g f e

dcb

Figura 2.1: GrafoG com emparelhamento máximo{12,35,46} e L(G) com estável máximo
{a,c,e}.

Designa-se pormatriz de incidência aresta-vérticeou simplesmentematriz de incidênciade

um grafo simples, de ordemn e dimensãom, e denota-se porR= (mi j ) a matriz de dimensão

n × m tal que

mi j =



1, se ej = vivk comk , i ;

0, se ej = vpvq com i < {p,q}.

A transposta da matrizR, RT, designa-se pormatriz de incidência vértice-aresta. As igual-

dades (ver [CDS95])

RRT = AG + DG, RT R= AL(G) + 2In, (2.2)

ondeDG é a matriz diagonal com entradas da diagonal principal iguais aos graus dos vérti-

ces deG, permitem relacionar o espetro da matriz laplaciana sem sinal (ver definição mais

adiante) de um grafo com o da matriz de adjacência do seu grafolinha. De facto, no caso

particular deG ser um grafop-regular tem-seDG = pIn e, tendo em conta as igualdades

(2.2) e que os valores próprios não nulos destas matrizes coincidem, obtém-se a seguinte

relação entre os polinómios característicos deG e L(G):
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Teorema 2.6 [Sac67] Se G é um grafo p-regular de ordem n e m arestas, então

PL(G) (λ) = (λ + 2)m−nPG(λ − p+ 2). (2.3)

Outras matrizes representativas de grafos são, nomeadamente, a matriz laplaciana e a matriz

laplaciana sem sinal.

Dado um grafoG com matriz de adjacênciaAG e matriz diagonalDG, define-sematriz

laplacianadeG e denota-se porLG a matrizLG = DG− AG. Esta é uma matriz semidefinida

positiva e, comoLGê = 0, os seus valores próprios podem ser ordenados do seguinte modo,

0 = µn ≤ · · · ≤ µ1, onde o valor próprio zero tem multiplicidade igual ao número de

componentes deG. Um vetor próprio associado ao menor valor próprio,µn = 0, é o vetor

de componentes unitárias ˆe.

Apresentam-se de seguida algumas propriedades espetrais da matriz laplaciana. Em 1985,

Anderson e Morley [AM85] obtiveram o primeiro majorante para o maior valor próprio da

matriz laplaciana.

Teorema 2.7 [AM85] Seja G um grafo simples não orientado. Seµ1 é o maior valor próprio

da matriz laplaciana LG, então

µ1 ≤ max{dG(u) + dG(v) : uv ∈ E(G)}, (2.4)

onde dG(u) é o grau do vértice u.

Em 1997, este resultado foi melhorado por Li e Zhang [LZ97].

Teorema 2.8 [LZ97] Seja G um grafo simples não orientado. Denote-se r= max{dG(u) +

dG(v) : uv ∈ E(G)} e s= max{dG(u) + dG(v) : uv ∈ E(G) − {xy}} com xy ∈ E(G) tal que

dG(x) + dG(y) = r. Então,

µ1 ≤ 2+
√

(r − 2)(s− 2).

O primeiro minorante para o maior valor próprio da matriz laplaciana foi introduzido por
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Fiedler [Fie73].

Teorema 2.9 [Fie73] Seja G um grafo de ordem n> 1 e máximo grau∆ = ∆(G). Então,

µ1 ≥
n

n − 1
∆. (2.5)

Grone e Merris em [GM94] melhoraram o minorante (2.5). Por outro lado, Zhang e Luo

em [ZL02] apresentaram uma nova prova para este resultado e caracterizaram a igualdade.

Teorema 2.10 [GM94, ZL02] Seja G um grafo conexo simples com pelo menos umaaresta

e máximo grau∆ = ∆(G). Então,

µ1 ≥ ∆ + 1, (2.6)

verificando-se a igualdade se e só se existe um vértice que é adjacente a todos os outros.

Designa-se pormatriz laplaciana sem sinala matriz definida porQG = DG + AG. Tendo em

conta que os valores próprios não nulos das matrizes em (2.2)coincidem, conclui-se que

PL(G) (λ) = (λ + 2)m−nPQG
(λ + 2), (2.7)

ondePQG
(λ) é o polinómio característico da matriz laplaciana sem sinal QG. É claro que

a matrizQG é semidefinida positiva e os seus valores próprios podem ser ordenados do

seguinte modo, 0≤ qn ≤ · · · ≤ q1.

Ao longo do texto os valores próprios da matriz de adjacência, λi , laplaciana,µi , e laplaciana

sem sinal,qi , são também denotados porλi (G), µi (G) e qi (G), respetivamente.

Relativamente à matrizQG apresentam-se algumas propriedades no que diz respeito ao seu

espetro que serão usadas em capítulos seguintes.

Teorema 2.11 [CRS07] O menor valor próprio da matriz laplaciana sem sinalde um grafo

conexo é igual a zero se e só se o grafo é bipartido. Neste caso,zero é um valor próprio

simples.
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Assim, seG é um grafo conexo, o menor valor próprio deQG é positivo se e só seG não é

bipartido.

Teorema 2.12 [CRS07] Seja G um grafo de ordem n. Então,

2δ(G) ≤ q1 ≤ 2∆(G). (2.8)

Teorema 2.13 [Das10] Sejam G um grafo de ordem n. Então,

qn < δ(G). (2.9)

Segue-se uma relação entre os maiores valores próprios das matrizes laplaciana e laplaciana

sem sinal de um grafoG.

Lema 2.14 [ZL02] Seja G um grafo. Então,

µ1 ≤ q1. (2.10)

Mais, se G é um grafo conexo, então a desigualdade verifica-seem forma de igualdade se e

só se o grafo é bipartido.

De facto, é conhecido que seG é um grafo bipartido, então os espetros das matrizes lapla-

ciana e laplaciana sem sinal coincidem (ver [GM90], por exemplo).





Capítulo 3

Subgrafos induzidosk-regulares de

ordem máxima

Neste capítulo procura fazer-se um levantamento de vários resultados apresentados sobre

subgrafos induzidosk-regulares, em particular trabalhos que consistem em, dadoum grafo

G, determinar majorantes para a ordem de subgrafos induzidosk-regulares de maior ordem,

designados por subgrafos induzidosk-regulares máximos.

Em [CKL07] provou-se que o problema da determinação de um subgrafo induzidok-regular

máximo é NP-difícil, mesmo no caso particular da determinação de subgrafos bipartidos

k-regulares máximos. Neste sentido, foram efetuados diversos estudos no que diz respeito

à determinação de majorantes para a ordem de subgrafos induzidos k-regulares que cons-

tituam boas aproximações das respetivas soluções ótimas. No caso particular da ordem de

subgrafos induzidos 0-regulares máximos, ou seja, estáveis máximos, desenvolveram-se vá-

rios majorantes determinados em tempo polinomial. São referidos alguns majorantes espe-

trais para o número de estabilidade de um grafo, nomeadamente o majorante de Hoffman

referido em [Lov79], o majorante introduzido em [Hae80] baseado nos menor e maior valo-

res próprios da matriz de adjacência e o majorante baseado nomaior valor próprio da matriz

laplaciana introduzido em [LLT07]. Refere-se a formulaçãoquadrática para a determinação

de um estável máximo introduzida por Motzkin e Straus em [MS65] inicialmente orientada

para a determinação do número de clique. Apresenta-se também o majorante para o nú-

17
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mero de estabilidade introduzido em [Luz95] calculado através da resolução de um problema

de programação quadrática convexa com restrições de não negatividade. Para o caso geral

referem-se os majorantes introduzidos em [CKL07] e em [Luz11]. São ainda introduzidos

alguns resultados adicionais para o caso de subgrafos induzidos k-regulares. Em particular

são feitas algumas generalizações para programas quadráticos não necessariamente conve-

xos.

No final do capítulo propõe-se um algoritmo de natureza combinatória para a determinação

de subgrafos induzidos de ordem máxima (quando estes existem).

3.1 Caso particular de subgrafos induzidos0-regulares

Nesta secção pretende-se identificar alguns majorantes para o número de estabilidade. São

referidos, nomeadamente, alguns majorantes que estão na base do restante trabalho desen-

volvido.

Hoffamn introduziu num manuscrito não publicado, mais tarde apresentado em [Lov79],

um majorante para grafos regulares, posteriormente estendido por Haemers a grafos arbitrá-

rios [Hae80].

O teorema que se segue introduz o majorante de Hoffman que, pela sua facilidade de cálculo,

é o mais popular. Relativamente à segunda parte do teorema, acondição necessária está

provada em [Hae95] e a condição suficiente em [CKL07].

Teorema 3.1 [CKL07, Hae95, Lov79] Seja G um grafo regular de ordem n com pelo menos

uma aresta. Então,

α(G) ≤ n
−λn(G)

λ1(G) − λn(G)
. (3.1)

Adicionalmente, a cardinalidade de um estável S atinge estemajorante se e só se S é um

conjunto(0, τ)-regular comτ = −λn(G).
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O teorema a seguir estende o majorante (3.1) a grafos arbitrários.

Teorema 3.2 [Hae80] Seja G um grafo de ordem n com pelo menos uma aresta. Então,

α(G) ≤ −n λn(G) λ1(G)

δ2(G) − λn(G) λ1(G)
. (3.2)

Igualmente simples de determinar é o majorante proposto porCvetkovíc (ver [CDS95]).

Teorema 3.3 [CDS95] Seja G um grafo de ordem n. Sejam ainda p−, p0 e p+ o número de

valores próprios da matriz AG menores, iguais e maiores que zero, respetivamente. Então,

α(G) ≤ p0 +min{p−,p+}. (3.3)

Existem grafos para os quais a desigualdade(3.3)se verifica na forma de igualdade.

Os grafos completos e as árvores são exemplos de grafos em que(3.3) se verifica na forma

de igualdade.

Um outro majorante para o número de estabilidade de um grafo resulta da desigualdade

χ(G) ≤ λmax(G)+1 provada em [Wil67] conjuntamente com a desigualdadeω(G) ≤ χ(G)

e tendo em conta queα(G) = ω(Gc). Assim,

α(G) ≤ λmax(G
c) + 1. (3.4)

Em [LLT07] e em [GN08] foi obtido, independentemente, um majorante espetral para o

número de estabilidade dependente do maior valor próprio damatriz laplaciana.

Teorema 3.4 [LLT07, GN08] Seja G um grafo de ordem n com pelo menos uma aresta.

Então,

α(G) ≤ n
µ1 − δ(G)
µ1

. (3.5)

Segue-se a apresentação de majorantes para o número de estabilidade baseados em técnicas

de programação quadrática. Em [MS65], a partir da formulação do programa quadrático não
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convexo,

f (G) = max

{

1
2

xT AGx : x ∈ ∆
}

, (3.6)

conhecida por formulação de Motzkin-Straus, onde∆ = {x ≥ 0 : êT x = 1}, prova-se que

dado um grafo arbitrárioG com número de cliqueω(G), f (G) = 1
2

(

1− 1
ω(G)

)

. Tendo

em conta queα(G) = ω(Gc) pode concluir-se que a formulação de Motzkin-Straus para a

determinação do número de clique do complementar de um grafoG de ordemn é equivalente

à formulação quadrática para a determinação do número de estabilidade deG, isto é,

1
α(G)

= min
{
xT (AG + In)x : x ∈ ∆

}
. (3.7)

Em [Luz95] foi introduzido o programa quadrático convexo

υ(G) = max

{

2êT x − xT
(

AG

−λmin(AG)
+ In

)

x : x ≥ 0

}

, (3.8)

e provou-se que, sendoG um grafo com pelo menos uma aresta, o valor ótimo de (3.8) é

um majorante para o número de estabilidade,α(G), ou seja, que se verifica a desigualdade

α(G) ≤ υ(G). SeG é regular,υ(G) reduz-se ao majorante de Hoffman, ou seja,

υ(G) =
−nλmin(AG)

λmax(AG) − λmin(AG)
.

Adicionalmente em [Luz95], prova-se queα(G) = υ(G) se e só se para qualquer estável

máximoSdeG se verifica a seguinte desigualdade,

− λmin(AG) ≤ min{|NG(i ) ∩ S| : i < S}. (3.9)

Cardoso e Cvetković em [CC06] melhoraram esta condição provando queα(G) = υ(G) se

e só se existir um estávelSdeG que verifique (3.9).

Um grafoG tal queυ(G) = α(G) diz-se um grafo com número de estabilidade quadrático

convexo [Car01] e a classe de grafos talυ(G) = α(G) é denotada porQ.

Seguem-se alguns resultados que permitem a identificação degrafos que pertencem a esta
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classe.

Teorema 3.5 [Car01] Um grafo conexo G com pelo menos uma aresta tal que o seu grafo

linha, L(G), não é completo tem um emparelhamento perfeito se e só se L(G) ∈ Q.

Como consequência imediata tem-se o seguinte coralário.

Corolário 3.6 [Car01] Se G é um grafo conexo com um número par de arestas, então

L(L(G)) ∈ Q.

Do corolário pode concluir-se que existe uma infinidade de grafos com número de estabili-

dade quadrático convexo.

Outras propriedades que relacionam a classeQ e os conjuntos (k, τ)-regulares foram intro-

duzidas em [Car03] e em [Ram05].

Teorema 3.7 [Car03] Seja G um grafo regular. Então, G∈ Q se e só se existe um conjunto

S⊆ V(G) que é(0, τ)-regular, em queτ = −λmin(AG).

Teorema 3.8 [Ram05] Seja G um grafo com pelo menos uma aresta e S um estávelde G

que é(0, τ)-regular. Então G∈ Q se e só seτ = −λmin(AG).

Há diversos grafos com número de estabilidade quadrático convexo bem conhecidos, no-

meadamente o grafo de PetersenP, para o qualλmin(AP) = −2 eα(P) = υ(P) = 4 e o grafo

Hoffman-SingletonHS, para o qualλmin(AHS) = −3 eα(HS) = υ(HS) = 15, entre outros.

Existem alguns resultados apresentados em [CL01] que permitem o reconhecimento de gra-

fos com número de estabilidade quadrático convexo. Considerando um grafoG e tendo

em conta que, dado um conjunto de vérticesU ⊂ V (G), G − U denota o grafo tal que

V(G − U) = V(G) \U e E(G − U) = {i j : i , j ∈ V(G −U), i j ∈ E(G)}, tem-se que

1. Se existeU ⊂ V(G) tal queυ(G) = υ(G − U) e λmin(AG) < λmin(AG−U ), então

α(G) = υ(G);
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2. Se existei ∈ V(G) tal queυ(G) , max{υ(G − {i }),υ(G − NG(i ))}, entãoG < Q;

3. Se existei ∈ V(G) tal queυ(G − {i }) , υ(G − NG(i )), então

(a) Seυ(G) = υ(G − {i }), entãoG ∈ Q se e só seG − {i } ∈ Q;

(b) Seυ(G) = υ(G − NG(i )), entãoG ∈ Q se e só seG − NG(i ) ∈ Q.

Estes resultados permitem o reconhecimento de grafos com número de estabilidade quadrá-

tico convexo, exceto para grafos que contenham um subgrafo induzidoG que seja adverso,

ou seja, um subgrafo que não tem vértices isolados,υ(G) eλmin(AG) são inteiros e para todo

o vérticei ∈ V (G) υ(G) = υ(G − NG(i )) e λmin(AG) = λmin(AG−NG (i )).

Em [CL01], considera-se o programa quadrático,

υG(τ) = max

{

2êT x − xT
(

AG

τ
+ In

)

x : x ≥ 0

}

, (3.10)

ondeτ > 0, e estabelece-se o seguinte resultado no que diz respeito às componentes de uma

solução ótima para (3.10).

Teorema 3.9 [CL01] Para todoτ > 0, se x∗ é uma solução ótima para(3.10), então

∀i ∈ V(G) [x∗]i = max


0,1−
ai

Gx∗

τ


, (3.11)

onde[x∗]i é a i-ésima componente de x∗(τ) e ai
G é a i-ésima linha da matriz AG.

Como consequência, conclui-se que∀τ > 0 1 ≤ υG(τ) ≤ n, comυG(τ) = 1 seG é um grafo

completo eυG(τ) = n seG é um grafo nulo. Deste modo, provam-se algumas propriedades

para a funçãoυG :]0,+∞[ 7→ [1,n], nomeadamente queυG(τ) é um majorante paraα(G).

Teorema 3.10 [CL01] Dado um grafo G, a funçãoυG :]0,+∞[ 7→ [1,n] tem as seguintes

propriedades:

a) ∀τ > 0 α(G) ≤ υG(τ).
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b) 0 < τ1 < τ2⇒ υG(τ1) ≤ υG(τ2).

c) ∀ τ ≥ −λmin(AG) (3.10)é um programa convexo.

d) Supondoτ∗ > 0, as seguintes afirmações são equivalentes:

i. ∃τ ∈]0, τ∗[ tal queυG(τ) = υG(τ∗);

ii. υG(τ∗) = α(G) e∀τ ∈]0, τ∗[ (3.10)não tem soluções espúrias1;

iii. ∀τ ∈]0, τ∗[ υG(τ) = α(G).

e) ∀U ⊂ V(G) ∀τ > 0 υG−U (τ) ≤ υG(τ).

Apresenta-se de seguida a generalização da condição necessária e suficiente para a obtenção

da igualdadeα(G) = υG(τ).

Teorema 3.11 [CL01] Seja G um grafo com pelo menos uma aresta. Então para todo τ ≥
−λmin(AG), α(G) = υG(τ) se e só se para um estável S de G,

τ ≤ min{NG(i ) ∩ S : i < S}.

Ainda em [CL01], considerando o programa quadrático,

νG(τ) = min

{

zT
(

AG

τ
+ In

)

z : êT z = 1, z ≥ 0

}

, (3.12)

ondeτ > 0, estabelece-se a seguinte relação entre os programas quadráticos (3.10) e (3.12).

Teorema 3.12 [CL01] Considerem-se os programas quadráticos(3.10)e (3.12)e sejam x∗

e z∗ soluções ótimas para(3.10)e (3.12), respetivamente. Então,z
∗

νG (τ) e x∗
υG (τ) são soluções

ótimas para(3.10)e (3.12), respetivamente eυG(τ) = 1
νG (τ) .

O número de Lovász [Lov79] está entre os majorantes para o número de estabilidade que

melhor se aproximam da solução ótima. Este número é também conhecido como a função

1uma solução ótimax∗ de (3.10) designa-se por solução espúria seυG (τ) = α(G) e x∗ não define um vetor
característico de um estável máximo.
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theta de Lovász denotada porϑ(G) e é, em geral, considerado o mais famoso majorante para

α(G) pelas diferentes formulações que lhe foram estabelecidas(ver, por exemplo, [GLS88,

Knu94, Lov79]). Uma formulação possível para o número de Lovász é a seguinte:

ϑ(G) = min
Q
λmax(êêT +Q), (3.13)

ondeQ é uma matriz de adjacência ponderada deG, ou seja, é uma matrizQ = [qi j ] tal que

qi j toma qualquer número real sei j ∈ E(G) e qi j = 0 sei = j ou i j < E(G). Tem-se então

que

α(G) ≤ ϑ(G).

Mais tarde, este majorante foi reformulado por Luz e Schrijver [LS05] em termos de uma

família de programas quadráticos convexos. Estes, redefiniram o número de Lovász do se-

guinte modo:

ϑ(G) = min
C
υ(G,C), (3.14)

ondeυ(G,C) = max
{
2êT x − xT

(

C
−λmin(C) + In

)

x : x ≥ 0
}

e C é uma matriz de adjacência

ponderada deG, ou seja, é uma matrizC = [ci j ] tal queci j toma qualquer número real se

i j ∈ E(G) e ci j = 0 sei = j ou i j < E(G) e provaram queα(G) ≤ υ(G,C). Por outro lado,

é claro queϑ(G) ≤ υ(G,C) qualquer que seja a matrizC nas condições definidas. Como

consequência,

α(G) ≤ ϑ(G) ≤ υ(G).

Um majorante que se tem revelado (computacionalmente) ainda mais próximo da solução

ótima de (3.14) do que o número de Lovász é o majoranteϑ′(G) obtido, independentemente,

em [MRR78] e em [Sch79]:

ϑ′(G) = min
C
λmax(êêT − C),

ondeC é uma matriz ponderada estendida deG, isto é,C = [ci j ] é uma matriz não nula com
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entradas

ci j =



qualquer número real, sei j ∈ E(G)

0, sei = j

qualquer número real não positivo, sei j < E(G)

Este majorante foi caracterizado em [Luz06] com base em programação quadrática convexa

como se segue:

ϑ′(G) = min
C
υ(G,C),

comυ(G,C) definida anteriormente eC é uma qualquer matriz ponderada estendida deG.

3.2 Caso geral

Nesta secção referem-se alguns resultados que consistem, em particular, na determinação

de um subconjunto de vértices de cardinalidade máxima que induz um subgrafok-regular.

Seguindo a notação introduzida em [Luz11] este máximo é denotado porαk(G) para um

qualquer grafoG. Note-se que no caso particular dek = 0 e k = 1 tem-se, respetivamente,

o número de estabilidade,α0(G) = α(G), e o número de vértices de um emparelhamento

induzido deG de máxima cardinalidade,α1(G).

3.2.1 Resultados previamente conhecidos

SejaG um grafo de ordemn com pelo menos uma aresta. Em [CKL07] foi introduzida a

seguinte família de problemas quadráticos convexos:

υk(G) = max

{

2êT x − τ

k + τ
xT

(

AG

τ
+ In

)

x : x ≥ 0

}

, (3.15)

ondeτ = −λmin(AG) e k um inteiro não negativo. Repare-se que sek = 0, υ0(G) = υ(G).

De facto, o majorante (3.8) é um caso particular do majorante(3.15). Em [CKL07] provou-

-se que seS induz um subgrafo deG tal que a média dos graus dos vértices deG é k, tem-se

um majorante quadrático convexo de cardinalidade máxima para um subgrafo induzidok-
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regular, ou seja,

|S| ≤ υk(G). (3.16)

Foram ainda caracterizados os grafos para os quais este majorante é atingido.

Teorema 3.13 [CKL07] Seja G um grafo com pelo menos uma aresta e S um subconjunto

de V(G) que induz um subgrafo k-regular. Então,|S| = υk(τ) se e só se

τ + k ≤ |NG(i ) ∩ S| ∀i < S. (3.17)

SeG é p-regular, então|S| ≤ nk−λmin(AG )
p−λmin(AG ) e a igualdade verifica-se se e só seSé um conjunto

(k, k + τ)-regular comτ = −λmin(AG).

Recentemente, em [Luz11] foi introduzido o seguinte resultado:

Teorema 3.14 [Luz11] Seja x∗ uma solução ótima para o programa quadrático convexo

(3.8). Então k+τ
τ

x∗ é uma solução ótima para(3.15)e consequentemente,

υk(G) =
k + τ
τ
υ(G), ∀k ∈ N. (3.18)

Considerando a seguinte generalização deυk(G) introduzida em [Luz11],

υk(G,C) = max

{

2êT x − τC

k + τC
xT

(

C
τC
+ In

)

x : x ≥ 0

}

, (3.19)

ondeC é uma matriz de adjacência ponderada deG e τC = −λmin(C), tem-se o seguinte

resultado:

Teorema 3.15 [Luz11] Seja G um grafo com pelo menos uma aresta, AG a respetiva matriz

de adjacência, C uma matriz de adjacência ponderada tal que C≤ AG, isto é, qualquer

entrada de C é não superior à respetiva entrada em AG. Então,

αk(G) ≤ υk (G,C). (3.20)
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Nas condições do teorema anterior, em [Luz11] prova-se que para cadak inteiro não negativo

o número

ϑk(G) = min
C≤AG

υk(G,C) (3.21)

é um majorante paraαk(G). Conclui-se ainda queϑk(G) nunca é pior do queυk (G), ou

seja, tem-se as seguintes desigualdades:

αk(G) ≤ ϑk (G) ≤ υk(G).

No entanto, devido à dificuldade do cálculo deϑk(G) foram desenvolvidos, em [Luz11], dois

métodos de aproximação deste número. Refira-se um dos métodos que consiste na obtenção

de uma aproximação paraϑk (G) usando o número de Lovász. Para tal, tendo em conta que

(3.19) pode ser reescrito como

υk (G,C) =
τC

k + τC
max

{

2
k + τC
τC

êT x − xT
(

C
τC
+ In

)

x : x ≥ 0

}

, (3.22)

considera-se a seguinte generalização do Teorema 3.14.

Teorema 3.16 [Luz11] Seja x∗ uma solução ótima para(3.19). Entãok+τC
τC

x∗ é uma solução

ótima para(3.22)e consequentemente,

υk(G,C) =
k + τC
τC
υ(G,C), ∀k ∈ N.

Deste modo tem-se a seguinte aproximação paraϑk (G).

Teorema 3.17 [Luz11] Seja G um grafo com pelo menos uma aresta. Seυk (G,C∗) =

min
C≤AG

υ(G,C), onde C∗ é uma matriz de adjacência ponderada de G tal que C∗ ≤ AG,

entãoϑ(G) = υ(G,C∗) e consequentemente,

ϑk (G) ≤
k + τ∗C
τ∗C
ϑ(G).
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3.2.2 Generalizações a programas quadrático não necessariamente con-

vexos

Apresentam-se de seguida algumas generalizações de resultados apresentados na secção an-

terior para programas não necessariamente convexos. Para tal considerem-se os seguintes

programas quadráticos:

υG(k, τ) = max

{

2êT x − τ

k + τ
xT

(

AG

τ
+ In

)

x : x ≥ 0

}

, (3.23)

e

νG(k, τ) = min

{

τ

k + τ
xT

(

AG

τ
+ In

)

x : êT x = 1, x ≥ 0

}

(3.24)

ondeτ > 0 ek um inteiro não negativo.

Observe-se que quandok = 0, υG(k, τ) e νG(k, τ) coincidem, respetivamente, com (3.10) e

(3.12), ou seja,

υG(0, τ) = υG(τ) = max

{

2êT x − xT
(

AG

τ
+ In

)

x : x ≥ 0

}

(3.25)

e

νG(0, τ) = νG(τ) = min

{

xT
(

AG

τ
+ In

)

x : x ∈ ∆
}

, (3.26)

onde∆ = {x ≥ 0 : êT x = 1}.

O teorema que se segue estabelece uma relação entre os programas (3.24) e (3.23) e permite

concluir que|S| ≤ 1
νG (k,τ) .

Teorema 3.18Considerem-se os programas quadráticos(3.23) e (3.24) e sejam x∗ e z∗

soluções ótimas para(3.23)e (3.24), respetivamente. Então, z∗

νG (k,τ) e x∗
υG (k,τ) são soluções

ótimas para(3.23)e (3.24), respetivamente, eυG(k, τ) = 1
νG (k,τ) .

Prova. Sejamx∗ e z∗ soluções ótimas para (3.23) e (3.24), respetivamente. Da otimalidade

de x∗ para (3.23), pelas condições de Karush-Kuhn-Tucker (ver por exemplo [PSUJ93]),
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existey∗ ≥ 0 tal que

AGx∗ = τ(ê− x∗) + kê+ y
∗;

x∗Ty∗ = 0.

Então,

τ

k + τ
x∗T

(

AG

τ
+ In

)

x∗ =
1

k + τ
x∗T AGx∗ +

τ

k + τ
x∗T Inx∗

=
1

k + τ
x∗T[τ(ê− x∗) + kê+ y

∗] +
τ

k + τ
‖x∗‖2

=
τ

k + τ
x∗T ê− τ

k + τ
x∗T x∗ +

k
k + τ

x∗T ê+
1

k + τ
x∗Ty∗ +

τ

k + τ
‖x∗‖2

=
τ

k + τ
x∗T ê− τ

k + τ
‖x∗‖2 + k

k + τ
x∗T ê+

τ

k + τ
‖x∗‖2

= x∗T ê

(

τ

k + τ
+

k
k + τ

)

= x∗T ê= êT x∗

= υG(k, τ), (3.27)

ou seja,
τ

k + τ
x∗T

(

AG

τ
+ In

)

x∗ = υG(k, τ). (3.28)

Logo,
1

υG(k, τ)
=
τ

k + τ
x∗T

υG(k, τ)

(

AG

τ
+ In

)

x∗

υG(k, τ)
. (3.29)

Sendo x∗T

υG (k,τ) admissível para (3.24) (repare-se que ˆeT x∗

υG (k,τ) = 1 e x∗T

υG (k,τ) ≥ 0) ez∗ uma solução

ótima para (3.24), vem:

τ

k + τ
z∗T

(

AG

τ
+ In

)

z∗ ≤ τ

k + τ
x∗T

υG (k, τ)

(

AG

τ
+ In

)

x∗

υG (k, τ)

logo,

υG (k, τ)z∗T
(

AG

τ
+ In

)

υG (k, τ)z∗ ≤ x∗T
(

AG

τ
+ In

)

x∗ . (3.30)

Tendo em conta queυG (k, τ) = 2êT x∗ − τ
k+τ

x∗T
(

AG

τ
+ In

)

x∗, aplicando a desigualdade (3.30),
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tem-se

υG (k, τ) ≤ 2êT x∗ − τ

k + τ
υG (k, τ)z∗T

(

AG

τ
+ In

)

υG (k, τ)z∗.

Uma vez que ˆeT x∗ = υG (k, τ) e êT z∗ = 1,

υG (k, τ) ≤ 2υG (k, τ)êT z∗ − τ

k + τ
υG (k, τ)z∗T

(

AG

τ
+ In

)

υG (k, τ)z∗

= 2êT υG (k, τ)z∗ − τ

k + τ
υG (k, τ)z∗T

(

AG

τ
+ In

)

υG (k, τ)z∗.

Pelo que se conclui queυG (k, τ)z∗ é solução ótima para (3.23) e, juntamente com (3.27), vem

υG (k, τ) =
τ

k + τ
υG (k, τ)z∗T

(

AG

τ
+ In

)

υG (k, τ)z∗

=
τ

k + τ
(υG (k, τ))2z∗T

(

AG

τ
+ In

)

z∗

ou seja,

1
υG (k, τ)

=
τ

k + τ
z∗T

(

AG

τ
+ In

)

z∗ ⇔

υG (k, τ) =
1

νG (k, τ)
. (3.31)

Tendo em conta as igualdades (3.31) e (3.29) conclui-se quex∗

υG (k,τ) é solução ótima para (3.24).

Finalmente, da igualdade (3.31), e uma vez queυG (k, τ)z∗ é solução ótima para (3.23) conclui-se

que z∗

νG (k,τ) é solução ótima para (3.23).

Segue-se uma generalização do Teorema 3.9. Antes porém, convém definir a família de

funções

f G
k,τ : R

n
+ → R

x  f G
k,τ (x) = 2êT x − τ

k + τ
xT

(

AG

τ
+ In

)

x,

ondeRn
+ denota o ortante den-uplos de escalares não negativos.

Teorema 3.19Considere-se o programa quadrático(3.23). Se x∗ é uma solução ótima para
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(3.23), então para todoτ > 0

∀i ∈ V (G) x∗i = max



0,
k + τ
τ
−

∑

j∈NG (i ) x∗j
τ



.

Prova. Considere-sex∗ uma solução ótima para (3.23) e sejam ¯e, x̄ e x̄∗ os subvetores de ˆe,

x e x∗, respetivamente, sem a i-ésima componente.

Note-se que, sendo

f G−{i }
k,τ (x̄) = 2ēT x̄ − τ

k + τ
x̄T

(

AG−{i }
τ
+ In−1

)

x̄

tem-se,

υG(k, τ) = max
x̄≥0, xi≥0, x≥0

(

f G−{i }
k,τ (x̄) + 2xi −

2
k + τ

xi a
i
Gx − τ

k + τ
x2

i

)

= f G−{i }
k,τ (x̄∗) + 2x∗i −

2
k + τ

x∗i ai
Gx∗ − τ

k + τ
x∗i

2

= f G−{i }
k,τ (x̄∗) +max

xi≥0
ϕ(xi ),

ondeϕ(xi ) = 2xi − 2
k+τ xi ai

Gx∗− τ
k+τ xi

2 eai
G é a i-ésima linha deAG. Considerando a função

ϕ tem-se d
dxi
ϕ(xi ) = 2− 2

k+τa
i
Gx∗ − 2τ

k+τ xi e d2

dx2
i

ϕ(xi ) = − 2τ
k+τ < 0, ∀τ > 0, k ≥ 0. Assim,ϕ

é côncava e atinge o seu máximo na solução de

d
dxi
ϕ(xi ) = 0.

ou seja,

1− 1
k + τ

ai
Gx∗ − τ

k + τ
xi = 0

− τ

k + τ
xi = −1+

1
k + τ

ai
Gx∗

xi =
k + τ
τ
−

ai
Gx∗

τ
.
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Comoϕ(xi
∗) = maxxi≥0 ϕ(xi ), conclui-se que, para todoi ∈ V(G),

x∗i = max


0,
k + τ
τ
−

ai
Gx∗

τ


= max




0,
k + τ
τ
−

∑

j∈NG (i ) x∗j
τ



.

Dado um grafoG e sendoS ⊆ V(G) um subconjunto que induz um subgrafok-regular de

cardinalidade máxima, conclui-se que

|S| = αk(G) ≤ υG(k, τ). (3.32)

De facto, para qualquer vetor característico,x(S), de um subconjuntok-regular máximo de

G, x(S)T AGx(S) = k|S|. Assim, sex(S) é vetor característico de um subconjuntok-regular

máximo, então

∀τ > 0 2êT x(S) − τ

k + τ
x(S)T

(

AG

τ
+ In

)

x(S) = 2|S| − τ

k + τ

(

k|S|
τ
+ | |x(S) | |2

)

= 2|S| − k
k + τ

|S| − τ

k + τ
|S|

= |S|

≤ υG(k, τ).

O próximo teorema relacionaυG(k, τ) eυG(τ).

Teorema 3.20Seja x∗ uma solução ótima para(3.25)e considerem-se os programas(3.23)

e (3.25). Então,

υG(k, τ) =
k + τ
τ
υG(τ) (3.33)

e x∗ é solução ótima para(3.25)se e só sek+τ
τ

x∗ é solução ótima para(3.23).
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Prova. Sejax∗ uma solução ótima para (3.25) e faça-se ¯x = k+τ
τ

x∗. Então,

υG(τ) = 2êT x∗ − x∗T
(

AG

τ
+ In

)

x∗

= 2êT τ

k + τ
x̄ −

(

τ

k + τ

)2
x̄T

(

AG

τ
+ In

)

x̄

=
τ

k + τ

(

2êT x̄ − τ

k + τ
x̄T

(

AG

τ
+ In

)

x̄

)

≤ τ

k + τ
υG(k, τ),

ou seja,υG(τ) ≤ τ
k+τυG(k, τ).

SuponhamosυG(τ) < τ
k+τυG(k, τ) e seja¯̄x uma solução ótima para (3.23). Então,

υG(τ) <
τ

k + τ

(

2êT ¯̄x − τ

k + τ
¯̄xT

(

AG

τ
+ In

)

¯̄x

)

= 2êT τ

k + τ
¯̄x −

(

τ

k + τ

)2
¯̄xT

(

AG

τ
+ In

)

¯̄x

= 2êT x∗∗ − x∗∗T
(

AG

τ
+ In

)

x∗∗, comx∗∗ =
τ

k + τ
¯̄x

≤ υG(τ),

o que é uma contradição. Logo,υG(τ) = τ
k+τυG(k, τ).

Adicionalmente,x∗ ser solução ótima para (3.25) é equivalente aυG(τ) = 2êT x∗−x∗T
(

AG

τ
+ In

)

x∗,

o que equivale a escrever

υG(k, τ) = 2êT
(

k + τ
τ

x∗
)

− k + τ
τ

x∗T
(

AG

τ
+ In

)

x∗

= 2êT
(

k + τ
τ

x∗
)

− τ

k + τ

(

k + τ
τ

)2

x∗T
(

AG

τ
+ In

)

x∗

= 2êT
(

k + τ
τ

x∗
)

− τ

k + τ

(

k + τ
τ

x∗
)T (

AG

τ
+ In

) (

k + τ
τ

x∗
)

,

ou seja,k+τ
τ

x∗ é solução ótima para (3.23).
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Tendo em conta a igualdade (3.33) conclui-se que para todok ∈ N ∪ {0}

αk(G) ≤ (k + 1)α(G). (3.34)

Com efeito, de (3.32) e (3.33) vem

αk(G) ≤ υG(k, τ) =
k + τ
τ
υG(τ).

Logo, paraτ = 1 vemαk(G) ≤ (k + 1)υG(1). Dado que, de acordo com [CL01],υG(1) =

α(G), obtém-se o resultado pretendido.

A desigualdade (3.34) foi obtida em [Luz11] utilizando a abordagem de Motzkin-Straus.

1

2 3 4
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Figura 3.1: GrafoG para o qualυG(1) = 3, υG(1,1) = 6 = (1 + 1)υG(1) eυG(2,1) = 9 =
(2+ 1)υG(1).

A Figura 3.2 ilustra o gráfico da funçãoυG(0, τ) = υG(τ) para o grafo da Figura 3.1.

Observe-se que, tal como provado em [CL01], a funçãoυG(τ) é não decrescente para todo

valor deτ > 0 e, para valores deτ ≤ 1, υG(τ) = α(G) = 3.
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Figura 3.2: Gráfico deυG(τ), ondeG é o grafo da Figura 3.1.

Exemplificando o cálculo deυG(k, τ) para o grafo da Figura 3.1 para valores dek = 1,2 em

função deυG(τ), obtém-se os gráficos da Figura 3.3.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
4

5

6

7
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υ G
(k

,τ
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4.75

(a) Gráfico deυG (1, τ).

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
5

10

15

τ

υ G
(k

,τ
)

5.85

(b) Gráfico deυG (2, τ).

Figura 3.3: Gráficos deυG(k, τ), parak = 1,2, ondeG é o grafo da Figura 3.1.

De acordo com os gráficos da Figura 3.3 observe-se que o mínimodeυG(1, τ) é obtido para

valores próximos de 3, obtendo-seυG(1,3) = 4.75. No caso da Figura 3.3b verifica-se que
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υG(2, τ) atinge o mínimo para valores não inferiores a 4, obtendo-seυG(2,4) = 5.85. Com

efeito, tem-seυG(2,5) = 5.83.

O próximo teorema permite concluir que a desigualdade (3.34) se verifica na forma de igual-

dade para uma certa família de grafos.

Teorema 3.21Seja G um grafo e S⊆ V(G) um estável. Seja ainda T⊆ V(G) tal que

T ∩ S = ∅ e G[T] é um subgrafo(k − 1)-regular. Então, G[T ∪ S] é k-regular se e só

se a família de subconjuntos de vértices NG(i ) ∩ T, com i ∈ S, é uma partição de T com

|NG(i ) ∩ T | = k ∀i ∈ S. Adicionalmente, se S é um estável máximo, entãoαk(G) =

(k + 1)α(G).

Prova. Suponhamos queG[T∪S] é k-regular. Uma vez queG[T] é (k−1)-regular,G[T∪S]

é tal que∀ j ∈ T |NG( j )∩S| = 1, logo∀p,q ∈ S, p , q (NG(p)∩NG(q)) = ∅, caso contrário

existiriai ∈ S tal que|NG(i ) ∩ S| ≥ 2. Como todos os vértices deT têm um vizinho emSe

Sé um estável,
⋃

i∈S
(NG(i ) ∩ T) = T. Tendo ainda em conta queNG(i ) ∩ T , ∅ ∀i ∈ S, pois

por hipóteseG[T ∪ S] é k-regular, conclui-se que a família de subconjuntosNG(i ) ∩T, com

i ∈ S, é uma partição deT com |NG(i ) ∩ T | = k ∀i ∈ S.

Reciprocamente, sendo a família de subconjuntos de vértices NG(i ) ∩ T, i ∈ Suma partição

deT tal que∀i |NG(i ) ∩ T | = k, então cada vértice deS tem exatamentek vizinhos emT.

Assim, o subgrafo induzido porT ∪ Sé tal que cada vértice deT temk − 1 vizinhos emT e

um vizinho emS, pelo queG[T ∪ S] é k-regular.

Adicionalmente,|(NG(i )∩T)∪{i }| = k+1 ∀i ∈ Se, sendoSé um estável máximo,|T∪S| =
(k + 1)|S| = (k + 1)α(G). Assim, (k + 1)α(G) = |T ∪ S| ≤ αk(G) ≤ (k + 1)α(G) (onde a

última desigualdade decorre de (3.34)), pelo que se concluiqueαk(G) = (k + 1)α(G).

Este teorema permite a construção de grafosk-regulares como extensões de alguns grafos

(k − 1)-regulares para os quais se verifica a igualdadeαk(G) = (k + 1)α(G), nos casos em

que o conjunto de vértices isolados acrescentados é um estável máximo. Admitindo que o

grafo (k − 1)-regular tem ordemnk−1, é condição necessária e suficiente para a existência

desta extensão quek divida nk−1. Com efeito, basta partir o conjunto de vértices do grafo
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(k − 1)-regular emnk−1
k = p subconjuntos de cardinalidadek, acrescentarp vértices isolados

e ligar cada um destesp vértices ak vértices de subconjuntos distintos da partição. Observe-

-se que, de acordo com esta técnica, o grafok-regularGk terá ordemnk = nk−1 +
nk−1

k ,

produzindo-se a equação de recorrênciaknk = (k + 1)nk−1, n0 ∈ N, que resulta na fórmula

fechadank = n0(k + 1), comn0 ∈ N.

Como exemplo considere-se a seguinte sequência de grafos obtida com recurso a esta téc-

nica. Parte-se do grafo 0-regular representado na Figura 3.4 e obtém-se o grafo 1-regular da

Figura 3.5. Posteriormente, este grafo 1-regular é estendido ao grafo 2-regular da Figura 3.6

que por sua vez é estendido ao grafo 3-regular da Figura 3.7.

1

2

Figura 3.4: Grafo 0-regularG0

1. Determinação do grafo 1-regularG1 como extensão do grafoG0:

Considerando o conjunto{1,2} obtém-se a partição emp = 2
1 = 2 subconjuntos de

cardinalidadek = 1, {{1}, {2}}. Acrescentando o conjunto de vértices isolados{3,4}
e as arestas de acordo com o procedimento anteriormente descrito, obtém-se o grafo

1-regularG1.

1 3

42

Figura 3.5: Grafo 1-regularG1

2. Determinação do grafo 2-regularG2 como extensão do grafoG1:

Dado queV(G1) = {1,2,3,4}, considerando a partição emp = 4
2 = 2 subconjuntos de

cardinalidadek = 2, {{1,2}, {3,4}}, acrescentando o conjunto de vértices isolados de
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cardinalidadep, {5,6} e acrescentando, de acordo com o procedimento, as arestas 51

e 52 e 63 e 64, por exemplo, obtém-se o grafo 2-regularG2.

5

1 3

6

42

Figura 3.6: Grafo 2-regularG2

Note-se que se podiam ter acrescentado, por exemplo, as arestas 52 e 54 e 61 e 63,

obtendo-se também um grafo 2-regular formado, neste caso, por dois triângulos.

3. Determinação do grafo 3-regularG3 como extensão do grafoG2:

Considerando o conjunto{1,2,3,4,5,6}, obtém-se a partição comp = 6
3 = 2 sub-

conjuntos de cardinalidadek = 3, {{2,4,5}, {1,3,6}}. Acrescentando o conjunto de

vértices isolados{7,8} e as arestas de acordo com o procedimento descrito, obtém-se

o grafo 3-regularG3.

5

1 3

6
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7

8

Figura 3.7: Grafo 3-regularG3

Note-se que emG1 se verifica a igualdadeα1(G1) = 2α(G1). Porém, paraG2 eG3 já não se

verifica, pois o conjunto de vértices isolados acrescentados não constitui um estável máximo.
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Determinação de subgrafos induzidosk-regulares de ordem máxima para uma classe

particular de grafos

Seguidamente apresenta-se um algoritmo não polinomial quese baseia no Teorema 3.19 e

que permite resolver o problema da determinação de um subconjunto de vértices de um grafo

arbitrárioG que induz um subgrafok-regular de ordem máxima. No caso em que os grafos

verificam a igualdadeυG(k, τ) = αk(G) o algoritmo determina o conjunto de vértices de

cardinalidade máxima que induz um subgrafok-regular, caso esta igualdade não se verifique

o algoritmo permite concluir a não existência de um subgrafonas condições pretendidas. O

algoritmo foi implementado em MatLab (versão R2012a) e tem como dados de entrada um

grafoG de ordemn com pelo menos uma aresta e o valor pretendido parak (0 ≤ k ≤ n− 1).

Descrição do algoritmo

O algoritmo tem como dados de entrada a matriz de adjacência de um grafo de ordemn e o

valor dek correspondente ao valor pretendido para a regularidade do subgrafo induzido de

cardinalidade máxima. Inicialmente, considera-se um vetor x comn componentes iguais a

dois, pois com a implementação em MatLab houve necessidade de inicializar o vetor comn

componentes diferentes de zero e um, tal quex(i ) corresponde à i-ésima componente dex.

O algoritmo começa por fazerx(1) = 1 e, enquantoi ≤ n, prossegue com o preenchimento

das restantes componentes com um ou zero dependendo dos testes que vai efetuando.

De facto, em cada iteração o algoritmo testa se existe algumacomponente emx com valor

um tal que o correspondente vértice tem mais do quek vizinhos. Tendo em conta o Teo-

rema 3.19, se existir tal componente, a solução dir-se-á nãoadmissível pelo que é executado

o procedimento VoltaAtras explicado mais à frente. No caso das componentes emx iguais a

zero o max
{

0, k+τ
τ
−

∑

j∈NG (v) x j

τ

}

do Teorema 3.19 deverá ser zero. Assim, se o número de

vizinhos do vértice correspondente é menor do quek+τ, ondeτ = ⌈−λmin(AG)⌉, averigua se

há possibilidade de este número ser superior ou igual ak+ τ. Se sim, o algoritmo prossegue,

caso contrário a solução dir-se-á não admissível e é executado o procedimento VoltaAtras.

Ao longo do algoritmo são efetuados alguns cálculos. Sempreque é analisada a admissi-

bilidade de uma solução, para cada vértice com componente emx igual a zero ou um, é



40 3. Subgrafos induzidosk-regulares de ordem máxima

calculado o respetivo número de vizinhos cuja componente emx é igual a um denotado

por som. Para cada vértice com componente emx igual a zero, é ainda calculado o respe-

tivo número de vizinhos com componente emx igual a dois que se denota porcontaresto.

Refiram-se ainda as variáveis globaisreinicio, paragem, ultimo e b. A variávelreinicio,

inicializada a zero, toma o valor um sempre que é executado o procedimento VoltaAtras,

passando de seguida a retomar o valor zero. A variávelparagemfunciona como critério de

paragem do algoritmo. Esta é inicializada a zero e altera o seu valor para um quando são

analisados todos os casos como não viáveis, indicando não haver garantias de solução ótima

e o algoritmo pára. Por outro lado, se no final esta variável tiver o valor zero, indica que

a solução ótima foi encontrada. Finalmente, as variáveisultimo e b indicam a posição da

última componente emx alterada, sendob introduzida no procedimento VoltaAtras.

No final, se a solução ótima é encontrada,x é o vetor característico correspondente ao sub-

conjunto de vértices do subgrafo induzidok-regular de ordem máxima.

Resta descrever o procedimento VoltaAtras que é executado sempre que não há admissibi-

lidade da solução que está a ser analisada. Se a última componente emx diferente de dois

é igual a um altera-a para zero e testa o vetorx resultante de acordo com o anteriormente

descrito, prosseguindo ou não com o preenchimento das restantes componentes e testes aos

vetores resultantes, dependendo da admissibilidade da solução gerada. No caso de a última

componente emx diferente de dois ser igual a zero procura a última componente igual a um

altera-a para zero e as componentes em posições superiores tomam o valor dois. Segue-se

novo teste ao vetorx resultante e, caso este seja admissível, continua com o preenchimento

das restantes componentes emx e testes aos vetores resultantes.

Segue-se a descrição formal deste algoritmo.
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Algoritmo
Entradas: AG e k
Cálculos iniciais: τ = ⌈−λmin(AG )⌉ e n.
Inicializações: i = 1; x: vetor comn componentes iguais a 2;paragem= 0; reinicio = 0.

1. Enquantoi ≤ n

1.1 Sex(i ) = 2 fazerx(i ) = 1; ultimo= i .

1.2 Paraj = 1 atéultimo calcularsom

Sex( j ) = 1 esom> k escrever ’solução não admissível’ e executar
procedimento VoltaAtras.

Sex( j ) , 1 esom< k + τ calcularcontarestoe sesom+ contaresto< k + τ
escrever ’solução não admissível’ e executar procedimentoVoltaAtras.

1.3 Fazeri = i + 1.
Sereinicio = 1 fazeri = b+ 1 ereinicio = 0.
Separagem= 1 escrever ’Não há garantias de solução ótima’ e PARAR.

2. Separagem= 0, escrever ’solução ótima encontrada’ e o vetorx.

Onde o procedimento VoltaAtras é descrito no seguinte quadro:

Procedimento VoltaAtras

1. Sex(ultimo) = 1 fazerx(ultimo) = 0, b = ultimo− 1, reinicio = 1 e voltar a 1.3.

2. Sex(ultimo) , 1 eultimo , 1 fazerb = ultimo.

2.1 Enquantox(b) , 1 fazerb = b − 1; seb = 0 escrever ’Não há garantias de solução
ótima’ e PARAR.

2.2 Fazerx(b) = 0 e para todov ∈ V (G) tal que v > b fazerx(v) = 2.

2.3 Fazerreinicio = 1.

3. Sex(ultimo) , 1 eultimo = 1 fazerparagem= 1.

Exemplo

O algoritmo aqui descrito pode ser explicado como um procedimento que gera uma árvore de

pesquisa que é percorrida em profundidade, em que a interrupção da exploração de um ramo

da árvore se deve à não admissibilidade da solução relativa aesse ramo. SendoG um grafo
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de ordemn, na raiz da árvore está o vetorx inicial que é aqui representado como um vetor

comn componentes vazias (_) correspondentes às componentes iguais a dois anteriormente

referidas. Depois, em cada um dos seguintesi níveis da árvore, comi ∈ {1, ...,n}, indicam-se

os vetoresx resultantes do preenchimento dai-ésima componente dex com um ou zero nos

ramos da esquerda e direita, respetivamente.

A título de ilustração seguem-se dois exemplos muito simples de aplicação deste algoritmo.

Considere-se para um primeiro exemplo o grafo da Figura 3.8,

5 4 3

6 1 2

Figura 3.8: GrafoG comυG(1,2) = 4.

A árvore que se segue ilustra os diferentes passos do algoritmo considerando, para o grafo

da Figura 3.8,k = 1 eτ = 2.
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(_, _, _, _, _, _)

(1, _, _, _, _, _)

(1, 1, _, _, _, _)

(1, 1, 1, _, _, _) (1, 1, 0, _, _, _)

(1, 0, _, _, _, _)

(1, 0, 1, _, _, _)

(1, 0, 1, 1, _, _) (1, 0, 1, 0, _, _)

(1, 0, 0, _, _, _)

(1, 0, 0, 1, _, _) (1, 0, 0, 0, _, _)

(0, _, _, _, _, _)

(0, 1, _, _, _, _)

(0, 1, 1, _, _, _)

(0, 1, 1, 1, _, _) (0, 1, 1, 0, _, _)

(0, 1, 1, 0, 1, _)

(0, 1, 1, 0, 1, 1)

Figura 3.9: Árvore ilustrativa do algoritmo para o grafo da Figura 3.8
.

Da análise da árvore da Figura 3.9 é possível observar algumas soluções não admissíveis.

Por exemplo, nas soluções do tipox∗ = (1,1,1,_,_,_), x∗2 = max
{

0, k+τ
τ
−

∑

j∈NG (2) x j

τ

}

≤
max

{
0, 3−2

2

}
= 0.5 < 1 nunca sendo possível obterx∗2 = 1. Um outro exemplo de soluções

não admissíveis são as soluções do tipox∗ = (1,0,1,0,_,_), em quex∗2 = max
{

0, k+τ
τ
−

∑

j∈NG (2) x j

τ

}

≤
max

{
0, 3−2

2

}
= 0.5 e o número de vizinhos do vértice 2 não poderá ser aumentado de modo

a que este máximo dê zero. No final, o vetor característico correspondente a um subgrafo in-

duzido 1-regular máximo é (0,1,1,0,1,1), ou seja o subconjunto de vértices{2,3,5,6} induz

um subgrafo deG 1-regular máximo.

Para um segundo exemplo considere-se o grafo da Figura 3.10 ek = 1.
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1

2 3 4

56

Figura 3.10: GrafoG comυG(1,2) = 5.

Neste caso, tem-se a seguinte árvore:

(_, _, _, _, _, _)

(1, _, _, _, _, _)

(1, 1, _, _, _, _)

(1, 1, 1, _, _, _) (1, 1, 0, _, _, _)

(1, 0, _, _, _, _)

(1, 0, 1, _, _, _) (1, 0, 0, _, _, _)

(0, _, _, _, _, _)

(0, 1, _, _, _, _) (0, 0, _, _, _, _)

Figura 3.11: Árvore ilustrativa do algoritmo para o grafo daFigura 3.10
.

Pela análise da árvore da Figura 3.11 conclui-se que não existe vetor característico corres-

pondente a um subgrafo induzido 1-regular de ordem máxima que seja solução ótima do

problema da determinação de um subgrafo induzido 1-regularde máxima cardinalidade no

grafo da Figura 3.10.



Capítulo 4

Majorantes baseados em programação

convexa

Neste capítulo são introduzidos novos majorantes espetrais para a ordem de subgrafos in-

duzidosk-regulares baseados em programação quadrática convexa. NaSecção 4.1 são ana-

lisados majorantes quadráticos convexos e apresentadas condições necessárias e suficientes

para que estes majorantes sejam atingidos. Tendo em conta esta abordagem, na Secção 4.2

introduzem-se majorantes espetrais para a ordem de subgrafos induzidosk-regulares. Na

Secção 4.3 são apresentados alguns resultados complementares introduzidos em [CR10].

Finalmente, apresentam-se alguns resultados experimentais de modo a estabelecer compara-

ções entre os majorantes introduzidos neste capítulo. Ao longo deste capítulo considera-se

G um grafo tal queE(G) , ∅.

4.1 Técnicas de programação quadrática convexa

Considere-se a família de funções quadráticas dependentesdos parâmetrosk ∈ N ∪ {0} e

τ > 0, f G
k,τ : Rn → R, tal que

f G
k,τ (x) = 2êT x − τ

k + τ
xT

(

AG

τ
+ In

)

x. (4.1)

45
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A função f G
k,τ é côncava para valores deτ ≥ −λmin(AG), pois a respetiva matriz hessiana,

− 2
k+τ (AG + τIn), é semidefinida negativa para estes valores deτ. Assim, f G

k,τ admite um

máximo global emx∗ se e só se∇ f G
k,τ (x

∗) = 0, ou seja, se e só sef G
k,τ (x

∗) = êT x∗. Adicio-

nalmente, uma vez que, de acordo com [CKL07] max
x≥0

f G
k,τ (x), comτ = −λmin(AG), é um

majorante para a ordem de um subgrafo induzidok-regular, conclui-se que se mantém um

majorante para valores deτ > 0 arbitrários. De facto, seSé um subconjunto de vértices de

G que induz um subgrafok-regular ex = x(S) é o vetor característico deS,

f G
k,τ (x) = 2|S| − τ

k + τ

(

k|S|
τ
+ |S|

)

=

(

2− τ

k + τ
k + τ
τ

)

|S|

= |S|

e portanto,∀τ > 0

|S| ≤ max
x≥0

f G
k,τ (x)

≤ max f G
k,τ (x),

pelo que maxf G
k,τ (x) é também um majorante para a cardinalidade de um subgrafo induzido

k-regular, se tal subgrafo induzido existir.

O próximo teorema estabelece uma caracterização dos grafosque contêm subgrafos induzi-

dosk-regulares de cardinalidade igual a max
x≥0

f G
k,τ (x) e maxf G

k,τ (x), respetivamente.

Teorema 4.1 [CP09] Seja G um grafo simples,τ ≥ −λmin(AG) e S⊆ V (G) um subconjunto

de vértices que induz um subgrafo de G k-regular. Então,

(i) |S| = max
x≥0

f G
k,τ (x) se e só seτ + k ≤ |NG(i ) ∩ S| ∀i < S.

(ii) |S| = max f G
k,τ (x) se e só se S é um conjunto(k, k + τ)-regular.

Prova. Seja S ⊆ V(G) um subconjunto que induz um subgrafok-regular de máxima

cardinalidade ex∗ = x(S) o vetor característico deS.
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(i) A demonstração é semelhante à demonstração do Teorema 3.2 apresentada em [CKL07]

para valores deτ = −λmin(AG).

(ii) |S| é o valor ótimo de maxf G
k,τ (x) se e só sex∗ é solução do sistema∇ f G

k;τ (x) =

0 ⇔
(

AG

τ
+ In

)

x = k+τ
τ

ê, ou seja, seAGx∗ = τ
(

k+τ
τ

ê− x∗
)

. Tendo em conta que

(AGx∗)i = |NG(i ) ∩ S| com i ∈ V(G), tem-se que

a) sei ∈ S, entãoxi = 1 e consequentemente (AGx∗)i = τ
(

k+τ
τ
− 1

)

= k;

b) sei < S, entãoxi = 0 e consequentemente (AGx∗)i = τ
(

k+τ
τ
− 0

)

= k + τ.

Conclui-se assim que

|NG(i ) ∩ S| =


k + τ sei < S

k sei ∈ S,
(4.2)

ou seja,Sé um conjunto (k, k + τ)-regular.

O lema a seguir é utilizado na demonstração do Teorema 4.4.

Lema 4.2 [CP09] Seja G um grafo ēλ ∈ MainSp(Gc) tal queλ̄ , −1. Seû ∈ εGc (λ̄) \ ê⊥,

então x∗ = k+λ̄+1
êT û û é um ponto crítico da função quadrática fG

k,λ̄+1
.

Prova. SejaG um grafo de ordemn e J = AG + AGc + In, ou sejaJ é a matriz de ordem

n com todas as entradas iguais a 1 tal queσ(J) = {[n], [0]n−1}. Os vetores próprios deJ

sãoê e ê1 − êj , para j = 2, . . . ,n, ondeêi denota oi-ésimo vetor da base canónica. Sendo

û ∈ εGc (λ̄) \ ê⊥, existem escalares, não todos nulos,β1, β2, . . . , βn tais que

û = β1ê+
n

∑

j=2

β j (ê1 − êj ) = β1ê+




n
∑

j=2

β j


 ê1 −

n
∑

j=2

β j êj .

Considerando ˆu1, . . . , ûn componentes do vetor próprio ˆu, obtêm-se as igualdades ˆuj = β1 −
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β j , j = 2, . . . ,n e û1 = β1 +
∑n

j=2 β j , a partir das quais se tem as seguintes igualdades:

βn = β1 − ûn

βn−1 = β1 − ûn−1

...

β2 = β1 − û2

β1 = û1 −
n

∑

j=2

β j . (4.3)

Consequentemente, substituindo em (4.3) osβ j , com j = 2, . . . ,n, obtidos nas (n − 1)

desigualdades anteriores tem-se:

β1 = û1 − ((β1 − û2) + · · · + (β1 − ûn))

⇔ β1 = û1 − (n − 1)β1 +

n
∑

j=2

ûj

⇔ β1 = û1 − nβ1 + β1 +

n
∑

j=2

ûj

⇔ nβ1 = û1 +

n
∑

j=2

ûj

⇔ nβ1 =

n
∑

j=1

ûj

⇔ nβ1 = êT û.

Assim, supondoβ1 , 0 (ou seja, ˆeT û , 0) e λ̄ , −1,

Jû = nβ1ê ⇔ (λ̄ + 1)û+ AGû = nβ1ê

⇔
(

AG

λ̄ + 1
+ In

)

û =
nβ1

λ̄ + 1
ê

⇔
(

AG

λ̄ + 1
+ In

)

λ̄ + 1
êT û

û = ê

⇔
(

AG

λ̄ + 1
+ In

)

k + λ̄ + 1

λ̄ + 1

λ̄ + 1

êT û
û =

k + λ̄ + 1

λ̄ + 1
ê

⇔
(

AG

λ̄ + 1
+ In

)

k + λ̄ + 1

êTû
û =

k + λ̄ + 1

λ̄ + 1
ê.
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e portantok+λ̄+1
êT û û é solução do sistema∇ f G

k,λ̄+1
(x) = 0⇔

(

AG

λ̄+1
+ In

)

x = k+λ̄+1
λ̄+1

ê, ou seja, é

ponto crítico da funçãof G
k,λ̄+1

.

4.2 Majorantes espetrais

Uma vez que maxx≥0 f G
k,τ (x) ≤ max f G

k,τ (x), tem-se o seguinte resultado.

Teorema 4.3 [CP09] Se S⊆ V (G) induz um subgrafo k-regular,̄λ ∈ MainSp(Gc) e λ̄+1 ≥
−λmin(AG), então

|S| ≤ k + λ̄ + 1. (4.4)

Prova. Suponha-sēλ ∈ MainSp(Gc) e λ̄ + 1 ≥ −λmin(AG). A hessiana da funçãof G
k,τ,

− τ
k+τ

(

AG

τ
+ In

)

, é semidefinida negativa para valores deτ ≥ −λmin(AG). Assim, fazendo

τ = λ̄ + 1, tem-se que a funçãof G
k,τ é côncava e, de acordo com o Lema 4.2, atinge o seu

máximo emx∗ = k+λ̄+1
êT û û. Consequentemente,

|S| ≤ max
x≥0

f G
k,τ (x) ≤ max f G

k,τ (x) = fk,τ (x
∗) = f G

k,τ

(

k + λ̄ + 1
êT û

û

)

= k + λ̄ + 1.

Como consequência imediata deste teorema tem-se a seguintedesigualdade,

|S| ≤ k + 1+min{λ̄ : λ̄ ∈ MainSp(Gc), λ̄ + 1 ≥ −λmin(AG)}, (4.5)

ondeS⊆ V(G) induz um subgrafok-regular.

Torna-se assim importante saber se, dado um grafoG, existe λ̄ ∈ MainSp(Gc) tal que

λ̄ + 1 ≥ −λmin(AG) assim como saber se existēλ ∈ σ(Gc) \ MainSp(Gc) tal queλ̄ + 1 ≤
−λmin(AG).

Teorema 4.4 [CP09] Dado um grafo arbitrário G de ordem n, verificam-se as seguintes

desigualdades
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i) λmax(AGc ) + 1 ≥ −λmin(AG).

ii) Se λ̄ ∈ σ(Gc) \MainSp(Gc) ou λ̄ ∈ MainSp(Gc) com multiplicidade superior a um,

então

λ̄ + 1 ≤ −λmin(AG).

Prova.

i) Considere-se o grafo completo de ordemn, Kn.

λmin(AG) = min
‖û‖=1

ûT AGû

= min
‖û‖=1

ûT (AKn
− AGc )û

≥ min
‖û‖=1

ûT AKn
û+ min

‖û‖=1
(−ûT AGc û)

= −1− max
‖û‖=1

ûT AGc û

= −1− λmax(AGc ).

Logo,λmax(AGc ) + 1 ≥ −λmin(AG).

ii) Sendoλ̄ ∈ σ(Gc) \ MainSp(Gc) ou λ̄ ∈ MainSp(Gc) com multiplicidade superior a

um, existe ˆu ∈ εGc (λ̄) tal queêTû = 0 e

(AG + AGc + In)û = 0 ⇔ AGû = −(AGc + In)û

⇔ AGû = −(λ̄ + 1)û.

Então,−(λ̄ + 1) ∈ σ(G) e consequentemente−(λ̄ + 1) ≥ λmin(AG), ou seja,λ̄ + 1 ≤
−λmin(AG).

Uma vez que o maior valor próprio de um grafoG é valor próprio principal, tendo em

conta a desigualdade (i ) do Teorema 4.4, é imediato queλmax(AGc ) verifica as condições
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do Teorema 4.3. Logo,

|S| ≤ λmax(AGc ) + k + 1. (4.6)

Um k-fator de um grafoG, com k ∈ N ∪ {0}, é um subgrafo abrangentek-regular. Em

particular, um 1-factor é um emparelhamento perfeito e um 2-fator é um subgrafo 2-regular

que contém todos os vértices deG, ou seja, é um subgrafo abrangente tal que todas as suas

componentes são ciclos. Assim, tem-se o seguinte corolário.

Corolário 4.5 [CP09] Seja G um grafo de ordem n que admite um2-fator. Então,

n − 3 ≤ λmax(AL(G)c ).

Prova. SeG é um grafo de ordemn que admite um 2-fatorC ⊆ E(G), entãoC define um

subgrafo abrangente 2-regular deG. Assim,C induz um subgrafo de ordemn emL(G) que

é um subgrafo induzido 2-regular de cardinalidade máxima. Conclui-se então que, de acordo

com (4.5),|C| ≤ λmax(AL(G)c ) + 2+ 1.

A figura que se segue exemplifica um grafoG de ordem 6 que admite um 2-fatorC =

{a,b,c,d,e, f } que induz emL(G) um subgrafo 2-regular de cardinalidade máxima. Sendo

λmax(AL(G)c ) = 3.24, verifica-se que|C| − 3 = 6− 3 = 3 ≤ 3.24.

s s s

sss

1 2 3

6 5 4
G

a

b c

d

ef

g

L(G)

a

b c

d

ef

g
s

s s

s

ss

s

❅
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�
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Figura 4.1: GrafoG com um 2-fatorC = {a,b,c,d,e, f } que induz emL(G) um subgrafo
2-regular de cardinalidade máxima.

O próximo teorema estabelece um novo majorante para a ordem de um subgrafo induzido

k-regular no caso em que oλmin(AG) é um valor próprio não principal.

Teorema 4.6 [CP09] Seja G um grafo de ordem n com pelo menos uma aresta tal que

λmin(AG) = λn = · · · = λn−(p−1) ∈ σ(G) \ MainSp(G), ou seja,λmin(AG) é um valor
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próprio não principal com multiplicidade p. Suponha-se queos vetores próprioŝu1, . . . , ûn,

associados aos valores própriosλ1, . . . , λn ∈ σ(G), respetivamente, são unitários e mutua-

mente ortogonais. Se S⊆ V(G) induz um subgrafo k-regular de G, então

|S| ≤
n−p
∑

j=1

−λn + k
−λn + λ j

(êT ûj )
2. (4.7)

Prova. Sejamτ = −λn = · · · = −λn−p+1 e S ⊆ V(G) um subconjunto que induz um

subgrafok-regular. Uma vez que|S| ≤ max f G
k;τ (x), se f G

k;τ admite um ponto crítico, ou

seja, se existe umx tal que

(

AG

τ
+ In

)

x =
k + τ
τ

ê, (4.8)

então, |S| ≤ êT x. Como o subespaço próprio associado−τ é ortogonal a ˆe, é imediato

que o sistema (4.8) tem solução e portanto que talx existe. Tendo em conta que os vetores

própriosû1, . . . , ûn, associados aos valores própriosλ1, . . . , λn, respetivamente, são unitários

e mutuamente ortogonais, existem escalaresγ1, . . . , γn tais que ˆe =
∑n

j=1 γ j ûj e, uma vez

queûn−p+1, . . . , ûn são ortogonais a ˆe, γn−p+1 = · · · = γn = 0. Assim,

ê=
n−p
∑

i=1

γi ûi ⇔ ê= U γ̂ ⇔ γ̂ = UT ê,

onde ˆγ é um vetor com componentesγi , parai = 1, . . . ,n eU é uma matriz com colunas ˆuj ,

para j = 1, . . . ,n.

Fazendox∗ =
∑n−p

j=1
−λn+k
−λn+λ j γ j ûj = Udiag

(

−λn+k
−λn+λ1

, . . . ,
−λn+k
−λn+λn−p

,0, . . . ,0
)

UT ê, vem que

(

AG

τ
+ In

)

x∗ =
n−p
∑

j=1

−λn + k
−λn + λ j

γ j

(

AG

−λn
+ In

)

ûj

=

n−p
∑

j=1

−λn + k
−λn + λ j

γ j
λ j − λn

−λn
ûj

=
−λn + k
−λn

n−p
∑

j=1

γ j ûj =
−λn + k
−λn

ê.



4.2 Majorantes espetrais 53

Então,x∗ = Udiag
(

−λn+k
−λ+λ1

, . . . ,
−λn+k
−λ+λn−p

,0, . . . ,0
)

UT ê é solução do sistema (4.8) e portanto

|S| ≤ êT x∗ = êTUdiag

(

−λn + k
−λn + λ1

, . . . ,
−λn + k
−λn + λn−p

,0, . . . ,0

)

UT ê

=

n−p
∑

j=1

−λn + k
−λn + λ j

(êTûj )
2.

Corolário 4.7 [CP09] A desigualdade(4.7) verifica-se na forma de igualdade se e só se S

é um conjunto(k, k + τ)-regular, comτ = −λmin(AG).

Prova. Suponha-se

|S| =
n−p
∑

j=1

−λn + k
−λn + λ j

(êTûj )
2.

Tendo em conta a concavidade da funçãof G
k,τ, conclui-se que o vetor característico deS,

x(S), é um ponto crítico def G
k,τ, ou seja, é solução do sistema (4.8). LogoS é um conjunto

(k, k + τ)-regular. Reciprocamente, seS é um conjunto (k, k + τ)-regular, então o vetor

característico deS, x(S) , é uma solução do sistema (4.8), ou seja, é um ponto crítico de

f G
k,τ. Assim, uma vez quex∗ =

∑n−p
j=1

−λn+k
−λn+λ j γ j ûj é também um ponto crítico tal que ˆeT x∗ =

∑n−p
j=1

−λn+k
−λn+λ j (ê

T ûj )2 e êT x(S) = êT x∗, conclui-se que|S| = ∑n−p
j=1

−λn+k
−λn+λ j (ê

Tûj )2.

No caso particular deG ser um grafo regular, todos os vetores próprios com exceção de

û1 =
1√
n
ê são ortogonais a ˆe e, fazendok = 0 em (4.7), obtém-se

|S| ≤ α(G) ≤
n−(n−1)
∑

j=1

−λn

−λn + λ j
(êTûj )

2

=
−λn

−λn + λ1

(

1
√

n
êT ê

)2

= n
−λn

−λn + λ1
.

que coincide com o majorante de Hoffman referido em (3.1).
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Corolário 4.8 Seja G um grafo de ordem n com m arestas tal que o seu grafo linha, L(G)

tem λmin(AL(G)) = λm = −2 com multiplicidade q. Sejam aindâu1, . . . , ûm os vetores

próprios associados aos valores própriosλ1, . . . , λm ∈ σ(L(G)), respetivamente, unitários

e mutuamente ortogonais. Se G admite um emparelhamento perfeito, então

n =
m−q
∑

j=1

2
2+ λ j

(êTûj )
2. (4.9)

Prova. O grafoG tem um emparelhamento perfeitoM se e só seM define um conjunto

(0,2)-regular emL(G). A função f L(G)
0,2 é côncava uma vez que−2 é o menor valor pró-

prio deL(G). Por outro lado,λmin(AL(G)) = −2 é valor próprio não principal, logo, pelo

Corolário 4.7, conclui-se a igualdade pretendida.

4.3 Resultados complementares

Nesta secção são apresentados alguns resultados complementares introduzidos em [CR10],

alguns dos quais serão posteriormente usados no estudo computacional comparativo entre

alguns majorantes. Em [CR10] o majorante (4.7) é reformulado em termos de ângulos prin-

cipais. Osângulos principaisde um grafoG são os cossenos dos ângulos entre os espaços

próprios da matriz de adjacência deG e o vetor de uns (para mais detalhes consultar [CRS97],

Secção 4.5).

Considerandoµ1, . . . , µs os valores próprios principais deG tais que

µ1 ≥ · · · ≥ µs,

tem-se que ˆe= u1 + · · · + us, (ui ∈ εG(µi )).

O maior valor próprio deG é valor próprio principal uma vez que existe um correspondente

vetor próprio com todas as componentes não negativas [CDS95]. Deste modo,µ1 = λ1,

µs = λn e os ângulos principais não nulos sãoβ1, . . . , βs com
√

nβi = | |ui | |, i = 1, . . . , s.
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Os resultados são apresentados em termos de subgrafos induzidos k-regulares, no entanto

podem ser aplicados a subgrafos induzidos com média dos graus dos vértices igual ak.

Teorema 4.9 [CR10] Seja G um grafo de ordem n e S⊆ V(G) um conjunto que induz um

subgrafo k-regular (0 ≤ k ≤ n − 1). Se t> −λn então,

|S| ≤ n
s

∑

i=1

t + k
t + µi

β2
i ; (4.10)

Equivalentemente,

|S| ≤ hG
k (t), (4.11)

onde

hG
k (t) = (k + t)

{

1− PGc (t − 1)
(−1)nPG(−t)

}

. (4.12)

No caso em queλn é um valor próprio principal a funçãohG
k (t) temt = −λn como assimptota

e consequentemente,

Corolário 4.10 [CR10] Se S induz um subgrafo de G k-regular, então

|S| ≤ inf {hG
k (t) : t > −λn}. (4.13)

Adicionalmente,|S| = hG
k (t0) se e só se|S| é um conjunto(k, k + t0)-regular.

Por outro lado, seλn é não principal,G , Kc
n e, tomandot = −λn, tem-se a seguinte

reformulação do Teorema 4.6.

Teorema 4.11 [CR10] Seja G um grafo de ordem n e S um subconjunto de vérticesde G

que induz um subgrafo k-regular (0 ≤ k ≤ n − 1). Seλn é um valor próprio não principal

então,

|S| ≤ n
s

∑

i=1

−λn + k
−λn + µi

β2
i . (4.14)
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4.4 Comparação dos majorantes

Nesta secção apresemtam-se alguns resultados computacionais fazendo-se a comparação dos

majorantes (4.6), (4.7) e (4.10). Os resultados são aplicados aGc com k = 0, k = 1 e

k = 2. Os grafos apresentados são da coleção Second DIMACS Implementation [JT96]. O

majorantehGc

k (t∗) é calculado de acordo com o Teorema 4.9 sendo o valor det∗ estimado

usando sucessivas bissecções de intervalos com início em [−λmin(AGc )+10−6, λmax(AG)+1].

Note-se que todos os grafos da tabela verificam a hipótese do Teorema 4.6, ou seja, são tais

queλmin(AGc ) é um valor próprio não principal. Os testes foram realizados com recurso à

linguagem interativa MATLAB (versão R2012a). Na tabela quese segue foram registados

os seguintes dados relativos a cada grafo: a designação do grafo, a ordem do grafo, o valor

obtido parat∗ e, nas últimas colunas, os resultados obtidos para os majorantes (4.6), (4.7) e

hGc

k (t∗) para valores dek = 0,1,2.

k = 0 k = 1 k = 2

GrafoG n t ∗ (4.6) (4.7) hG
c

0 (t ∗ ) (4.6) (4.7) hG
c

1 (t ∗) (4.6) (4.7) hG
c

2 (t ∗ )

c-fat200-1 200 17.27 17.81 17.43 17.43 18.81 18.44 18.44 19.81 19.45 19.45

c-fat200-5 200 64.80 85.78 73.21 72.91 86.78 74.34 74.03 87.78 75.48 75.16

hamming6-2 64 6 58 32 32 59 37.33 37.33 60 42.67 42.67

hamming6-4 64 11 23 13.54 13.54 24 14.77 14.77 25 16 16

hamming8-2 256 8 248 128 128 249 144 144 250 160 160

hamming8-4 256 36 164 72 72 165 74 74 166 76 76

johnson8-2-4 28 2 16 4 4 17 6 6 18 8 8

johnson8-4-4 70 4 54 14 14 55 17.50 17.50 56 21 21

johnson16-2-4 120 2 92 8 8 93 12 12 94 16 16

johnson32-2-4 496 2 436 16 16 437 24 24 438 32 32

MANN-a9 45 2.39 41.80 19.71 19.71 42.80 27.96 27.96 43.80 36.21 36.21

MANN-a27 378 7.71 374.30 326.75 277.79 375.30 411.71 319.09 376.30 496.66 351.00

keller4 171 17.72 111.82 41.16 41.16 112.82 43.48 43.48 112.82 45.80 45.80
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Da análise da tabela resulta que o majorante (4.6) é, para esta seleção de grafos, sempre maior

do que os restantes majorantes apresentados. Quando comparados, os majorantes (4.7) e

hGc

k (t∗) são, na maioria dos casos, iguais para qualquer dos valoresdek testados. Destacam-

se apenas os complementares dos grafos c-fat200-5 e MANN-a27 para os quais o majorante

hGc

k (t∗) é menor para todos os valores dek. De realçar que, para o caso particular dek = 0

e, uma vez que é conhecido o valor do número de clique para estacoleção de grafos, os va-

lores obtidos para os majorantes (4.7) ehGc

k (t∗) dos grafos complementares de hamming6-2,

hamming8-2, johnson8-2-4, johnson8-4-4, johnson16-2-4 ejohnson32-2-4 coincidem com

o número de clique.





Capítulo 5

Majorantes baseados no espetro das

matrizes AG, LG eQG

Neste capítulo apresentam-se inicialmente algumas definições e resultados relevantes para as

restantes secções não incluídos no capítulo 2. Tendo em conta o majorante (3.2) introduzido

por Haemers em [Hae80], nas Secções 5.1.1, 5.1.2 e 5.1.3 determinam-se extensões deste

majorante para a ordem de subgrafos induzidosk-regulares máximos, baseados nos espetros

das matrizes de adjacência, laplaciana e laplaciana sem sinal, respetivamente.

Dado um grafoG de ordemn diz-seπ = (V1,V2, . . . ,Vr ), (1 ≤ r ≤ n) é umapartição

do seu conjunto de vértices,V(G), se é uma família de subconjuntos não vaziosVj , para

j = 1,2, . . . ,r deV(G) tais que
r

⋃

j=1

Vj = V (G) e, para quaisqueri , j ∈ {1,2, . . . ,r }, comi , j ,

Vi ∩Vj = ∅. Ser ∈ {1,n}, π diz-se umapartição trivial. Se para quaisqueri , j ∈ {1,2, . . . ,r }
existedi j ∈ N0 tal que

∀v ∈ Vi , |NG(v) ∩Vj | = di j ,

ou seja, o número de vizinhos de cada vérticev ∈ Vi num subconjuntoVj é constante e

igual adi j , independentemente da escolha do vértice emVi , π diz-se umapartição equili-

brada[Sch74]. No caso particular der = 2, π diz-se umabipartição equilibrada. Equivalen-

temente, uma partiçãoπ deV(G) é equilibrada se os subgrafos induzidosG[Vi ] são regulares

com grausdii e as arestas que unem vértices de dois subconjuntos disjuntos (Vi eVj ) formam,

59
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juntamente com estes vértices, um subgrafo bipartido semi-regular com parâmetrosdi j ed ji .

SejaA uma matriz simétrica com entradas reais cujas linhas e colunas estão indexadas por

X = {1, . . . ,n} e seja{X1, . . . ,Xt } comt ≤ n uma partição deX tal queA se escreve, de

acordo com esta partição, como

A =




A11 . . . A1t
...

...

At1 . . . Att




.

A matriz quociente Bé a matriz de ordemt × t com entradas iguais às médias das somas das

entradas das linhas dos blocosAi j de A, ou seja (B)i j = 1
|Xi | ê

T Ai j ê, ondeê é o vetor com

componentes unitárias.

O próximo teorema é conhecido como o teorema do entrelaçamento (ver por exemplo [CDS95,

pág. 19]).

Teorema 5.1 Seja A uma matriz n× n real e simétrica com valores própriosθn ≤ · · · ≤ θ1
e B uma sua submatriz principal de ordem t× t com valores própriosρt ≤ · · · ≤ ρ1. Então,

para i = 1, . . . , t,

θn−t+i ≤ ρi ≤ θi . (5.1)

Teorema 5.2 [HH71] Seja A uma matriz real simétrica com valores própriosθn ≤ · · · ≤ θ1.

Dada uma partição do conjunto X= {1,2, . . . ,n}, X = X1∪ X2∪ · · · ∪ Xt com|Xi | = ni > 0

considere-se a matriz A partida em blocos tal que Ai j é um bloco ni × nj . Seja ei j a soma

das entradas de Ai j e B =
( ei j

ni

)

, ou seja,
ei j
ni

é a média das somas das entradas das linhas

em Ai j . Então, o espetro de B está contido no intervalo[θn, θ1].

No caso particular de em cada blocoAi j a soma em linha (e coluna) ser igual estabelece-se

o resultado seguinte.

Teorema 5.3 [Hay59] Seja A uma matriz partida em blocos como no teorema anterior. Se
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os blocos Ai j são tais que a soma das entradas de cada linha é constante e igual a bi j , então

o espetro de B= (bi j ) está contido no espetro de A.

Em [Hae78] Haemers provou um caso mais geral.

Teorema 5.4 [Hae78] Seja A uma matriz complexa hermitiana de ordem n partida em blo-

cos da seguinte forma

A =




A11 . . . A1t
...

...

At1 . . . Att




tal que Aii é uma matriz quadrada para todo1 ≤ i ≤ t. Seja B a matriz de ordem t com

entradas iguais às médias das somas das entradas das linhas dos blocos Ai j . Sejam ainda

θn ≤ · · · ≤ θ1 e ρt ≤ · · · ≤ ρ1 os valores próprios de A e B, respetivamente. Então, para

todo1 ≤ i ≤ t

θn−t+i ≤ ρi ≤ θi . (5.2)

5.1 Extensões do majorante de Haemers

O objetivo desta secção é estender o majorante (3.2) de modo aobter um majorante para a

ordem de subgrafos induzidosk-regulares com recurso ao espetro da matriz de adjacência.

No caso particular de grafos regulares esta extensão foi já publicada em [Hae80]. A segunda

parte do teorema está provada em [CKL07].

Teorema 5.5 [CKL07, Hae80] Se G é um grafo p-regular (p> 0) de ordem n com pelo

menos uma aresta e S⊆ V (G) induz um subgrafo k-regular, então

|S| ≤ n
k − λn

p− λn
. (5.3)

Adicionalmente, a desigualdade(5.3) verifica-se na forma de igualdade se e só se S é um

conjunto(k, k + τ)-regular, comτ = −λn.
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Com o objetivo de estender este resultado a grafos arbitrários, considere-se o grafoG de

ordemn com V(G) = S∪ Sc ondeS ⊆ V (G) denota um conjunto de vértices que induz

um subgrafok-regular eSc denota o seu complementar. Denote-se por∂(S) o conjunto de

arestas de corte, ou seja, o conjunto de arestas com um vértice extremo emSe outro emSc,

isto é

|∂(S) | =
∑

i∈S
(dG(i ) − k) = |S|




∑

i∈S
dG(i )

|S| − k



= |S|(d̄S− k), (5.4)

onded̄S =
1
|S|

∑

i∈S
dG(i ). Por sua vez a média dos graus dos vértices emG[S] e emG[Sc]

denota-se por̄dG[S] e d̄G[Sc ] , respetivamente. SeS ⊆ V(G) denote-se pordS(i ) o grau do

vérticei emG[S].

5.1.1 Majorante usando a matriz de adjacência

Em [Hae80] Haemers introduziu o seguinte resultado.

Teorema 5.6 [Hae80] Seja G um grafo com n vértices com média dos grausd̄. Considere-

-se uma bipartição do conjunto dos seus vértices tal que G1 e G2 são os subgrafos induzidos

por estes dois conjuntos. Para i= 1,2, seja ni o número de vértices de Gi , d̄i a média dos

graus de Gi e d̃i a média dos graus de Gi em G. Então,

(i) λ1λ2 ≥
nd̄i d̄−ni d̃2

i

n−ni
≥ λ1λn, i = 1,2;

(ii) se alguma das desigualdades em(i ) se verifica na forma de igualdade, então G1 e G2

são regulares e os graus dos vértices de G1 e G2 em G são constantes.

Como consequência do Teorema 5.6 tem-se uma extensão do majorante de Haemers para a

ordem de um subgrafo induzidok-regular.

Corolário 5.7 Se G é um grafo de ordem n com pelo menos uma aresta e S⊆ V (G) um
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subconjunto que induz um subgrafo k-regular, então

|S| ≤ 2k|E(G) | − nλ1λn

δ(G)2 − λ1λn
. (5.5)

Prova. SejaG um grafo de ordemn com a partição dos vérticesV(G) = S∪ Sc. Fazendo

n1 = |S|, d̄1 = k e d̃1 ≥ δ(G) na segunda desigualdade do Teorema 5.6−(i ) tem-se,

kd̄n− d̃2
1 |S|

n − |S| ≥ λ1λn

λ1λn(n − |S|) ≤ kd̄n− d̃2
1 |S|

|S|(d̃2
1 − λ1λn) ≤ kd̄n− nλ1λn

|S| ≤ kd̄n− nλ1λn

d̃2
1 − λ1λn

Uma vez quẽd1 ≥ δ(G) e d̄ = 2|E(G) |
n , vem

|S| ≤ 2k|E(G) | − nλ1λn

δ(G)2 − λ1λn
.

5.1.2 Majorante usando a matriz laplaciana

Nesta secção introduz-se a extensão do majorante (3.2) baseado no maior valor próprio da

matriz laplacianaLG = DG−AG, ondeDG = diag(dG(1),dG(2), . . . ,dG(n)), com 0= µn ≤
· · · ≤ µ1 os respetivos valores próprios.

Este majorante teve como principal motivação o artigo [LLT07] onde foi introduzido o ma-

jorante (3.5) para o número de estabilidade de um grafoG. De facto, o teorema que se segue

é uma generalização deste majorante para a ordem de subgrafos induzidosk-regulares.

Teorema 5.8 Seja G um grafo de ordem n com pelo menos uma aresta e S⊆ V(G) um
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conjunto que induz um subgrafo k-regular. Então,

|S| ≤ n
k + µ1 − δ(G)

µ1
. (5.6)

Prova. Considere-se a partição dos vértices deG, V (G) = S∪ Sc e os subgrafos induzidos

G[S] e G[Sc]. Suponha-seLG partida em blocos da seguinte forma

LG =




L11 L12

L21 L22



=




D11 − AG[S] −A12

−A21 D22 − AG[Sc ]




Esta partição conduz à matriz quocienteB = (bi j )2×2 com entradas

b11 =

∑

i∈S dG(i ) −∑

i∈S dS(i )
|S|

=
1
|S|

∑

i∈S
dG(i ) − 1

|S|
∑

i∈S
dS(i )

= d̄S − k,

b12 = −
|∂(S) |
|S|

= −(d̄S − k) (por (5.4))

= k − d̄S,

b21 = −
|∂(S) |
n − |S|

= − |S|d̄S− |S|k
n − |S| (por (5.4))

= − |S|
n − |S| (d̄S− k),
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b22 =
1

n − |S|
∑

i∈Sc
dG(i ) − 1

n − |S|
∑

i∈Sc
dSc (i )

=
1

n − |S|
∑

i∈Sc
dG(i ) − 1

n − |S|



∑

i∈Sc
dG(i ) − |∂(S) |




=
|∂(S) |
n − |S|

=
|S|d̄S− |S|k

n − |S|

=
|S|

n − |S| (d̄S− k),

ou seja,

B =




d̄s − k k − d̄S

− |S|
n−|S| (d̄S − k) |S|

n−|S| (d̄S − k)



.

Assim, os valores próprios deB podem ser determinados da seguinte forma:

�������

d̄s − k − λ k − d̄S

− |S|
n−|S| (d̄S− k) |S|

n−|S| (d̄S− k) − λ

�������
= 0

|S|
n − |S| (d̄S− k)(d̄S − k − λ) − λd̄s + λk + λ2 − |S|

n − |S| (d̄S− k)2 = 0

− |S|
n − |S| d̄Sλ +

|S|
n − |S| kλ − λd̄S+ λk + λ2 = 0

λ

(

− |S|
n − |S| d̄S+

|S|
n − |S| k − d̄S+ k + λ

)

= 0.

Obtêm-se assim os valores própriosλ = 0 eλ = n d̄S−k
n−|S| .

Pelo Teorema 5.4 conclui-se que

n
d̄S− k
n − |S| ≤ µ1.

Assim,

n(d̄S − k) ≤ µ1(n − |S|)

−µ1|S| ≥ n(d̄S − k) − nµ1

|S| ≤ n
k + µ1 − d̄S

µ1
.
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Comod̄S ≥ δ(G), conclui-se finalmente que

|S| ≤ n
k + µ1 − δ(G)

µ1
.

O próximo teorema estabelece uma relação entre os valores próprios da matriz laplaciana e

de adjacência de um grafo.

Teorema 5.9 Dado um grafo arbitrário G, verificam-se as desigualdades

δ(G) ≤ µ1 + λn ≤ ∆(G).

Prova. Comece-se por demonstrar em primeiro lugar a desigualdade da esquerda (i) e

seguidamente a desigualdade da direita (ii). Assim, sejaG um grafo de ordemn.

(i) Se λ é um valor próprio deAG e v̂ um vetor de norma unitária do correspondente

subespaço próprio, então

v̂
TLGv̂ = v̂

T (DG − AG)v̂

= v̂
TDGv̂ − v̂

T AGv̂

=

n
∑

j=1

dG( j )v̂2
j − λ.

Assim, seλ = λn, v̂TLGv̂ =
∑n

j=1 dG( j )v̂2
j − λn. Logo, pelo quociente de Rayleigh,

µ1 ≥ v̂
TLGv̂ =

n
∑

j=1

dG( j )v̂2
j − λn

≥ v̂
2
1δ(G) + v̂2

2δ(G) + · · · + v̂2
nδ(G) − λn

= | |v̂ | |2δ(G) − λn

= δ(G) − λn.
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Consequentemente,

δ(G) − µ1 ≤ λn. (5.7)

(ii) Seja µ um valor próprio deLG e û um vetor de norma unitária do correspondente

subespaço próprio. Então,

µ = ûTLGû

= ûT (DG − AG)û

= ûTDGû − ûT AGû

=

n
∑

j=1

dG( j )û2
j − ûT AGû,

ou seja,

ûT AGû =
n

∑

j=1

û2
j (dG( j ) − µ).

No caso deµ = µ1, obtém-se

ûT AGû =
n

∑

j=1

û2
j dG( j ) − µ1.

Logo, pelo quociente de Rayleigh,

λn ≤ ûT AGû =

n
∑

j=1

û2
j dG( j ) − µ1

≤ û2
1∆(G) + û2

2∆(G) + · · · + û2
n∆(G) − µ1

= | |û| |2∆(G) − µ1

= ∆(G) − µ1.

Assim, seG é um grafop-regular, pelo Teorema (5.9), tem-seµ1 + λn = p e, consequente-

mente, os majorantes (5.5) e (5.6) coincidem com o majorante(5.3).
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5.1.3 Majorante usando a matriz laplaciana sem sinal

Esta secção inicia-se com um resultado que estabelece uma relação entre os menores valores

próprios das matrizes de adjacência e laplaciana sem sinal.

Teorema 5.10Seja G um grafo de ordem n e considerem-se as matrizes de adjacência, AG,

e laplaciana sem sinal, QG = DG + AG, onde DG = diag(dG(1),dG(2), . . . ,dG(n)). Seλn e

qn são os menores valores próprios de AG e de QG, respetivamente, então

δ ≤ qn − λn ≤ ∆, (5.8)

ondeδ = δ(G) e∆ = ∆(G) são o menor e o maior grau em G, respetivamente.

Prova.

i) Prova da desigualdadeqn − λn ≤ ∆:

Sejaλ um valor próprio deAG e v̂ um vetor próprio do correspondente subespaço

próprio tal que| |v̂ | | = 1. Então,

v̂
TQv̂ = v̂

T (D + AG)v̂

= v̂
TDv̂ + v̂T AGv̂

=

n
∑

i=1

dG(i )v̂2
i + λ.

Fazendoλ = λn, obtém-se ˆvTQv̂ =
∑n

i=1 dG(i )v̂2
i + λn. Como, pelo quociente de
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Rayleigh, ˆvTQv̂ ≥ qn,

n
∑

i=1

dG(i )v̂2
i + λn ≥ qn

qn − λn ≤
n

∑

i=1

dG(i )v̂2
i

≤ ∆v̂2
1 + ∆v̂

2
2 + · · · + ∆v̂

2
n

= ∆(v̂2
1 + v̂

2
2 + · · · + v̂

2
n)

= ∆| |v̂ | |2

= ∆.

Assim,

qn − λn ≤ ∆. (5.9)

ii) Prova da desigualdadeδ ≤ qn − λn:

Sejaq um valor próprio deQ e û um vetor próprio do correspondente subespaço pró-

prio tal que| |û| | = 1. Então,

q = ûTQû

= ûT (D + AG)û

= ûT Dû+ ûT AGû

=

n
∑

i=1

dG(i )û2
i + ûT AGû,

ou seja,

ûT AGû = q −
n

∑

i=1

dG(i )û2
i .

Uma vez que, pelo quociente de Rayleigh, ˆuT AGû ≥ λn,

q −
n

∑

i=1

dG(i )û2
i ≥ λn.
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Fazendoq = qn, obtém-se

qn − λn ≥
n

∑

i=1

dG(i )û2
i ≥ δ. (5.10)

Por (5.9) e (5.10) conclui-se as desigualdades pretendidas.

Antes da introdução do novo majorante para a ordem de subgrafos induzidosk-regulares

em função dos maior e menor valores próprios da matriz laplaciana sem sinal é conveniente

considerar o seguinte lema necessário ao Teorema 5.12.

Lema 5.11 Seja G um grafo de ordem n e sejam q1 e qn o maior e o menor valor próprio

da matriz laplaciana sem sinal QG, respetivamente. Sejam aindaδ = δ(G) e∆ = ∆(G). Se

G verifica pelo menos uma das seguintes condições: G é bipartido sem vértices isolados ou

δ ≥ ∆2 ou q1 < 4δ, então4δ2 − qnq1 > 0.

Prova. SejaG um grafo de ordemn e q1 (resp.qn) o maior (resp. menor) valor próprio de

QG.

1. SeG é bipartido, pelo Teorema 2.11,qn = 0. Por outro lado, uma vez queG não tem

vértices isolados,δ > 0. Consequentemente, 4δ2 − qnq1 > 0.

2. Seδ ≥ ∆2 , tem-seδ2 ≥ δ∆2 ⇔ 4δ2 ≥ 2δ∆ e, uma vez que por (2.8) e (2.9)q1 ≤ 2∆ e

δ > qn, respetivamente, conclui-se que 4δ2 − qnq1 > 0.

3. Finalmente, seq1 < 4δ, entãoq1qn ≤ 4δqn. Como, pelo Teorema 2.9,qn < δ, conclui-

-se queq1qn < 4δ2 e, consequentemente, 4δ2 − qnq1 > 0.
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Note-se que há grafosG, com δ = δ(G), tais que 4δ2 − qnq1 ≤ 0. O grafo da Figura 5.1

tal queδ = 2, qn = 1.4991 eq1 = 10.8517 verifica a desigualdade anterior estritamente:

4δ2 − qnq1 = −0.2675< 0. O grafo da Figura 5.2 tal queδ = 1, qn =
7−
√

33
2 e q1 =

7+
√

33
2

verifica a igualdade 4δ2 − qnq1 = 0.

1 2

3

4

5

67

8

9

10

Figura 5.1: Grafo que verifica 4δ2 − qnq1 < 0.

1 2

3

45

6

Figura 5.2: Grafo que verifica 4δ2 − qnq1 = 0.

O próximo teorema é o principal resultado desta secção.

Teorema 5.12Seja G um grafo não regular de ordem n com pelo menos uma arestae S⊆
V(G) um conjunto que induz um subgrafo k-regular. Sejam ainda q1 e qn o maior e o menor

valor próprio da matriz laplaciana sem sinal, respetivamente, δ = δ(G) e∆ = ∆(G). Se G

está nas condições do Lema 5.11, então

2k|E(G) | − nλ1λn

δ2 − λ1λn
≤ 4|E(G) |(∆ + k) − nqnq1

4δ2 − qnq1
(5.11)
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e, consequentemente

|S| ≤ 4|E(G) |(∆ + k) − nqnq1

4δ2 − qnq1
. (5.12)

Prova. Considere-seε = |E(G) | e assuma-se que a desigualdade (5.11) é satisfeita. Assim,

2kε − nλ1λn

δ2 − λ1λn
−
ε(∆ + k) − nq1

4 qn

δ2 − q1
4 qn

≤ 0

m

2kεδ2 − q1

2
qnkε − nδ2λ1λn − δ2∆ε − δ2kε + nδ2

q1

4
qn + λ1λnε∆ + λ1λnεk ≤ 0

m

k(δ2ε − q1

2
qnε + λ1λnε) − nδ2λ1λn − δ2∆ε + nδ2

q1

4
qn + λ1λnε∆ ≤ 0

Seja f (k) = k(δ2ε − q1
2 qnε + λ1λnε) − nδ2λ1λn − δ2∆ε + nδ2 q1

4 qn + λ1λnε∆. Então,

f ′(k) = δ2ε − q1

2
qnε + λ1λnε

= ε(δ2 − q1

2
qn + λ1λn).

Pelo Teorema 5.10,

δ + λn < qn⇔ δ2 + δλn < δqn ⇔ δ2 − δqn + δλn < 0.

Uma vez que, de (2.8),q1
2 ≥ δ e comoλ1 ≥ δ, tem-seδ2− q1

2 qn+λ1λn ≤ δ2−δqn+δλn < 0,

ou seja,f ′(k) < 0. Conclui-se assim que,f (k) é uma função estritamente decrescente.

Considerando a funçãof (k) e fazendok = 0 e∆ = δ + ξ comξ inteiro não negativo, pode

definir-se a função

g(δ, ξ) = −nδ2λ1λn − δ2(δ + ξ)ε + nδ2
q1

4
qn + λ1λnε(δ + ξ),
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tal que

∂g(δ, ξ)
∂ξ

= −δ2ε + λ1λnε

= ε(−δ2 + λ1λn)

< 0.

Deste modo,g(δ, ξ) é uma função estritamente decrescente em ordem aξ. Note-se que

g(δ,0) = −nδ2λ1λn − δ3ε + nδ2 q1
4 qn + λ1λnεδ e queλ1 = δ. Adicionalmente, de (2.8)

tem-se queq1
2 = δ e de (5.8)qn = δ + λn, pelo que

g(δ,0) = −nδ3λn − δ3ε + n
δ3

2
(δ + λn) + λnεδ

2

= −nδ3λn − δ3ε + n
δ4

2
+ n
δ3

2
λn + λnεδ

2.

Finalmente, uma vez queε = nδ
2 obtém-seg(δ,0) = −nδ3λn−nδ

4

2 +nδ
4

2 +nδ
3

2 λn+nδ
3

2 λn = 0

pelo que, para todos os inteiros não negativosδ e ξ, g(δ, ξ) ≤ 0. Assim, f (0) ≤ 0 e, como

f (k) é uma função estritamente decrescente, conclui-se que para todok ∈ N∪{0}, f (k) ≤ 0.

Consequentemente conclui-se que o majorante (5.5) é sempremenor ou igual ao majorante

(5.12), ou seja,
2k|E(G) | − nλ1λn

δ2 − λ1λn
≤ 4|E(G) |(∆ + k) − nqnq1

4δ2 − qnq1
. (5.13)

Uma vez que|S| ≤ 2k|E(G) |−nλ1λn
δ2−λ1λn

, conclui-se finalmente que,

|S| ≤ 4|E(G) |(∆ + k) − nqnq1

4δ2 − qnq1
. (5.14)

Como consequência, seG é bipartido sem vértices isolados, pelo Teorema 2.11,qn = 0 e o

majorante é dado por,

|S| ≤ |E(G) |∆ + k

δ2
. (5.15)

No caso particular deG serp-regular tem-se o seguinte resultado apresentado em [CRS07].
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Teorema 5.13 [CRS07] Seja G um grafo com n vértices eε arestas e seja q1 o maior valor

próprio da matriz laplaciana sem sinal QG = AG + DG. Então G é regular se e só se

4ε = nq1. Se G é regular então tem grau igual aq1
2 e o número de componentes é igual à

multiplicidade de q1.

Do Teorema 5.13, se o grafoG é p-regular entãoq1 < 4δ, logo de (5.12) vem

|S| ≤ 4|E(G) |(∆ + k) − nqnq1

4δ2 − qnq1

=
nq1(p+ k − qn)

2pq1 − qnq1
(pois∆ = δ = p =

q1

2
e 4|E(G) | = nq1)

=
n(p+ k − qn)

2p− qn
,

ou seja,

|S| ≤ n(p+ k − qn)
2p− qn

. (5.16)

Tendo ainda em conta (5.8), para o caso de grafosp-regulares tem-seqn − λn = p, pelo que

pode reescrever-se o majorante (5.16) do seguinte modo,

|S| ≤ n(qn − λn + k − qn)
2p− p− λn

= n
k − λn

p− λn
.

Assim, à semelhança de (5.5) e (5.6), também neste caso o majorante coincide com o majo-

rante (5.3).

Conclui-se assim que, no caso de grafos regulares, os majorantes (5.5), (5.6) e (5.12), resul-

tantes da extensão do majorante de Haemers (3.2), são todos coincidentes e, em particular,

coincidentes com o majorante (5.3). Por exemplo, considerando um grafo completoG = Kn,

comλ1 = n−1 eλn = −1, e supondo queS⊆ V(Kn) induz um subgrafok-regular, obtém-se

n
k − λn

λ1 − λn
= n

k + 1
n − 1+ 1

= k + 1

= |S|,
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ou seja, verifica-se que o majorante (5.3) é atingido.

5.2 Comparação dos majorantes

Nesta secção faz-se uma comparação entre os diferentes majorantes introduzidos neste capí-

tulo. No caso particular de grafos regulares provou-se que os majorantes (5.5), (5.6) e (5.12)

coincidem. Provou-se ainda, na secção anterior, que o majorante (5.5) nunca é superior ao

majorante (5.12), pelo que se conclui que o majorante (5.12)é sempre maior ou igual que o

menor dos majorantes (5.5) e (5.6), ou seja, fazendoδ = δ(G) e∆ = ∆(G),

|E(G) |(∆ + k) − nq1
4 qn

δ2 − q1
4 qn

≥ min

{

2k|E(G) | − nλ1λn

δ2 − λ1λn
,n

k + µ1 − δ
µ1

}

. (5.17)

No caso particular dek = 0 verifica-se a seguinte desigualdade entre os majorantes (5.5) e

(5.6).
−nλ1λn

δ2 − λ1λn
≤ n
µ1 − δ
µ1
. (5.18)

Com efeito, uma vez que paraδ = 0 esta desigualdade se verifica trivialmente, considere-se

δ > 0. Então,

−λ1λn

δ2 − λ1λn
≤ µ1 − δ

µ1

m

−λ1λnµ1 − (δ2 − λ1λn)(µ1 − δ) ≤ 0

m

δ(δ2 − δµ1 − λ1λn) ≤ 0

m

δ2 − δµ1 − λ1λn ≤ 0.
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Uma vez que, pelo Teorema 5.9,δ− µ1 ≤ λn⇔ δ2− δµ1 ≤ δλn, tendo em conta queδ ≤ λ1

resultaδ2 − δµ1 − λ1λn ≤ 0.

Como consequência, parak = 0 deve considerar-se o majorante (5.5).

No que diz respeito à comparação dos majorantes (5.5) e (5.6)e também dos majorantes (5.6)

e (5.12) conclui-se que nenhum é melhor do que o outro. Considerando, por exemplo, o grafo

c-fat200-1 da coleção DIMACS tem-se que parak = 1 o majorante (5.5) é igual a 83.87 e

o majorante (5.6) é igual a 90.72. No entanto, parak = 6 o majorante (5.6) é inferior ao

majorante (5.5), pois os valores são iguais a 133.18 e 132.75, respetivamente. O mesmo

sucede quando se comparam os majorantes (5.6) e (5.12). Considerando um outro grafo da

coleção DIMACS, MANN-a9, para valores dek = 1 obtém-se o majorante (5.6) igual a 5.47

e o majorante (5.12) igual a 5.32. Já para valores dek = 8 obtém-se (5.6) igual a 23.72

e (5.12) igual a 24.93.



Capítulo 6

Estudo computacional comparativo

Neste capítulo faz-se um estudo computacional comparativoentre majorantes para a ordem

de subgrafos induzidosk-regulares já publicados e os que são introduzidos neste trabalho.

Estes testes foram efetuados utilizando alguns dos grafos da coleção DIMACS (ver [JT96])

e foram realizados com recurso ao MatLab (versão R2012a). Astabelas que se seguem,

onde se apresentam resultados para diferentes valores dek, incluem a designação do grafo

G, o número de vérticesn e os valores obtidos para diferentes majorantes. O valort∗ do

majorantehGc

k (t∗) é estimado pelo método da bissecções sucessivas a partir dointervalo

[−λmin(AGc ) + 10−6, λmax(AG) + 1]. Dado que, de acordo com o Teorema 5.12, o majorante

(5.12) é sempre maior ou igual do que o menor dos majorantes (5.5) e (5.6), o majorante

(5.12) foi excluído dos testes computacionais.

Na primeira tabela apresentam-se os resultados obtidos para os majorantes (3.3), (3.2), (4.7)

e para os majorantes (4.13), (3.8) e (3.13) denotados porhGc

0 (t∗), υ(Gc) eϑ(Gc), respetiva-

mente. Uma vez que a coleção DIMACS disponibiliza o número declique dos seus grafosG,

os testes apresentados parak = 0 referem-se aos complementares destes grafos,Gc. Nesta

tabela também não se apresentam resultados relativos ao majorante (5.6) uma vez que se

provou (ver Secção 5.2) que, no caso particular dek = 0, o majorante (5.6) é sempre maior

ou igual ao majorante (5.5), que, neste caso, é igual ao majorante (3.2).
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GrafoG n α(Gc ) (3.2) (4.7) hG
c

0 (t ∗) υ(Gc ) ϑ(Gc )

brock200-1 200 21 69.36 - 43.34 40.99 27.46

brock200-2 200 12 32.32 - 26.55 25.31 14

brock200-3 200 15 41.30 - 32.67 31.58 18

brock200-4 200 17 50.78 - 35.40 34.65 21

brock400-1 400 27 86.91 - 62.84 61.47 *

brock400-2 400 29 103.05 - 62.82 61.93 *

brock400-3 400 31 91.42 - 63.94 61.92 *

brock400-4 400 33 99.07 - 63.32 62.07 *

c-fat200-1 200 12 17.48 17.43 17.27 17.39 *

c-fat200-2 200 24 33.10 - 32.95 32.73 *

c-fat200-5 200 58 73.11 73.21 72.91 72.59 60

c-fat500-1 500 14 20.59 20.60 20.60 20.55 *

c-fat500-2 500 26 38.32 38.27 38.27 38.24 *

c-fat500-5 500 64 91.09 - 91.03 90.56 *

hamming6-2 64 32 32 32 32 32 32

hamming6-4 64 4 13.54 13.54 13.54 13.54 5.33

hamming8-2 256 128 128 128 128 128 *

hamming8-4 256 16 45.25 45.25 45.25 45.25 *

johnson8-2-4 28 4 4 4 4 4 4

johnson8-4-4 70 14 14 14 14 14 14

johnson16-2-4 120 8 8 8 8 8 8

johnson32-2-4 496 16 16 16 16 16 *

keller4 171 11 57.63 41.16 41.16 41.15 14.01

MANN-a9 45 16 20.79 19.71 19.71 19.71 17.48

MANN-a27 378 126 253.10 326.75 277.79 230.92 132

Notas: (-)λmin (AGc ) é valor próprio principal, (*) terminou por falta de memória.

Tabela 6.1: Resultados computacionais considerandoGc e k = 0.

Dos resultados apresentados na Tabela 6.1 pode concluir-seque, no caso particular dos gra-

fos das famílias Ham e Joh, que são grafos regulares, todos osmajorantes coincidem com

número de clique, com exceção de um caso, hamming6-4. Relativamente aos majorantes

(4.7) ehGc

0 (t∗), considerando os grafos em que é possível determinar estesdois valores, os

resultados são na sua maioria iguais, exceto os obtidos paraos grafos c-fat200-1, c-fat200-

5 em que (4.7) apresenta valores um pouco superiores. Observe-se ainda que o majorante

ϑ(Gc), nos casos em que é possível determiná-lo, é sempre melhor do que os restantes. No

entanto, há muitos grafos desta coleção para os quais não foipossível determinarϑ(Gc) e,

nestes casos,υ(Gc) é quase sempre o melhor dos majorantes. Destaca-se apenas ografo

c-fat200-1 para o qualhGc

0 (t∗) é menor do queυ(G).
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Nas próximas tabelas continua a considerar-se os grafos da coleção DIMACS, mas agora

considera-seG em vez deGc. Os majorantes testados sãoυk (G), (4.6), (4.7),hG
k (t∗), (5.5)

e (5.6), apresentando-se os resultados parak = 1,2,3 e alguns valores para os quais (5.6) é

não superior a (5.5).

Graph n δ(G) ∆(G) k υk (G) (4.6) (4.7) hG

k
(t ∗ ) (5.5) (5.6)

1 17.58 53.33 - 17.82 21.82 46.02

brock200-1 200 130 165 2 18.86 54.33 - 19.11 23.40 47.22

3 20.13 55.33 - 20.39 24.98 48.41

64 97.79 116.33 - 98.19 121.22 121.22

70 105.42 122.33 - 105.78 130.69 128.38

1 28.02 102.67 - 29.04 40.12 70.87

brock200-2 200 78 114 2 29.87 103.67 - 30.91 42.75 72.54

3 31.72 104.67 - 32.79 45.39 74.22

33 87.24 134.67 - 88.48 124.54 124.53

34 89.09 135.67 - 90.30 127.18 126.21

1 23.01 81.04 - 23.25 31.51 59.23

brock200-3 200 98 134 2 24.55 82.04 - 24.79 33.61 60.66

3 26.08 83.04 - 26.34 35.70 62.10

43 87.51 123.04 - 87.96 119.58 119.56

44 89.04 124.04 - 89.50 121.68 121.00

1 21.00 70.73 - 21.75 26.76 53.05

brock200-4 200 112 147 2 22.44 71.73 - 23.21 28.59 54.38

3 23.88 72.73 - 24.67 30.42 55.70

54 97.14 123.73 - 97.92 123.58 123.22

60 105.76 129.73 - 106.39 134.54 131.16

1 24.55 103.08 - 24.85 28.70 66.45

brock400-1 400 272 320 2 25.84 104.08 - 26.15 30.20 67.68

3 27.13 105.08 - 27.45 31.71 68.91

139 113.43 172.08 - 114.11 236.35 236.30

200 280.90 302.08 - 280.64 328.14 311.38

1 24.23 102.73 - 24.54 28.01 70.10

brock400-2 400 274 328 2 25.52 103.73 - 25.85 29.50 71.31

3 26.80 104.73 - 27.14 30.99 72.52

153 228.86 261.73 - 229.23 254.05 253.78

165 235.30 266.73 - 235.62 271.89 268.28

1 23.93 103.27 - 24.31 27.31 63.79

brock400-3 400 275 322 2 25.22 104.27 - 25.63 28.78 65.02

3 26.52 105.27 - 26.94 30.26 66.25

148 216.85 252.27 - 217.31 244.34 244.17

170 242.75 272.27 - 242.85 278.82 271.16

(-) λmin (AG ) é valor próprio principal.

Tabela 6.2: Resultados computacionais para diferentes valores dek.
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Graph n δ(G) ∆(G) k υk (G) (4.6) (4.7) hG

k
(t ∗) (5.5) (5.6)

1 24.08 102.87 - 24.78 27.59 67.15

brock400-4 400 275 326 2 25.38 103.87 - 26.08 29.06 68.36

3 26.67 104.87 - 27.38 30.54 69.58

152 209.00 253.87 - 219.66 250.67 250.58

160 229.33 261.87 - 229.86 262.49 260.30

1 71.11 185.67 - 71.23 83.87 90.72

c-fat200-1 200 14 17 2 80.17 186.67 - 80.28 93.73 99.13

3 89.24 187.67 - 89.33 103.59 107.53

6 116.42 190.67 - 116.48 133.18 132.75

7 125.48 191.67 - 125.53 143.04 141.16

1 59.05 168.65 59.05 59.05 60.28 61.75

c-fat200-2 200 32 34 2 63.55 169.65 63.55 63.55 64.83 66.21

3 68.04 170.65 68.04 68.04 69.39 70.67

16 126.52 183.65 126.52 126.52 128.65 128.65

17 131.01 184.63 131.01 131.01 133.21 133.10

1 46.24 116.28 46.24 46.24 47.74 50.39

c-fat200-5 200 83 86 2 48.08 117.28 48.08 48.08 49.64 52.21

3 49.92 118.28 49.92 49.92 51.54 54.04

39 116.06 154.28 116.06 116.06 119.79 119.72

40 117.90 155.28 117.90 117.90 121.69 121.55

1 173.23 483.17 173.23 173.23 195.86 212.83

c-fat500-1 500 17 20 2 192.72 484.17 192.72 192.72 215.86 230.78

3 212.20 485.17 212.20 212.20 235.87 248.73

10 348.59 492.17 348.59 348.59 375.90 374.36

11 368.08 493.17 368.08 368.08 395.91 392.31

1 147.28 464.45 147.28 147.28 159.95 171.57

c-fat500-2 500 35 38 2 157.21 465.45 157.21 157.21 170.41 181.23

3 167.14 466.45 167.14 167.14 180.87 190.89

16 296.27 479.45 296.27 296.27 316.84 316.47

20 336.00 483.45 336.00 336.00 358.68 355.11

1 133.05 408.24 133.05 133.05 134.90 137.08

c-fat500-5 500 92 95 2 137.05 409.24 137.05 137.05 138.95 141.07

3 141.05 410.24 141.05 141.05 143.00 145.06

45 309.02 452.24 309.02 309.02 312.91 312.56

50 329.02 457.24 329.02 329.02 333.15 332.50

Tabela 6.3: Continuação dos resultados computacionais para diferentes valores dek.
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Graph n δ(G) ∆(G) k υk (G) (4.6) (4.7) hG

k
(t ∗ ) (5.5) (5.6)

1 129.00 314.49 129.00 129.00 130.58 132.08

c-fat500-10 500 185 188 2 131.00 315.49 131.00 131.00 132.61 134.08

3 133.00 316.49 133.00 133.00 134.63 136.08

70 267.00 383.49 267.00 267.00 270.25 270.05

100 327.00 413.49 327.00 327.00 330.98 330.04

1 32.94 62.70 32.95 32.95 36.20 46.96

Keller4 171 102 124 2 34.26 63.70 34.27 34.27 37.65 48.19

3 35.58 64.70 35.59 35.59 39.09 49.42

51 98.96 112.70 98.98 98.98 108.46 108.37

65 117.44 126.70 117.47 117.46 128.69 125.56

1 4.64 5.24 4.64 4.64 4.81 5.47

MANN-a9 45 40 41 2 5.66 6.24 5.66 5.66 5.86 6.48

3 6.67 7.24 6.67 6.67 6.92 7.50

19 22.92 23.24 22.92 22.92 23.74 23.72

20 23.93 24.24 23.93 23.93 24.79 24.73

1 5.93 6.74 5.93 5.93 6.22 14.43

MANN-a27 378 364 374 2 6.93 7.74 6.93 6.93 7.27 15.43

3 7.94 8.74 7.94 7.94 8.32 16.44

170 175.37 175.74 175.36 175.37 183.73 183.69

175 180.38 180.74 180.38 180.38 188.99 188.70

1 82.70 230.45 - 99.55 221.09 250.73

p-hat300-1 300 23 132 2 87.83 231.45 - 104.75 233.70 252.97

3 92.97 232.45 - 109.16 246.31 255.21

5 103.24 234.45 - 117.96 271.53 259.69

10 128.91 239.45 - 139.25 334.58 270.89

1 60.27 166.15 - 87.65 139.27 224.48

p-hat300-2 300 59 229 2 63.55 167.15 - 90.02 146.31 225.79

3 66.83 168.15 - 92.40 153.36 227.09

16 109.48 181.15 - 122.82 244.96 244.01

20 122.60 185.15 - 131.56 273.14 249.22

1 114.50 378.45 - 148.27 261.65 376.72

p-hat500-1 500 52 204 2 120.01 379.45 - 152.91 273.33 379.13

3 125.52 380.45 - 157.55 285.00 381.55

14 186.14 391.45 - 206.57 413.44 408.14

20 219.21 397.45 - 232.17 483.50 422.65

Tabela 6.4: Continuação dos resultados computacionais para diferentes valores dek.
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Graph n δ(G) ∆(G) k υk (G) (4.6) (4.7) hG

k
(t ∗ ) (5.5) (5.6)

1 11.49 22.77 - 11.77 12.59 23.93

san200-0.9-2 200 169 189 2 12.57 23.77 - 12.86 13.77 24.98

3 13.65 24.77 - 13.95 14.96 26.03

86 103.25 107.77 - 103.35 113.11 113.01

100 118.37 121.77 - 118.32 129.67 127.69

1 11.46 22.57 - 11.57 13.05 26.60

san200-0.9-3 200 166 187 2 12.53 23.57 - 12.65 14.27 27.65

3 13.61 24.57 - 13.74 15.50 28.70

80 96.32 101.57 - 96.44 109.67 109.62

100 117.80 121.57 - 117.84 134.13 130.64

1 25.43 122.16 - 25.86 29.27 64.60

san400-0.7-1 400 257 301 2 26.80 123.16 - 27.24 30.84 65.92

3 28.17 124.16 - 28.62 32.42 67.23

135 208.87 256.16 - 209.38 240.23 240.16

140 215.72 261.16 - 216.19 248.10 246.71

1 27.96 122.15 - 28.22 32.24 67.69

san400-0.7-2 400 257 304 2 29.32 123.15 - 29.58 33.80 68.90

3 30.68 124.15 - 30.94 35.36 70.20

136 211.00 257.15 - 211.38 243.07 242.89

140 216.42 261.15 - 216.79 249.32 248.08

1 32.08 122.45 - 32.59 38.81 82.12

san400-0.7-3 400 250 307 2 33.42 123.45 - 33.95 40.43 83.40

3 34.76 124.45 - 35.30 42.05 84.68

127 201.26 248.45 - 201.88 243.10 242.98

130 205.29 251.45 - 205.89 247.96 246.81

Tabela 6.5: Continuação dos resultados computacionais para diferentes valores dek.

A tabela que se segue é a continuação das tabelas anteriores,mas neste caso os grafos apre-

sentados são grafos regulares,δ(G) = ∆(G).
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Graph n δ(G) = ∆(G) k υk (G) (4.6) (4.7) hG

k
(t ∗) (5.5) (5.6)

1 6.19 8 6.19 6.19 6.19 6.19

hamming6-2 64 57 2 7.23 9 7.23 7.23 7.23 7.23

3 8.26 10 8.26 8.26 8.26 8.26

10 15.48 17 15.48 15.48 15.48 15.48

15 20.65 22 20.65 20.65 20.65 20.65

1 22 43 22 22 22 22

hamming6-4 64 22 2 24 44 24 24 24 24

3 26 45 26 26 26

12 44 54 44 44 44 44

18 56 60 56 56 56 56

1 8.06 10 8.06 8.06 8.06 8.06

hamming8-2 256 247 2 9.07 11 9.97 9.07 9.07 9.07

3 10.08 12 10.08 10.08 10.08 10.08

50 57.45 59 57.45 57.45 57.45 57.45

60 67.53 69 67.53 67.53 67.53 67.53

1 46.55 165 46.55 46.55 46.55 46.55

hamming8-4 256 163 2 47.84 166 47.84 47.84 47.84 47.84

3 49.13 167 49.13 49.13 49.13 49.13

20 71.11 184 71.11 71.11 71.11 71.11

45 103.43 209 103.43 103.43 103.43 103.43

1 8.4 14 8.4 8.4 8.4 8.4

johnson8-2-4 28 15 2 9.8 15 9.8 9.8 9.8 9.8

3 11.20 16 11.20 11.20 11.20 11.20

5 14 18 14 14 14 14

10 21 23 21 21 21 21

1 11.29 18 11.29 11.29 11.29 11.29

johnson8-4-4 70 53 2 12.42 19 12.42 12.42 12.42 12.42

3 13.55 20 13.55 13.55 13.55 13.55

14 25.97 31 25.97 25.97 25.97 25.97

20 32.74 37 32.74 32.74 32.74 32.74

1 16.15 30 16.15 16.15 16.15 16.15

johnson16-2-4 120 91 2 17.31 31 17.31 17.31 17.31 17.31

3 18.46 32 18.46 18.46 18.46 18.46

30 49.62 59 49.62 49.62 49.62 49.62

35 55.38 64 55.38 55.38 55.38 55.38

1 32.07 62 32.07 32.07 32.07 32.07

johnson32-2-4 496 435 2 33.14 63 33.14 33.14 33.14 33.14

3 34.21 64 34.21 34.21 34.21 34.21

110 148.59 171 148.59 148.59 148.59 148.59

200 244.79 261 244.79 244.79 244.79 244.79

Tabela 6.6: Continuação dos resultados computacionais para diferentes valores dek.
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Das experiências computacionais efetuadas conclui-se quepara os grafos das famílias CFat

(com menor valor próprio não principal), Ham, Joh e MANN os majorantesυk(G), (4.7)

e hG
k (t∗) coincidem. Para os restantes grafos verifica-se queυk (G) é quase sempre melhor

do que qualquer um dos restantes majorantes, com exceção do grafo brock400-1 em que,

parak = 200, hG
k (t∗) é melhor. Observe-se ainda que, considerando os maiores inteiros

não superiores aos valores obtidos são muitos os grafos em que (4.7) (no caso em que é

possível calculá-lo),υk (G) e hG
k (t∗) coincidem. No entanto, convém referir que o cálculo

de υk(G) obriga a resolver um problema de otimização quadrática convexa enquanto os

restantes majorantes recorrem apenas parâmetros do grafo ealguns valores próprios.

Note-se finalmente que, apesar de não serem apresentados os valores para o majorante (5.12),

há grafos em que o seu valor é inferior ao valor obtido para (5.6), como acontece nomeada-

mente com os grafos MANN-a9 e MANN-a27 parak = 1.



Capítulo 7

Conclusões

Muitos problemas de otimização em grafos reduzem-se à determinação de um subconjunto

de vértices que induza um subgrafok-regular de ordem máxima. Este problema é NP-difícil,

pelo que se introduziram neste trabalho majorantes para a ordem de subgrafos induzidos

k-regulares que são determinados em tempo polinomial.

A revisão bibliográfica efetuada no Capítulo 3 refletiu a existência de vários majorantes para

o número de estabilidade de um grafo. O estudo da existência de majorantes para o caso

geral da ordem de subgrafos induzidosk-regulares de ordem máxima é mais recente e os

trabalhos publicados são ainda em número reduzido. Neste capítulo são ainda efetuadas

algumas generalizações tendo em conta programas quadráticos não necessariamente conve-

xos, nomeadamente, no que diz respeito às componentes de umasolução ótima de um dado

programa quadrático. Apresenta-se um resultado que relacionaυG(k, τ) eυG(τ) a partir do

qual se deduz um majorante paraαk(G) dependente deα(G) e se estabelece uma condição

necessária e suficiente para que este majorante seja atingido para uma certa classe de grafos.

Ainda neste capítulo, com base no Teorema 3.19, foi propostoum algoritmo de natureza

combinatória que permite a determinação de subgrafos induzidos k-regulares de cardinali-

dade máxima para uma classe particular de grafos.

No Capítulo 4 foi analisado um majorante para a ordem de um subgrafo induzidok-regular

usando programação quadrática convexa e determinadas condições necessárias e suficientes
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para que este majorante seja atingido. Baseados nesta técnica de programação quadrática

deduziram-se alguns majorantes espetrais. Deduziu-se nomeadamente um majorante depen-

dente do máximo valor próprio da matriz de adjacência do complementar de um dado grafo e

um majorante que supõe que o mínimo valor próprio da matriz deadjacência é não principal

com uma dada multiplicidade. Este último foi posteriormente melhorado em [CR10] usando

uma técnica de programação quadrática juntamente com os ângulos principais do grafo.

Procedeu-se ainda à determinação de três novos majorantes espetrais para a ordem de subgra-

fos induzidosk-regulares de ordem máxima, (5.5), (5.6) e (5.12) baseados,respetivamente,

no espetro das matrizes de adjacência, laplaciana e laplaciana sem sinal de um grafo. Para o

caso particular de grafos regulares concluiu-se que estes majorantes são iguais ao majorante

obtido em [CKL07] como extensão do majorante de Hoffman (5.3). Com vista a compa-

rar analiticamente estes majorantes foi efetuado um estudoque concluiu que o majorante

baseado no espetro da matriz de adjacência é sempre menor do que o majorante que de-

pende do espetro da matriz laplaciana sem sinal, pelo que o majorante (5.12) é sempre maior

do que o menor dos majorantes (5.5) e (5.6). Assim, os resultados apresentados no estudo

computacional comparativo não contemplam o majorante (5.12). No entanto, verifica-se a

existência de alguns grafos para os quais este majorante apresenta valores menores do que o

majorante (5.6). Refira-se ainda que os resultados demonstram que, para a seleção de grafos

considerada, há um número significativo de grafos para os quais o majoranteυk (G) é menor

do que os restantes majorantes. Mas, considerando os maiores inteiros não superiores aos

valores obtidos, há muitos grafos em que os valores de algunsmajorantes coincidem.
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