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REsSUMO

probabilidade condicionada, independéncia de acontecimentos, perspetiva
ontosemidtica, grau de desempenho, grau de rigor, mediana, correlacdo de Spearman

Esta investigacdo pretendeu identificar e analisar dificuldades reveladas por alunos
do 12.° ano e universitarios, em problemas de probabilidade condicionada e
independéncia. Trata-se de um estudo descritivo interpretativo das respostas a duas
situacOes-problema, dadas por 43 alunos do Secundario e uma anélise descritiva das
respostas a uma questdo de escolha multipla, dadas por 204 alunos universitarios
numa disciplina de Estatistica comum a vérias Engenharias. Os dados foram
recolhidos em dezembro de 2012, no Secundério, e um més depois, na Universidade,
mediante provas escritas.

Utilizaram-se ferramentas teéricas do enfoque ontosemiotico do conhecimento e do
Ensino da Matematica, investigando o tipo de objetos e relagbes utilizadas pelos
alunos na resolugdo e apontando possiveis confusbes entre conceitos em
Probabilidade.

Foram formuladas as seguintes questdes de investigacao:

1. Qual é o nivel de conhecimento, nos conceitos de probabilidade
condicionada e acontecimentos independentes, evidenciado pelos alunos?

2. Existem diferencas nos niveis de conhecimento evidenciado pelos alunos
naqueles dois conceitos?

3. Existe associacdo entre o nivel de conhecimento e a formulagao/interpretagéo
do problema e os procedimentos, argumentos e/ou linguagem usada?

4. Que tipos de erros geram eventuais conflitos na interpretacdo, face aos
conceitos base de probabilidade condicionada e de acontecimentos
independentes?

Sem interferir no tipo de problema a propor aos alunos universitarios, a pesquisa
focou-se mais no Ensino Secundario. Para responder as questdes de investigagéo,
prop6em-se quantificar cada resposta escrita segundo duas perspetivas: grau de
desempenho (GD) e grau de rigor (GR). Da andlise global dos resultados, constatam-
se: i) dificuldade entre acontecimentos independentes e incompativeis, sendo
calculada uma probabilidade para justificar a incompatibilidade; ii) imensa
dificuldade em formalizar o problema, ou por mé interpretacdo ou por incapacidade
de formalizacdo matematica ou execuc¢do esquematica do enunciado, conduzindo a
uma resposta errada ou ao seu abandono; iii) confusdo entre probabilidade
condicionada e probabilidade conjunta e, entre probabilidade condicionada e
independéncia, tanto na compreensao intuitiva como na sua aplicacdo. Da analise
individual das respostas, constatam-se erros a nivel dos conceitos, dos procedimentos
e da linguagem.

Recomendagdes emergentes do estudo apontam para uma maior atencéao a lecionagdo
do conceito de independéncia e uma maior pratica na formulacdo matemaética de
enunciados envolvendo aqueles dois conceitos.
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conditional probability, independence of events, onto-semiotic approach, degree of
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This research was aimed for the identification and analysis of difficulties revealed
by students in 12 grade and University students when confronted with problems
involving conditional probability and independence. Both a descriptive and
interpretive analysis of responses to two problem-situations, given by 43 students
in 12" grade, and a descriptive analysis of responses to a multiple choice question,
given by 204 university students in a subject of statistics common to several
engineering courses, were executed. The data were collected in December/2012
and January/2013 through written tests.

For a systemic analysis of the objects and mathematical processes involved in
solving problems on Probability, theoretical tools of the onto-semiotic focus to
mathematical knowledge were used.

The following research questions were formulated:

1. What is the level of knowledge in the concepts of conditional probability
and independent events, evidenced by the students?

2. Are there differences in the levels of knowledge evidenced by the students
in those two concepts?

3. Is there association between the level of knowledge and the ability for
interpreting the problem and the procedures, arguments and language
used?

4. What kinds of mistakes generate conflicts of interpretation, given the basic
concepts of conditional probability and independent events?

To answer these four research questions in the Secondary Education, each written
response was quantified according to two perspectives: performance and accuracy.
Globally, the analysis of the results detected: i) difficulty to distinguish between the
concepts of independent events and disjoint events ii) extremely difficult in
formalizing the problem, leading to a wrong answer or its abandonment; iii)
confusion between conditional probability and joint probability and between
conditional probability and independence, both in the intuitive understanding as in
its application. Individually, errors in the concepts, procedures and language were
detected.

Recommendations emerging from the study suggest more attention on how
teaching the concept of independence and greater practice in mathematical
formulation of statements involving those two concepts.
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CAPITULO | - INTRODUCAO

1. Contextualizacdo do estudo
2. Caracterizacédo do estudo
3. Estrutura da dissertacao



Neste capitulo preliminar, explicita-se a problematica do estudo, a pertinéncia do trabalho
proposto e evidencia-se, de seguida, as questdes e os objetivos de investigacdo e, como sintese

final, faz-se uma abordagem a estrutura da dissertacao.

1. CONTEXTUALIZACAO DO ESTUDO

Em termos histdricos, as primeiras interpela¢des sobre probabilidades surgem com problemas
levantados pelo acaso e associados a “jogos de azar” (Eves, 2011). Na realidade, a Teoria da
Probabilidade é um ramo da Matematica também associado a criacdo de estratégias de ganho de
jogos, servindo aqueles que constroem os jogos e nunca o jogador.

O célculo das probabilidades teve a sua apari¢cdo no século XVII, tendo sido atribuida a Laplace
uma primeira formalizacdo do conceito (Murteira & Antunes, 2012). Segundo Grima (2010), na
época de Laplace e anterior, a ideia predominante era que os resultados dependentes do acaso
seriam imprevisiveis, e portanto fora do alcance do homem, relegando-os assim para a
intervencao divina. Dai que, durante muito tempo, o seu estudo fosse tido como perigoso.

No principio do século XIX é adotada a relacdo hoje em dia amplamente usada na disciplina de
Matematica, no 32 ciclo e no secundario do ensino portugués, para determinar a probabilidade de
um acontecimento, dada pela relagdo entre nimero de casos favordveis ao acontecimento e o
numero total de casos possiveis, supondo todos os casos igualmente possiveis. Esta relacdao
estabelece uma férmula de calculo e ndo é uma definicdo. Na verdade, “a probabilidade é uma
nogao primitiva, e consequentemente um ponto de partida, ndo definivel. A cristalizacdo desta
ideia s6 se deu tardiamente, depois de varias tentativas de definicdo em que se procurava
remendar defeitos de anteriores conceitos” (Pestana & Velosa, 2010, p. 195).

Atualmente, a Teoria da Probabilidade tem um papel importante em quase todos os ramos da
ciéncia, desde a medicina onde se avaliam os riscos dos efeitos de diversos tratamentos (por
exemplo, na tomada de decisGes sobre diversas campanhas) até ao controlo de qualidade, na
industria, para se obter uma maior precisdo nas decisGes, perante situacdes de incerteza
(Murteira & Antunes, 2012).

Estudos realizados sobre raciocinio, no campo da Educacdo Matematica, revelaram a
existéncia de raciocinios errados e de erros de compreensdo e de aplicacdes intuitivas erradas
(Diaz, 2006; Sobreiro, 2011). Tais falhas encontram-se enraizadas e um ensino formal da nocdo de
probabilidade pode revelar-se insuficiente para as superar, sendo por isso necessaria uma

consciéncia de tais dificuldades para que, desta forma, seja possivel aprender a trabalhar os



problemas envolvendo probabilidades com ferramentas adequadas. Varios autores analisaram e
identificam em particular diversas dificuldades na compreensdo de problemas envolvendo a
nocdo de probabilidade condicionada e na interpretacdo das nogGes tedricas de acontecimentos
independentes e de probabilidade condicionada (Kataoka & a/.,2010; Cunha, 2010; Guilherme,
2011; Sobreiro, 2011). Na presente dissertacdo pretende-se analisar, avaliar e apontar
dificuldades existentes na compreensao desses dois topicos em particular.

As probabilidades condicionadas e os acontecimentos independentes sdo dois tdpicos
inseridos no tema genérico Probabilidade e Combindtoria no ensino portugués atual da disciplina
de Matematica no 122 ano de escolaridade. Esse tema contribui para o desenvolvimento de
raciocinios indutivos e dedutivos e, destreza da intuicdo, atrds da observacdo e analise de
problemas com ligacbes a vida real ou ndo, e o desenvolvimento progressivo do rigor na
linguagem, “ sem esquecer a importancia da comunica¢dao, da argumentacdo, e da utilidade do
esbo¢o” ([Direccdo Geral do Ensino Basico e Secundario]DGEBS, 1991, p.47).

Ha fortes raz6es de ordem social para incentivar o ensino da Teoria da Probabilidade no ensino
educativo pré-universitario. Segundo Pereira-Mendonza & Swift (1981) tais razGes assentam em
trés intuitos: a sua utilidade na vida quotidiana, a comunicacdo e entendimento de estudos
futuros e o desenvolvimento do sentido estético. No que concerne a utilidade no quotidiano,
diversas referéncias a conhecimentos associados a probabilidade estdo patentes no dia-a-dia (ex.:
taxa de cura de uma doenga, chance de ganhar na lotaria), pelo que as pessoas necessitam de
entendé-los para se integrarem socialmente. Segundo Holmes (1981), a importancia deste aspeto
ganha maior relevo, quanto mais desenvolvida for a sociedade em que se vive. A nocdo de
probabilidade associada a um fendmeno fornece uma oportunidade de se questionar a dicotomia,
verdade versus falsidade, avolumando a categoria do possivel e permitindo estabelecer a
distincdo entre a importancia do valor aproximado, em relacdo ao valor exato, salientando
também a impossibilidade de se controlar o resultado de uma Unica experiéncia. Podemos ainda
enfatizar a utilidade da probabilidade na construcdao de modelos probabilisticos que modelam
diretamente uma realidade (ex.: previsdo meteoroldgica). As aplicagdes envolvendo
probabilidades abundam na vida social e nas ciéncias em geral, conferindo a Teoria da
Probabilidade uma grande importancia. Batanero (2005) defende que, para os alunos que tomem
decisbes, na sua vida quotidiana é importante introduzir-se a nocdo de probabilidade
condicionada como base da concec¢do de probabilidade.

Na perspetiva do desenvolvimento do raciocinio matematico, Borovcnik & Peard (1996), citado

por Fernandes (1999), destacam a importancia da introduc¢do de tdpicos de Probabilidade para



colocar o nivel do pensamento probabilistico mais préoximo ao do pensamento geométrico e
algébrico.

O atual curriculo nacional, da disciplina de Matematica do ensino pré-universitario, da
importancia ao estudo de conceitos envolvendo probabilidades introduzindo o tdépico
“Probabilidades e Estatistica” no plano de estudo daquela disciplina desde o primeiro ciclo.
Segundo o Novo Programa de Matematica do Ensino Basico (NPMEB, 2001) revogado em abril
deste ano, o aluno deve comegar no primeiro ciclo a desenvolver as primeiras nog¢des de
incerteza, através da experimentacdo como seja, por exemplo, no lancamento de uma moeda ao
ar. Neste ciclo, deve explorar-se diversas situacées, em particular as relacionadas com o dia-a-dia,
gue ajudem os alunos a “compreender que existem acontecimentos impossiveis, provaveis e
improvaveis, e a apropriarem-se desse vocabulario”(NPMEB, 2001, p.27). No segundo ciclo
continuam o estudo de situa¢Oes aleatdrias simples e a realizacdo de experiéncias que
possibilitam a exemplificacdo da regularidade a longo termo, consolidando simultaneamente o
vocabuldrio basico introduzido no primeiro ciclo. No terceiro ciclo, nomeadamente no 9.2 ano, as
recomendacdes do NPMEB salientam a necessidade de os alunos desenvolverem “a compreensao
do conceito de probabilidade”(Ponte et al., 2007, p. 58). O National Council of Teachers of
Mathematics (NCTM) e a Associacdo de Professores de Matematica (APM) recomendam
igualmente o desenvolvimento deste conteudo: “o estudo das probabilidades proporciona um
ambiente natural para os alunos estabelecerem conexdes, entre a Matematica e as outras
disciplinas escolares, e as suas experiéncias quotidianas” (NCTM, 2008, p. 52). Acrescentam ainda
que, do 9.2 ao 122 ano, “os alunos deverdo aprender a identificar acontecimentos mutuamente
exclusivos, complementares e condicionados, recorrendo aos seus conhecimentos sobre
combinacgGes, permutacbes e contagem, para calcularem as probabilidades associadas a esses
acontecimentos”(NCTM, 2008, p.390).

O estudo da probabilidade condicionada ganha especial relevo no 12.2 ano. A noc¢do de
acontecimentos independentes é também introduzida nesse ano de escolaridade pois
“independéncia e condicionamento sdo os dois polos em torno dos quais se organizam
Probabilidade e Estatistica” (Pestana & Velosa, 2010, p.18). Contudo, professores no terreno e
trabalhos publicados sobre a tematica tém revelado que o significado de probabilidade
condicionada ndo é de facil apreensdo por parte da generalidade dos alunos com o nivel de
maturidade esperado num 122 ano (Kataoka & al.,2010; Guilherme, 2011). Na realidade,
atualmente, estudos de investigacdo apontam para a existéncia de intui¢des incorretas, erros de

raciocinio, erros de compreensdo de enunciado e erros de aplicacdo do conceito de probabilidade



condicionada e de acontecimentos independentes. Em geral, face a situacdes-problema, a
aplicacdo de diferentes processos na sua resolucdo providenciam a revelagdo de varias
caracteristicas dos conceitos envolvidos (Batanero, Fernandes & Contreras, 2009). Assim, em
particular, a resolucdo de problemas envolvendo probabilidades por diferentes vias podera ajudar
a superar erros e dificuldades manifestadas, pelo que a aplicacdo de diferentes estratégias de
resolucao, na perspetiva de Diaz & la Fuente (2006), deve ser tida em conta no ensino da
Matematica e, em particular, de tdpicos relativos a probabilidades. O desempenho dos alunos na
compreensdo de conceitos da Teoria da Probabilidade, na perspetiva de Sobreiro (2011), diz
respeito a dificuldade em relacionar, entre si, conceitos e ideias, quando propostos de forma
implicita, alcancando especial relevo em momentos de avaliacdo formal.

Dada a natureza descritiva do estudo proposto na presente dissertacdo relacionar-se com o
Ensino e Aprendizagem da Matematica, uma analise sucinta ao modelo tedrico, conhecido por
Enfoque Ontosemidtico (EOS), do Conhecimento e do Ensino da Matematica introduzido por
Godino et al. (2007), deve ser evidenciada no contexto dos tdpicos probabilidade condicionada e
acontecimentos independentes. Nos diferentes trabalhos desenvolvidos por Godino e
colaboradores (Godino et al., 2007, 2008, 2009, entre outros) um conjunto de noc¢Ges tedricas
tem sido discriminadas cujo objetivo é “apontar ferramentas tedricas que analisam
conjuntamente o pensamento matematico, os ostensivos que o acompanham, as situacdes e os
fatores que condicionam o seu desenvolvimento” (Godino, Batanero & Fonte, 2008, p.11). Em
Godino et al. (2009) sdo descritas diferentes categorias de objetos matematicos de modo a
caracterizar os diferentes significados de cada objeto. Para Godino et al. (2008), uma ontologia de
objetos matematicos contém, como ponto de partida do EQS, a formulacdo de uma teoria de
objetos matemadticos incorporando aspetos base da matemadtica como sejam a resolucdo de
problemas, a linguagem simbdlica e o sistema conceptual logicamente organizado. Aqueles
autores referem ainda que, a pratica matematica ndo é mais do que toda a atuac¢do ou expressao,
seja ela verbal, grafica ou outra, que pode ser realizada durante a resolucdo de um problema
matematico, comunicando a solucdo obtida e validada, podendo mesmo generalizar essa solucao
a outros contextos ou problemas. Segundo esta perspetiva de pratica matematica interpéem-se
diversos tipos de objetos matemadticos cuja representacdo podera ser na forma de texto, oral,
grafica e, inclusivamente, gestual.

Nesta investigacdo a probabilidade condicionada e a nogao de acontecimentos independentes
sdo os objetos matematicos de interesse no modelo EOS e de andlise na perspetiva de pratica

matematica, evidenciando-se ferramentas conceptuais do EOS propostas por Godino et al.(2009)



como sejam a linguagem, os conceitos, as propriedades, os procedimentos, as conjeturas e os
argumentos ligados aos conceitos base. O estudo tem como suporte uma andlise sistematica de
resolucbes, em resposta as situagOes problemas propostos envolvendo probabilidades e
operacgbes de acontecimento, apresentadas a alunos do ensino secundario e o universitario. O
estudo incide na comunicagdo escrita dos conceitos, na formalizacgdo matemadtica dos dois
problemas, na interpretacdo dos conceitos adjacente a cada pergunta e no rigor cientifico das
respostas dadas. Em Portugal comegam a surgir estudos que se debrugcam sobre esta tematica,

como sejam: Neto (2009), Cunha (2010), Sobreiro, (2011), Guilherme (2011).

2. CARACTERIZACAO DO ESTUDO

Neste estudo de natureza qualitativa pretende-se descrever e interpretar (Gall et al.,, 1996) os
processos desenvolvidos por alunos do 12.2 ano e do Ensino Universitario, em tempo real e num
contexto natural de sala de aulas (Yin, 1989; Bogdan & Biklen, 1994), num estudo envolvendo
conceitos de probabilidades com recurso a duas situacdes-problemas. Os documentos produzidos
pelos alunos, aquando da sua resolugdao num momento avaliativo, serdo a base da descricao e
avaliacdo do estudo a realizar, com recurso a algumas nog¢des baseadas no EOS através das suas
ferramentas conceptuais.

O propésito principal da investigacdo sdo os objetos matematicos: probabilidade condicionada
e acontecimentos independentes. Pretende-se analisar a linguagem, os conceitos, as
propriedades, os procedimentos, as conjeturas e os argumentos ligados a resolucdo de problemas
envolvendo, explicita e implicitamente, aqueles dois conceitos base.

As situacGes problema propostas foram realizadas por trés diferentes grupos de alunos: ensino
regular, ensino profissional do secundario e alunos universitarios de varios cursos de Engenharia
da Universidade de Aveiro, durante janeiro de 2012/13. E expectavel que os trés grupos de alunos
apresentem graus de conhecimento e ensino de Matematica diferenciados. Sobre esses trés
grupos ha o objetivo comum de descrever e apresentar o entendimento e compreensao dos
conceitos base sobre probabilidade condicionada e acontecimentos independentes, tendo por
suporte o conjunto de respostas dadas.

De uma forma simples, no estudo implementado, pretende-se alcangar respostas as seguintes
questdes de investigacao, tendo por base as situagdes-problema propostas:

- qual é o nivel de conhecimento, nos conceitos de probabilidade condicionada e

acontecimentos independentes, evidenciado pelos alunos?



- existem diferencas nos niveis de conhecimento evidenciado pelos alunos naqueles dois
conceitos?

- existe associa¢do entre o nivel de conhecimento e a formulagdo/interpretacdo do problema e
os procedimentos, argumentos e/ou linguagem usada?

- que tipos de erros determinam eventuais conflitos na interpretacdo envolvendo os conceitos
base de probabilidade condicionada e de acontecimentos independentes?

O presente estudo patenteia algumas limitacGes. Atendendo a natureza qualitativa da
investigacdo desenvolvida, através da operacionalizacdo do Estudo de Caso, e de acordo com
McMillan & Schumacher (2001), os resultados obtidos sdo validos apenas para esta experiéncia,
podendo o mesmo estudo, com outros alunos ou noutra instituicdo poder conduzir a resultados
totalmente diferentes. Além disso, a amostra ndo foi escolhida aleatoriamente, o que torna
impossivel uma generalizacdo dos resultados. Também, perante as situacdes propostas, os alunos
irdo estabelecer relacdes que nem sempre sdo esclarecedoras, uma vez que saber resolver um

problema, pode ndo ser sinénimo de conhecimento dos conceitos base.
3. ESTRUTURA DA DISSERTACAO

A dissertacdo apresenta uma estrutura delineada em cinco capitulos onde sdo abordados o
enquadramento tedrico do estudo, a implementacdo da investigacdo no terreno, a analise dos
dados e os seus resultados e conclusdes alcancados.

Neste primeiro capitulo, a introdugdo, contextualiza-se o estudo evidenciando a sua
pertinéncia. E feita a abordagem sucinta a finalidade e os objetivos do estudo, bem como a sua
importancia para o processo de desenvolvimento da capacidade de aprendizagem dos alunos e as
limitagdes da andlise decorrentes da natureza qualitativa.

O segundo capitulo integra varios pontos, comecando por se abordar alguns aspetos
relacionados com o modelo do conhecimento matematico. Nesse capitulo, a abordagem dos
conceitos matematicos tedricos em estudo, focam-se os conceitos base sobre probabilidade da
intersecdo, probabilidade condicionada, acontecimentos incompativeis e, acontecimentos
independentes, no enquadramento do processo de ensino e aprendizagem no ensino secundario.
Discutem-se ainda alguns problemas que poderdo contribuir para se obter, por parte de quem
ensina, uma maior maturidade sobre a tematica em causa e melhorar a linguagem e
interpretabilidade de problemas associados aqueles conceitos.

O terceiro capitulo é dedicado a metodologia adotada para a realizagdo da analise objeto

deste trabalho. Apresenta-se as opgdes metodoldgicas do estudo, seguindo-se a caracterizagdo



das varidveis do estudo: a escolha das turmas a envolver no estudo, as turmas e a escola, os
docentes e os alunos, e a forma como foi feita a implementacdo do estudo e a comparacgdo de
respostas entre os intervenientes. Segue-se a apresenta¢do dos materiais utilizados neste estudo:
os documentos produzidos pelos alunos. Por ultimo, faz-se a andlise dos dados relativos as
condigbes de implementagdo das situagdes-problema.

A apresentacdo e analise dos dados fazem-se no quarto capitulo. Este incide essencialmente
sobre o modelo organizacional e cientifico das respostas elaboradas pelos participantes, na
resolucdo das situacGes propostas, e uma analise as respostas dadas.

O ultimo capitulo é reservado as conclusdes e consideracées finais. Inicia-se com um resumo
das conclusGes do estudo, através de uma sintese das evidéncias obtidas, apresentando-se estas
alinhadas de acordo com o seu enquadramento relativo aos objetivos estabelecidos. Por fim
seguem-se as consideracdes gerais, onde sdo feitas referéncias a todos os momentos pertinentes,

abordados ao longo do trabalho, ai se referindo também as sugestées futuras de investigacao.



CAPITULO || — ENQUADRAMENTO TEORICO

1. Ferramentas tedricas do enfoque ontosemiético
2. Probabilidade condicionada e independéncia
3. Dificuldades na compreenséao de conceitos envolvendo Probabilidades



1. FERRAMENTAS TEORICAS DO ENFOQUE ONTOSEMIOTICO

A Matemitica foi vista como uma linguagem simbdlica, em comparagdo com a lingua escrita
corrente, no entanto houve necessidade de recorrer a esta Ultima, quando se exige uma
explicitacdo de raciocinio. Segundo Corréa (2005), as duas linguagens, a simbdlica e a corrente,
coexistem ja que ambas servem de suporte de leitura e representacdo do mundo. Cada uma
delas desempenha as suas fung¢des, ora como referéncia quantitativa, ora como expressdo
qualitativa. Ainda segundo a mesma autora, o que importa é que, qualquer que seja a
representacdo do mundo, o simbolismo esta sempre presente, pois € o recurso disponivel, face
a literatura, a musica, a politica, ou, de um modo geral, as artes. A linguagem simbdlica da
Matematica, na sua globalidade, possibilita o desenvolvimento de um raciocinio légico bem
elaborado, e a preparacdo para a sua utilizacdo nas restantes disciplinas, que lhe estao
diretamente ligadas e que dependem dessa simbologia adequada, para se fazerem entender.

Para Machado (1998) o homem comum utiliza a Matematica na sua contabilidade pessoal ou
em questdes de medida. E sistematicamente bombardeado por multiplas informagdes
veiculadas por diferentes meios de comunicagao, em jornais ou revistas, impregnados de dados
numéricos como percentagens, taxas, graficos, médias, probabilidades, etc. “Assim, acostuma-
se a conviver com essas manifestagGes epidérmicas da utilizacdo da Matematica, e, na auséncia
de uma perspetiva mais medular, passa a utiliza-las como um referencial vélido para a avaliacdo
da pertinéncia dos diversos conteudos curriculares ensinados na escola” (Machado,1998, p. 66).

“A rejeicdo em aceitar a linguagem matematica como simbdlica pode ser a causa das
dificuldades encontradas no processo de ensino-aprendizagem da Matematica, caracterizando
um problema vinculado a questdo didatico pedagdgica” (Corréa, 2005, p.1). Esta autora entende
que tal rejeicdo ndo existe, uma vez que pressupde que a linguagem matematica e a linguagem
corrente, em termos de escrita, coexistem paralelamente.

E importante salientar que a existéncia de uma linguagem matematica possibilita o acesso,
de forma simples, a expressées de pensamento, geralmente ligadas técnicas bem elaboradas de
procedimentos, o que permite universalmente comunicar, e, por essa razdo, utilizam uma
simbologia regida e suportada por leis fixas. Para Corréa (2005), fica caracterizada a importancia
da linguagem matematica no contexto educacional.

Segundo Ponte et al. (2007), a comunica¢do numa sala de aula de Matematica, marca de
forma decisiva a natureza do processo de ensino-aprendizagem desta disciplina. Estes autores
defendem que tanto a comunicagdo, em geral, como a comunica¢do matematica, em particular,

podem ser entendidas segundo diferentes perspetivas, destacando duas em especial:



“(i) a comunicacdo como organizacdo e transmissdo de informacgdes; ou (ii) a
comunicacdo como um processo de interacdo social. Cada uma destas perspetivas
sobre a comunicagdo esta associada a uma perspetiva sobre a Matematica e sobre o
processo de ensino-aprendizagem da Matematica. Na verdade, [...] ou se considera a
Matematica como um conjunto de verdades objetivas, como algo existente e
documentado de modo independente dos individuos, ou se veem as praticas de sala
de aula como um processo de matematizacao partilhada, guiada por regras e normas
gue emergem da propria pratica” (Ponte et al., 2007, p.1).

Em diversos estudos, realizados nos ultimos anos em Portugal, é possivel encontrar
referéncias e novas abordagens a modelos e ferramentas tedricos, sobre o enfoque
ontosemidtico (EOS) do conhecimento e do ensino da matemadtica, que tém vindo a serem
desenvolvidos por Godino e seus colaboradores na ultima década. E, por exemplo, o trabalho de
Neto (2009), no ambito de um projeto sobre o raciocinio dedutivo ao nivel do ensino
secundario. Godino, Batanero e Font (2007) apresentam um conjunto de conceitos tedricos que
unem o enfoque ontoldgico e semidtico do conhecimento e da aprendizagem da Matematica,
com base na importancia da linguagem nos processos de comunicagao e de interpretacdo e face
a diversidade de objetos intervenientes. O referido enfoque acolhe ferramentas tedricas que
servem para analisar, conjuntamente, o pensamento matematico, os manifestos que o
acompanham, as situa¢Oes e os fatores que condicionam o seu desenvolvimento (Godino,
Batanero & Font, 2007).

No presente estudo importa identificar e padronizar as dificuldades que os alunos sentem
em conteldos relacionados com nog¢des de probabilidade condicionada e de acontecimentos
independentes. Para tal, recorrer-se-d4 as ideias do EOS implementadas por Godino e
colaboradores. No EQOS, a compreensdo de qualquer conceito matematico estd associado a
competéncia do saber fazer, no sentido que cada sujeito compreende determinado objeto
matematico quando o usa de maneira capaz em diferentes praticas e ndo no sentido de um
processo meramente mental (Godino, Batanero & Font, 2008). Em Godino et al. (2002) sdo
estabelecidas nogdes tedricas, sobre o conhecimento e sobre o ensino da matematica, com o
objetivo de utiliza-las para descrever qualquer atividade matematica ligada a resolucdo de
problemas. Em particular, importa aqui analisar problemas relacionados com probabilidade
condicionada e acontecimentos independentes.

A Matematica, segundo esta teoria desenvolvida por Godino e colaboradores, é concebida
como um conjunto de praticas envolvendo objetos matemdticos. Consideram-se objetos
matemdticos como formas conceptuais de atividade reflexiva, mediada histdrica, social e

culturalmente. Os objetos matemadticos servem para indicar qualquer entidade ou coisa que se



pretende referir ou falar, seja real, imagindria ou de qualquer outro tipo, que intervém, de
alguma maneira, na atividade matematica, como seja a resolugao de problemas envolvendo, por
exemplo, conceitos da Teoria da Probabilidade. Segundo Godino et al. (2009), a prdtica
matemdtica é todo o ato ou expressao (verbal, grafica, etc.), realizado por alguém, para resolver
problemas envolvendo conceitos e ferramentas da Matematica, comunicar a outros a solucdo
obtida, valida-la ou generalizd-la a outros contextos e problemas (Godino, 2006). Aqueles
autores categorizam o0s objetos como enunciados de proposicdes, procedimentos e
argumentacdo ligados as praticas matematicas, como sendo objetos institucionais. Estes sdo
objetos emergentes do sistema de prdticas associadas a um campo de problemas. Tais sistemas
ndo sdo mais do que toda a atuacdo ou manifestacdo (linguistica ou n3do) realizada na pratica
matemadtica. Os objetos pessoais incluem os constructos cognitivos, tais como concecdes,
esquemas, representagdes internas, etc.. (Godino, 1994).

Sobreiro (2011) real¢a que, no EOS, o significado dos objetos matematicos se obtém das
praticas levadas a cabo por quem as pratica, ao resolver problemas relacionados com o objeto
em causa, que por sua vez leva a sua consolidagdo e permite o cruzamento de relagGes entre
distintos objetos. Nessas praticas envolvem-se diferentes tipos de objetos. Ao realizar,
interpretar e avaliar uma pratica matematica, esta-se a configurar o sistema de esses objetos
qgue foram usados; no EQS, esse sistema é constituido por objetos definidos entre os seguintes
seis que definem a tipologia de entidades primarias dos objetos ligados a pratica matematica:
linguagem, situacdes-problema, conceitos, proposicdes, procedimentos e argumento. A
linguagem serve de instrumento para a acdo. A situacdo-problema é a origem da atividade.
Quanto aos argumentos, eles justificam os procedimentos e as proposicdes, relacionando os
conceitos entre si. Na Tabela 1, adaptada de Neto (2009), encontra-se descrito o significado de
cada objeto na sua entidade primaria, exemplificando-os na resolucdo de problemas
relacionados com os objetos matematicos de interesse neste estudo: probabilidade
condicionada e acontecimentos independentes.

E de salientar, segundo Sobreiro (2011), que, considerar uma determinada entidade primaria
é uma questdo relativa e ndo absoluta, visto serem entidades funcionais relativas, ja que um
argumento pode colocar em jogo conceitos, proposicdes, procedimentos, etc., tendo por isso
um cardcter recursivo, no sentido de que cada objeto, dependendo do nivel de analise, pode ser

composto por entidades dos demais tipos.
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Os objetos de uma pratica matematica podem originar entidades mais complexas como, por
exemplo, teorias. Godino et al. (2009) referem que os objetos, na sua entidade primdria descrita
na Tabela 1, relacionando-se entre si, criam configuracdes de objetos intervenientes e
emergentes dos sistemas de praticas. Estes autores classificam tais configuracbes em
epistémicas e cognitivas. As primeiras referem-se a objetos institucionais e as segundas, a
objetos pessoais. Se os sistemas de praticas sdo compartilhados no dmbito de uma instituicdo,
os objetos emergentes sdo considerados objetos institucionais; se estes sistemas sdo especificos
de uma pessoa sdo considerados como objetos pessoais (Godino & Batanero, 1994). O
conhecimento matematico deve contemplar as duas facetas: pessoal e institucional. Entre estas
estabelecem-se relagbes dialéticas complexas e cujo estudo é essencial para a educagdo
matematica. A cogni¢cdo pessoal resulta do pensamento e da agdao do sujeito individual perante
uma certa classe de problemas, enquanto a cognigdo institucional resulta do didlogo, o acordo e
a regulacdo no ambito de um grupo de individuos que formam uma comunidade de praticas.

Godino et al. (2009) consideram que a configuracdo epistémica ndo é mais que o conjunto de
objetos envolvidos na resolucdo de atividades/tarefas. Dentro dessa configuragdo distingue-se a
prévia e a emergente. Estas configuracdes sdo distintas, uma vez que, os objetos matematicos
gue o aluno deve saber antes de trabalhar o tema, se referem a configuracdo epistémica prévia
e a configuracdo epistémica emergente se refere aquela que se supdem que se va aprender.

A Figura 1, referida por Neto (2009), Sobreiro (2011) e Guilherme (2011), apresenta os seis
objetos mencionados no Quadro 1 que, em articulagdo entre si, formam configuracdes

epistémicas.



FIGURA 1 - APARENCIA DOS OBJETOS PRIMARIOS [FIGURA ADAPTADA DE NETO (2009)].
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Relativamente aos sistemas e praticas operativas e discursivas, ligadas a campos ou tipos de
problemas, num estudo matematico como este, o que interessa é analisar o sistema de praticas,
sejam elas quais forem as opc¢des desempenhadas pelo individuo, perante uma situacdo-
problema (Godino et al., 2008). Supondo-se que a questado é sobre a probabilidade condicionada,
pode obter-se dois tipos de resposta, para resolucdo de um determinado tipo de situacao
problema, em que este objeto matematico intervém; o sistema de praticas realizadas por um
sujeito — significado pessoal — ou o compartilhado por uma instituicdo — significado
institucional — que consiste em descobrir um valor para a probabilidade de um acontecimento
que é condicionado por outro acontecimento (Guilherme, 2011).

A Didatica da Matemadtica estuda os processos de ensino e de aprendizagem dos saberes
matemdticos, sendo uma drea cientifica que caracteriza os fatores que condicionam tais
processos. Na opinido de Neto (2009), os significados que os alunos atribuem aos termos e
simbolos matematicos, aos conceitos e proposicdes, devem ser alvo de andlise, assim como a
construcdo destes significados como consequéncia de processos de ensino.

Godino et al. (2006) consideram que o EOS pode ajudar a superar algumas das limitacoes

existentes a nivel da analise da cognicdo e do ensino da Matematica. Pode considerar-se que se



trata de uma expectativa, baseada na generalidade com que se define as no¢des de problema
matemadtico, pratica matemadtica, instituicdo, objeto matematico, entre outas. S3o estas nogbes
gue permitem estabelecer conexdes coerentes na elaboragdo do marco tedrico pretendido com o

EOS do conhecimento e do ensino da Matematica na procura de uma focagem unificada do tema.

2. PROBABILIDADE CONDICIONADA E INDEPENDENCIA

O tema Probabilidades e Combinatéria consta do curriculo atual do 12.2 ano de escolaridade.
Entre os todpicos inseridos nesse tema estdo probabilidade condicionada e acontecimentos
independentes. Watson (1995) reconhece que o estudo da probabilidade condicionada deve ser
introduzido desde cedo, no Ensino Basico, trabalhado de forma intuitiva, tal como é recomendado
para o ensino da Matematica em Portugal em NPMEB (Ponte et al., 2008). Contudo, o grupo de
trabalho envolvido neste estudo, nao foi abrangido por este programa, isto €, apenas trabalharam
Probabilidade no 9.2 ano.

Segundo Cunha (2010), é nestes conceitos que os alunos “apresentam muitas duvidas e
dificuldades, apesar da grande importancia que lhes é atribuida nos Exames Nacionais e nos
Testes Intermédios, uma vez que sdo temas constantes em todas essas provas de avaliagao
externa, da responsabilidade do Ministério da Educa¢do” (Cunha, 2010, p.28).

Em estudos recentes, Cunha (2009), Sobreiro (2011) e Guilherme (2011), constataram que os
alunos inventam as suas proprias estratégias, para fazer juizos validos, em problemas envolvendo
probabilidades condicionada. Também o conceito de independéncia, implicitamente indissocidvel
ao conceito de probabilidade condicionada, tem-se mostrado alvo de confusdo por parte da
classe estudantil suscitando interesse de investigacdo (Kataoka et al., 2010).

Dado, por um lado, a identificacdo da dificuldade de interpretar os conceitos de probabilidade
condicionada e de acontecimentos independentes e, por outro lado, a diversidade de estratégias
intentadas por parte dos alunos na aplicacdo a situagdes-problemas concretos envolvendo
aqueles dois conceitos, torna-se importante que se investigue raciocinios e estratégias
emergentes na resolucdo desse tipo de problemas. Neste estudo consideram-se trés grupos
distintos de alunos: alunos universitarios, alunos do secundario profissional e alunos do
secunddrio regular. Tal motivou a observancia do tipo de definicdes que servem de suporte ao
estudo da probabilidade condicionada e da independéncia em manuais de Matematica do 122
ano e livros de referéncia basica de Estatistica para cursos universitarios de Ciéncias e Engenharia.

Consideraram-se livros recentemente publicados ou reeditados. Numa primeira analise foram



examinados os manuais escolares de Matematica do 12.2 ano, do ensino regular e do ensino
profissional, que estes serviram de suporte a aprendizagem dos alunos do secundario envolvidos
neste estudo. Numa segunda analise, focou-se a atenc¢do nos livros que podem servir de base ao
estudo de alunos universitarios. A seguir, em separado, para a probabilidade condicionada e para
a independéncia, apresenta-se uma compilagdo a informacdo recorrida dos manuais observados e

faz-se uma sintese de resultados tedricos sobre aqueles dois conceitos.

2.1PROBABILIDADE CONDICIONADA

Segundo Diaz & de la Fuente (2005), a probabilidade condicionada pode ser definida com
diferentes graus de formalizagdo. Em geral, a abordagem do conceito de probabilidade
condicionada, por diversos manuais escolares de Matematica do Ensino Secundario, é uma
definicdo formal mais ou menos extensivel em termos de complementaridade de informacao.
Veja-se:

e Oliveira (2012): “probabilidade condicionada de A sabendo que B ocorreu é a razao
entre a probabilidade da interse¢do de A e B e a probabilidade de B, desde que P(B) > 0.
Representa-se por P(A|B)” (Oliveira, 2012, p.13);

e Andrade et al. (2012): “dados os acontecimentos A e B de um espaco de resultados E,

com P(A) #0, chama-se probabilidade condicionada de A, dado B, e escreve-se P(A|B),

P (ANB),,

ao valor definido por: P(A|B) = PB)

(Andrade et al., 2012, p.34);

e Costa & Rodrigues (2012), “sendo A e B dois acontecimentos associados a uma

experiéncia aleatdria e tais que P(B)#0, chama-se probabilidade condicionada de A,

P (ANB)
P(B)

resulta que P(ANB) = P(A|B) P(B)”(Costa & Rodrigues, 2012, p.40);

P (ANB)
P(B)

. P(A|B) =

dado B, e representa-se por P(A|B), ao valor . Da igualdade

* Neves et al. (2012),” Sejam A e B dois acontecimentos de um espaco S. Representa-se
por P(A|B) a probabilidade de ocorréncia de A, na hipdtese de B se ter realizado. Supor
que se realizou B equivale a restringir o universo aos acontecimentos elementares de B.
Assim, a probabilidade condicionada P(A|B) pode ser interpretada como uma
probabilidade que tem subjacente um novo espaco amostral, B, subconjunto do espaco

original. Os acontecimentos elementares de A, tendo-se realizado B, correspondem aos

P (ANB)
P(B) ’

acontecimentos ANB. Assim somos conduzidos a defini¢cdo: P(A|B) = P(B)+0,

ACS e BES” (Neves et al., 2012, p.108).



Em livros de nivel universitario, a definicdo de probabilidade condicionada é tanto encontrada
numa redacdo curta, no sentido de relembrar um conceito jd adquirido no passado, como
também com um contelddo mais formal recorrendo a Teoria dos Conjuntos (referencia a o~
algebra). Destacam-se aqui duas obras recentes:

* Pestana & Velosa (2010) define a probabilidade condicionada “de A dado B como

P (ANB),,

P(AIB) = 258

(Pestana & Velosa, 2010, p. 232).

e Murteira & Antunes (2012), “dados dois acontecimentos A, B ¢ Q,A,BeA*(o-
algebra), P(B) > 0, a probabilidade para que A se realize dado ou sabendo-se que B se

realizou, designa-se probabilidade condicionada, representa-se por P(A|B), e define-se

P (ANB)
P(B)

pelo quociente P(A|B) = ,P(B) > 0”. A probabilidade de A, condicionada pela

realizacdo de B, que acaba de definir-se, representa a reavaliagao da probabilidade de A
em face da informacdo de que B se realizou. (Murteira & Antunes, 2012, p.67).

Uma noc¢ao intuitiva de probabilidade condicionada, no sentido de ser a probabilidade de um
acontecimento na condicdo de se ter conhecimento prévio da realizagdo de um outro
acontecimento, é mais explorada com a proposta de exercicios de aplicagdo nos manuais do
secundarios e com exemplos nos livros a nivel universitario.

Em termos de propriedades, uma vez que a probabilidade condicionada é uma probabilidade,
entdo ela também satisfaz os trés axiomas de Kolmogorov. Assim, a probabilidade condicionada
de qualquer acontecimento é sempre maior ou igual a zero; a probabilidade condicionada do
acontecimento certo é igual a um; dados dois acontecimentos disjuntos, a probabilidade
condicionada da unido daqueles acontecimentos é igual a soma das probabilidades condicionadas
de cada um. Concretamente:

v" P(A|B) =0, qualquer que seja A. De facto, P(A|B) é o quociente de dois nimeros n3o

P (ANB)
P(B)

negativos P(A|B) = ,P(B) # 0 e por hipdtese P(B) é maior do que zero, bem

como P(ANB) >0, atendendo ao 1.2 axioma das probabilidades. Logo, P(A|B) =0.

v" Dado o acontecimento certoQ, P(Q|B) = 1. Ora,

P(QNB) P(B)
P(B)  P(B)

P(QIB) = 1, P@B)#0

v" Dados dois acontecimentos C e D, disjuntos (CND =@ ),

P((cuD)nB) _ P((CnB)U(DNB)) _ P((CNB)U(DNB)) __ P(CNB)+P(DNB)
P(B) P(B) - P(B) - P(B)

P((CuD)|B)=

=P(C|B) +P(DB),



uma vez que a intersecdo goza da propriedade distributiva em relacdo a unido e se os

acontecimentos C e D s3o disjuntos, também os acontecimentos (C N B) e (D N B) o sdo.
Como consequéncia da axiomatica de Kolmogorov, veja-se, por exemplo, Murteira (1999),

Jorge et al. (2006). Mencione-se seguidamente:

* P(AJA)=1;

* P(AJA)=0;

e SeBCA, entdoP(A|B)=1;

s P(A°|B)=1-P(A|B) (pois P(A|B) + P(A°|B) = 1);

* P(@IB)=0;

P (ANB)
P(B)

* P(ANB)=P(A|B)P(B) (resulta a relacdo P(A|B) = );

P((ALIC)|B) = P(A|B) + P(C|B) - P((ANC)|B)

Segundo Diaz (2007), no ensino importa diferenciar com clareza a probabilidade condicionada,
P(A|B), da probabilidade conjunta, P(ANB), e ressalva algumas rela¢ées de ordem como sejam:

- P(ANB) é sempre menor que as probabilidades simples, P(A) e P(B);

- P(A|B) pode ser maior, menor ou igual a P(A) ;
No ensino das probabilidades é conveniente frisar que P(A|B) é diferente de P(B|A). Sobre esta
ultima é um erro frequente considerar-se, sobre a compreensao da probabilidade condicionada, a
permuta dos acontecimentos A e B, ndo se tendo consciéncia que P(A|B) pode ser diferente de
P(B|A), surgindo habitualmente, nas primeiras abordagem ao conceito e na formulagdo
matemadtica de uma situagdo-problema, confusdo na identificacdo destas probabilidades. No
calculo de P(A|B), o espaco amostral fica restrito ao acontecimento B, enquanto que P(B|A) o

espac¢o amostral coincide com o acontecimento A.

2.2 ACONTECIMENTOS INDEPENDENTES

Pode definir-se, de forma intuitiva, acontecimentos independentes, como sendo
aqueles em que a informacdo acerca da realizacdo de um dos acontecimentos ndo altera
a probabilidade da realizacdo de outro acontecimento. Em termos formais, dados os
acontecimentos A e B, com P(A) > 0 e P(B) > 0, o acontecimento A é independente do
acontecimento B, se a probabilidade de A se verificar é igual a probabilidade
condicionada de A se realizar dado que B se realizou, P(A) = P(A|B). E daqui evidente que

o conceito de independéncia entre acontecimentos estd anexado a teoria da



probabilidade e n3o apenas a teoria dos conjuntos como é o caso do conceito de
acontecimentos disjuntos. Dois acontecimentos s3o disjuntos, ou mutuamente exclusivos
ou incompativeis, se ndo tém elementos comuns, ou seja, a realizacio de um
acontecimento implica a ndo realizacdo do outro acontecimento. Deste modo, A e B sdo
dois acontecimentos incompativeis, se e s6 se ANB = @. Para clarificar, considere-se o
seguinte exemplo.

Exemplo:

Associado a uma experiéncia aleatdria, sejam os acontecimentos: A: “selecionar um ndimero
natural” e B:”seleccionar um nimero inteiro inferior a 2”. Nestas condi¢Ges, como ANB={1} entdo
os acontecimentos A e B ndo sdo disjuntos ndo havendo necessidade de recorrer ao calculo de
qualquer probabilidade para estabelecer sobre a ndo incompatibilidade de A e B. Porém, para
avaliar a propriedade da independéncia ou ndo entre A e B, devera recorrer-se ao cdlculo de pelo
menos duas probabilidades, como sejam, por exemplo, P(A|B) e P(A).

Feita a andlise de conteldo dos quatro manuais para o 122 ano mencionados em acima,
constatou-se que, para a no¢do de acontecimentos independentes, existe alguma falta de rigor
cientifico. Veja-se:

e Oliveira (2012): “Seja S o espa¢o de resultados de uma experiéncia aleatéria. Os

acontecimentos A e B de S dizem-se independentes se a ocorréncia de um deles ndo

interfere na realizagdo do outro.

P(A|B)=P(A) e como P(A|B) = %

A e B independentes <=> P(A N B) = P(A) X P(B)” (Oliveira, 2012, p.15);

, resulta que,

e  Costa & Rodrigues (2012), Neves et al. (2012) e Andrade et al. (2012), consideram que
dois acontecimentos, A e B, associados a uma experiéncia aleatdria, sdo independentes,
se e s se : P(ANB) = P(A) X P(B). De uma forma geral, se A;, A,, ..., A, sdo n
acontecimentos independentes, de um mesmo espaco de resultados, verifica-se que:
P(A1 NA; N ... NA,) = P(A;) X P(A) X ... X P(A,)

Em Oliveira (2012) a redac¢do apresentada nao refere o sentido probabilistico associado ao
conceito de acontecimentos independentes confundindo-o com o de acontecimentos disjuntos. Ja
os trés restantes manuais investigados confundem a definicdo formal de acontecimentos
independentes com uma condicdo necessdria e suficiente de independéncia de dois
acontecimentos dada por “A e B independentes se e sbmente se P(A N B) = P(A) X P(B)”. Mais

ainda, estes Ultimos trés manuais introduzem uma condigdo necessaria de independéncia de n



acontecimentos (dada por “se Ay, A,, ..., A, sdo n acontecimentos independentes entdo P(A;
NA, N ... N A,) = P(A;) P(A,)...P(A,) ) a qual pode baralhar as mentes menos atentas levando-as a
crer que também seja suficiente para validar a independéncia de n acontecimentos
simultaneamente.

Em Jorge et al. (2006) e Neves et al. (2012) é também referenciada a importancia de distinguir
0s conceitos de acontecimentos incompativeis e acontecimentos independentes. Em particular,
destacam a situacdo de dois acontecimentos A e B, associados a uma mesma experiéncia
aleatdria, se sdo incompativeis entdo ndo podem ser independentes, a ndo ser que pelo menos
um deles seja um acontecimento impossivel (Neves et al., 2012). Este resultado é demonstrado
por reducdo ao absurdo. Suponha-se entdo que A e B sdo dois acontecimentos incompativeis e
também sdo independentes; entdo ANB = @ e P(AN B) = P(A) X P(B). Ora, se ANB = @ entdo
P(ANB) = 0 pelo que que a igualdade P(A N B) = P(A) X P(B) se reduz a P(A) X P(B) = 0. Tal significa
que, pela lei do anulamento do produto, se tem: P(A) = 0 O P(B) = 0, concluindo-se que A e B s6
pode ser, simultaneamente, incompativeis e independentes quando A ou B é, pelo menos um
deles, o acontecimento impossivel (@).

Relativamente aos livros que podem servir de base ao estudo de alunos universitarios,
encontra-se a definicdo de acontecimento independente relatada do seguinte modo:

e Pestana & Velosa (2010): “P(A|B) = P(A), a informacdo de que B se realizou ndo tem
qualquer relevancia para a atribuicdo de probabilidade a A, e também a informacéao de
que A se realizou é indiferente para a reavaliacdo da probabilidade de B; dizemos
entdo que A e B sdo independentes” (Pestana & Velosa, 2010, p. 236).

e Murteira & Antunes (2012), “A e B dizem-se acontecimentos independentes se e so se
P(A N B) = P(A) X P(B). Esta definicdo é valida com P(A) =0, P(B) =0” . (Murteira &
Antunes, 2012, p.80).

Em Murteira & Antunes (2012) os autores optaram por recorrer a condicdo necessaria e
suficiente para a definicdo de dois acontecimentos independentes a semelhangca dos manuais
Costa & Rodrigues (2012), Neves et al. (2012) e Andrade et al. (2012). Esses mesmos autores
salientam que o conceito de independéncia é suscetivel de vdrias extensdes para fazer a
passagem para a independéncia de n acontecimentos. A classe de acontecimento {A;, A,, ...} diz-se
constituida por acontecimentos independentes, dois a dois, quando, qualquer que seja o par de
acontecimentos distintos A;, AL{A;, A,, ...}, se verifica P(A; N A;) =P(A;) XP(A)). “Conceito mais

forte e de maior interesse é o de classe de acontecimentos mutuamente independentes ou



complementares independentes. Estd-se em presenca de uma tal classe quando, dada qualquer
subclasse finita {Aq1, Aqz, ..., Aam}, SE tem,
P( Aci N Aga N ... N Agn) = P(Aq1) X P(Ag2) X ... X P(Agm), onde 41, o2, ..., am S3O inteiros
positivos distintos e m um inteiro positivo qualquer”( Murteira & Antunes, 2012, p. 83).
Em termos de propriedades associada a acontecimentos independentes, uma propriedade util
na resolucdo de situacGes problemas a nivel do secundario é a seguinte:
v' Se o0s acontecimentos A e B s3o independentes, também o sdo A e B, Ae B, A e B,
onde Arepresenta o complementar de A.
A demonstracdo dos trés casos é muito idéntica. No primeiro caso tem-se que A e B sdo
independentes. P(AN B ) = P(A— (AN B)) = P(A) — P(AN B). Como A e B s3o independentes,
entdo P(AN BY) = P(A) — P(A) X P(B)= P(A)(1 - P(B))= P(A) xP(B). Logo, A e B® sdo
independentes.
Pode-se salientar propriedades importantes envolvendo acontecimentos incompativeis e
probabilidades condicionadas:
v’ Se Ay, A, .., A, s3o n acontecimentos incompativeis dois a dois ho mesmo espaco de
resultados, entdo:
P(A;OA, O..0 A)|B) = 7:1P(Aj|B).
Em particular, para dois acontecimentos, tem-se:
P((ALIB)|C) = P(A|C) + P(B|C)

v' Se A e B s3o incompativeis, entdo P(A|B) = 0.

3. DIFICULDADES NA COMPREENSAO DE CONCEITOS ENVOLVENDO
PROBABILIDADES

Segundo Diaz & de la Fuente (2005), probabilidade condicionada e independéncia sdo
definicGes que ndo apresentam grande dificuldade sob o ponto de vista matematico pois
dependem de expressdes algébricas simples e ndo requerem calculos matematicos complexos.
Contudo, sob o ponto de vista cognitivo e didatico, dificuldades surgem quando tais conceitos sdo
associados a resolugdes de problemas-situacao e a tomadas de decisdo. Torna-se particularmente
mais complicado em aplicagGes proximas de situacGes reais (por exemplo, mostrar a existéncia ou
nao existéncia de independéncia entre o tabagismo e o cancro do pulmao). Para Diaz (2007) e
Diaz e Fuente (2005), as dificuldades existem, até mesmo em alunos com boa preparacdo

matematica.



Pollatsek, Well, Konold & Hardiman (1987) afirma que os professores, geralmente, consideram
que existem grandes dificuldades em identificar uma probabilidade condicionada numa redacgdo
fornecida em contexto académico. Tais dificuldades podem ser causadas pela linguagem formal
de enunciados de problemas, os quais ndao destacam claramente a informacdo adicional que
determina que no enunciado se estd a tratar de uma probabilidade condicionada (Borovcnik et al.
1991).

Existem diferentes interpretacbes para o conceito de probabilidade: intuitivo, classico,
frequencista, subjetiva, légico, propensdo e axiomatico. Todas estas interpretacOes tém
subjacente um raciocinio do tipo dedutivo, de andlise e sintese, de uso de exemplos e
contraexemplos (Cunha, 2010). Trabalhos de investiga¢cdo (Batanero, 2005; Batanero, Henry e
Parzysz, 2005) sugerem que o ensino do conceito de probabilidade n3do se pode limitar a uma
destas diferentes perspetivas, uma vez que elas estdo ligadas dialeticamente. (Batanero & Diaz,
2007, p.2). Porém, segundo Henry (1977), citado em Batanero (2005), o foco na aprendizagem da
interpretacdo axiomatica conducente a uma abstracdo excessiva ao centrar-se mais na
formalizagdo do conceito e menos na sua aplicabilidade a temas de interesse para os alunos, em
particular no Ensino pré-universitario.

Atualmente, a nocdo de probabilidade propostas nas escolas baseiam-se em trés
interpretacdes (Albert, 2006) tendo, em todas elas, a interpretacdo axiomatica como suporte mais
matematico e formal: (i) Interpretagdo Classica, baseada em férmulas, que assenta na definigdo
classica de probabilidade e onde as probabilidades sdo atribuidas a priori e se assume que os
acontecimentos elementares sdo equiprovaveis; (ii) Interpretacdo frequencista, de caracter
experimental, baseada na definicdo frequencista de probabilidade e onde a probabilidade de um
acontecimento estd associado ao valor da frequéncia relativa desse acontecimento, assumindo-se
gue nas mesmas condi¢cOes de aleatoriedade esse valor pode ser associado a uma probabilidade;
(iii) Interpretacdo subjetiva, que reflete os pontos de vista pessoais acerca de um acontecimento.
Em todas, sdo trabalhados axiomas e teoremas deles resultantes, independentemente da
definicdo estudada.

A introdugdo as diferentes interpretacdes para a probabilidade deve ser feita
progressivamente, comecando desde as ideias intuitivas que os alunos tém sobre o azar e a
probabilidade, (Batanero, 2005). A compreensdo de um conceito € um processo continuo e
crescente no qual o aluno constréi e relaciona diferentes elementos de interpretacdo que sdo
inerentes ao conceito. Portanto, é importante efetuar uma boa planificacdo para que todo o

processo de ensino-aprendizagem seja efetuado ao longo dos diferentes niveis (Batanero, 2005).



O conhecimento da existéncia de concec¢des erradas por parte dos alunos pode também
influenciar todo o processo de ensino-aprendizagem (Fernandes (1990)). Na sua investigagao,
aquele autor verificou que ndo existia qualquer diferenca nos erros cometidos em situagdes
probabilisticas contraintuitivas, pelos alunos que tinham experiéncia de ensino e aprendizagem
de probabilidades daqueles que ndo a tinham. Na mesma linha, Totohasina (1992), citado por
Diaz (2007), no seu estudo realizado a alunos pré-universitarios e envolvendo problemas de
probabilidade simples e condicionada, constatou que mais de cinquenta por cento destes
resolveram corretamente os problemas propostos de probabilidade simples e apenas um quarto
utilizou uma representacdo como diagrama de arvore, tabelas de dupla entrada ou outros
esquemas auxiliares de contagem. O investigador concluiu que as dificuldades dos alunos se
prendem com a no¢do de independéncia e o ndo cuidado de observar se os acontecimentos sdo
equiprovaveis. Sendo ndo equiprovaveis fazia aumentar o grau de dificuldade da tarefa. Ainda no
mesmo estudo, foi constatado que alguns alunos ndo formulavam, em termos de probabilidades,
o enunciado, outros ainda ndo restringiam o espaco amostral ao calcular a probabilidade
condicionada ou confundiam-na com probabilidade conjunta. Acrescentou ainda que tal facto ndo
¢é exclusivo de alunos. Professores de Matematica, que participaram num programa de formacéo
no México e, simultaneamente, participaram num estudo realizado por Sanchez (1996),
mostraram terem este tipo de dificuldades frequentemente.

InvestigacOes efetuadas por Konold (1995) (citado por Serrano, Batanero, Ortiz & Cafiizares,
2001), sobre o raciocinio probabilistico, sugerem que as observacGes dos resultados obtidos
experimentalmente com a realiza¢cdo de experiencias aleatédrias simples podem nao ser suficiente
para os alunos estabelecerem claramente a nog¢do de regularidade estatistica e de probabilidade
de um acontecimento. Em situa¢des aplicadas, as propriedades matemadticas associadas a nogdo
de probabilidade e de aleatoriedade nem sempre s3o assimiladas revelando os alunos ideias
incorretas e/ou imaturidade cientifica. Varios autores consideram essenciais que se tenha em
atencdo as concegdes que os alunos tém, mesmo que erradas, como ponto de partida para a
aquisicdo de conceitos envolvendo probabilidades. Na perspetiva de Garfield (1995), é necessario
construir o conhecimento dos novos conceitos de probabilidade assente no conhecimento prévio
dos conceitos adquiridos anteriormente para que, quando se ensina algo de novo, os estudantes
consigam estabelecer ligacdes entre este novo conhecimento com aquela anteriormente
conhecida. Na verdade, tem sido largamente considerado o conhecimento das concecbes e a
evolucdo do desenvolvimento do raciocinio probabilistico dos alunos como sendo um ponto-
chave para assegurar o éxito das propostas curriculares. Gras & Totohasina (1995a) consideram

ser delicado o reconhecimento das concecbes erradas relativas a nocdo de probabilidade



condicionada pois estas efetivamente existem, sendo que muitos alunos se recusam a responder
a questdes envolvendo tal conceito ou, quando as resolvem, utilizam procedimentos supérfluos e
superficiais.

No Ensino Superior, as investigacGes realizadas por Diaz (2009), envolvendo alunos daquele
grau de ensino, revelam igualmente a existéncia de dificuldades na resolucdo de situagGes-
problema envolvendo probabilidade condicionada e independéncia. Para Diaz & de la Fuente
(2007), uma lista de dificuldades também é observada no Ensino Basico e Secundario.
Essencialmente, as dificuldades concentram-se i) na compreensdo intuitiva destes conceitos, ii) na
relacio entre independéncia e probabilidade condicionada, iii) na identificagdo do
condicionamento, o qual pode ser de causalidade e de temporalidade, iv) na troca de papéis dos
acontecimentos envolvidos na probabilidade condicionada e ainda, v) na confusdo entre
probabilidade condicionada e probabilidade conjunta, e iv) na observancia de situagGes

sincrénicas e diacrdnicas.

3.1 COMPREENSAO INTUITIVA DOS CONCEITOS

Importa antes de mais definir a nocdo de “intuicdo” que, segundo Fischbein & Gazit (1984),
corresponde a avaliagGes ou previsoes sintéticas ou globais, nao justificaveis explicitamente. Esse
conhecimento global ndo é mais do que sentida pelo sujeito como sendo autoevidente, auto
consistente, dificilmente questionavel, isto é, uma intuicdo é uma crenca cognitiva. Estes autores
acrescentam ainda que as atitudes intuitivas nem sempre sdo coincidentes com o que é
cientificamente correto, embora nunca devam ser ignoradas no processo de ensino-
aprendizagem, pois sendo corretas ajudam o aluno a adquirir e a integrar o correspondente
conhecimento cientifico e, ndo sendo objetivamente aceitdveis, devem ser eliminadas e
desenvolvidas representagdes intuitivas adequadas. Nem sempre o programa de ensino atende a
existéncia de possiveis pré-conceitos intuitivos, contudo eles permanecerdao nos alunos apesar
das estruturas conceituais ensinadas. Batanero & Diaz (2007) consideram que para além da sua
compreensao intuitiva, a probabilidade pode ser considerada como uma razao de possibilidades a
favor e contra, a evidéncia proporcionada pelos dados, o grau de crenga légica ou pessoal,
propensdo e modelo matematico que nos ajuda a compreender a realidade.

Os problemas classicos do paradoxo de Simpson e o problema de Monty Hall evidenciam duas
situagOes distintas onde a assimilacdo do conceito de probabilidade condicionada ultrapassa a
mera compreensdo intuitiva requerendo uma maior maturidade de raciocinio probabilistico de

modo a interpretar corretamente os condicionamentos em causa.



O problema de Monty Hall refere-se que um concurso televisivo onde o concorrente deve
escolher uma porta. H4 trés portas. Por trds de uma das portas estd um automdvel e por tras de
cada uma das outras duas estd uma bota velha. O concorrente comeca por escolher uma porta.
Seguidamente o apresentador abre uma das duas ndo escolhidas, a qual ele sabe que estd uma
das botas. O apresentador da agora ao concorrente a possibilidade de trocar a sua escolha da
porta inicial para a outra porta ainda fechada. O problema é: o que é mais vantajoso para o
concorrente: trocar de portas ou manter a escolha inicial? Ou é indiferente?

Numa interpretacdo mais intuitiva pode ser-se levado a conclusdo mais ébvia: é indiferente a
troca de portas, uma vez que a questdo é feita no momento em que sé restam duas portas
fechadas (aquela que tem o carro e a outra que ndo o tem), conduzindo a uma probabilidade de
1/2 de sucesso. Contudo a situagdo ndo é bem essa. Na verdade, é ao contrario do que a intuigcdo
parece ditar; a probabilidade de sucesso duplicam se decidir trocar a escolha! Este fendmeno
contraintuitivo, foi defendido por Marilyn vos Savant (1990), que escrevia numa pequena coluna
na revista Parede, semanalmente em "Ask Marilyn" sobre assuntos relacionados, indiretamente,
com ciéncia. Esta defendia que teria preferido trocar de porta, ja que probabilidade de sucesso
seria de 2/3, superior a situacdo de manter a escolha inicial, pois a probabilidade de sucesso seria
de apenas 1/3. Marilyn defendia que o raciocinio intuitivo era uma falacia. O seguinte Quadro 2

ilustra as trés possiveis posi¢oes do carro.

QUADRO 2 - SUPORTE ESQUEMATICO DA SITUACAO

Porta A PortaB PortaC

Caso 1 Carro Bota Bota
Caso 2 Bota Carro Bota
Caso 3 Bota Bota Carro

No momento inicial da escolha existiam trés portas e a escolha seria uma das trés portas,
correspondendo a uma probabilidade de um terco de sucesso, isto é apenas uma vez em cada
trés tera escolhido a porta certa, o que corresponde a que duas vezes em cada trés tera escolhido
a porta errada. Quando o apresentador abre uma das outras portas, este facto ndao se altera.
Assim, se decidir trocar, uma vez em cada trés perdera o carro, escondido pela porta escolhida
inicialmente, e duas em cada trés ganha-lo-a. Ou seja, a probabilidade de sucesso se trocar de
portas é de 2/3, e se ndo trocar é de apenas de 1/3. Formalmente, suponha-se que o concorrente
escolhe a porta A, a probabilidade de apresentador Monty abrir (P(M)) a porta B é de 1/2, a

probabilidade de o prémio estar em A se Monty abre a porta B é



P(A|M)=P(A) X P(M|A)/ P(M) = (1/6)/(1/2) = 1/3
e, analogamente, a probabilidade de o prémio estar em C se Monty abre aB é
P (CIM)=P(C) x P(M|C)/ P(M) = (1/3)/(1/2) = 2/3.
Assim, a probabilidade de sucesso para a estratégia de troca é de 2/3 e para a de manutencdo da
escolha é de 1/3.
A falacia resulta do acontecimento
“o apresentador mostra uma bota por trds de uma porta (diferente da escolhida) “
é independente do acontecimento

“o carro estd por trds da porta escolhida”,
mas nao é independente do acontecimento

“o carro estd por trds da porta que néo foi escolhida (nem mostrada) ”

(Pestana & Velosa, 2010, p.250). Note-se que este Ultimo acontecimento ndo é complementar ao
acontecimento “o carro estd por detrds da porta escolhida”.

O paradoxo de Simpson é outro exemplo onde a compreensdo da probabilidade dos
acontecimentos de interesse nao é intuitiva, isto é, foge ao senso comum. Simpson é o nome do
matematico que pela primeira vez chamou a atenc¢do, em 1951, para um intrigante fenédmeno que
ocorre em tabelas de contingéncia. Este paradoxo estatistico é pouco conhecido fora do mundo
dos que estudam e lidam com Estatistica. Importa referir que paradoxo ndo é mais do que opinido
contraria a opinido comum ou ao sentir comum; contradicdo ou contrassenso, pelo menos
aparente; coisa que ndo liga bem com outra; coisa incrivel; discordancia, discrepancia,
desarmonia (Tenreiro, 2006). A explicacdo matematica do paradoxo de Simpson vem da forma
como sao adicionados e divididos os nimeros. Imagine-se dois carpinteiros. Cada um deles tem
de fazer 110 cadeiras em 2 meses. Um dos carpinteiros compromete-se a fazer 100 cadeira no
primeiro més, mas s6 faz 60, ou seja, faz 60% do que se comprometeu. No segundo més,
compromete-se com 10, mas s6 faz 1, ou seja 10%. O segundo carpinteiro compromete-se a fazer
10 no primeiro més e faz 9, ou seja 90%, e no segundo més comprometesse a fazer 100 e faz 30,
ou seja 30%. Ou seja, em cada um dos 2 meses, o segundo carpinteiro cumpriu mais com o
prometido que o primeiro, contudo, das 110 cadeiras, o primeiro carpinteiro fez 61 e o segundo
so fez 39. O paradoxo (de Simpson) neste caso ocorre porque a realizacdo de um carpinteiro nada

tem a ver com a realizacdo do outro pois os acontecimentos sdo incompativeis.



3.2 RELACAO ENTRE INDEPENDENCIA E PROBABILIDADE CONDICIONADA

Segundo Diaz (2007) e Diaz e Fuente (2005), as dificuldades de compreensdo da probabilidade
condicionada sdo devidas, por vezes, a falta de perce¢do da independéncia. Muitas vezes, o aluno
supde a independéncia P(ANB) = P(A)xP(B), calculando a probabilidade da intersec¢do como
produto das probabilidades. Outras vezes determinam a probabilidade da unido como sendo a
soma das probabilidades individuais de cada acontecimento P(ALIB) = P(A) + P(B), supondo que
sdo incompativeis mas baralhando o conceito de incompatibilidade com o conceito de
independéncia.

Analisando respostas a problemas envolvendo o calculo de probabilidades condicionada a
acontecimentos em situacGes com e sem reposicdo, Tarr & Jones (1997) e Tarr e Lannin (2005)
mostram a existéncia de falhas na determinacdo do espago amostral associado a cada experiéncia
aleatdria, em alunos do Ensino Basico e Secunddrio. Tarr & Lannin (2005) revelam que os alunos
tém dificuldades nos conceitos de independéncia e de probabilidade condicionada, tanto a nivel
de os entenderem como em relaciona-los. Em Tarr & Jones (1997) sdo propostos quatro niveis de
avaliacdo do pensamento dos alunos em probabilidade condicionada quando em presenca de
situagBes-problemas associados a experiencias aleatdrias com ou sem reposi¢cdo. Uma vez que os
problemas apresentados aos alunos no presente estudo ndo sdo desse tipo, os quadros cognitivos

desenvolvidos por Tarr & Jones (1997) nao sdao aqui explorados.

3.3 IDENTIFICACAO DO CONDICIONAMENTO

Segundo Diaz (2009) a causalidade é um conceito construido numa base de relacdo causa-
efeito entre diferentes acontecimentos. Relativamente a probabilidade condicionada, se o
acontecimento A é a causa estrita do acontecimento B significa que sempre que acontece A
verifica-se B, e tem-se P(B|A) = 1. Quando acontecimento A altera a probabilidade de ocorrer B,
ou seja, P(B|A) é diferente da P(B). E comum dizer-se que uma relacdo de causalidade implica
uma dependéncia entre os acontecimentos envolvidos. A reciprocidade ndo é verdadeira, pois
existem acontecimentos que, sendo estocasticamente dependentes, ndo sdo a causa um do
outro. Por exemplo, um maior nimero de horas de treino de uma dada modalidade desportiva,
aumenta a probabilidade de um melhor resultado numa competicdo, pois a competicdo pode
correr mal por um cansago excessivo, ou por um outro motivo qualquer (Diaz, 2009).

De acordo com o processo psicolégico, a pessoa que avalia a probabilidade condicionada

encontra uma entre duas rela¢des diferentes entre A (acontecimento condicionado) e B



(acontecimento condicionante), dependendo do contexto. Assim, o contexto condiciona o tipo de
relagao:
¢ se dentro do contexto se percebe que B é uma causa de A, estabelece-se uma relagdo
causal entre A e B. Portanto, ao calcular P(A|B), estabelece-se uma relagdo causal;
¢ se dentro do contexto se percebe A como uma causa de B, estabeleceremos entre A e
B uma relagdo diagndstica. Portanto, ao calcular a P(A|B) , estabelece-se uma relacdo
diagnéstica.

Embora, em termos matematicos, as expressdes sejam iguais, do ponto de vista psicoldgico,
aquelas probabilidades ndo sdo percebidas como idénticas.

De acordo com Falk (1986) e citado por Guilherme (2011), a maioria das pessoas indica que as
relagdes causais sdo mais fortes que as relagdes diagndsticas. Nesta medida, justifica esta relagdo
citando Tversky e Kahneman (1982) que recorre a prevaléncia de relagbes de causalidade na
percecdo do mundo. Por exemplo, as pessoas consideram interessante determinar a
probabilidade sobre “uma filha tenha cabelos encaracolados se a sua mde os tiver também”
(relagdo causal) do que “a mde ter cabelos encaracolados sabendo que a sua filha tem cabelos
encaracolados” (relagdo diagndstica).

Associada a relagdo de causalidade encontra-se a sequéncia temporal. Segundo Falk (1986),
existe uma conviccdo de que um acontecimento ndao pode condicionar outro que ocorra
anteriormente, designando-a por faldcia da inversdo do eixo temporal. Aquele autor propGe que,
através de recurso a exemplos, o célculo de probabilidade de acontecimentos com faldcia do eixo
temporal faga parte do ensino da probabilidade condicionada. Relativamente a sequéncia
temporal dos acontecimentos que intervém na probabilidade condicionada, Gras e Totohasina
(1995a), com base nas investiga¢des desenvolvidas por Totohasina (1992), identificam trés tipos
de conce¢Bes de cardcter cognitivo que podem constituir entraves ao correto raciocinio em

probabilidade condicionada. Essas encontram-se descritas no seguinte Quadro 3.



QUADRO 3 - CONCEGAO DE CARACTER COGNITIVO NO RACIOCINIO DA PROBABILIDADE CONDICIONADA [ADAPTADO DE CUNHA,
2010]

CONCECAO INTERPRETACAO

P(A|B) é interpretada como uma relagdo temporal, onde o acontecimento
condicionamento B precede sempre o acontecimento A.

Se o acontecimento B se realiza necessariamente antes do acontecimento
Cronolégica A, uma questdo que inverta a sequéncia temporal, pedindo a probabilidade
do acontecimento passado, conhecido o futuro, parecera desprovida de
sentido.

P(A|B) é interpretada como uma relacdo causal implicita, onde o
acontecimento condicionamento B é a causa e o acontecimento
condicionado A a consequéncia.

Causal Neste caso, inverter relagdo e calcular a probabilidade de uma causa
conhecendo a consequéncia pode também ser considerado desprovido de
sentido;

Card (ANB)

, que é correto no caso
Card (B)

Cardinal P(A|B) é interpretada como a razdo

particular de equiprobabilidade.

De acordo com os autores acima referidos, as duas primeiras conce¢des sdo mais suscetiveis
de constituirem entraves de caracter epistemoldgico, isto €, uma resisténcia a reversibilidade da

nogao.

3.4 TROCA DE PAPEIS DOS ACONTECIMENTOS NA PROBABILIDADE CONDICIONADA

Falk, (1986), Totohasina, (1992), Diaz, (2007) e Sobreiro (2011), constataram, em estudos
experimentais realizados, que as maiores dificuldades e erros exibidos pelos alunos
correspondem a troca dos acontecimentos na probabilidade condicionada.

Falk (1986) designou de faldcia da condicional transposta esse tipo de erro de ndo conseguir
distinguir os dois sentidos da probabilidade condicionada, P(A|B) e P(B|A). Falk (1986) salienta
qgue muitas vezes a linguagem corrente utilizada no enunciado dos problemas ndo é
suficientemente clara e precisa, levantando dificuldades na interpretacdao. Uma vez que a notagao
matemadtica é explicita na identificacdo do acontecimento condicionante e do condicionado,
aquela autora propGe dispensar a linguagem corrente e utilizar a linguagem simbdlica para
reduzir os riscos de confusdo.

Na mesma linha, Batanero, Estepa, Godino e Green (1996), citados por Diaz (2007), referem
gue os alunos mostram dificuldades em problemas onde a informacgdo se encontra sumariada em

tabelas de dupla entrada. As confusdes surgem em ler e identificar os dados necessarios para



calcular uma probabilidade simples, uma probabilidade conjunta e uma probabilidade

condicionada, chegando a confundir estes conceitos.

3.5 CONFUSAO ENTRE PROBABILIDADE CONDICIONADA E PROBABILIDADE CONJUNTA

Em busca de diagnosticar dificuldades e obstdculos em alunos que iniciam o estudo do
conceito de probabilidade condicionada, Totohasina (1992), referenciado por Diaz (2007),
constatou que os alunos confundem probabilidade condicionada, P(A|B), com probabilidade
conjunta, P(ANB).

Einhorn & Horgarth (1986) e Ojeda (1995), questionando sobre qual seria a probabilidade de ir
ao supermercado e comprar café, constataram que cerca de 38% responderam com a
probabilidade condicionada de comprar café dado que foram ao supermercado. Na anadlise
realizada, aqueles autores sugerem que enunciados que utilizam a conjuncdo “e” podem levar a
confusdo entre probabilidade conjunta e probabilidade condicionada. A faldcia da conjungdo
(Tversky & Kahneman, 1983) consiste na conviccdo de que é mais provavel a interseccdo de dois
acontecimentos do que a probabilidade de qualquer dos seus acontecimentos constituintes. Este
erro surge nos alunos ao considerarem a conjungdo como sendo mais provavel do que cada um

dos acontecimentos em separado (Diaz, 2007).

3.6 LOCALIZACAO TEMPORAL DOS ACONTECIMENTOS

Segundo Diaz e Fuente (2005) existem dois tipos de situagdes na descricdo dos
acontecimentos em qualquer problema envolvendo probabilidades condicionadas: situagdo
sincrénica e situagdo diacrdnica. Na primeira é descrito um procedimento estatico, ndo existe
uma sequéncia, mas realizacdo em simultaneo de experiéncias aleatérias; Na segunda ha uma
clara sequéncia temporal nas quais se realiza uma experiéncia seguida da outra, isto é, quando o
problema se coloca em situagdes sequenciais. As situagdes sincrénicas sdo particularmente
dificeis para os alunos, em particular em identificar a reducdo do espaco amostral em fung¢do do
acontecimento condicionado (Falk, 1986) e também, em perceber as experiéncias compostas

como uma série de experiéncias simples sucessivas (Diaz, 2009).



3.7. ILUSTRACAO DE PROBLEMAS

Em jeito de sintese, conclui-se neste capitulo o Quadro 4, onde sdo ilustrados exemplos
concretos para 0s quais os investigadores mencionados neste capitulo constataram e
descreveram as dificuldades dos alunos em aplicar os conceitos de probabilidade na resolugao de

situagao-problemas.
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CAPiTULO Il —= METODOLOGIA

1. Opc¢Bes metodoldgicas
2. Participantes
3. Método de recolha e analise de dados



Neste ponto justifica-se a escolha dos instrumentos de recolha, bem como dos materiais
utilizados no presente estudo. Procede-se a uma breve caracterizacdo das Escolas onde o
estudo foi efetuado, dos seus participantes e descreve-se o papel do investigador, a sua
intervencdo e o processo de recolha de dados. E ainda referido a selecdo das técnicas de

recolha de dados e a descricdo e validacao dos instrumentos.

1. OPCOES METODOLOGICAS

Para dar resposta as quatro questdes de investigacdo referidas no Capitulo | (pag.7),
procurou-se observar, descrever e interpretar os processos desenvolvidos por alunos, em
tempo real em ambiente natural de sala de aulas, e ainda intervir nesse desenvolvimento. A
investigacdo em causa insere-se numa perspetiva qualitativa, efetuando-se uma abordagem
interpretativa do assunto em estudo (Guba & Lincoln, 1994), procurando-se uma descricdo e
explicacdo dos fenédmenos ocorridos no ambiente natural expectdvel, a sala de aulas (Ludke &
André, 1986).

Segundo Bogdan & Biklen (1994), a pesquisa qualitativa envolve a obtencdo de dados
descritivos, obtidos sem qualquer convivéncia direta do investigador com a situacdo onde os
fendmenos ocorrem naturalmente e onde sdo influenciados pelo seu contexto. Para esses
autores, as cinco principais caracteristicas da investigacdo qualitativa sdo: (1) a recolha de
dados em “ambiente natural”, sendo o investigador o “instrumento principal” dessa recolha;
(2) a natureza descritiva dos dados recolhidos; (3) a preferéncia pelos processos, o “como”, em
pretericdo dos resultados ou produtos; (4) a andlise indutiva dos dados e (5) a importancia das

|II

perspetivas dos participantes como “vital” para a investigacdo (Bogdan & Biklen, 1994, pp.47-
51).

Também Costa (1986) refere que, o método qualitativo é particularmente adequado para
uma descrigao quer dos aspetos em analise, quer das suas interligagdes. Por isso, este método,
é frequentemente escolhido para estudar as inova¢des educacionais.

Para Merriam (1988), nas metodologias qualitativas, os intervenientes da investigacao nao
sdo reduzidos apenas a variaveis isoladas, mas sdo vistos como parte de um todo no seu
contexto natural. E de salientar que, quando se reduz pessoas a dados estatisticos, ignoram-se
determinadas caracteristicas do comportamento humano. A mesma autora refere que, para se
conhecer melhor os seres humanos, a nivel do seu pensamento, deverd utilizar-se para esse

fim dados descritivos, derivados dos registos e anotacdes pessoais de comportamentos

observados. Nesta perspetiva e de acordo com esse método, Bogdan & Taylor (1986)



consideram que, o investigador deve estar completamente envolvido no campo de acdo dos
investigados, uma vez que, na sua esséncia, este método de investigacdo baseia-se
principalmente em conversar, ouvir e permitir a expressao livre dos participantes.

Na mesma linha de pensamento, os autores atras referidos, acrescentam que a
investigacdo qualitativa, por permitir a subjetividade do investigador na procura do
conhecimento, implica a existéncia de uma maior diversidade nos procedimentos
metodoldgicos utilizados na investigacao.

Por todas estas caracteristicas acima referidas, considera-se que o tipo de abordagem
qualitativa se coaduna bem a natureza das quatro questdes de investigacdo alvo da presente
dissertacdo. Nesta investigacdo, inserida no paradigma descritivo, os participantes sdo os
alunos e os dados sdo os documentos escritos produzidos por estes no contexto escolar juntos
dos seus docentes titulares de turma e em momento avaliativo. A interpretacdo desses
documentos constitui o instrumento essencial da analise qualitativa.

De entre os varios desenhos de investigacdo qualitativa, destaca-se aqui a modalidade de
Estudo de Caso que, segundo Denzin & Lincoln (2000), é particularmente indicado para
entender e interpretar fendmenos educacionais. Trata-se de um plano de investigacdo que
envolve o estudo intensivo e detalhado de uma entidade bem definida, o caso (Coutinho &
Chaves, 2002).

Quando se conduz um Estudo de Caso em determinada turma e se relatam os resultados
desse estudo, o investigador ndo estd a sugerir que todas as turmas se assemelham (Bogdan &
Biklen, 1994). Como defende Ponte (1994b), a verdadeira funcdo do Estudo de Caso ndo é a
generalizagdo, mas sim a analise das particularidades do caso, uma vez que o investigador se
preocupa mais com o processo do que com os produtos, ficando por isso a sua generalizagdo a
cargo do leitor, por sendo este a decidir em que medida é que certos aspetos se podem aplicar
a outros casos (Merriam, 1988; Stake, 2000).

O Estudo de Caso é utilizado quando o tipo de questdo de pesquisa é da forma “como” e
“porqué”, ou quando o controlo que o investigador tem sobre os eventos é muito reduzido,
como aconteceu com o estudo em causa; ou quando o foco temporal estd em fendmenos
contemporaneos dentro do contexto de vida real (Yin, 2003).

O Estudo de Caso visa a apresentacdo holistica e sistémica dos vdrios aspetos que o
compdem, independentemente da sua diversidade. Funciona, entdo, como meio de
organizacdo de dados respeitando a singularidade e especificidade do seu objeto de anlise,

podendo ter uma grande diversidade de objetivos.



A modalidade de Estudo de Caso foi a modalidade optada no desenvolvimento do estudo
das quatro questbes sob investigacdo por se acreditar ser viavel a recolha e andlise de
documentos no espaco de tempo definido para esta dissertacdo e, apesar da presente autora
nao ter nunca lecionado aqueles topicos (i.e., 0122 ano de escolaridade), foi-lhe possivel obter
os dados nas condi¢Oes necessdrias para a investigacdo com a colaboracdo dos colegas
docentes titulares de turmas do 122 ano no presente ano letivo. Também considerou-se que a
ndo experiéncia da presente autora na leciona¢do daqueles tépicos seria aconselhado uma
anadlise descritiva detalhada de documentos produzidos por alunos sem a pretensdo de obter
uma generalizacdo de resultados.

Quando se faz investigacdo qualitativa utilizando a modalidade de Estudo de Caso também
é importante ter em conta critérios de qualidade do estudo (Ponte, 2006).

Goetz & LeCompte (1984) propde cinco critérios para a avaliacdo de Estudo de Caso: (1)
adequacdo; (2) clareza; (3) caracter completo; (4) credibilidade; e (5) significado. Em relagdo a
fidedignidade, ou fiabilidade, é referente aos instrumentos usados na recolha e a maneira
como sdo analisados os dados, especialmente se ao serem as operacdes do estudo repetidas
nas mesmas condicdes, os resultados obtidos sejam semelhantes (Ponte, 2006). Considerando
a dinamica inerente a investigacao cientifica, os casos de estudo realizados nesta dissertacao
poderem ser alvo de extensdo e comparagdao com novos casos no futuro pelo que, tendo em
atencdo aqueles cinco critérios de avaliacdo, apresenta-se, nas Sec¢des 2 e 3 do presente
capitulo, uma descri¢do detalhada dos instrumentos usados e dos procedimentos realizados.

Segundo Tesch (1990), a andlise de dados na metodologia de um Estudo de Caso pode visar
um proposito: (1) interpretativa, visando uma analise pormenorizada de todos os dados
recolhidos com vista a organiza-los e classifica-los em categorias, de modo a explorar e explicar
o fendmeno em estudo; (2) estrutural, que analisa dados com a finalidade de encontrar
padrdes que possam clarificar e/ou explicar a situacdo em estudo; e (3) reflexiva, que visa
essencialmente, interpretar ou avaliar o fendmeno a ser estudado, muitas vezes por
julgamento ou intuicdo do investigador. No presente trabalho, nomeadamente no Capitulo 4, é
apresentada uma analise interpretativa de Estudo de Caso, com base em situacdes- problemas
propostos, com vista a descrever e a explicar possiveis dificuldades nos topicos probabilidade
condicionada e acontecimentos independentes.

O investigador pode recorrer a variadas técnicas para recolher dados para analise. Entre
estas, figuram a entrevista, a observacdo participante, e a andlise de documentos. No presente
estudo recorreu-se a andlise de documentos construidos por alunos em sala de aulas. No que

se refere a técnicas de andlise de dados a que é possivel recorrer, no ambito deste tipo de



investigacdo, destaca-se a andlise de conteudo, como forma de explicitacdo do conteudo das
mensagens expressas pelos sujeitos.

Matos & Carreira (1994) apresentam versatilidade que o investigador deve assumir no
decurso de uma investiga¢cdo, nomeadamente: (1) instrumento/meio, fundamental na recolha
de dados; (2) inquiridor, o estudo depende da capacidade que ele tem para fazer as perguntas
certas no momento certo; (3) ouvinte, deve ouvir em todo o lado, mas em certos momentos
ouvir os participantes com especial atencdo; (4) observador, deve registar os comportamentos
e acontecimentos a medida que vao ocorrendo; (5) explorador, no decurso de um Estudo de
Caso pode surgir a necessidade de realizar alteragGes, até mesmo ao préprio caso; (6)
intérprete, deve interpretar todos os sinais, apresentando os factos como legitimos e
adequados para quem estd por dentro; (7) negociador, recorrendo a negociagdo para ter
acesso a determinados ambientes e fontes de informacdo; (7) avaliador, deve realizar uma
avaliacdo continua dos participantes; (9) comunicador-narrador, tem de ser capaz de
comunicar o que aprendeu, relatando no relatério da investigacdo uma grande parte de
descricdo e narracao.

Como ja foi implicitamente mencionado atras, a autora da presente dissertacdo nao teve
qualquer contato com os alunos envolvidos neste estudo. Contudo, procurou saber junto de
cada um dos docentes titulares das turmas envolvidas, do Ensino Secundario, as reagdes
manifestadas pelos investigados e a modalidade e ambiente em que a prova foi realizada.
Estas conversas foram informais sem recurso a qualquer questiondrio previamente elaborado.
Segundo Vale (2000), na investigacdo educacional de natureza qualitativa, pode tirar-se
partido desta relagdo de proximidade. Ndo tendo sido possivel beneficiar de uma proximidade
com os alunos, aquelas conversas informais foram importantes e esclarecedores sobre o grau
de desempenho expectavel de cada turma em geral, bem como o foco dado nas aulas sobre os
tépicos probabilidade condicionada e acontecimentos independentes. Em particular, foi
esclarecido quanto a linguagem, procedimentos e argumentos considerados no processo de
ensino daqueles conceitos. Tendo sido desenvolvido o ensinamento daqueles dois conceitos
conforme o previsto no NPMEB, uma andlise dos documentos produzidos pelos alunos
contribuird entdo para detetar diferentes processos de resolucdo usados pelos alunos,
reconhecer tipos de erros, observar estratégias que seguem e analisar o nivel de
conhecimento que dominam sobre aquelas matérias. Na realidade, como refere Lessard-
Hébert (2005), os documentos escritos constituem uma fonte de recolha de dados
particularmente importante por permitirem confirmar inferéncias sugeridas por outras fontes

de dados.



2. PARTICIPANTES

2.1 ESCOLHA DO GRUPO DE ALUNOS

Neste tipo de abordagem metodoldgica, como é o Estudo de Caso, nao se privilegia uma
amostragem aleatdria e numerosa, mas sim criteriosa ou intencional, ou seja, a selecdo da
amostra estd sujeita a determinados critérios que permitam ao investigador aprender o
maximo possivel sobre o fendmeno em estudo (Vale, 2000).

Os alunos, que colaboraram neste estudo, foram os alunos de duas turmas do Ensino
Regular do Curso de Ciéncias e Tecnologias do 12.2 ano, uma turma do Ensino Profissional
também do 12.2 ano de Escolas Secundarias diferentes, do distrito do Porto e ainda os alunos
do Ensino Superior dos Cursos de Engenharia, que se submeteram ao exame final da unidade
curricular Métodos Numéricos e Estatisticos (afrente designada de disciplina E) no presente
ano letivo.

As turmas do Ensino Secunddrio envolvidas tiveram conhecimento prévio dos objetivos
deste projeto, pois como refere Almeida (1995) “em investigacdo educacional a colaboracao
voluntaria deve, na grande maioria dos casos, ser conseguida” (Almeida, 1995, p. 130). Os
correspondentes alunos mostraram-se muito entusiasmados e expectantes. Para os dados do
Ensino Universitario, os alunos ndo tiveram conhecimento do estudo pois, neste caso, os
dados analisados sdo contagens de respostas a uma pergunta com 4 escolhas muiltiplas e ndo
respostas a uma questdo aberta.

Por questdes legais e éticas, para o Ensino Secundario, foi solicitada autorizacdo as dire¢Ges
das escolas envolvidas, para a realizagdo da experiéncia e aos Encarregados de Educacdo dos
alunos envolvidos no estudo para serem objeto de recolha de dados (Anexos | e Il). No Ensino
Superior o processo foi mais simples tendo sido apenas pedida, e obtida, autorizacdo do
responsavel da referida unidade curricular para quantificar os resultados. Este processo
simplificado sucedeu-se pois a presente autora ndo teve acesso a prova antes da sua realizagao
tendo sido posteriormente constatado que a questdo envolvendo probabilidade condicionada
era uma questdo de escolha multipla.

Para facilitar as explicagcdes vai designar-se por Escola A (com turma A), Escola B (com
turmas B e C) e Universidade E (com a disciplina E).

Para a implementacdo do estudo realizaram-se reunides individuais com cada um dos

docentes titulares das turmas A, B e C, onde entre outros temas, foram debatidos, o tipo de



linguagem utilizada no enunciado a ser submetido, a metodologia a utilizar e a forma de
recolha das respostas dos alunos.

Na turma da Escola A o enunciado proposto ndo sofreu qualquer alteragdo, enquanto que
na Escola B o enunciado sofreu ligeiras adaptacées (Anexo Ill).

Relativamente aos alunos do Ensino Superior, as condi¢cdes foram diferentes ndo tendo
havido qualquer intervencao da autora quanto ao enunciado e tipo de questdo a propor. Foi
autorizado pelo responsdvel da disciplina E a contagem das respostas dadas pelos alunos
submetidos ao exame final a primeira pergunta (Questdo 1) do exame, Unica relacionada com

tépicos envolvendo probabilidade condicionada e acontecimentos independentes.

2.2 CARACTERIZAGAO DOS GRUPOS DE ALUNOS

Nas reunidoes com as docentes foi solicitado uma breve caracterizagdo das suas turmas.

A turma A é constituida por 24 alunos, 10 do sexo feminino e 14 do sexo masculino. Todos
os alunos estdo dentro da escolaridade obrigatéria, cuja média de idades é de 16,53 anos.
Nenhum aluno desta turma usufruiu de apoio educativo no ano anterior. Todos os alunos
revelam gostar da escola. Saliente-se que a docente de Matematica da turma A é efetiva na
Escola A, com larga experiéncia na leciona¢do do 12.2 ano e acompanhou os seus alunos desde
o Ensino Basico (7.2 ano), conhecendo muito bem o trabalho individual destes.

A turma B é constituida por 9 alunos, todos do sexo masculino. Apenas 5 alunos estdo
dentro da escolaridade obrigatéria. A média de idades é de 17,56 anos.

A turma C é constituida por 14 alunos, 6 do sexo feminino e 8 do sexo masculino. Todos os
alunos estdo dentro da escolaridade obrigatdria a excecdo de um aluno. A média de idades é
de 16,84 anos.

Saliente-se que as docentes de Matematica das turmas B e C sdo efetivas da Escola B e com
uma larga experiéncia de lecionacdo do 12.2 ano. Refira-se ainda que estas docentes também
acompanham ha muito tempos os seus alunos, ndo tendo sido referido desde quando o fazem.

Com os projetos, de ambito nacional, Plano de Matematica (PM) e NPMEB, ao nivel do
Ensino Basico, houve um recente reajustamento do programa de Matemdatica com entrada em
vigor do NPMEB em 2010/2011; j& a nivel do Ensino Secundario o reajustamento fez-se em
2012.

No que concerne ao grupo de alunos da Universidade E envolvidos no presente estudo,
este é constituido por 204 alunos inscritos em cursos de Engenharia e que frequentam a
disciplina de E pertencente ao 22 ano do plano de estudos daqueles cursos. Nenhuma

caracterizacdo deste grupo foi disponibilizada.



2.3 CARACTERIZAGAO DOS PROBLEMAS

Relativamente as situagdes-problema que constituem a prova para ser aplicada aos alunos
do Ensino Secundario, elaborou-se uma primeira prova com questdes envolvendo os tdpicos
de interesse (probabilidade condicionada e acontecimentos independentes). Depois de uma
analise mais cuidada foram retiradas algumas questdes e substituidas por outras.

A elabora¢do dos dois problemas a implementar na prova de avaliagdo, baseou-se nos
manuais escolares adotados nas escolas que participaram no estudo. Ndo foram retirados
apenas de um, mas de todos os manuais, com adaptacoes pertinentes para o fim em vista.

Para testar a adequabilidade dos dois problemas em termos de conteldo programatico e
de linguagem usada, foi pedido aos professores de Matematica das turmas A, B e C que o
resolvessem e verificassem se estava com um nivel de dificuldade indicado para os alunos de
122 ano, e se os conteuddos correspondiam aos programados pelo curriculo para os alunos
desse nivel. Foram sugeridas ligeiras altera¢Ges na questdo 1.4 do problema 1 e no problema
2. Todos os professores que analisaram o teste declararam que o seu conteldo estava
conforme e adequado as capacidades e a faixa etaria destes alunos. O Unico ponto menos
positivo foi referenciado por uma professora, sobre as letras utilizadas para definir
acontecimentos, que ndao eram aquelas que habitualmente eram utilizadas em aula.

A docente da turma B considerou complicada a abordagem linguistica da versdo final
proposta para o problema 1 afirmando que poderia levar a uma maior dificuldade na
interpretacdo da questdo. Sugeriu a substituicdo da designacdo do acontecimento P por B, ja
gue os alunos estavam mais familiarizados com este tipo de letras para os acontecimentos e
ainda, foi indicado o arredondamento pretendido. Portanto, na Escola B houve uma ligeira
alteracdo do enunciado (Anexo V), mas ndo se julga ter havido altera¢do ao grau de dificuldade
das questdes. As alteracdes efetuadas ndao foram significativas para que o tratamento dos
resultados tenha que ser de forma diferente.

A versao final do enunciado dos dois problemas, com as respetivas solu¢ées encontra em
Anexo Il e IV, respetivamente.

Foi ainda solicitado a um aluno do 12.2 ano, que ndo pertencia a nenhuma das escolas
envolvidas, que realizasse a prova e se pronunciasse sobre o grau de dificuldade e linguagem
utilizada. O referido aluno realizou-a tendo considerado a prova acessivel e com linguagem
clara e objetiva.

Relativamente ao problema 1, na questdo 1.4, foi feita uma sugestdo aos docentes, caso

entendam simplificar a resolucdo das alineas a e b, substituir o enunciado desta questdo



referindo que “a probabilidade do filho do casal ser do sexo masculino é igual a probabilidade
de ser do sexo feminino”. Nesse caso, os 8 elementos de Q serdo equiprovaveis, mas nenhum
docente entendeu ser necessario proceder a essa alteracdo que iria reduzir significativamente
o grau de dificuldade. Esta sugestdao é mantida na apresentagdo dos problemas.

A prova, na versdo final, contém dois problemas: o primeiro é constituido por seis alineas e
os dados do problema sdo fornecidos numa tabela de dupla entrada, e o segundo apresenta
guatro alineas, sendo necessario traduzir as probabilidades dadas no texto para férmulas. Nos
dois problemas propostos, o conteddo primario de cada alinea versa conceitos envolvendo
probabilidade condicionada e acontecimentos de acordo com a descricdo sumariada no

Quadro 5.

QUADRO 5 - CONTEUDO PRIMARIO AVALIADO NAS ALINEAS DAS VARIAS QUESTOES DA PROVA

Item Conteudo do item
1.1 Calcular uma probabilidade simples.
1.2 Calcular uma probabilidade condicionada.
1.3 Realizar uma composi¢cao comparando o valor de duas probabilidades condicionadas,
P(M®|R) e P(M|R),
1.43a) Calcular trés probabilidades de acontecimentos definidos num espago amostral finito

com resultados elementares ndo equiprovaveis. Para esses calculos é necessario usar
a nogdo de independéncia entre acontecimentos.

1.4b) Distinguir entre acontecimentos independentes e incompativeis.

1.4c)

1.4d) Mostrar que os acontecimentos ndao podem ser independentes e apresentar uma
situacdo onde se verificaria a independéncia de acontecimentos.

2.1 Calcular uma probabilidade conjunta e uma probabilidade condicionada.

2.4

2.2 Distinguir entre acontecimentos incompativeis e independentes, apresentando

23 justificagcdes adequadas.

3. METODO DE RECOLHA E ANALISE DE DADOS

3.1. RECOLHA DOS DADOS

A recolha dos dados relativos ao Ensino Secunddrio foi realizada no més de dezembro de
2012, data em que no 12.2 ano se concluiu o estudo do tema “Probabilidade e Combinatéria” e
termina o primeiro periodo letivo.

A implementacdo das questdes formuladas para as turmas A, B e C foi meticulosamente
planejada. Os dois problemas propostos foram apresentados aos alunos num momento de
avaliacdo escrito individual. Na Escola A, o enunciado ndo sofreu qualquer alteracdao, como foi
referido anteriormente, mas os alunos tinham opc¢do de escolha sobre a inclusdo ou nao da

classificacdo desta prova na sua avaliacdo individual. Desta forma, foi encarado como um



elemento extra de avaliacdo. Na Escola B a situacdo foi diferente. Como envolvia uma turma
do Ensino Profissional, houve necessidade de alterar o enunciado, em termos de linguagem
usada, mantendo o grau de dificuldade. Tanto a turma do Ensino Regular (turma C) como do
Ensino Profissional (turma B) foram submetidos a mesma prova e a classificacdo foi incluida na
avaliacdo de final do primeiro periodo individual de cada aluno.

Os alunos foram autorizados a usar uma calculadora, mas ndo era uma condi¢do necessaria.
No entanto, ndo foram autorizados a consultar outro tipo de informacdo ou a aceder a
referéncias.

Os docentes titulares das turmas A, B e C, imediatamente apds a implementac¢do da prova,
permitiram ao autor desta dissertacdo o acesso a prova elaborada por cada aluno, antes
destas terem sido cotadas pelos respetivos professores; as cdpias das provas foram guardadas
em suporte digital, para posterior analise. Ha a realcar que na Escola B os alunos receberam e
arquivaram as suas provas originais, apds a classificacdo atribuida pelos respetivos docentes,
enquanto que na Escola A os alunos arquivaram as cépias apds classificacdo atribuida pelo
respetivo docente, tendo o autor arquivado os originais. A digitalizacdo das provas foi
igualmente efetuada por uma questdo de uniformizacdo do trabalho.

No que concerne aos dados do Ensino Superior, os dados foram recolhidos imediatamente
a seguir a realizacdo da prova de exame final da disciplina E, realizado em janeiro de 2013.
Junto a um docente da disciplina E, que procedia a corre¢do da Questao 1, fez-se, de seguida, a
contagem pretendida das respostas dadas para cada uma das 4 opgdes.

Num Estudo de Caso, o investigador é o instrumento primdrio de recolha de dados

(Merriam, 1988; Ponte, 1994b).

3.2. METODOLOGIA DE ANALISE DOS DADOS

3.2.1. ENSINO SECUNDARIO

Nesta investigacdo, os dados correspondem as respostas escritas fornecidas pelos alunos
do Ensino Secundario durante a realizacdo da prova. Atendendo ao caracter essencialmente
qualitativo adotado para esta investigacao, as respostas recolhidas sao analisadas de modo a
caracterizar, em termos descritivo o seu contetdo.

Para a descricdo de cada resposta, procede-se a uma andlise de conteludo e de
interpretacdo de raciocinio subjacente a resposta, tendo por base comparativa a resposta

correta expectdvel. Essa analise comparativa permite a categorizagdo de cada resposta e,



consequentemente, o agrupamento de respostas por classes de respostas similares em termos
de qualidade. Diaz & Batanero (2009), citados por Kataoka, Trevethan & Borim da Silva (2010),
propuseram estabelecer uma correspondéncia entre a qualidade das respostas dos alunos e
um numeral entre 0 a 2 do seguinte modo: a resposta errada é representada por 0; resposta
parcialmente errada é representada por 1; resposta parcialmente certa é representada por 2.

No presente estudo propde-se estender aquela categorizacdao e dividir a aprecia¢do das
respostas dos alunos segundo duas perspetivas qualitativas ordinais distintas: o grau de
desempenho da resposta (GD) e grau de rigor (GR). O desempenho diz respeito a capacidade
da resposta conter a solugdo e referéncia dos pontos-chave para chegar ao resultado
pretendido na pergunta. O rigor diz respeito a capacidade argumentativa e a linguagem
apresentada na resposta escrita.

Para maior detalhe da qualidade da resposta é aqui considerado o GD na resposta
distribuido segundo a seguinte escala ordinal: auséncia de resposta é representada pelo
numeral 0; resposta totalmente errada é representada por 1; resposta parcialmente errada é
representada por 2; resposta com inicio de uma estratégia que é abandonada ou concluida de
forma errada é representada por 3; resposta parcialmente certa ou certa mas sem justificacdo
ou com justificacdo incompleta é representada por 4; por fim, resposta totalmente certa é
representada pelo numeral 5.

No que concerne ao grau de rigor (GR) foi escolhida uma escala de Likert, traduzida
numericamente do seguinte modo: O corresponde a resposta com auséncia de rigor; 1
resposta com pouco rigor; 2 resposta com algum rigor; e 3 resposta com rigor. A opcao de um
numero par de correspondéncias alternativas obriga a atribuir uma opc¢do definitivamente
positiva ou negativa, ja que nao é possivel optar por uma atitude neutra por esta ndo existir.

A necessidade de proceder a extensdes das categorias propostas por Diaz & Batanero
(2009) para as escalas acima referidas para o GD e o GR esta intimamente relacionada com a
natureza diversa das turmas A, B e C (Ensino Regular e Profissional) consideradas neste estudo.
Dai prever-se, eventualmente, diferencas quer quanto ao GD quer quanto ao GR que, com esta
divisdo poderdo ser detetadas, caso existam, nas respostas fornecidas pelos alunos.

No que concerne a aplicacdo destas duas escalas, a escala referente ao grau de
desempenho ndo constituiu qualquer dificuldade, contudo relativamente ao GR houve
necessidade de introduzir pardmetros de uniformizacdo de critérios. Os critérios de

qualificagdo sdo apresentados no quadro seguinte:



QUADRO 6 - TABELA DE CORRESPONDE PARA QUANTIFICAR O GRAU DE RIGOR DE UMA RESPOSTA.

Grau de rigor (GR) Critérios de qualificagdo
. Apresenta uma resposta sem evidenciar a origem dos dados;
. Apresenta uma justificagdo sem corregdo cientifica e sem coeréncia;
0 . Auséncia de qualquer referéncia aos acontecimentos tratados;

. Apresenta muitos erros grosseiros de célculo;

. Aplica conceitos erradamente.

. Apresenta uma resposta onde evidéncia a origem de alguns dos dados;

. Apresenta uma justificagdo com pouca corregdo cientifica e com alguma coeréncia;

. Apresenta os acontecimentos tratados de forma pouco explicita;

1 . Comete erros de leitura de dados que condicionam a resolugdo, mas sem erros grosseiros de
calculo;

. Os conceitos aplicados revelam algum conflito entre estes, mas aplica as formulas de forma
correta, sem as explicitar.

. Apresenta uma resposta onde evidéncia a origem de todos os dados;

. Apresenta uma justificagdo com alguma corregdo cientifica e com alguma coeréncia;

. Apresenta os acontecimentos tratados de forma explicita;

2 . Apresenta arredondamentos de calculo que condicionam a resposta;

. Os conceitos aplicados revelam pouca clareza, mas sem conflito entre estes, embora as
justificagBes escritas sejam pouco claras, contudo aplica as férmulas de forma corretamente,
podendo ou ndo explicita-las.

. Apresenta uma resposta onde evidéncia a origem de todos os dados;

. Apresenta uma justificagdo com correcgdo cientifica e com muita coeréncia;

. Apresenta os acontecimentos tratados de forma explicita e bem estruturados;

3 . N&o apresenta erros de calculo nem de leitura de dados;

. Os conceitos aplicados revelam clareza e corregdo na sua utilizagdo, sem qualquer conflito entre
estes, ja que sdo acompanhados de justificagdo correta, com utilizagdo e aplicagdo de formulas
com exatiddo, explicitagdo e corregdo.

Para a analise das respostas dadas as 11 perguntas listadas no Quadro 5, procede-se a uma
analise estatistica descritiva dos valores observados para GD e GR calculando o minimo, 12 e 32
quartil, mediana e o maximo por aluno e por questdo. Para relacionar o GD e GR utiliza-se o
coeficiente de correlacdo de Spearman, que mede o grau de associacdo linear daquelas
varidveis ordinais.

Uma férmula facil para calcular o coeficiente p de Spearman é dada por:

63 - < :
p =1- 1) em que n é o numero de pares de observagées (x;,y;) e d; = (himero de

ordem de x; de entre os valores de x) — ( nUmero de ordem de y; de entre os valores de y). O
coeficiente p de Spearman varia entre -1 e 1. Quanto mais préximo estiver destes extremos,
maior sera a associacdo entre as varidveis. O sinal negativo da correlacdo significa que as
varidveis variam em sentido contrdrio, isto é, as categorias mais elevadas de uma varidvel

estdo associadas a categorias mais baixas da outra variavel.
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3.2.2. ENSINO SUPERIOR

Para os dados do Ensino Superior, procede-se a uma andlise simples das contagens das

respostas obtidas em cada opgao.

- 47 -



CAPITULO IV — ANALISE E DISCUSSAO DE DADOS

1. Respostas e procedimentos apresentados pelos alunos
2. Sintese



1. RESPOSTAS E PROCEDIMENTOS APRESENTADOS PELOS ALUNOS

Tendo sido implementado a realizacdo e recolha das respostas as provas contendo os
problemas 1 e 2 nas turmas A (com 20 alunos), B (com 9 alunos) e C (com 14 alunos) do Ensino
Secundario e do exame final da disciplina E (com 204 alunos) do Ensino Superior, conforme
referido no Capitulo 3, neste ponto faz-se uma analise qualitativa e descritiva das respostas dadas
a cada uma das questdes. Por ser mais simples, comegar-se-a por analisar as respostas dadas na
questdo de escolha multipla pelos alunos universitarios e depois, as respostas dadas aos
problemas 1 e 2 pelos alunos do Ensino Secundario. A andlise é apresentada primeiro

separadamente por alinea; e, depois globalmente, em contexto de grupo.

1.1 ANALISE DAS RESPOSTAS DADAS NA QUESTAO DE ESCOLHA MULTIPLA APRESENTADA
AOS ALUNOS UNIVERSITARIOS

Este problema foi proposto a alunos universitarios, sem qualquer interferéncia de qualquer

tipo, contudo refira-se os objetos e relagdes que podem intervir na solu¢ao do problema.

1.1.1 CARACTERIZACAO SEGUNDO O ENFOQUE ONTOSEMIOTICO

No Quadro 7, apresenta-se a configuracdo dos objetos e relagdes primdrias do problema

realizado pelos alunos universitarios.



QUADRO 7 - OBJETOS E RELACOES PRIMARIAS DA QUESTAO DE ESCOLHA MULTIPLA

Situacdo Problema: enunciado da questdo de escolha multipla
Motivacdo Resolugao
Conceitos/definicoes
Preliminares
. ) Acontecimentos: simples, condicionados e independentes; intersec¢do de
Linguagem: acontecimentos; unidio de acontecimentos; probabilidade simples;
Verbal (termos e E Decorrentes
expressoes) Probabilidade conjunta; propriedades da probabilidade;
- Acontecimentos P Propriedades/proposicdes
- Intersgcgao de r
acontecimentos L.
o . e Preliminares
- Unido de acontecimentos - . . . . ~
- Probabilidade simples s - A e B sdo acontecimentos independentes se a ocorréncia de um deles ndo
- Probabilidade conjunta s interfere, em termos probabilisticos, na realizagdo do outro.
- Probabilidade da unizio - Acontecimento unido dos acontecimentos A ¢ B € o acontecimento que se
- Célculo de probabilidades a realiza se e so se ocorrer um pelo menos dos acontecimento A ou B.
- Acontecimento intersecdo dos acontecimentos A e B é o acontecimento que
Gréafica: se realiza se e sO A e B se realizarem simultaneamente.
tabela de probabilidades
Decorrentes
Simbélica A e B sdo independentes se e so se
A: “processo de fabrico A” P(ANB) =P(A) x P(B); para qualquer que seja A ¢ B tem-se,
B: “processo de fabrico B” P (A UB)=P(A) + P(B) - P(ANB)
P(A); P(B); P(ANB)
P (A UB) — Procedimentos
_ A
Numérica - j - Interpretar dados em tabela e completa-la
- Célculo de probabilidades - Identificar acontecimentos independentes e acontecimentos dependentes
- Operagdes com numeros u - Identificar a probabilidade pedida
racionais d - Calcular a probabilidade pedida: simples, conjunta e unido
Exemplo: a - Operar com numeros racionais
P(AUB)= |
= P(A) + P(B) — P(ANB) =
=0,95+0,91-0,90=0,96 Fundamentagao e
Justificacéo
Argumentos
- Calculo matematico (da probabilidade)
- Comparagdo de resultados

1.1.2 ANALISE DESCRITIVA E INTERPRETATIVA DAS RESPOSTAS

Importa referir que os alunos ao responderem a esta questdo estavam conscientes de que
cada uma das questdes de escolha multipla tinha apenas uma opgdo correta e conheciam a
respetiva cotagdo. No cabecalho da prova podia ainda ler-se que caso a resposta fosse errada,
seria descontado um ter¢o da sua cotacdo, desencorajando aqueles que pretendiam proceder a

uma escolha aleatéria.



Feita a contagem das respostas constatou-se que responderam a 12 opgdo: 5 alunos, a 22
opc¢do (resposta correta): 147 alunos; a 32 opc¢do: 10 alunos; a 42 opg¢do: 30 alunos; ndo
responderam: 12 alunos, num total de 204 alunos. Numa primeira analise, constata-se que o
numero de alunos que optaram pela 42 opcdo é o dobro da soma das respostas dos alunos que
optaram pela 12 e 32 opgdo. Esta quantidade ndo sera de estranhar atendendo as condig¢bes
acima referidas, mas pode fazer-se outra leitura, ja que poderd haver conflitos na interpretagao e
na resolugao das situagdes.

Tendo em conta que cada op¢do contém duas perguntas (independéncia e calculo de P(AUB))
guase dicotomicas, os resultados dos 192 alunos que responderam a questdo estdo sumariados
numa tabela (Tabela 1) para uma analise mais fina dos resultados obtidos.

Foram contabilizados o nimero minimo e maximo de respostas correspondente a cada item

(Independéncia ou nao; valor de P(AUB) certo ou errado)

TABELA 1 - CONTAGEM DAS RESPOSTAS DADAS EM CADA OPCAO DA QUESTAO DE ESCOLHA MULTIPLA.

P(AU B) # 0,96
P(AUB) = 0,96
(certa) Outros Total de respostas
P(AU B) = o =
valores para 0.86 relativo a no¢do de
P(AU B) ’ independéncia
AeB
independentes 42 opcio (30) 12 opcdo (5) 5a 35 erradas
A e B dependentes . .
(certa)
Total de respostas
relativo ao célculo 1t7eft:s77 15 a 45 erradas
de P(AUB)

Por observacdo da Tabela 1, e com base nos valores marginais possiveis, tem-se um racio de
157/35 e 187/5 de acertar na no¢do de independéncia e um racio de 147/45 a 177/15 de acertar
no célculo de P(AUB). Isto significa que ha uma chance entre 4,5 a 37,4 superior de acertar no
item sobre a independéncia e uma chance entre 3,2 a 11,8 superior de acertar no calculo de
P(AUB). Sendo os valores dos racios inferiores para neste Ultimo, é entdo de suspeitar ter existido
uma maior dificuldade no célculo da probabilidade da reunido do que na nogdo de independéncia.

Ainda da Tabela 1, relativamente aos alunos que optaram pela 32 op¢do (ou seja, que
salientam corretamente a dependéncia dos dois acontecimentos, contudo os calculos relativos a
probabilidade da unido desses acontecimentos esta incorreta), pode conjeturar-se que os alunos,

ao efetuarem os calculos de P(AUB) se tenham enganado ou tenham cometido erros numéricos.



Sendo indicado em duas opgdes o valor 0,86 para aquela probabilidade, poderd especular-se a
procura do numero 0,86 tomando erradamente P(ANB)= 1 e o seguinte raciocinio: P(AUB) = P(A)
+P(B) - P(AnB)= 0,95 + 0,91 — 1 = 0,86. S3o especulagdes...

Nesta questdo ndo sera possivel almejar muito mais, ja que a resolucdo ndo era solicitada.

1.2 ANALISE DAS RESPOSTAS DADAS NO PROBLEMA 1 RESOLVIDO PELOS ALUNOS DO 12.°
ANO

A prova implementada no Ensino Secunddrio, contém dois problemas que serdo tratados
separadamente. Nesta seccdo vai ser feita uma breve referéncia aos objetos e relagdes que

intervém na solugdo do primeiro problema.

1.2.1 CARACTERIZACAO SEGUNDO O ENFOQUE ONTOSEMIOTICO

No quadro seguinte (Quadro 8), apresenta-se a configura¢do dos objetos e relacGes primarias

do problema.



QUADRO 8 - OBJETOS E RELACOES PRIMARIAS DA QUESTAO DO PROBLEMA 1

Linguagem:

Verbal (termos e expressdes)

- Acontecimentos

- Intersec¢@o de acontecimentos
- Unido de acontecimentos

- Probabilidade simples

- Probabilidade conjunta

- Probabilidade da unido

- Probabilidade condicionada

- Céalculo de probabilidades

Grafica
- Tabela de probabilidades
Simbdlica

M: “Ser menino”

M°: “Ser menina”

R: “Previsto ser menino”

RE: “Previsto ser menina”

A: “O casal ter no maximo uma
menina”

B: “O casal ter filhos de ambos os
sexos”

C: “O casal s6 ter rapazes”

P(M), P(M"), P(R), P(R)
P(A), P(B), P(C)
P(M| R), P(M| R%), P(M| R),

P(MNR), P(ANB), P (A U B)

Numérica

- Céalculo de probabilidades
- Operagdes com numeros racionais

Exemplo:

P(MNRC) _ 9%
P(RC)

(1.1) P (MRS =
0,43

223

(1.4b) P(ANB) = 3x0,54x0,45 =
0,36

P(A)XP(B)= 0,55 x0,75 = 0,41
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Situacdo Problema: enunciado das questdes do problema 1

. _—— —
Motivagao
Resolugao
Conceitos/definicoes
Preliminares

- Espaco de resultados [1.4a]

- Acontecimento complementar [1.1,1.2,1.3,1.4a]

- Acontecimentos simples, incompativeis, independentes [1.4b,1.4c, 1.4d]
- Intersec¢do de acontecimentos [1.2,1.4¢c,1.4d]

- Unido de acontecimentos [1.4a]

- Probabilidade simples [1.2, 1.3]

- Lei de Laplace [1.1,1.2, 1.3];

Decorrentes

- Probabilidade simples; [1.1, 1.2,1.3,1.4a,1.4b,1.4d]
- Probabilidade conjunta; [1.2,1.3,1.4b,1.4d]

- Probabilidade da unido; [1.4a]

- Probabilidade condicionada; [1.2,1.3]

- Propriedades da probabilidade;

|mo.:‘—'>|

Propriedades/proposi¢oes
Preliminares
- A e B sdo acontecimentos independentes se a ocorréncia de um deles ndo
interfere, em termos probabilisticos, na realiza¢ao do outro.
- Dois acontecimentos sdo incompativeis se a realizagdo de um deles implica a
ndo realizagdo do outro.
- MC ¢ o acontecimento contrario do acontecimento M e realiza-se se e s6 se M
nio se realiza.
- Acontecimento unido dos acontecimentos A ¢ B ¢ o acontecimento que se
realiza se e so se ocorrer um pelo menos dos acontecimento A ou B
- Acontecimento interse¢do dos acontecimentos A e B ¢ o acontecimento que se
realiza se e sO se A e B realizarem simultaneamente.
- Acontecimento certo realiza-se sempre qualquer que seja o resultado da
experiéncia e o acontecimento impossivel nunca se realiza.

Decorrentes

- A é um acontecimento qualquer, P(A) = 0; P(A) =1, se A ¢ o acontecimento
certo; e P(A) =0, se A € o acontecimento impossivel.

- P(ANB) # P(AB)

- P(M|R®) #P(REM)

- para qualquer que seja A e B tem-se, P (A U B) = P(A) + P(B) - P(ANB).

- A e B sdo independentes se e so se P(AB) = P(A); e daqui decorre A e B séo
independentes se e s6 se P(ANB) =P(A) x P(B)

- ANB e C sdo incompativeis se e s6 se ANB) NC = ¢;

logo P((ANB) NC) =0, pelo que P((ANB)u C) = P(ANB) + P(C).

- M e M€ sdo acontecimentos contrarios ou complementares se e s6 se MUMC =
QeMNME = ¢; logo PMUM®) =1 e P(M N M%) =0.

- sendo M um acontecimento qualquer, a probabilidade do acontecimento
contrario a M, M, é P(M) = 1 — P(M).

Procedimentos
- Interpretar dados em tabela de dupla entrada e completa-la
- Identificar os dados do problema a que se referem cada um dos acontecimentos
- Identificar a probabilidade pedida e usar corretamente a notacdo cientifica
- Determinar o espago de resultados
- Calcular a probabilidade pedida: simples, conjunta, unido e condicionada.
- Identificar acontecimentos incompativeis, Distinguir acontecimentos
Independentes e acontecimentos incompativeis
- Operar com numeros racionais

Fundamentacéao

Justificacao

Argumentos

- Calculo matematico (da probabilidade)
- Raciocinio dedutivo.




1.2.2 ANALISE DESCRITIVA E INTERPRETATIVA DAS RESPOSTAS

A situacdo-problema tem como objetivo estimular a capacidade de leitura dos dados da tabela
de dupla entrada e a compreensdo da diferenca entre os diversos tipos de probabilidade.
Pretende-se que o aluno calcule as seguintes probabilidades: probabilidade simples,
probabilidade conjunta e probabilidade condicionada. Tem ainda por objetivo tratar de
acontecimentos independentes e incompativeis.

A linguagem utilizada no problema é a verbal (termos e expressdes), a simbdlica (expressar
acontecimentos), a grafica (tabela) e a numérica (calculo de probabilidades). Estas devem
constituir uma ajuda para a compreensdo da situacdo-problema. E de referir que a situagdo-
problema motiva a abordagem de conceitos/definicbes, propriedades/proposicdes,
procedimentos, alguns ja abordados no Ensino Basico (acontecimento, lei de Laplace,
probabilidade simples e probabilidade conjunta).

Os procedimentos fundamentam os argumentos apresentados, os quais por sua vez justificam
os procedimentos adotados. O dominio destes conceitos/definicdes e propriedades /proposicdes,
por parte dos alunos, vai permitir-lhes resolver o problema.

A seguir, analisa-se em detalhe as respostas e raciocinios apresentados pelos alunos a cada
uma das questdes do problema 1. Dar-se-a énfase a qualidade das respostas em termos do grau
de desempenho (GD) e do grau de rigor (GR) discutido no capitulo anterior.

Em primeiro lugar, nota-se que 37% dos alunos que nao responde a pelo menos uma das
questdes sendo a turma A a que apresenta menor tendéncia em deixar questGes em branco, de
acordo com a Tabela 2. Este facto estd em concordancia com a indicacdo dada pela docente

titular da turma A de esta ser uma turma com alunos bastante empenhados.

TABELA 2 - NUMERO DE ALUNOS QUE NAO RESPONDEM A PELO MENOS UMA DAS 7 QUESTOES DO PROBLEMA 1.
Ndmero de questdes ndo respondidas

Turma Uma Duas Trés Quatrp ou
mais
A 1 1 1 0
B 2 5 0 0
C 1 3 2 0
Global 4 9 3 0

Esta situagcdo tem mais visibilidade em termos graficos. O Grafico 1 ilustra a situagdo, por
turma, dos alunos que obtiveram zero nas questdes da pergunta 1, isto é, ndo apresentaram

qualquer resposta.



GRAFICO 1 - GRAFICO COM A FREQUENCIA ABSOLUTA DE RESPOSTAS NULAS AO PROBLEMA 1, POR QUESTAO E PARA AS TRES
TURMA.

NuUmero de questbes ndo respondidas no problema 1

A
6 /

4 /
7

1.1 1.2 1.3 1.4a) 1.4b) 1.4c) 1.4d)

e=@=Turma A =fll=TurmaB Turma C

1.2.2.1 PERGUNTA 1.1

Relativamente a pergunta 1.1, os alunos tiveram de calcular uma probabilidade simples. Era
expectavel que os dados retirados da tabela do enunciado fossem evidenciados e os
acontecimentos exigidos apresentados inequivocamente. Na Tabela 3 avalia-se o desempenho

dos alunos nessa pergunta 1.1.

TABELA 3 - FREQUENCIA ABSOLUTA DO GD AVALIADO NAS RESPOSTAS DADAS, A QUESTAO 1.1.

Grau de desempenho das respostas dadas
Turmas 0 1 2 3 4 5
A 0 0 0 0 0 20
B 0 0 0 0 1 8
C 0 2 2 0 0 10
Global 0 2 2 0 1 38

Da Tabela 3, pode concluir-se que a maioria dos alunos respondeu corretamente a questdo
1.1, 88% do total de alunos envolvidos: na turma A, 100%, na turma B, 89%, e na turma C, 71%.
Analisando o grau de rigor de cada uma das 38 respostas totalmente corretas (Tabela 4),

constatou-se ainda que nem sempre uma resposta correta continha rigor na sua formalizagdo.

TABELA 4 - FREQUENCIA ABSOLUTA DO GR AVALIADO PARA AS RESPOSTAS TOTALMENTE CORRETAS DADAS PELOS ALUNOS A
QUESTAO 1.1.

Grau de rigor das respostas corretas
Turmas 0 1 2 3
A 1 2 16
B 2 4 1 1
C 3 0 3 4
Global 6 5 6 21




Confrontado o GD e o GR, observou-se que os alunos obtiveram valor maximo tanto no GD
como no GR, correspondente a 49% das respostas dos alunos envolvidos: 80% na turma A, 11% na
turma B e 29% na turma C.

Na Figura 2 é ilustrado um exemplo de uma resposta correta.

FIGURA 2 - RESPOSTA DO ALUNO 1 DA TURMA C, A QUESTAO 1.1.
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Ha ainda a salientar que poucos alunos recorreram, explicitamente por escrito na prova, a
representacdes esquematicas (como sejam, tabelas, diagrama de arvores, ou outro), como se

exemplifica na Figura 3, observando-se apenas 25% dos alunos da turma A.

FIGURA 3 - RESPOSTA DO ALUNO 14 DA TURMA, A QUESTAO 1.1.
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Saliente-se alguns exemplos de respostas de alunos que, tendo a resposta correta, ndo o
fizeram com o rigor esperado (Figura 4). A resposta correta, mas sem rigor (valor 0) mais vezes
observada, é aquela que ndo apresenta qualquer explicacdo suporte. Nesta situacdo encontram-

se 16% dos alunos envolvidos.

FIGURA 4 - RESPOSTA DO ALUNO 7 DA TURMA B, A QUESTAO 1.1.




Ha 13% dos alunos que apresentam uma resposta com pouco rigor (valor 1), recorrendo a lei

de Laplace, mas sem identificacdo rigorosa dos acontecimentos, como é ilustrado na Figura 5.

FIGURA 5 - RESPOSTA DO ALUNO 7 DA TURMA A, A QUESTAO 1.1.

Na resposta com algum rigor (valor 2), correspondente a 16% das respostas dos alunos
envolvidos, verifica-se que aplicam a lei de Laplace, mas existe pouco rigor na apresentac¢do dos

dados, como se pode ver no exemplo da Figura 6.

FIGURA 6 - RESPOSTA DO ALUNO 6 DA TURMA B, A QUESTAO 1.1.
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Constatou-se que existiam 12% das respostas apresentadas pelos alunos que continham erros,
a saber: 0% na turma A, 11% na turma B e 29% na turma C, que se devem essencialmente a uma

ma leitura dos dados da tabela do enunciado. A Figura 7 mostra um exemplo.

FIGURA 7 - RESPOSTA DO ALUNO 1 DA TURMA C, A QUESTAO 1.1.
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Face aos resultados observados, poder-se-a eventualmente conjeturar que as probabilidades
marginais de uma tabela ndo apresentam para os alunos, em termos gerais, dificuldades de
interpretacdo e de cdlculo. H3 porém, neste cdlculo simples, tendéncia para ndo aprimorar a

resposta a nivel do rigor de linguagem matematica.

1.2.2.2 PERGUNTA 1.2.

Relativamente a pergunta 1.2, os alunos tiveram de identificar e calcular uma probabilidade
condicionada. Era expectavel que os alunos identificassem e calculassem a probabilidade do
acontecimento “ser menino” condicionado ao acontecimento “a ecografia prever uma menina”,
evidenciando todos os calculos efetuados ou a origem dos dados extraido da tabela dada, com

recurso a matematizacao do conceito de probabilidade condicionada.



Para facilitar a analise destes dados foram elaboradas tabelas (Tabela 5 e Tabela 6) onde se
sumariam o GD das respostas dadas pelos alunos a pergunta 1.2 e o GR que cada uma das

respostas corretas evidenciava.

TABELA 5 - FREQUENCIA ABSOLUTA DO GD AVALIADO NAS RESPOSTAS DADAS, A QUESTAO 1.2.

Grau de desempenho das respostas dadas
Turmas 0 1 2 3 4 5
A 0 0 2 0 17
B 0 1 4 0 0 4
C 0 3 3 1 0 7
Global 0 4 9 2 0 28

TABELA 6 - FREQUENCIA ABSOLUTA DO GR DAS RESPOSTAS CORRETAS DADAS, A QUESTAO 1.2.

Grau de rigor das respostas corretas
Turmas 0 1 2 3
A 0 4 11
B 0 1 2 1
C 2 1 2 2
Global 2 4 8 14

Face aos dados da Tabela 5, pode-se concluir que a maioria dos alunos respondeu
corretamente a questdo 1.2, 67% dos alunos envolvidos: na turma A, 85%, na turma B, 44% e na
turma C, 50%. Foi ainda constatado que 47% dos alunos responderam com recurso explicito a
férmula de probabilidade condicionada: 60% das respostas da turma A, 44% das respostas da
turma B e 29% das respostas da turma C. Da Tabela 6, constatou-se nem sempre uma resposta
certa contém rigor na sua formalizacao.

Pode observar-se também situagdes em que os alunos obtiveram valor maximo tanto no grau
de desempenho como no grau de rigor (exemplo ilustrado na Figura 8), correspondente a 35%

dos alunos envolvidos: 55% na turma A, 11% na turma B e 14% na turma C.

FIGURA 8 - RESPOSTA DO ALUNO 1 DA TURMA A, A QUESTAO 1.2.
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Ha ainda a salientar que poucos alunos explicitam o raciocinio com recurso a representacdo

esquematica; apenas 25% dos alunos da turma A o fizeram. A Figura 9 ilustra uma resposta.



FIGURA 9 - RESPOSTA DO ALUNO 2 DA TURMA A, A QUESTAO 1.2.
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Salientam-se alguns exemplos de respostas de alunos que tendo acertado, o fizeram sem o
rigor esperado. Foi considerada resposta sem rigor e com resultado correto, aquela que nao
apresenta qualquer explicagdo de suporte. Nesta situagdo ha 1 aluno dos 14 que acertaram na

resposta. A sua resposta, ilustrada na Figura 10, é curta e sem apresentac¢do do valor final.

FIGURA 10 — RESPOSTA DO ALUNO 3 DA TURMA C, A QUESTAO 1.2.
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Uma resposta com pouco rigor, embora correta, como ilustrada na Figura 11, apresenta
recurso a férmula da probabilidade condicionada mas sem identificacdo rigorosa dos

acontecimentos ou sem explicitacdo dos dados da tabela do enunciado. Observaram-se 2

respostas nessas condicdes entre as 11.

FIGURA 11 — RESPOSTA DO ALUNO 3 DA TURMA B, A QUESTAO 1.2.

Na resposta com algum rigor, correspondente a 28% das respostas dos alunos envolvidos (i.e.,
4 respostas), verifica-se que estes aplicam a lei de Laplace, sem qualquer referéncia a férmula da

probabilidade condicionada, como é exemplo a resposta apresentada na Figural2.

FIGURA 12 - RESPOSTA DO ALUNO 4 DA TURMA A, A QUESTAO 1.2.
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Os erros cometidos pelos alunos, 33 % dos alunos envolvidos, a saber: 15 % na turma A, 56%
na turma B e 50% na turma C, devem-se essencialmente a erros de interpretacao de dados, a
erros de cdlculo grosseiros ou a ma leitura dos dados da tabela ou ainda por confusdo de
conceitos. Por exemplo, na Figura 13, ilustram-se confusdo de conceitos entre probabilidade
condicionada e probabilidade conjunta: na primeira situacdo (13.a) hd o reconhecimento da

féormula que os relaciona, enquanto que na segunda (13.b) tal ndo acontece.

FIGURA 13 - RESPOSTA COM FALHAS: ALUNO 11 DA TURMA A (A., ACIMA), 8 DA TURMA B (B., ABAIXO), A QUESTAO 1.2.
a.
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Sintetizando, na questdo 1.2, onde se esperava a identificacdo e cdlculo de uma probabilidade
condicionada tendo por base uma esquematiza¢do dos dados sumariados sob a forma de tabela,
quase metade dos alunos (47%) utilizaram a férmula da probabilidade condicionada. Contudo,
nem todos eles o fizeram de forma correta, ou porque efetuaram calculos erradamente ou por
dificuldade em selecionar os dados adequados. S3o notdrias as dificuldades em identificar o que é
pedido, talvez porque a questdo ndo estd formalmente escrita, e ainda, confusdo entre
probabilidade condicionada e probabilidade conjunta. Saliente-se que todos os alunos
responderam a questdo, tendo-se verificado que os alunos do Ensino Profissional (turma B) e do
Ensino Regular (turma C) apresentam tendéncia para respostas menos corretas com valores mais
baixos (1 ou 2) do GD. Os alunos da turma C apresentam ainda tendéncia para valores mais baixos

(Oou1)doGR.



1.2.2.3 PERGUNTA 1.3

Na pergunta 1.3 solicitou-se aos alunos que realizassem uma pequena composicao e que
comparassem duas situagdes: probabilidade de ser confirmado, no nascimento, que o bebé da
Sra. Ana é do sexo feminino e a probabilidade de ser confirmado, no nascimento, que o bebé da
Sra. Berta é do sexo masculino. Era expectdvel que os alunos se socorressem da féormula de
probabilidade condicionada e dos dados da tabela.

A semelhanca das questdes anteriores, foram elaboradas tabelas (Tabela 7 e Tabela 8) onde se

sumariam o GD e o GR correspondente as respostas dadas pelos alunos a pergunta 1.3.

TABELA 7 - FREQUENCIA ABSOLUTA DO GD AVALIADO NAS RESPOSTAS DADAS, A QUESTAO 1.3.

Grau de desempenho das respostas dadas
Turmas 0 1 2 3 4 5
A 0 1 0 1 15
B 2 4 0 1 1 1
C 0 3 1 0 1 9
Global 2 8 4 1 3 25

TABELA 8 - FREQUENCIA ABSOLUTA DO GR DAS RESPOSTAS CORRETAS DADAS, A QUESTAO 1.3.

Grau de rigor das respostas corretas
Turmas 0 1 2 3
A 1 1 2 11
B 0 1 0 0
C 0 2 4 3
Total 1 4 6 14

Face aos dados, pode-se concluir que pouco mais de metade dos alunos respondeu
corretamente a questdo 1.3, 58% dos alunos envolvidos: na turma A, 75%, na turma B, 11% (i.e.,
apenas 1 aluno), e na turma C, 64%, (Tabela 7). A utilizacdo da férmula da probabilidade
condicionada, independentemente do resultado obtido foi a escolha de 28% dos alunos: na turma
A, 55%, na turma B, 0%, e 7% na turma B. Constatou-se, mais uma vez, que nem sempre uma
resposta certa continha rigor na sua formalizacdo (Tabela 8). Pode observar-se situagdes (como
ilustradas na Figura 14) em que os alunos obtiveram valor maximo tanto no grau de desempenho
como no grau de rigor, correspondente a 35% dos alunos envolvidos sendo: 11 alunos da turma A,

1 daturma B e 2 da turma C.



FIGURA 14 - RESPOSTA DOS ALUNOS 12 DA TURMA C (A ESQUERDA) E 8 DA TURMA A (A DIREITA), A QUESTAO 1.3.
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Ha ainda a salientar que dos 43 alunos analisados apenas 2 recorreram a representacdes
esquematicas. A Figura 15 fornece uma dessas respostas.

FIGURA 15 - RESPOSTA DO ALUNO 18 DA TURMA A, A QUESTAO 1.3.
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Saliente-se alguns exemplos (Figura 16) de respostas de alunos que, tendo acertado na
resposta, ndo o fizeram com o rigor maximo esperado. Na Figura 16.a é reportado um caso com
inexisténcia de rigor, correspondendo a 2% das respostas dos alunos. Na Figura 16.b apresenta-se
uma resposta correta, embora com pouco rigor pois estabelece relaces mas sem referir,
explicitamente, o conceito de probabilidade condicionada e sem recurso a formula da
probabilidade condicionada para determinar a probabilidade de cada uma das situacdes; este tipo
de respostas corresponde a 20 % do total de alunos envolvidos. Em relagdo a respostas corretas e
com algum rigor, correspondente a 24% das respostas dos alunos envolvidos, tém, por exemplo, a

Figura 16.c onde é aplicada a lei de Laplace, sem qualquer referéncia a férmula da probabilidade

condicionada.



Ensino e aprendizagem de probabilidade condicionada e independéncia

FIGURA 16 - RESPOSTAS DOS ALUNOS: 3 DA TURMA C (A. NO TOPO), 10 DA TURMA A (B. NO CENTRO) E 11 DA TURMA C (C. NA

BASE), A QUESTAO 1.3.
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Os erros cometidos por 42 % dos alunos envolvidos, a saber: 25% na turma A, 89% na turma B
e 36% na turma C, devem-se essencialmente a falhas de interpretacdao do enunciado, a uma ma

leitura dos dados da tabela ou a conflito de conceitos. A Figura 17 mostra uma resposta nessas

condigdes.

-64 -



FIGURA 17 - RESPOSTA DO ALUNO 19 DA TURMAA, A QUESTAO 1.3.
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Sumariando os dados observados e acima descritos relativos as respostas a questdo 1.3,
poder-se-a dizer que, em termos gerais, a realizacdo de uma composicdo sobre a temadtica
probabilidade é um tdpico fraco para alunos do Ensino Profissional (turma B), que apresentam
tendéncia para valores mais baixos (0 ou 1) do GD. Quanto a argumentacdo apresentada nas
composicdes nem sempre foi clara, concisa e objetiva. Na realidade, varias vezes o rigor
demonstrado nos cdlculos nem sempre foi coerente com a explanacgao escrita e, outras vezes, foi
descrito ndo rigorosamente por palavras o que se realizara em calculos. Realce-se que os alunos
do Ensino Regular (turma B) apresentam maior dificuldade em se exprimirem, pois manifestam
tendéncia para valores mais baixos (1 ou 2) do GR. E notéria a dificuldade manifestada em

expressar um raciocinio argumentativo coeso e coerente com os resultados obtidos.

1.2.2.4 PERGUNTA 1.4

A pergunta 1.4 envolve quatro alineas. Para a resolucdo desta questdo, solicitou-se,
implicitamente, descrever o espaco dos resultados elementares, os quais ndo sdo equiprovaveis.
Na alinea a) solicitou-se aos alunos que calculassem a probabilidade de trés acontecimentos para
0s quais seria necessario interpreta-los e defini-los em termos de reuniGes de resultados
elementares convenientes. Uma vez que os resultados elementares ndo eram equiprovaveis, este
pormenor dificultava o calculo das trés probabilidades pedidas na alinea a). Nas outras alineas
solicitou-se que distinguissem acontecimentos independentes (alineas b) e d)) e acontecimentos
incompativeis (alinea c)). Nesta ultima, era solicitado que se mostrasse a incompatibilidade de

dois acontecimentos.



Para facilitar a analise destes dados foi elaborada uma tabela (Tabela 9) que contém o nivel de
conhecimento dos alunos, medido em termos do GD das respostas dadas nas 4 alineas da questdo

1.4.

TABELA 9 - FREQUENCIA ABSOLUTA DO GD AVALIADO NAS RESPOSTAS DADAS, A QUESTAO 1.4.

Grau de desempenho das respostas nas alineas a) / b) / ¢) / d)
Turma 0 1 2 3 4 5
A 0/1/1/4 4/2/1/1 9/0/0/0 1/2/0/0 3/0/0/3 3/15/18/12
B 0/0/3/7 3/5/3/1 3/0/0/0 1/1/0/0 0/3/1/1 2/0/2/0
C 0/2/6/7 3/1/0/0 5/0/0/0 2/1/0/0 4/0/0/0 0/10/8/7
Global 0/3/10/18 10/8/4/2 17/0/0/0 4/4/0/0 7/1/1/4 5/25/28/19

Observando a Tabela 9, e analisando as 3 turmas em conjunto (excluindo os alunos cujo GD é
5), tem-se que a moda do GD é: 2, 1, 0 e O para as alineas a), b) c) e d), respetivamente. Estes
valores baixos registados, em particular, nas alineas c) e d), sdo reveladores de maiores
dificuldades sentidas pelos alunos nesses itens, ou seja, nas alineas envolvendo a nocdo de
acontecimentos incompativeis e acontecimentos independentes mas também nas alineas onde é
exigido argumentacdo e explicacdo de raciocinio.

Também foi notado que 40% dos alunos ndo responderam a pelo menos uma das alineas da
questdo 1.4. Foram contabilizados os alunos que responderam corretamente a cada uma das
alineas da questdo 1.4 (veja-se Tabela 10), tendo sido detetado, globalmente, uma menor
percentagem para a primeira alinea. Tal se deveu a ndo observacgdo, por parte dos avaliados, da
nao equiprobabilidade dos resultados elementares. Uma vez que essa alinea a) envolvia o calculo
da probabilidade de trés acontecimentos distintos, averiguou-se se para algum deles teriam

surgido menos solucGes corretas. Efetuadas as contagens, foi construida a Tabela 11.

TABELA 10 - PERCENTAGEM DE ALUNOS CUJO GD DA RESPOSTA DE CADA ALINEA DA QUESTAO 1.4 FOI AVALIADA COM COTAGAO
MAXIMA.

Alineas
Turma a) b) c) d)
A 15% 75% 90% 60%
B 22% 0% 22% 0%
C 0% 71% 57% 50%
Global 12% 63% 65% 44%

Da Tabela 11 é de crer que maior dificuldade no cdlculo da probabilidade do primeiro
acontecimento (A) tenha ocorrido ja que, para esse acontecimento, se observa tendéncia para um
menor numero de solugdes corretas. Na verdade, dos acontecimentos pedidos, A, B e C, o

acontecimento C é o que pode ser descrito de forma mais simples, envolvendo um nimero menor



de resultados elementares, e é sobre esse acontecimento C que se regista um maior nimero de
respostas corretas no calculo da sua probabilidade (Tabela 11). Ao efetuar-se uma analise mais
cuidada das Tabelas 10 e 11, pode-se aventurar que os alunos apresentam dificuldades, por existir
um numero significativo de alunos (40%) que ndo responde a questdo, e, apesar de 37% dos
alunos envolvidos terem respondido a questdo, ndo conseguiram obter nenhuma das alineas
corretas. Esta situacdo, talvez se possa atribuir ao facto de na questdo ser necessario recorrer ao
calculo da probabilidade da unido. Uma vez mais verifica-se, que os resultados parecem apontar
gue os alunos do Ensino Profissional (turma B) apresentam maiores dificuldades em responder a
guestdo, embora haja 2 alunos (22%) que respondem corretamente as trés alineas, que por isso
obtiveram cotacdo maxima no GD, enquanto que nas turmas do Ensino Regular (turma A e C) se
verifica que na primeira turma (turma A) apenas 3 alunos (15%) o fazem e, na outra turma (turma

C) nenhum aluno o consegue.

TABELA 11 - NUMERO DE ALUNOS COM RESPOSTA CORRETA, NO CALCULO DE PROBABILIDADES DE CADA ACONTECIMENTO

Resposta correta somente no célculo da probabilidade dos acontecimentos ...
Turma A ..B ..C ... todos ...AeB ...AeC ..BeC ... nenhum
A 1 0 8 3 0 0 4 4
B 0 0 0 2 0 0 1 6
C 0 1 6 0 0 1 0 6
Global 1 1 14 5 0 1 5 16

A Tabela 12 mostra que nem sempre uma resposta certa apresenta rigor na sua formalizagao.

TABELA 12 - FREQUENCIA ABSOLUTA DO GR DAS RESPOSTAS CORRETAS DADAS A QUESTAO 1.4, POR ALINEAS.

Grau de rigor das respostas corretas a) / b) / ¢) / d)

Turma 0 1 2 3
A 0/0/0/0 0/3/3/0 0/3/6/5 3/9/9/17
B 0/0/0/0 0/0/1/0 2/0/1/0 0/0/0/0
C 0/0/0/0 0/0/1/2 0/7/0/2 0/3/7/3
Global 0/0/0/0 0/3/5/2 2/6/7/7 3/18/16/10

Em oposicdo, pode observar-se situacdes em que os alunos obtiveram valor maximo tanto no
grau de desempenho como no grau de rigor. As percentagens de respostas nessas condicées
estdo sumariadas na Tabela 13. Analisando os resultados das Tabelas 10 e 13 constata-se que, em
termos globais, o desempenho dos alunos foi pior na questdo 1.4a), quer a nivel de GD, quer a
nivel de GR. Ha a salientar que nenhum aluno da turma C teve cota¢do maxima, na alinea a), no
GD, pois ndo houve nenhum aluno que tivesse determinado corretamente a probabilidade dos
trés acontecimentos. Foi visivel a dificuldade dos alunos do Ensino Profissional (turma B), ja que

nenhum aluno apresentou valor maximo do GR, a qualquer alinea.



TABELA 13 - PERCENTAGEM DE ALUNOS CUJO GD E GR DA RESPOSTA DE CADA ALINEA DA QUESTAO 1.4 FOI AVALIADA COM

COTAGCAO MAXIMA.
Alineas
Turma a) b) c) d)
A 15% 45% 45% 35%
B 0% 0% 0% 0%
C 0% 21% 50% 21%
Global 7% 42% 37% 23%

Na Figuras 18-21 apresentam-se exemplos de respostas de alunos nas diferentes alineas cujo

GD e GR da resposta de cada alinea da questdo 1.4 foi avaliada com cotagdo maxima.

FIGURA 18 - RESPOSTA DO ALUNO 8 DA TURMA A, A QUESTAO 1.4 ALINEA A)
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FIGURA 19 - RESPOSTA DO ALUNO 6 DA TURMA A, A QUESTAO 1.4 ALINEA B)
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FIGURA 20 - RESPOSTA DO ALUNO 8 DA TURMA A, A QUESTAO 1.4 ALINEA C)
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FIGURA 21 - RESPOSTA DO ALUNO 18 DA TURMA A, A QUESTAO 1.4 ALINEA D)
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Ha ainda a salientar que poucos alunos recorreram a uma representacao esquematica. Apenas
nas alineas b) e c) alguns alunos dos 20 da turma A assim o fizeram, concretamente, 2 e 3 alunos,
respetivamente. Salienta-se ainda que dois alunos da turma A recorreram a Distribuicdo
Binominal para resolverem a alinea a).

Nesta pergunta 1.4 verificou-se que os alunos ndao apresentaram respostas tdo claras e
rigorosas como nas anteriores, por isso, é importante proceder a andlise dos erros cometidos.
Relativamente a alinea a) pretendia-se que os alunos evidenciassem o espaco de resultados e que
reconhecessem que os acontecimentos “ser do sexo masculino” e “ser do sexo feminino” nao
eram equiprovaveis. Era expectavel que no cdlculo da probabilidade simples de cada um dos
acontecimentos, A, B e C, tivessem em conta a independéncia entre o sexo dos irmaos e que tais
probabilidades fossem determinadas com recurso ao espaco de resultados favoraveis a cada uma
das situacGes. Foram cometidos erros diversos, essencialmente por falhas na interpretacdo dos
dados, por 60% dos alunos envolvidos no estudo: da turma A, 55%; turma B, 44%; turma C, 79%.
Por desconhecimento da nogdo de probabilidade (4 % e todos da turma B) e por erro de calculo,
28% dos alunos envolvidos no estudo: 30% na turma A, 33% na turma B e 21% na turma C. Nas

Figuras 22 - 27 exibem-se algumas destas situagdes.



FIGURA 22 - RESPOSTA DOS ALUNOS 14 DA TURMA C (A ESQUERDA) E 17 DA TURMA A (A DIREITA) A QUESTAO 1.4 ALINEA A).
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Na Figura 22 pode-se observar que o aluno 14 da turma C, apresenta a construcdo de um
esquema inacabado, ja que apenas considera a existéncia de dois filhos e ndo trés como solicitado
e, o aluno 17 da turma A, obtém a probabilidade dos acontecimentos segundo uma
proporcionalidade direta, sem ter em conta que os acontecimentos ndo sdo equiprovaveis.

No caso da alinea b) pretendia-se averiguar em que medida os alunos sabiam aplicar o
conceito de independéncia e era expectavel que os alunos calculassem a probabilidade conjunta e
depois as probabilidades marginais e que, ao relaciona-las, respondessem em conformidade. De
facto existe um grande nimero de alunos (49%) cujas respostas aplicam a condi¢do necessaria e
suficiente de independéncia: 70 % na turma A, 56% na turma B e 14% na turma C e ha muitos
alunos (44%) que apenas recorrem a definicdo de acontecimentos independentes: 25% na turma
A, 67% na turma B e 57% na Turma C. A Figura 23 ilustra trés casos em que os alunos nado
responderam de modo rigoroso ou correto: na primeira situacdo (a.) é visivel a facilidade com que
se trocam os conceitos de independéncia e incompatibilidade de acontecimentos, embora aplique
bem a condigdo necessaria e suficiente de independéncia; nas duas ultimas, em (b.) o aluno revela

confusdo na compreensdo intuitiva de probabilidade condicionada e independéncia e em (c.) o

aluno denota ndo entender a nogdo probabilistica associada ao conceito de independéncia.



FIGURA 23 - RESPOSTAS DOS ALUNOS: 15 DA TURMA A (A. NO TOPO), 8 DA TURMA B (B. NO CENTRO) E 11 DA TURMA C (C. NA
BASE) A QUESTAO 1.4 ALINEA B).

a.
\L.‘-j Se QLNMA AM‘_M\»‘}x.ﬁ_’lwﬂ« 5
PR Ae) = PR = Pl
(‘D.é )' xl'_.i‘-"_]i I eme  x 0,33
g2 {- Lov :
7 = ) 7 5y =~
e Fm s g <
013z ¢ %3 iy | Fab i EE SEo
‘jr 61 &7 ou
i {9"‘“‘_ '~3‘-~ ég«mu‘/:{—e.&.n Pace e ,wh}-vc._.r 1
137,20 detn CLEAIR Lnmean s Mo Aos  craglofdunglpadlon
b.
= Fovg ) A 24 ] e O
b/ plng) = A =s Flank) = @24) xPl8)
—pl8dp) = o436
1 1 s
(}':: o i A9 I-E..",..;.'_;_-.. }h
k]
C.
- .ll = . |'_ I- b i - R P 5 J‘. II' 1l
g olAm 1 ¢« Lo s |4 O elon S R = - | e B Ty Amd e _}ci‘ [ T o v
| s i e £ l:lj L_i-"___,q'::"fl"fpu Lo i Lo, .-v-\.i-.'|l.- [ CE F T
| [
Ha dois alunos que iniciam uma estratégia adequada, abandonando-a depois, como ilustra a
Figura 24.

FIGURA 24 - RESPOSTA DO ALUNO 4 DA TURMA B, A QUESTAO 1.4 ALINEA B).
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Os alunos ao realizarem a sua resposta respondem de forma correta a questdo, no entanto ao
procederem a justificacdo demonstram desconhecer o conceito de acontecimentos
independentes, 74% dos alunos envolvidos: 85% na turma A, 44% na turma B e 79% na turma C.
Também, alguns, 23%, revelam enorme confusdo entre acontecimentos independentes e
incompativeis, ja que apenas é referido a existéncia de elementos comuns aos dois conjuntos,
sem nunca determinarem a probabilidade conjunta e as probabilidades marginais: 25% na turma

A, 22% na turma B e 21% na turma C, como se ilustra na Figura 25.



FIGURA 25 - RESPOSTA DO ALUNO 10 DA TURMA A, A QUESTAO 1.4 ALINEA B)
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Em relagdo a alinea c), correspondente a noc¢do de incompatibilidade, duas respostas eram
esperadas: i) recorrendo a interpretacdo textual dos trés acontecimentos e a observancia da
impossibilidade de se realizarem simultaneamente, ou ii) verificando os elementos comuns aos
acontecimentos em causa apods a identificacdo dos elementos de cada acontecimento. Refira-se
que 47% dos alunos optaram por descrever a situagdo apresentada sem recurso a formalizagdo, a
saber, 60% na turma A, 33% na turma B e 36% na turma C. A Figura 26 ilustra duas respostas com

esses dois tipos de abordagens.

FIGURA 26 - RESPOSTAS DOS ALUNOS 12 DA TURMA C (A ESQUERDA) E 4 DA TURMA B ( A DIREITA), A QUESTAO 1.4 ALINEA C)
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Salienta-se que ha diversas respostas, com resultado final certo ou errado, onde claramente os
alunos confundem, na noc¢do de incompatibilidade, acontecimentos com a probabilidade da sua
ocorréncia, como se ilustram na Figura 27 e 28% dos alunos referem uma probabilidade para
expressarem a incompatibilidade de acontecimentos: 30% na turma A, 33% na turma B e 21% na

turma C, como ilustra a Figura 27

FIGURA 27 - RESPOSTAS, COM SOLUCAO FINAL CERTA MAS FORMALIZACAO ERRADA, DOS ALUNOS 6 (ACIMA), 1 (CENTRO), AMBOS
DA TURMA A, E RESPOSTA, ERRADA, DO ALUNO 14 DA TURMA A, A QUESTAO 1.4, ALINEA C).
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Por fim, relativamente a alinea d), era expectdvel que as respostas fossem seletiva ja que esta
pergunta, apesar de corresponder a uma demonstracao simples, implica descrever consequéncias
dos factos observados nas duas alineas anteriores e, a partir dai, sugerir novas circunstancias
onde a independéncia fosse vidvel. Na realidade, responderam a esta alinea d) apenas 58% dos
alunos envolvidos no estudo. A maior dificuldade revelada pelas suas respostas manifestou-se a
nivel da sugestdo que teriam que dar para um outro acontecimento, em que se verificassem as
condicGes solicitadas. Saliente-se que apenas 44%, dos alunos que responderam a questdo,

fizeram essa referéncia, sendo 50% dos alunos da turma A, e 43% da turma C.

1.3 PROBLEMA 2 RESOLVIDO PELOS ALUNOS DO 12.° ANO

A prova implementada no Ensino Secundario contém dois problemas, como ja referido. Nesta
sec¢do vai ser feita uma breve referéncia aos objetos e relagdes que intervém na solugao do

segundo problema.

1.3.1 ANALISE DA RESPOSTA SEGUNDO O ENFOQUE ONTOSEMIOTICO

No Quadro 9 apresenta-se a configuracdo dos objetos e ralagGes primdrias que intervém na

solucdo do segundo problema.



QUADRO 9 - OBJETOS E RELAGOES PRIMARIAS DO PROBLEMA 2

Linguagem:
Verbal (termos e expressdes)

- Acontecimentos

- Intersec¢@o de acontecimentos

- Unido de acontecimentos

- Probabilidade simples

- Probabilidade conjunta

- Probabilidade da unido

- Probabilidade condicionada

- Célculo de probabilidades
Simbolica

P: “rato ter teste positivo”

A: “rato ser portador das
bactérias”

PC: “rato ter teste negativo”

AS: “rato ndo ser portador de
bactérias”

P(P), P(P%), P(A), P(A)
P(A| P%), P(P| A°), P(P|A)
P(ANP), P(A°NP)
P(ANPC UA® NP)
P=(ANP) U(A® NP)

Numérica

- Céalculo de probabilidades

- Operagdes com nuameros
racionais
Exemplos:
2.1 P (APP) =
0,940918, pois
P(ANP) = P(A)xP(A[P)= 0,06 x
0,998 = 0,05988, uma vez que
P(P) =P(ANP® U A°NP)=
=P(ANP) +P(A°NP) =
=0,05988+ P(A°) x P(P|AC) =
=0,05988+ (1-0,06)x(1-0,996) =
=0,06364

P(ANP) _ 005988 _
P(P) 0,06364

(2.3) P(A)xP(P)= 0,065 x0,06364
=0,003818

(2.4) P(P°) 1- P(P) = 1-0,06364
=0,93636
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Situagdo Problema: enunciado das questdes do problema 2

Motivagéo
Resolugao
Conceitos/definigdes
Preliminares

- Acontecimento complementar [2.1, 2.4]

- Acontecimentos simples, incompativeis, independentes [2.2, 2.3]
- Intersec¢do de acontecimentos [2.1, 2.2, 2.4]

- Unido de acontecimentos [2.1, 2.4]

- Probabilidade simples [2.1, 2.3, 2.4]
Decorrentes

- Probabilidade simples; [2.1, 2.3, 2.4]

- Probabilidade conjunta; [2.1, 2.2, 2.3, 2.4]
- Probabilidade da unido; [2.1, 2.4]

- Probabilidade condicionada; [2.1, 2.3, 2.4]
- Propriedades da probabilidade;

|mo.c‘—'j>|

Propriedades/proposi¢des
Preliminares
- A e P sdo acontecimentos independentes se a ocorréncia de um deles ndo interfere,
em termos probabilisticos, na realizagdo do outro.
- ANP sdo acontecimentos disjuntos, mutuamente exclusivos ou incompativeis se a
realizagdo de um deles implica a ndo realizagdo do outro.
- P© ¢ 0 acontecimento contrario do acontecimento P e realiza-se se e so se P ndo se
realiza.
- Acontecimento unido dos acontecimentos A e P ¢ o acontecimento que se realiza se e
s0 se ocorrer um pelo menos dos acontecimentos A ou P
- Acontecimento intersecdo dos acontecimentos A e P ¢ o acontecimento que se realiza
se e sO A e P se realizarem simultaneamente.
- Acontecimento certo realiza-se sempre qualquer que seja o resultado da experiéncia e
0 acontecimento impossivel nunca se realiza.
Decorrentes
- A é um acontecimento qualquer, P(A) = 0, P(A) =1 se A acontecimento certo e P(A)
=0, se A acontecimento impossivel.
- P(ANP) # P(A|P)
- P(A|P) #P(P|A)
- para qualquer que seja A e P tem-se, P (A U P) =P(A) + P(P) — P(ANP).
- A e P sdo independentes se e s6 se P(ANP) = P(A) x P(P).
- ANB e C sdo incompativeis se e s6 se ANB) NC = ¢;nesse caso P((ANB) NC) =0,
pelo que P((ANB)u C) = P(ANB) + P(C).
- A e A® sdo acontecimentos contrarios ou complementares se ¢ 56 se AUAC=Q e A
N A® = ¢; logo PLAUAS) =1 e P(A N A%)=0.
- sendo A um acontecimento qualquer, a probabilidade do acontecimento contrario a
A, A, 6P(AY =1-P(A).

Procedimentos
- Traduzir o problema de linguagem corrente para simbdlica.
- Identificar os dados do problema a que se referem cada um dos acontecimentos
- Identificar a probabilidade pedida e usar corretamente a notagao cientifica
- Calcular a probabilidade pedida: simples, conjunta, unido e condicionada.
- Identificar acontecimentos incompativeis, Distinguir acontecimentos Independentes e

Fiindameantacan

acontecimentos incompativeis
Justificacéo

- Operar com niimeros racionais
Argumentos

- Célculo matematico (da probabilidade) e Raciocinio dedutivo




1.3.2 ANALISE DESCRITIVA E INTERPRETATIVA DAS RESPOSTAS
O problema proposto é uma aproximac¢do a uma situacdo de vida real, em que os dados estdo
apresentados em texto sem qualquer formalizagdo matematica. Estes dados estdo em
percentagem e, pretende-se, uma vez mais, que o aluno calcule as seguintes probabilidades:
probabilidade simples, probabilidade conjunta e probabilidade condicionada, e investigue sobre a
independéncia e a incompatibilidade de alguns acontecimentos. A grande alteracdo de conteudo
estrutural que ocorre da primeira situacao-problema reside no facto de se ter alterado a forma

como se fornecem os dados: de tabela para forma textual.

Uma vez mais a linguagem utilizada é a verbal (termos e expressdes), simbdlica (expressar
acontecimentos) e numérica (célculo de probabilidades). E com eles que se devem constituir uma
ajuda para a compreensao da situacao-problema.

Refira-se que a situacdo-problema motiva a abordagem de conceitos/definicBes,
propriedades/proposicdes, procedimentos, alguns ja abordados no Ensino Basico (acontecimento,
probabilidade simples e probabilidade conjunta). Os procedimentos que fundamentam os
argumentos apresentados, sdo estes que por sua vez justificam os procedimentos adotados. O
dominio destes conceitos/definicdes e propriedades /proposi¢cdes, por parte dos alunos, vai
permitir resolver o problema e facilitar a fundamentacao e argumentacao.

A seguir, analisa-se em detalhe as respostas e raciocinios apresentados pelos alunos a cada
uma das perguntas do problema 2. Dar-se-a énfase a qualidade das respostas em termos do grau
de desempenho (GD) e do grau de rigor (GR) discutido no capitulo anterior.

Em primeiro lugar, salienta-se que 56% dos alunos ndo respondem a pelo menos uma das
guestdes. Uma vez mais, é a turma A a que apresenta menor tendéncia em deixar questdes em
branco, de acordo com a Tabela 14 e Gréfico 2. A Tabela 14 fornece a frequéncia de alunos que
ndo respondem a uma, duas, trés ou quatro, das quatro questdes da pergunta 2, por turma. O
Gréfico 2 mostra a frequéncia de respostas ndo dadas a cada uma das questdes da pergunta 2,

por turma.

TABELA 14 - NUMERO DE ALUNOS QUE NAO RESPONDEM, A PELO MENOS UMA QUESTAO DA SEGUNDA SITUACAO PROBLEMA.

NUmero de questdo ndo respondidas
Turma Uma Duas Trés Quatro
A 4 1 0 0
B 1 2 2 3
C 3 4 0 3
Global 8 8 2 6




GRAFICO 2 - GRAFICO COM A FREQUENCIA ABSOLUTA DE RESPOSTAS NULAS AO PROBLEMA 2, POR QUESTAO E PARA AS TRES
TURMA.

Numero de perguntas nao respondidas no
problema 2

4 \.\ /"

2.1a) 2.1b) 2.2 2.3 2.4

=@®=Turma A =ll=TurmaB Turma C

1.3.2.1 PERGUNTA 2.1

Relativamente a pergunta 2.1, os alunos tiveram que calcular duas probabilidades: uma
probabilidade conjunta e uma probabilidade condicionada. A solicitacdo destas duas
probabilidades estava em notacdo simbdlica. Era expectavel que os alunos previamente
retirassem os dados fornecidos textualmente no enunciado com o auxilio de um algum esquema,
tabela, diagrama em drvore, ou outro para facilitar a interpretacdo da questdo. Com vista a
investigar eventuais diferencas na capacidade dos alunos responderem a determina¢do de uma
probabilidade conjunta versus uma probabilidade condicionada, a analise das respostas a questdo
2.1 sera subdividida em duas alineas: 2.1 a) célculo da probabilidade conjunta e 2.1 b) célculo da
probabilidade condicionada. Na Tabela 15 encontra-se sumariado a avaliagcdao do desempenho dos
alunos através do GD, e na Tabela 16 o rigor das respostas corretas através do GR nessa pergunta

2.1

TABELA 15 - FREQUENCIA ABSOLUTA DO GD AVALIADO NAS RESPOSTAS DADAS, A QUESTAO 2.1

Grau de desempenho das respostas dadas nas alineas2.1 a) / 2.1b)

Turma 0 1 2 3 4 5
A 0/1 1/1 2/5 1/3 2/1 14/9
B 6/6 1/1 0/1 1/3 0/0 1/0
C 3/3 4/6 1/0 0/1 0/0 6/4

Global 9/10 6/8 3/6 2/17 2/1 21/13




TABELA 16 - FREQUENCIA ABSOLUTA DO GR AVALIADO NAS RESPOSTAS CORRETAS DADAS, A QUESTAO 2.1

Grau de rigor das respostas corretas dadas corretas nas alineas 2.1a) / 2.1b)
Turma 0 1 2 3
A 0/0 0/0 3/0 11/9
B 0/0 0/0 1/0 0/0
C 0/0 0/1 0/0 6/3
Global 0/0 0/1 4/0 17/12

Da Tabela 15, 12 coluna (GD = 0) deduz-se que ha alunos que ndo respondem a pelo menos
uma das alineas: 2.1.a), 2.1.b). Curiosamente, na turma B o aluno que ndo responde a alinea a),
também ndo responde a alinea b); na turma C esta situac¢do ja nao se verifica, isto é, hd um aluno
gue ndo responde a alinea a), mas responde a alinea b) embora incorretamente. Outro aluno
responde corretamente e de forma bastante rigorosa, a alinea a), no entanto nao responde a
alinea b). Refira-se também que 44% do total de alunos envolvidos: 80% dos alunos da turma A,
0% da turma B e 29% dos alunos da turma C, responderam de forma correta.

Observando a Tabela 15, e analisando as 3 turmas em conjunto, tem-se que a moda do GD é 5
para as duas alineas da questdo 2.1. Contudo, para a turma B, a moda do GD é zero, o que
denuncia dificuldade sentida pelos 9 alunos do Ensino Profissional na resolucdo nessa questao.
Destaque-se que a questdo em causa pede o calculo de uma probabilidade conjunta e de uma
probabilidade condicionada partindo de um enunciado sem uma esquematizacdo prévia dos
dados. Confrontando ainda as frequéncias dos valores de GD e de GR obtidos globalmente (linha
dos Totais das Tabelas 15 e 16), entre as alineas a) e b), constatam-se frequéncias mais elevadas
para os valores mais baixos de GD na questdo b) e frequéncias mais elevadas para os valores mais
elevados de GD e GR na alinea a). Este facto indicia, por outro lado, que os alunos que tentam
esquematizar o enunciado, manifestaram maior dificuldade em responder acertadamente a
alinea b), calculo de uma probabilidade condicionada, do que no cdlculo de um probabilidade
conjunta (alinea a)).

Da Tabela 16, constata-se que nem sempre numa resposta certa existe rigor na sua
formalizagdo em termos de procedimento, argumentagao e linguagem usada. Uma vez mais, a
turma B apresenta tendéncia para valores mais baixos (0 ou 1) do GD e, relativamente ao GR, ndo
demonstra tendéncia para a obtengdo de valor maximo (3). Salienta-se que na alinea a), os alunos
da turma C, que responderam corretamente, foram aqueles que obtiveram o grau de rigor
maximo. Esta situacdo repete-se na alinea b), mas para os alunos da turma A. Na turma B, ndo
houve nenhum aluno que acumulasse rigor maximo com desempenho maximo em nenhuma das

alineas da questdo 2.1.



A maioria dos erros que sdao cometidos nesta questdao devem-se, essencialmente, ao facto de
os alunos revelarem dificuldades na construcdo de uma representacdo esquematica (tabela,
diagrama ou outro) dos dados fornecidos no enunciado. A Figura 28 ilustra esta situagdo: na
resposta apresenta no topo da figura, é revelado um raciocinio correto, enquanto que na outra

resposta é notdria a dificuldade na construgao da tabela, conduzindo a uma resposta errada.

FIGURA 28 - RESPOSTA DOS ALUNOS: 7 (NO TOPO) E 3 (NA BASE) DA TURMA A, A QUESTAO 2.1
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Salienta-se que este tipo de erro ou incapacidade, de discernir corretamente, em termos
matematicos, os dados de um enunciado textual, afetou 20% dos alunos da turma A e 29% dos
alunos da turma C, na resposta a alinea a). No caso da alinea b), este “erro” influenciou um maior
numero de alunos, na turma A 35% dos alunos enquanto que na turma C se manteve nos 29%.

Foi detetado um outro tipo de erro, confusdo na aplicacdo da férmula da probabilidade
conjunta, j4 que da definicdo de probabilidade condicionada se pode deduzir que P(ANB)

=P(B)P(A|B), detetado na resposta de um aluno da turma A (5%) e dois alunos da turma C (14%).

A Figura 29 mostra uma dessas respostas.



FIGURA 29 - RESPOSTA DO ALUNO 14

2

24

Ha alunos que iniciam um raciocinio de forma correta, mas depois ndo o completam ou,
completam-no de forma errada. Um caso é ilustrado na Figura 30, onde o aluno ndo completa a
resolucdo por aparente impossibilidade de obter o denominador na definicdo da probabilidade
condicionada. O cdlculo desse denominador obriga a recorrer a Lei da Probabilidade Total, a qual

€ menos intuitiva se ndo se traduzir esquematicamente o problema com recurso a forma de um
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diagrama de arvore ou de uma tabela, por exemplo.

FIGURA 30 - RESPOSTA DO ALUNO 19 DA TURMA A, A QUESTAO 2.1
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Outra situagdo que também foi observada, nas respostas analisadas na determinagdo da
probabilidade conjunta, prende-se com o facto de os alunos considerarem o pressuposto da
independéncia dos acontecimentos sem tal ser valido ou previamente verificado. Para dois alunos

(22%) da turma B e trés alunos (21%) da turma C, foi esta a opgdo de resolucdo como ilustra a

Figura 31.
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FIGURA 31 - RESPOSTA DOS ALUNOS: ALUNO 4 DA TURMA B (A ESQUERDA) E ALUNO 5 DA TURMA C (A DIREITA), A QUESTAO 2.1
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Constataram-se ainda erros graves neste nivel de ensino, nomeadamente, de um aluno (11%)
da turma B e outro (7%) da turma C ao ndo terem sido criticos face ao resultado obtido de uma
probabilidade dd valor superior a unidade. A Figura 32 ilustra esta situacao.

FIGURA 32 - RESPOSTA DOS ALUNOS: 4 DA TURMA B (A ESQUERDA) E 1 DA TURMA C (A DIREITA), A QUESTAO 2.1
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Ainda das anadlises as respostas da questdo 2.1, poder-se-a dizer que, em termos gerais, a
solicitagdo do calculo de uma probabilidade condicionada e de uma probabilidade conjunta,
usando no enunciando uma notagdo matematica explicita, facilitou a identificacdo das
probabilidades solicitadas. Contudo, os dados fornecidos no enunciado careciam de uma
representacdo esquematica, o que condicionou as respostas dos alunos, ja que estes
manifestaram muita dificuldade em realizar a questdo 2.1. Uma vez mais, os alunos do Ensino
Profissional (turma B) revelaram mais dificuldades na questdo, como se constata com o elevado

nuimero de alunos que ndo responderam a questdo (6 alunos, 67%).

1.3.2.2 PERGUNTA 2.2

Na resolucdo da questdo 2.2, solicitou-se averiguar se dois acontecimentos dados eram
incompativeis. Esperava-se que depois de calcularem a probabilidade da interseccdo dos
acontecimentos, verificassem, que esta probabilidade era positiva e assim, chegassem a
conclusdo, por absurdo, que tais acontecimentos ndao poderiam ser incompativeis, com uma

justificacdo adequada.



A semelhanca das questdes anteriores, foram elaboradas tabelas (Tabela 17 e Tabela 18) onde

se sumariam o GD e o GR correspondente as respostas dadas pelos alunos a pergunta 2.2.

TABELA 17 - FREQUENCIA ABSOLUTA DO GD AVALIADO NAS RESPOSTAS DADAS, A QUESTAO 2.2

Grau de desempenho das respostas dadas
Turma 0 1 2 3 4 5
A 0 0 0 1 0 19
B 5 0 0 0 2 2
C 7 0 0 0 1 6
Global 12 0 0 1 3 27

TABELA 18 - FREQUENCIA ABSOLUTA DO GR AVALIADO NAS RESPOSTAS CORRETAS DADAS, A QUESTAO 2.2.

Grau de rigor das respostas corretas
Turma 0 1 2 3
A 2 5 4 7
B 2 0 0 0
C 1 2 1 3
Global 5 7 5 10

Face a Tabela 17, pode concluir-se que mais de metade dos alunos respondeu corretamente
(i.e., GD maximo) a questdo 2.2, 63% do total de alunos envolvidos: na turma A, 95%, na turma B,
22% (i.e., apenas 2 aluno), e na turma C, 43%.Constata-se, ainda, que cerca de um quarto dos
alunos nao respondeu a esta questao sendo, na turma A, 0% , na turma B, 56%, e na turma C,
50%. Verifica-se também, que nem sempre uma resposta certa continha rigor na sua formaliza¢do
(Tabela 18). Na realidade, das respostas dos alunos, 63% obtiveram cotacdo maxima no GD,
contudo destes, 37% obtiveram cotagdao mdaxima também no GR. Pode observar-se situagdes em
gue os alunos obtiveram valor maximo tanto no GD como no GR, correspondente a 23% dos
alunos envolvidos sendo: 7 alunos da turma A, 0 da turma B e 3 da turma C. Na Figura 33 é
ilustrado um caso com GD=5 mas GR=2 jd que o aluno nao revela explicitamente que se um
acontecimento tem probabilidade ndo nula entdo esse acontecimento nunca poderd coincidir

com o acontecimento impossivel.

FIGURA 33 - RESPOSTA DO ALUNO 1DA TURMA A, A QUESTAO 2.2
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Relativamente as resposéms consideradas com GR nulo, referem-se a respostas contendo
expressdes matemadticas ou justificacdes sem sentido. Na Figura 34 apresentam-se um caso em
qgue o aluno estabelece a resposta correta, mas apresenta procedimentos e argumentagdes

errados, devido a falta de rigor na aplicacdo de conceitos como sejam o nao diferenciar a notacdo



de conjunto vazio com o numeral zero, e o de argumentar, erradamente que um acontecimento

com probabilidade nula corresponde, necessariamente, ao acontecimento impossivel.

FIGURA 34 - RESPOSTA DO ALUNO 14 DA TURMA C, A QUESTAO 2.2
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Face as respostas individuais analisadas, poder-se-a8 destacar que respostas corretas nem
sempre sdao acompanhadas de uma justificacdo correta, principalmente devido a falta de rigor na
linguagem. Saliente-se, por outro lado, que o nimero elevado de alunos que ndo responderam a
questdo 2.2 podera indicar a ndo compreensdo do conceito de incompatibilidade, ou a saturagao
do aluno em responder a mais uma pergunta que aborda um mesmo conceito ja tratado no
problema anterior. Na realidade, ha 14% do total de alunos (i.e., 6 alunos: 2 da turma B e 4 da
turma C) que, tendo respondido a questdo 1.4 c) (consultar Tabela 11), ndo tentaram iniciar
qualquer resposta na questdo agora em analise. E existem alunos que, ndo tendo respondido a
questdo 1.4c), também ndo o fizeram agora 14% (i.e., 6 alunos: 3 de cada uma das turmas B e C).
E ainda de realcar, que houve 9% de alunos (i.e., 4 alunos: 3 alunos da turma C e 1 aluno da turma

A) que nao responderam a questdo 1.4c), mas responderam a questao 2.2.
1.3.2.3. PERGUNTA 2.3

Na pergunta 2.3, os alunos tiveram que averiguar se dois acontecimentos eram
independentes. Esta questdo apresentava o mesmo enunciado que a questdo 1.4b) e uma vez
mais, a conclusao seria a dependéncia dos acontecimentos.

Nas Tabela 19 e Tabela 20 encontram-se sumariados o GD e o GR correspondente as respostas

dadas pelos alunos a pergunta 2.3.

TABELA 19 - FREQUENCIA ABSOLUTA DO GD AVALIADO NAS RESPOSTAS DADAS, A QUESTAO 2.3

Grau de desempenho das respostas dadas
Turma 0 1 2 3 4 5
A 4 2 0 3 0 11
B 3 5 0 0 0 1
C 6 2 0 1 1 4
Global 13 9 0 4 1 16




TABELA 20 - FREQUENCIA ABSOLUTA DO GR AVALIADO NAS RESPOSTAS CORRETAS DADAS, A QUESTAO 2.3

Grau de rigor das respostas corretas
Turma 0 1 2 3
A 0 1 1 9
B 0 0 0 1
C 0 1 1 2
Global 0 2 2 12

Ao observar-se a Tabela 19, pode-se concluir que mais de um quarto dos alunos obteve o
resultado final correto (GD=5) a questdo 2.3, 37% do total de alunos envolvidos: na turma A, 55%,
na turma B, 11% (i.e., apenas 1 aluno), e na turma C, 29%. Constata-se, ainda, que mais de um
guarto dos alunos ndo respondeu a esta questdo, 30% do total de alunos envolvidos: na turma A,
20%, na turma B, 33%, na turma C, 43%. Constatou-se, mais uma vez, que nem sempre uma
resposta certa continha rigor na sua formalizacdo (Tabela 20), apesar da moda do GR continuar a
ser 3 (valor maximo), a semelhanca do que acontece com as questdes anteriores. Pode observar-
se situagdes (como a ilustrada na Figura 35) em que foram atribuidos valor maximo tanto no GD
como no GR, correspondente a 28% dos alunos envolvidos sendo: 9 alunos da turma A, 1 da

turma B e 2 da turma C.

FIGURA 35 - RESPOSTA DO ALUNO 18 DA TURMA A, A QUESTAO 2.3
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Das respostas dadas, 28% correspondem a uma resposta incorreta e 13% correspondem a
respostas cuja justificacdo ndo é adequada.

Na Figura 36 sdo evidenciados mais dois tipos de erros cometidos pelos alunos. Um dos casos
(ilustrado a esquerda, na Figura 36) o aluno chega a resposta certa mas com justificacGes erradas
devido a existéncia de conflitos de conceitos (entre acontecimentos independentes e
acontecimentos incompativeis) e a aplicacdo de formulas erradas associadas a propriedades das
probabilidades. Neste caso, hd uma clara imaturidade na compreensdo e assimilacdo de
conceitos. Um outro caso (ilustrado a esquerda, na Figura 36), mais comuns, o qual foi detetado
em 15% das respostas dos alunos da turma A, prende-se em confundir, cré-se, ndo o conceito em

si, mas as designacdes “acontecimentos independentes” e acontecimentos incompativeis”.



FIGURA 36 - RESPOSTAS DOS ALUNOS 10 (A ESQUERDA) E 17 (A DIREITA) DA TURMA A, A QUESTAO 2.3
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Os resultados obtidos, mostram que as respostas corretas nem sempre sao acompanhadas de
uma justificacdo correta, muitas vezes devido a falta de rigor com que os alunos se expressam. Ha
alunos que simplesmente trocaram as palavras, escrevem “incompatibilidade” em vez de
N A 2 ~ ~ ~

independéncia”, observando-se que os alunos que agora o fazem, nesta questao 2.3, ndo sao os
mesmos alunos a fazé-lo na questao 1.4 b) (ver Figura 23). Esta situacdo pode indiciar cansago por

parte do aluno.

Salienta-se que, por outro lado, o nimero elevado de alunos que ndo responderam a questao
2.3, podera indicar, dificuldades em esquematizar o enunciado ou saturacdo em responderem a
mais uma pergunta que aborda o mesmo conceito, ja que ha 26% do total de alunos (i.e., 11
alunos: 3 na turma A, 3 alunos na turma B e 5 na turma C) que tendo respondido a questdo 1.4 b)
(consultar Tabela 9), ndo tentaram sequer iniciar qualquer resposta na questdo agora em analise.
Outro resultado curioso a constatar aqui é que existe alunos que, ndo tendo respondido a questao
1.4b), também ndo o fizeram agora (5%, i. e 2 alunos, 1 da turma A e 1 da turma C), e também 5%
dos alunos (2 alunos, 1 da turma B e outro da Turma C) que ndo responderam a questdo 1.4b),

mas responderam a questao 2.3.

1.3.2.4. PERGUNTA 2.4
Na pergunta 2.4, solicitou-se o cdlculo de uma probabilidade condicionada descrita
textualmente sem qualquer formalizacdo matematica. Este tipo de enunciado ja tinha sido usado
para a questdo 1.2, em oposicdo ao enunciado da questdo 2.1 a), que apresenta recurso a
formalizacao.
Nas Tabelas 21 e 22 encontram-se sumariados o GD e o GR correspondentes as respostas

dadas pelos alunos a pergunta 2.4.



TABELA 21 - FREQUENCIA ABSOLUTA DO GD AVALIADO NAS RESPOSTAS DADAS, A QUESTAO 2.4

Grau de desempenho das respostas dadas
Turma 0 1 3 4 5
A 2 0 2 9
B 5 3 1 0 0 0
C 5 4 0 3 1 1
Global 11 9 1 5 6 10

TABELA 22 - FREQUENCIA ABSOLUTA DO GR AVALIADO NAS RESPOSTAS CORRETAS DADAS, A QUESTAO 2.4

Grau de rigor das respostas corretas
Turma 0 1 2 3
A 0 0 1 8
B 0 0 0 0
C 0 1 0 0
Global 0 1 1 8

Pela analise da tabela relativa ao GD (Tabela 21), e analisando as 3 turmas em conjunto, tem-
se que aa duas maiores frequéncias ocorrerem para GD=0 e GD = 5, sendo que a moda é
0,correspondendo a ter 26% do total de alunos envolvidos, que ndo respondem a questdo 2.4.
Uma vez mais, os alunos do Ensino Profissional (turma B) apresentam tendéncia para valores
baixos (0 ou 1) do GD (Tabela 21), no entanto os alunos do Ensino Regular (turma C) apresentam
também esta mesma tendéncia. Das respostas dadas pelo total de alunos, 23% obtiveram GD
maximo e, destes, 80% obteve valor maximo de GR (Tabelas 22). Uma vez mais, nem sempre a
resposta correta contém uma justificacdo rigorosa.

Pode observar-se situacdes (como a ilustrada na Figura 37) em que os alunos obtiveram valor

maximo tanto no grau de desempenho como no grau de rigor.

FIGURA 37 - RESPOSTA DO ALUNO 20 DA TURMA A, A QUESTAO 2.4
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Das respostas dadas pelos alunos, constatou-se que uma das falhas mais frequentes se deve
ao facto de os alunos nao terem conseguido formular em termos matematicos o problema dado,
nomeadamente através da construcdo correta de uma tabela ou diagrama de arvores com os
dados do problema. A Figura 38 ilustra esta situagdo Em geral, os erros mais comuns revelados
pelas respostas dos alunos nesta questdo podem ser atribuidos a existéncia de dificuldades na

interpretacdo dos dados que condicionam a construgdo da tabela, conduzindo a uma resposta



errada (Figura 38, no topo); na base o aluno troca os papéis dos acontecimentos na resolucdo da
probabilidade condicionada. Neste caso, ha uma clara imaturidade na compreensdo e assimilagdo

de conceitos.

FIGURA 38 - RESPOSTAS DOS ALUNOS: 3 DA TURMA B (NO TOPO) E 4 DA TURMA A (NA BASE), A QUESTAO 2.4
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2. SINTESE

2.1 SINTESE RELATIVAMENTE A OBJETOS E RELACOES PRIMARIAS

As duas situagBes-problema propostas motivaram a abordagem dos conceitos de
probabilidade condicionada, acontecimentos independentes e acontecimentos incompativeis e
foram aplicados outros conceitos justapostos a esses como sejam: espaco amostral de resultados,
acontecimento, interseccdo e unido de acontecimentos, probabilidade conjunta, probabilidade da
unido.

Efetuando uma visdo global para o desempenho dos alunos envolvidos, pode afirmar-se que a
maioria dos alunos obteve um desempenho positivo ja que, cerca de 70% (todos os alunos da
turma A, 1 na turma B e 9 na turma C) obtiveram uma soma dos GD, das 12 alineas contidas nos
dois problemas, igual ou superior a metade do valor maximo possivel (60). No que concerne ao
rigor das respostas corretas, constata-se que uma resposta certa ndo é geralmente acompanhada

de uma linguagem e argumentacdo de nivel elevado. Na verdade, a percentagem de alunos com



soma dos GR, das 12 alineas contidas nos dois problemas respondidas corretamente, igual ou
superior a metade do valor maximo possivel (36), baixa para 42% (14 da turma A, OnaturmaBe 4
na turma C).

Centrando a atencdo na linguagem do enunciado da prova, convém salientar que i) apenas na
questdo 2.1 é usada a simbologia como ajuda na identificagcdo do tipo de probabilidade pedida, ao
contrario das restantes questdes onde é usada a linguagem verbal, e ii) no primeiro problema, os
dados do enunciado encontram-se previamente estruturados numa linguagem mais proxima da
linguagem simbdlica, sendo estes fornecidos na forma de uma tabela de dupla entrada, ao
contrario do segundo problema onde os dados do enunciado sdo descritos em linguagem apenas
verbal. Os conceitos solicitados na segunda situacdo-problema, sdo os mesmos dos que foram
considerados na primeira situacdao-problema. Comparando as médias do GD para as duas
situacOes-problema em separado por aluno, constata-se valores mais elevados na primeira
situacdo-problema (Tabela 23). Esta sumarizacdo global dos resultados parece denunciar que a
utilizacdo da linguagem verbal no enunciado de um problema talvez influencie negativamente a
prestacdo global dos alunos e, por ineréncia, a qualidade das suas respostas. Também,
confrontando o nimero de questdes ndo respondidas entre as duas situa¢des-problemas, como
pretende ilustrar o Grafico 3 ao visualizar o nimero de alunos que obtiveram zero no GD (i.e., ndo
apresentaram qualquer resposta) em cada uma das questdes dos dois problemas, por turma,
observa-se tendéncia para se registar pior comportamento no problema 2, em particular, nas

turmasBeC.

TABELA 23 - NUMERO DE ALUNOS QUE NAO EFETUARAM PELO MENOS UMA QUESTAO NA PROVA.

Turma Percentagem de alunos com melhor desempenho na primeira situacéo
(média de GD no problema 1 > média dos GD no problema 2)
A 50%
B 100%
C 64%
Global 65%




GRAFICO 3 - GRAFICO COM A FREQUENCIA ABSOLUTA DE RESPOSTAS NULAS AO PROBLEMA 1, POR QUESTAO E PARA AS TRES
TURMA.
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Constata-se também que, nas respostas apresentadas pelos alunos, é privilegiada, a linguagem
verbal e simbdlica para representar quer os acontecimentos quer como ajuda na identificagao do
tipo de probabilidade pedida, quer ainda para analisar a independéncia e a incompatibilidade de
acontecimentos, facto que constituiu uma ajuda essencial para resolver cada uma das situacées-
problema.

Houve alunos, menos de 50%, que optaram por uma linguagem simbdlica, quer para
interpretar o enunciado dos problemas, quer para encontrar a solugdo do problema (47%: 85%
dos alunos da turma A, 22% na turma B e 7% na turma C).

Quanto a nivel de procedimentos, menos de 50% do total de alunos envolvidos seguiram a
sequéncia: traduzir o problema de linguagem corrente para simbdlica; construir uma
esquematizacdo; identificar e calcular a probabilidade pedida.

Na avaliagdo ao nivel de procedimentos, os alunos da turma do Ensino Regular (turma A)
revelaram facilidades, ndo se registando muitos conflitos entre conceitos. Ja os alunos das turmas
do Ensino Regular (turma C) e do Ensino Profissional (turma B) manifestaram dificuldades, quer ao
nivel dos conceitos, quer ao nivel dos procedimentos, quer ainda a nivel de esquematizagao,
especialmente nas questdes 1.4d, 2.1

No que concerne as justificacbes apresentadas, estas fundamentam-se nos procedimentos e
foram de natureza dedutiva, contendo, em muitos casos, processos de sintese de calculos
realizados e rela¢des observadas.

Os argumentos redigidos baseiam-se nas propriedades ou na relagdo entre conceitos e, por
vezes, basearam-se nos procedimentos apresentados, como na construcdo de um diagrama de

arvore, tabela de dupla entrada ou diagrama de Venn.



2.2 SINTESE DE RESULTADOS

De seguida, apresenta-se uma sintese do estudo analisando os resultados mais interessantes,
primeiro questdo a questdo, e depois numa visdo mais globalizante.

Na questdo 1.1, onde era pedida a determinacdo de uma probabilidade simples, o
comportamento global foi bastante positivo nas trés turmas, com GD>3 em 100% na turma A,
89% na turma B e 71% na turma C. Nesta questdo, sé 25% dos alunos da turma A realizaram uma
esquematizagdo do problema como, por exemplo, completar a tabela fornecida. Relativamente
ao rigor das respostas, a situacdo ja ndao foi tdo positiva, uma vez que 16% dos alunos
responderam sem qualquer rigor e 13% com pouco rigor, apresentando a resposta sem qualquer
contextualizacgao.

Na questdo 1.2 era solicitado aos alunos que calculassem uma probabilidade condicionada,
sem l|hes ser apresentada a formalizacdo, deixando isso ao cuidado do aluno. Estava ai
subentendido o cdlculo de probabilidade simples, conjunta e condicionada. A percentagem de
respostas com desempenho positivo (GD>3) para a turma A foi 85%, para a turma B foi 44% e
para a turma C foi 50%, em menor percentagem que na questdo anterior. O nivel de desempenho
observados nas trés turmas ndo foi acompanhado por similar grau de qualidade no rigor das
respostas, quer pelo raciocinio demonstrado, quer pelo menor cuidado de linguagem
apresentado. Na verdade, globalmente, apenas 35% dos alunos apresentam GR igual a 3, sendo
55% na turma A,11% na turma B e 14% na turma C. Foi nesta questdo 1.2 que os alunos
comecaram a revelar falhas relacionadas com ma interpretacdo do enunciado e/ou de conflito de
conceitos.

Na questdo 1.3 era solicitado a realizagdo de uma pequena composicao, comparando duas
situacBes que envolviam probabilidade condicionada, ficando, uma vez mais, a formaliza¢do da
pergunta ao critério do aluno. A maioria dos alunos (58%) apresentou uma composi¢do coerente
com o solicitado, o que os levou a responder corretamente. E de realcar que os alunos da turma
B, uma vez mais, apresentaram pior comportamento, 11% de respostas corretas, enquanto que a
turma A obteve 75% e a turma C, 64%. Nesta questdo, a utilizacdo da férmula de probabilidade
condicionada, independentemente do resultado obtido, foi seguida por 28% dos alunos: na turma
A, 55%, na turma B, 0% e na turma C, 7%. O recurso a uma representacao esquematica foi opcao
de apenas 5% dos alunos envolvidos, e estes eram todos da turma A.

A Ultima questdo encontrava-se dividida em 4 alineas. Na alinea a) pedia-se a determinacéo,

em separado, da probabilidade de trés acontecimentos, A, B e C, sendo este ultimo



acontecimento definido por apenas um resultado elementar do espaco de resultados. Todos os
alunos responderam a esta alinea a), contudo, globalmente, o grau de desempenho do célculo de
probabilidade dos diferentes acontecimentos foi heterogéneo. Foram poucos os alunos que
definiram previamente o espacgo de resultados, contabilizaram-se 33% dos alunos que respondeu
corretamente e 37% que ndo determinou corretamente a probabilidade de nenhum dos
acontecimentos. No que concerne ao rigor das respostas, ele foi bastante baixo em todas as
turmas.

Na alinea b) solicitava-se aos alunos que averiguassem se dois acontecimentos dados eram
independentes. A maioria dos alunos respondeu corretamente ao pedido, revelando
conhecimento do conceito, mas ndo contextualizaram a sua resposta, na situacdo-problema dada,
44% dos alunos envolvidos: 25% na turma A, 67% na turma B e 57% na turma C. Ha a salientar a
utilizacdo de uma esquematizagdo, por 49% dos alunos envolvidos no estudo: 70 % na turma A,
56% na turma B e 14% na turma C.

Na alinea c) solicitava-se que os alunos demonstrassem que dois acontecimentos eram
incompativeis. Era expectavel que os alunos se socorressem do espago de resultados, o que seria
conducente a uma resposta quase imediata. Bastava para tal evidenciar o conhecimento do
conceito solicitado. Verificou-se que 63% dos alunos respondem corretamente e 23% deixam a
resposta em branco. Refira-se que 47% dos alunos optaram por interpretar a intersec¢do dos
acontecimentos no contexto do problema e que 37% das respostas corretas apresentaram rigor
maximo (GR=3).

Por fim, na alinea d) era necessario justificar que os acontecimentos incompativeis
considerados na alinea anterior ndo poderiam ser independentes, e ainda descrever uma situacdo
extra que garantisse a independéncia. Apenas responderam a esta questdo 58% dos alunos
envolvidos no estudo, tendo respondido corretamente 44% destes. Em termos de rigor maximo,
este foi registado em apenas 23% dos alunos cuja resposta estava correta. A dificuldade revelada
pelas respostas manifestou-se sobretudo a nivel da indicacdo da condicdo extra que verificasse a
independéncia solicitada. Saliente-se que apenas 44%, dos alunos que responderam a questdo,
fizeram essa referéncia.

A segunda situagdo-problema era constituida por 4 questGes. Na alinea 2.1 era solicitado aos
alunos que determinassem uma probabilidade condicionada e uma probabilidade conjunta. Era
expectavel que os alunos efetuassem previamente um esquema que facilitasse a interpretacao
dos dados fornecidos no texto, mas apenas 44% o fez. Refira-se também que, dos 44% dos alunos

que utilizaram um esquema, 80% da turma A, 0% da turma B e 29% da turma C, 33% apresentou o



resultado correto (GD = 5). Genericamente, ha a salientar que os alunos manifestaram maior
dificuldade em obter o valor da probabilidade condicionada do que da conjunta.

Na questdo 2.2 os alunos tinham que averiguar se os dois acontecimentos eram incompativeis.
Esperava-se que, a partir do cdlculo de uma probabilidade, o aluno concluisse pela
impossibilidade do acontecimento intersec¢do corresponder ao acontecimento impossivel. Ora,
28% dos alunos envolvidos deixaram a resposta em branco, ndo sendo nenhum deles da turma A.
Nota-se que 67% dos alunos envolvidos no estudo responderam de forma correta: 95% na turma
A, 22% na turma B e 43% na turma C. Em termos de rigor das respostas corretas, nem todas o
apresentaram: 19% ndo apresentaram nenhum rigor, 25% escasso rigor, 19% com algum rigor e
37% com bastante rigor.

Relativamente a questdo 2.3, os alunos tinham que averiguar se, dados dois acontecimentos,
eles eram independentes. Esperava-se que os alunos respondessem recorrendo a definicdo ou
recorrendo a condicdo necessaria e suficiente de independéncia. Dos alunos que responderam a
esta questdo, 47% (14 da turma A, 4 da B e 2 da C) fé-lo com recurso a condigdo necessdria e
suficiente e, 14% (1 da turma A, 3 da B e 2 da C) referiu a defini¢do. Regista-se que 30% dos
alunos envolvidos no estudo ndao deram qualquer resposta e que 37% responderam
corretamente. Destes Ultimos, 75% apresentaram respostas com nivel de rigor maximo.

Na ultima questdo, questdo 2.4, era solicitado aos alunos que calculassem, uma vez mais, a
probabilidade condicionada. Nota-se que 26% dos alunos ndo responderam e 23% responderam
corretamente. Destes Ultimos, 80% apresentam a sua resposta com nivel de rigor maximo.

Para uma sintese global dos resultados detalhados anteriormente, tomaram-se os valores
medianos de GD e GR observados para todas as questOes analisadas nas duas situacdes
problemas e para as turmas A, Be C.

Tomando os valores medianos do GD e do GR, para cada uma das questdes e por turma,
construiram-se os Graficos 4 e 5. Com base no Grafico 4, pode referir-se que, de uma maneira
geral, as trés turmas mostram comportamentos diferenciados no grau de desempenho das
respostas dadas, sendo que a turma A apresenta o melhor grau de desempenho, na maioria das
questdes, e a turma B os piores. Este resultado vai de acordo com o sentir dos docentes, no
terreno, ao afirmarem que os alunos do Ensino Profissional ndo apresentam os melhores
resultados. Relativamente ao grau de rigor manifestado pelas trés turmas, analisando o Gréfico 5,
pode afirmar-se que as trés turmas mostram comportamentos diferenciados, também, no grau de
rigor das respostas corretas sendo que, mais uma vez, a turma A, apresenta respostas com maior

nivel de rigor e a turma B os mais baixos.



GRAFICO 4 - GRAFICO COM OS VALORES MEDIANOS DO GD POR QUESTAO PARA AS TRES TURMAS.
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GRAFICO 5 - GRAFICO COM OS VALORES MEDIANOS DO GR POR QUESTAO PARA AS TRES TURMAS.

Medianas do GR por questao

1 =
0 \llll;':lrw—

1.1 1.2 1.3 1.4a)1.4b)1.4c)1.4d)2.1a)2.1b) 2.2 2.3 2.4

=¢=Turma A =ll=TurmaB Turma C

No que concerne as questdes envolvidas em cada uma das situagdes-problemas (problema 1 e
problema 2), destaque-se que, no primeiro grupo de questfes (1.1, 1.2, 1.3, 1.4), referentes a
primeira situagao-problema, os dados do problema estio esquematizados por meio de uma
tabela de dupla entrada, enquanto que no segundo grupo de questdes (2.1, 2.2, 2.3, 2.4), os
dados do enunciado sdo caracterizados por um texto (forma verbal) e, por tal, expectavelmente
exigindo uma conveniente formulagdo matematica da situacdo-problema para resolvé-la. As
Tabelas 24 e 25 contém as medianas dos valores observados, para o GD e o GR, nas questdes do
problema 1 e do problema 2 e por turma. Analisando a Tabela 24, observa-se valores medianos
do GD maximos para as turmas do Ensino Regular e mais elevados para as respostas do problema

1. Tal facto indicia que ha melhor desempenho nas respostas quando no enunciado os dados se



encontrar formulados sob uma forma ndo textual. Pode-se ainda acrescentar, com base nas
medianas, que a turma A apresenta similar GD nos dois problemas, 1 e 2, o que sugere que a
turma A ndo demonstra dificuldade em formular matematicamente o enunciado dado na questdo
2, contrariamente as outras duas turmas. Conclusdes similares foram obtidas atrads quando se

confrontaram o numero de respostas ndo respondidas (veja-se Grafico 3).

TABELA 24 - MEDIANA DOS VALORES OBSERVADOS PARA O GD DAS RESPOSTAS ENTRE OS PROBLEMAS 1E 2.

Mediana dos valores para o GD dos problemas 1 e 2
Turma Questdes 1.1 a 1.4 d) Questdes 2.1a) a 2.4
A 5 5
B 2 0
C 5 1
Global 5 2

TABELA 25 - MEDIANA DOS VALORES OBSERVADOS PARA O GR DAS RESPOSTAS ENTRE OS PROBLEMAS 1E 2.

Mediana dos valores para o GR dos problemas 1 e 2
Turma Questdes 1.1 a 1.4 d) Questdes 2.1a) a 2.4
A 2 2
B 0 0
C 2 1
Global 2 1

Com base na Tabela 25, relativa ao grau de rigor, que pode variar entre 0 e 3, constata-se uma
distribuicdo do nivel de rigor mediano similar em ambos os problemas nas turmas A e B. Contudo,
é a turma A que apresenta maior grau de rigor, em termos medianos, o que significa uma melhor
qualidade na resposta correta dadas pelos alunos daquela turma nos dois problemas.

Seguidamente, para confrontar o nivel de conhecimento entre o conceito de probabilidade
condicionada e o conceito de independéncia calcularam-se os valores medianos do GD e do GR
das respostas ao grupo das questdes subjacentes mais ao conceito de probabilidade condicionada
(questdes 1.1, 1.2, 1.3, 2.1 e 2.4) e ao grupo das questdes mais subjacentes ao conceito de
independéncia (questdes 1.4, 2.2 e 2.3). As Tabelas 26 e 27 contém as medianas da qualidade de
desempenho (GD) e niveis de rigor (GR), respetivamente, atribuidos as respostas das questoes
envolvendo o conceito de probabilidade condicionada e as de acontecimentos independentes,
para cada uma das 3 turmas. Relativamente ao GD (Tabela 26), as 3 turmas apresentam, em
termos medianos, a mesma qualidade de desempenho, nas respostas para as questdes sobre
probabilidade condicionada e sobre acontecimentos independentes. Relativamente ao GR
avaliado nas respostas corretas usado nas respostas, nota-se, nas 3 turmas e em termos
medianos, um menor rigor nas respostas dadas as questGes propostas sobre acontecimentos
independentes. Tal facto pode indiciar um menor a vontade naquele conceito, por parte dos

alunos das 3 turmas.



TABELA 26 - MEDIANA DOS VALORES OBSERVADOS PARA O GD DAS RESPOSTAS ENTRE O GRUPO DAS QUESTOES SUBJACENTES
MAIS AO CONCEITO DE PROBABILIDADE CONDICIONADA E O GRUPO DAS QUESTOES MAIS SUBJACENTES AO CONCEITO DE
INDEPENDENCIA.

Mediana dos valores para o GD dos problemas 1 e 2, atendendo aos conceitos

de probabilidade
Turma Probabilidade Condicionada Independéncia
1.1,1.2,1.3,2.1,2.4 14,22,23
A 5 5
B 1 1
C 3 3
Global 4,5 5

TABELA 27 - MEDIANA DOS VALORES OBSERVADOS PARA O GR DAS RESPOSTAS ENTRE O GRUPO DAS QUESTOES SUBJACENTES
MAIS AO CONCEITO DE PROBABILIDADE CONDICIONADA E O GRUPO DAS QUESTOES MAIS SUBJACENTES AO CONCEITO DE
INDEPENDENCIA.

Mediana dos valores para o GR dos problemas 1 e 2, atendendo aos conceitos
de probabilidade
Turma Probabilidade Condicionada Independéncia
1.1,1.2,1.3,2.1,24 14,2.2,23

A 3 2

B 0 0

C 3 1
Global 1,5 1

Para relacionar as medidas GD e GR, aqui propostas para avaliar o nivel de conhecimento nos
conceitos de probabilidade condicionada e de independéncia de acontecimentos, calcularam-se
os valores do coeficiente de correlacdo de Spearman entre GD e GR por questdo. Os valores
encontrados foram sumariados graficamente na Grafico 6. A escolha desta medida de associa¢do
é justificada por GD e GR representarem medidas numa escala ordinal e por aquela medida
permitir quantificar a relagao linear, se existir, entre as ordens das pontuac¢des dadas no GD e no
GR. Analisando o Grafico 6 constata-se que, para cada uma das 12 questdes, as trés turmas
mostram valores de correlacdo, entre o GD e GR, similares. Os valores das correlacbes
encontrados sdo todos positivos, superiores a 0,5, o que significa que, uma melhor qualidade de
desempenho de uma resposta, em média, vem acompanhada de um maior nivel de rigor. Ou seja,
alunos com melhor desempenho na resposta, mostram tendéncia para responder com maior nivel

de rigor. Esta caracteristica é comum as trés turmas.



CAPiTULO IV — ANALISE E DIscussAo DE DADOS

GRAFICO 6 - GRAFICO COM OS VALORES DO COEFICIENTE DE CORRELACAO DE SPEARMAN ENTRE O GD E GR POR QUESTAO E PARA
AS TRES TURMAS.
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CAPITULO V — CONCLUSOES

1. Sintese do estudo
2. Reflexao global
3.Principais conclusdes e recomendactes



1. SINTESE DO ESTUDO

O presente capitulo centra-se nas principais conclusdes do estudo. Na primeira sec¢ao faz-se
uma sintese dos principais aspetos que caracterizam o estudo realizado; na segunda sdo
sumariadas algumas conclusGes do estudo, organizadas segundo as questdes de investigacdo, e
tendo em conta o enquadramento tedrico que sustenta o estudo; e na terceira seccdo sao feitas
algumas recomendacdes consideradas pertinentes para aprofundar a temadtica da presente
dissertacdo, e relevantes para futuras investigacdes.

Segundo Ludke e André (1986), analisar dados qualitativos significa trabalhar todo o material
obtido na pesquisa.

Procurando encontrar respostas validas as quatro questSes de investigacdo descritas no
Capitulo 1, estabeleceu-se contato com docentes do Ensino Secundario, a lecionar o 122 ano, para
colaboracdo na recolha de dados. Foi selecionado o material para avaliacdo (enunciado de duas
situagBes-problema) e caracterizada sumariamente as 3 turmas dos docentes contatados. Os dois
problemas selecionados foram submetidos aos 43 alunos das turmas escolhidas. Todo o material
para andlise (respostas elaboradas pelos alunos) foi recolhido e armazenado seguidamente em
suporte digital. Este estudo contou também com a envolvéncia de 204 alunos universitarios de
uma disciplina de Estatistica de vdrios cursos de Engenharia. Para este caso ndo houve
intervencdo sobre o tipo de problema a apresentar aos alunos universitarios, limitando-se a
investigacdo a uma analise sumadria de contagens de respostas a uma questdo de escolha multipla
contida no exame final da disciplina. Assim, a pesquisa realizada focou-se mais na andlise das
respostas dadas pelos alunos do Ensino Secundario.

Atendendo ao cardcter qualitativo da metodologia adotada, na modalidade de Estudo de Caso,
a analise das respostas dos alunos foi essencialmente descritiva e interpretativa, com vista a
obter, por um lado uma caracterizagdo, o mais completa possivel, das situagdes em estudo e dos
raciocinios subjacentes as respostas dadas, e, por outro lado, com o objetivo de responder as
questoes de investigacdo propostas.

A probabilidade condicionada é fundamental em diversas aplicacbes da Estatistica, que esta
presente na vida do dia-a-dia, designadamente aquando da tomada de decisdes. Por isso, a sua
correta compreensao é considerada, por varios autores, de primordial interesse e justificativa de
ser abordada também no ensino ndo universitario. Por outro lado, intrinsecamente associado ao
conceito de probabilidade condicionada, tem-se a nocdo de independéncia que também é

lecionada, atualmente, no Ensino Secundario. A assimilacdo deste conceito, por parte de alunos,



tem sido menos investigada, contudo, ja alguns trabalhos tém alertado para a existéncia de
conflitos entre a nogdo de acontecimentos independentes e acontecimentos incompativeis.

No presente trabalho, no sentido de responder as quatro questdes de investigacdo descritas
no Capitulo 1, pretendeu-se compreender as dificuldades sentidas pelos alunos que participaram
neste estudo. Tentou-se captar a influéncia que a assimilagdo dos dois conceitos transparece nas
respostas e nos raciocinios por eles elaborados relativamente as questGes com que foram
confrontados, em momento de avaliagdo escrita, e que envolviam probabilidades condicionadas e
acontecimentos independentes. Nesse sentido, as respostas apresentadas as duas situacoes
problema propostas constituiu um instrumento de notéria utilidade, pois a andlise da informacado
recolhida proporcionou uma avaliacdo quantitativa da qualidade das respostas e propiciou o
encontro de respostas as questdes da investigacao

Nesta investigacao, as respostas dadas pelos alunos as duas situacdes-problema foram sujeita
a avaliagdo segundo duas perspetivas (desempenho e rigor). Estas duas perspetivas determinaram
a criacao de duas escalas qualitativas para uma andlise pormenorizada das respostas. Ambas as
escalas tiveram como objetivo quantificar a qualidade de uma resposta, uma em termos de
desempenho e outra em termos de rigor. O desempenho de uma resposta escrita esta
relacionado com a indicacdo dos passos basicos para a obtencdo do resultado final. O rigor esta
relacionado com a indicagdo explicita dos passos fundamentais para a obtenc¢do do resultado final
correto tomando em conta a linguagem, a argumentag¢dao e procedimentos usados. As duas
escalas consideradas sdo ordinais, em escalas de Likert, e foram designadas por grau de
desempenho (GD), a variar entre 0 (ndo responde) e 5 (resposta correta), e grau de rigor (GR), a
variar entre 0 (nenhum rigor) e 3 (maximo rigor).

Na andlise descritiva foram determinadas frequéncias (absolutas e em percentagem),
sintetizadas em tabelas, e calculados valores medianos, de modo a comparar o grau de
desempenho e de rigor das respostas dos alunos entre turmas e entre questdes. Além das
frequéncias, também se recorreu ao calculo do coeficiente de correlacdo de Spearman para
estudar a correlagao entre a qualidade das respostas face ao rigor exercido.

Apenas uma breve referéncia aos resultados obtidos na questdo de escolha multipla,
destinada a alunos universitarios. Nessa questdo era pedido o calculo da probabilidade de reunido
e a analise da independéncia entre dois acontecimentos, partindo de dados fornecidos em tabela.
Os resultados revelaram que a maioria dos alunos (72%) assinalou a resposta correta, e alguns
deles (15%) manifestaram conflito no conceito de independéncia ao elegerem a opgdo “A e B

independentes e P(AUB) = 0,96”, pois o valor da probabilidade esta correto nesta opgao.



Em toda a anadlise estatistica realizada recorreu-se ao programa Excel 2010.

2. REFLEXAO GLOBAL
Aqui apresentam-se e discutem-se globalmente os resultados do estudo nos alunos do 129
ano, tendo por referéncia as questdes de investigacdo e estabelecendo possiveis ligagdes com

trabalhos de outros autores.

2.1 PRIMEIRA QUESTAO DE INVESTIGACAO

Qual o nivel de conhecimento, nos conceitos de probabilidade condicionada e acontecimento

independente, evidenciado pelos alunos?

Com a ajuda das ferramentas tedricas do enfoque ontosemidtico, (Godino, 2002; Godino,
Batanero & Font, 2009), estabeleceu-se configuracGes que permitiram criar orientagdes para
analisar as solucGes expressas pelos alunos, na resolucdo das questdes propostas, permitindo
também verificar como os objetos “probabilidade condicionada” e “independéncia de
acontecimentos” emergem do sistema de praticas, levadas a cabo por cada aluno, ao resolver
problemas relacionados com o objeto em causa. Com tais ferramentas considera-se que, para
uma determinada “pessoa”, a situagdo-problema é um tipo de situa¢do que permite atividades de
matematizacao, tais como encontrar possiveis solugdes, escrever uma notagdo apropriada, para
representar as situagBes, ou para comunicar com outras pessoas, possibilitando justificar ou
generalizar as solucdes propostas.

Para os alunos do 12.2 ano considerados, verificou-se que o nivel de conhecimento em
probabilidade condicionada e independéncia de acontecimentos, medido em termos de GD e GR,
é variavel (alto, médio ou baixo) e estd intrinsecamente associado a qualidade (alta, média ou
baixa) da turma. As respostas com melhor qualidade foram de alunos da turma A e as piores
foram de alunos da turma B. Tal resultado ndo é de estranhar, uma vez que a turma B é do Ensino
Profissional, enquanto as duas outras, A e C, sdo do Ensino Regular, de Matematica A. Na
realidade, é na turma com os melhores alunos que se encontram respostas com melhor
desempenho e, simultaneamente, mais rigorosas.

Estes factos levam a crer que o nivel de conhecimento nos conceitos de probabilidade
condicionada e de acontecimentos independentes estd dependente da motivagdo e facilidade de
aprendizagem do aluno, entendendo que, como atualmente se cré, os alunos do Ensino
Profissional estdo menos motivados para continuacdo de estudos a nivel superior e apresentam

mais dificuldade para o estudo.



2.2 SEGUNDA QUESTAO DE INVESTIGACAO

Existem diferengas nos niveis de conhecimento evidenciado pelos alunos nos conceitos de

probabilidade condicionada e acontecimentos independentes?

Em termos medianos (Tabelas 26 e 27, Capitulo 4), constatou-se que o nivel de conhecimento
nos dois conceitos ndo difere quando avaliado em fungao do GD. Isto significa que nado difere a
capacidade ou desempenho do aluno de obter o resultado certo para questdes envolvendo
probabilidade condicionada ou acontecimentos independentes. Porém, as respostas sdao mais
rigorosas quando aborda a probabilidade condicionada. Assim, os resultados obtidos levam a
conjeturar que existe um menor a vontade por parte do aluno no conceito de acontecimentos

independentes.

2.3 TERCEIRA QUESTAO DE INVESTIGACAO

Existe associagdo entre o nivel de conhecimento e a formulagdo/interpretacdo do problema e

os procedimentos, argumentos e/ou linguagem usada?

Ambas as situagOes-problema apresentadas envolviam os conceitos de probabilidade
condicionada e o estudo de acontecimentos independentes e incompativeis. Contudo, na
primeira situagao-problema, os dados encontravam-se esquematizados numa tabela de dupla
entrada, enquanto que, na segunda situacdo-problema, os dados encontravam-se descritos na
forma de texto, o que exigia a formalizacdo prévia do enunciado por parte do aluno.

Analisando os graus de desempenho e de rigor por questdo e por situacdo-problema (Graficos
4 e 5 e Tabelas 24 e 25, Capitulo 4) é evidente a heterogeneidade de resultados a nivel do tipo de
problema (com e sem esquematizacdo dos dados do enunciado). Dos resultados obtidos é
notdrio, por exemplo, uma tendéncia para um decréscimo do nivel de desempenho e de rigor da
primeira situa¢do-problema a segunda situacdo-problema, nas turmas B e C, e uma manutengao
do nivel na turma A. Em termos meramente especulativos, poder-se-a atribuir tal facto a um
eventual cansago dos alunos menos motivados para o estudo, ou entdo a preguica em aplicar
novamente os mesmos conceitos embora em contextos diferentes. Poder-se-a ainda conjeturar

que talvez esta diferenca de tipo de enunciado tenha contribuido para uma melhor qualidade de



respostas, em termos gerais, na primeira situacdo do que na segunda situacao, ou seja, quando os
dados do enunciado estdo esquematizados do que quando se deixa ao critério do aluno a sua
esquematizagdo. A facilidade de interpretacdo do problema condiciona a qualidade da resposta.
Concretamente, os alunos com maior nivel de conhecimento ndo demonstraram dificuldade de
interpretacdo do problema sendo capazes de formular matematicamente um enunciado,
contrariamente aos outros alunos.

Comparando o grau de desempenho e o grau de rigor de uma resposta, constatou-se que nem
sempre uma resposta correta é acompanhada pelo rigor na sua elaboracao; porém, uma resposta
com maior qualidade de desempenho, em média, vem acompanhada de maior rigor em termos

de procedimento, argumento e/ou linguagem usada.

2.4 QUARTA QUESTAO DE INVESTIGACAO

Que tipos de erros determinam eventuais conflitos na interpretagcdo de problema face aos

conceitos base de probabilidade condicionada e de acontecimentos independentes?

O conjunto de ferramentas tedricas do enfoque ontosemidtico permitem analisar a resolucao
correta dos problemas, identificando os diferentes tipos de objetos que o aluno deve aplicar no
seu processo de resolucdo. Comparando a solucdo ideal com a apresentada pelo aluno, existe
possibilidade de detetar conflitos cognitivos. Estes conflitos identificados nos processos de
resolucdo dos alunos podem ser de natureza diversa: conflitos relacionados com a linguagem,
com as propriedades, com os conceitos e com os procedimentos.

Os conflitos gerados com as situagBes-problema podem classificar-se, em relacdo aos
elementos do enfoque tedrico, como: dificuldade em ler e interpretar dados de uma tabela, em
particular na 12 situacdo-problema, dificuldade na formulagdo matematica, em particular, na 22
situacdo problema, dificuldade em diferenciar entre probabilidade conjunta e probabilidade
condicionada; dificuldade em diferenciar acontecimentos independentes de acontecimentos
incompativeis. Ora, tais conflitos revelam necessidade de se ter em atencdo as dificuldades
sentidas por alunos nos conceitos de probabilidade condicionada e de independéncia. Note-se
gue a grande complexidade destes dois objetos matematicos, aparentemente simples, a par da
preméncia do cumprimento curricular, ndo permitem aprofundar tais conceitos em contexto

escolar.



Todos os erros descritos por Diaz (2009) no calculo de probabilidades, com os dados
apresentados em tabelas de contingéncia, foram verificados também na situacdo-problema 1,
pelo que, como sugere aquela autora, é necessario atender a capacidade dos alunos para se
efetuar a leitura correta de dados fornecidos em tabelas de dupla entrada.

Falk (1986), citado por Sobreiro (2011) e por Guilherme (2011), menciona estudos em que o0s
alunos confundem a probabilidade condicionada com probabilidade conjunta, o que, por vezes, é
resultado da utilizacgdo de uma linguagem corrente no enunciado dos problemas, ndo
suficientemente precisa. Tal tipo de confusdao ndo foi observado pois nenhum dos enunciados
destaca essa situacao.

Algumas das dificuldades sentidas pelos alunos, na ma interpretacdo da situacdo-problema 2,
podem estar relacionadas com as dificuldades na compreensao da linguagem usada no enunciado
e ndo com a ma interpretacdo de dados. Na realidade, quando se apresenta a probabilidade
condicionada utilizando a linguagem matemadtica, as duvidas sobre qual dos acontecimentos é
condicionado ou condicionante, deixa de existir. Assim, a linguagem usada pode ser determinante
na geracao de erros.

E de destacar a identificacdo de erros em propriedades basicas de probabilidade. Verificou-se
nas turmas mais fracas, 1 aluno da turma B e outro da turma C, calculos conducentes a valores
superior a unidade como valor para uma probabilidade.

Relativamente a eventual conflito entre acontecimentos independentes e acontecimentos
incompativeis, o estudo revelou uma grande tendéncia do aluno para se expressar por palavras
sobre a incompatibilidade ou sobre a independéncia dos acontecimentos. Verificam que ndo ha
nada em comum entre os acontecimentos envolvidos, garantindo assim a incompatibilidade mas
também, erradamente, a independéncia dos acontecimentos. Cerca de cinquenta por cento dos
alunos evidenciaram serem conhecedores dos conceitos tedricos, mas quando procedem a
argumentacdo ou justificacdo, é notdria a grande confusdo que existe entre aqueles dois
conceitos. Ndo é claro que a nocdo de independéncia esta intrinsecamente ligado a nocgdo
probabilistica. De modo analogo, também se detetou tendéncia para os alunos calcularem uma
probabilidade de uma intersecdo, e esta tomar o valor zero, para justificar erradamente a
incompatibilidade dos acontecimentos.

Em termos globais, poder-se-a concluir que a identificagdo dos objetos matematicos postos em
jogo na resolucdo dos dois problemas e as suas relagdes primarias ndo foram faceis para os

alunos, sobretudo quando o enunciado ndo fornecia dados matematizados.



Compete aos professores tomar consciéncia desta problematica, bem como do tipo de
conflitos que cada uma das suas turmas apresenta e tentar resolvé-los durante o processo de

ensino-aprendizagem.

3. PRINCIPAIS CONCLUSOES E RECOMENDACOES

Ao refletir-se sobre as conclusdes e contribuicdes do estudo, o balanco sobre a experiéncia
realizada é considerado bastante positivo. Esta investigacdo é atual, ndo sé pela tematica, mas
também pelo recurso a metodologia utilizada na probabilidade condicionada e independéncia,
dado que, em Portugal, a investigacdo sobre este tépico esta praticamente no inicio. Conciliou-se
a anadlise da qualidade das respostas, com recurso a relacdo entre grau de desempenho e grau de
rigor, com a realizagdo de uma breve avaliagdo do raciocinio matematico, utilizando as
ferramentas tedricas do enfoque ontosemidtico, que se revelaram produtivas — “as ferramentas”
para o desenvolvimento da presente investigacao.

Estas ferramentas, a nivel da Didatica da Matemadtica, sdo uma mais-valia, ja que permitem
conceber, planificar e desenvolver unidades de ensino ou topicos matematicos, adaptando-as ao
contexto, as competéncias e conhecimentos iniciais dos alunos, e aos objetivos de aprendizagem,
permitindo assim identificar e resolver os conflitos patentes em todo o processo de ensino e
aprendizagem da matemadtica, em especial no ensino da probabilidade condicionada e
independéncia.

Este tdpico, pela sua pertinéncia e utilidade, devera deter mais tempo no processo de ensino-
aprendizagem, quer a nivel do ensino secundario, quer a nivel da formagdo de futuros
professores, ja que a complexidade do conceito de probabilidade condicionada e independéncia
sdo importantes, na vida quotidiana. Assim, evidenciadas as dificuldades sentidas pelos alunos,
valeria a pena conceder mais tempo a sua andlise e ao seu ensino.

Cada professor, ao ensinar os seus alunos, deve estar atento e consciente desta problematica,
pois s6 desta forma poderd melhor compreender algumas dificuldades e obstaculos sentidos
durante a aprendizagem de um conceito tdo importante como a probabilidade condicionada e a
independéncia de acontecimentos.

Obviamente, qualquer estudo estd condicionado por varios fatores, quer internos, quer
externos a investigacdo. Pesem embora os aspetos positivos, também existiram alguns fatores
limitadores, nomeadamente certas decisGes tomadas que nem sempre foram as mais acertadas.
Neste momento, considera-se que a presente autora deveria ter estado presente na aplicacdo da

prova e ter assistido a algumas aulas de leciona¢do da tematica, para melhor poder comparar os



resultados alcancados. Seria também importante ter-se passado pela realizacdo de entrevistas aos
alunos, para que estes questionassem ou descrevessem os processos de resolu¢do adotados.

Outro fator que talvez enriquecesse este estudo, seria ter-se implementado uma outra
pergunta, esta direcionada para o ensino universitario, com o propdsito de comparar resolucées
— pOs secundario e pré universitario — ja que aqui houve uma abordagem da tematica, sob uma
perspetiva diferente.

Sem duvida que outras investigacdes sobre esta tematica permitirdo um crescimento de
conhecimento. Nessa medida seria importante estudar os conhecimentos e didaticas sobre esta
tematica, desde o inicio do estudo de Probabilidade e Estatistica no 9.2 ano, e continuando a nivel
da formagdo inicial de docentes.

Em termos de recomendacdes emergentes do estudo, aponta-se a necessidade de uma maior
atencdo a lecionacdo do conceito de independéncia e uma maior pratica na formulacao
matematica de enunciados envolvendo os conceitos de probabilidade condicionada e

independéncia de acontecimentos.
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ANEXO |I: CARTA AS ESCOLAS

Exmo. Senhor Diretor da
Escola ...

30 de outubro de 2012

No ambito do Curso de Mestrado em Matematica para professores, na Universidade de
Aveiro, encontro-me na fase inicial de elaboracao da dissertagdo de mestrado, sob o tema
de O ensino e a aprendizagem dos conceitos de probabilidade condicionada e
acontecimentos independentes no Ensino Secundério. Neste sentido, venho por este meio,
solicitar a sua autorizag¢do para desenvolver, com a turma do 12° , um projeto de ensino e
aprendizagem do tema Probabilidades e Combinatoria. O desenvolvimento da dissertagdo
implica a recolha de dados, que serdo obtidos através de observacao, de entrevista e de
analise documental.

Informo que esta investigacdo ndo interfere no normal funcionamento das atividades
letivas e os dados recolhidos ndo servirdo para avaliar os alunos.

Mais especificamente e de um modo muito sucinto, com este projeto pretende-se estudar as
concecdes e atitudes que os alunos, deste nivel de escolaridade, tém na compreensdo do
conceito de probabilidade de acontecimentos independentes e acontecimentos
incompativeis no estudo da probabilidade condicionada, analisando dificuldades na
resolucao de problemas propostos.

Quer no processo de recolha de dados, quer no relatério da investigacdo, comprometo-me a
garantir o anonimato em relacdo a identidade dos alunos e da escola e ainda a solicitar
autorizacao aos Encarregados de Educacao.

O projeto insere-se no ambito de uma investigagdo individual que culminard na minha
Dissertagao de Mestrado.

Agradecendo a sua atengdo ao pedido formulado, subscrevo-me com os melhores
cumprimentos.

A mestranda,

(Maria José de Oliveira Rodrigues Carvalho)



Eu, Diretor da Escola

, autorizo Maria José de Oliveira Rodrigues

Carvalho a usar as instalagGes desta Escola para realizar o seu estudo de investigacdo, no ambito
Curso de Mestrado em Matematica para professores, na Universidade de Aveiro.
Consciente de que esta garantido o anonimato sobre os alunos intervenientes no estudo de
investigacao, igualmente a autorizo a recolher trabalhos realizados pelos alunos e ainda a realizar

entrevistas com alguns discentes, uma vez colhida a sua anuéncia e a autorizagao escrita dos

respetivos Encarregados de Educacao.

Assinatura do Diretor da Escola Data



ANEXO Il: CARTA AOS ENCARREGADOS DE EDUCACAO

Exmo(a). Senhor(a) Encarregado(a) de Educagao

do(a) aluno(a) do 12° ano, daturma _ da Escola

No ambito do Curso de Mestrado em Matematica para Professores, da Universidade de
Aveiro, encontro-me na fase inicial de elaborag¢do da dissertacdo de mestrado, sob o tema
“o0 ensino ¢ a aprendizagem dos conceitos de probabilidade condicionada e acontecimentos
independentes no Ensino Secundario”. Vai ser desenvolvido nesta turma, nas aulas de
Matematica, uma investigagdo para estudar as conceg¢des que os alunos, deste nivel de
escolaridade, tém na compreensdo do conceito de probabilidade condicionada e
acontecimentos independente e sobre acontecimentos incompativeis, analisando
dificuldades na resolu¢do de problemas propostos.

Assim, solicito a sua autorizacdo para recolher e analisar as resolugdes realizadas pelo seu
educando de alguns problemas a realizar na sala de aula durante o ano letivo, bem como
autor como autorize a publicacdo dos resultados da investiga¢ao, comprometo-me a
garantir o anonimato em relagdo a identidade do aluno acima referido. Solicito
autorizacdo para a publicagdo das respostas elaboradas pelo seu educando, sempre que
estas sejam consideradas pertinentes e importantes para o estudo implementado.
Agradecendo, desde ja, a colaboragao prestada de V. Ex.? solicito que assine a declaragcdo
abaixo, devendo depois destaca-la e devolvé-la.

Com os melhores cumprimentos.

A professora de matematica (mestranda),

(Maria José de Oliveira Rodrigues Carvalho)

Docente Titular de Turma

Declaro que autorizo o meu educando a participar no projeto de investigagdo da professora Maria
José de Oliveira Rodrigues Carvalho no ambito da sua dissertagdo de Mestrado permitindo a
recolha de resolugdes realizadas pelo meu educando nas aulas de Matematica, bem como a
publicagdo dos resultados resultantes da investigagdo, mantendo o anonimato em relagdo a
identidade do meu educando.

Vila Nova de Gaia, /1172012

O Encarregado de Educagio



ANEXO Ill: PROVA
Propostas de problemas

1. Um certo estudo numa maternidade revelou, acerca do sexo de 300 bebés nascidos
naquela maternidade e das correspondentes previsoes de sexo a partir da ecografia
na 13 semana de gestacdo, os seguintes resultados:

Sexo verdadeiro (ao nascer)
Feminino Masculino
Sexo previsto Feminino 127 96
na ecografia Masculino 9 68

Com base nestes resultados, responda as seguintes questdes.

1.1 Calcule a probabilidade de um bebé, ao nascer, ser do sexo masculino.

1.2 Determine a probabilidade de ser menino se a ecografia faz prever ser uma
menina.

1.3 A Sra. Ana e a Sra. Berta estdo a ser seguidas naquela maternidade. Ambas
realizaram uma ecografia na 13* gestagio. A Sra. Ana a ecografia previu
uma menina ¢ a Sra. Berta um menino. Em que caso ¢ mais provavel ser
confirmado, no nascimento, a previsdao do sexo indicada pela ecografia?
Numa pequena composicao fundamente a sua resposta.

Topicos a referenciar:

e Probabilidade de ser confirmado, no nascimento, que o bebé da Sra
Ana ¢ do sexo feminino.

e Probabilidade de ser confirmado, no nascimento, que o bebé da Sra
Berta ¢ do sexo masculino.

1.4Um casal com trés filhos, todos nascidos naquela maternidade, ¢
selecionado ao acaso. Considere que o sexo de uma crianca ¢ independente
do sexo dos irmaos e que a probabilidade de qualquer filho do casal ser do
sexo masculino € igual a probabilidade calculada na alinea 1.1. (Sugestéo
para os docentes: caso entendam simplificar a resolucdo das alineas a e b,
substituir o enunciado desta questdo referindo que “a probabilidade do
filho do casal ser do sexo masculino ¢ igual a probabilidade de ser do sexo
feminino”. Nesse caso, os 8 elementos de (2 serdo equiprovaveis.)

Considere os acontecimentos:
A: 70 casal ter no maximo uma rapariga”
B: 70 casal ter filhos de ambos os sexos”
C: “ O casal s0 ter rapazes”
Sugestdo: Caso ndo tenha resolvido a alinea 1.1, tome o valor 0,45
para aquela probabilidade.



a) Calcule a probabilidade de cada um dos acontecimentos.

b) Os acontecimentos A e B sdo independentes? Justifique.

C) Mostre que os acontecimentos ANB e C sdo incompativeis.

d) Tendo em conta as alineas anteriores, justifique que os acontecimentos
ANB e C ndo podem ser independentes e apresente uma situacdo (com
outras condi¢des de enunciado) em que o poderiam ser.

2. A leptospirose ¢ também conhecida como doenga de Weil. Esta doenga ¢ causada
por duas espécies de bactérias. Numa populacdo de ratos, a probabilidade de
encontrar um rato portador destas bactérias ¢ 6%. Um novo teste de diagnostico da
doenga foi proposto. Para avaliar a qualidade deste novo teste, foram efetuados
varios testes aquela populacdao de ratos, no sentido de detetar a existéncia destas
bactérias. Do estudo efetuado resultaram as seguintes conclusoes:

e A probabilidade de um rato ter teste positivo (P), sabendo que ¢ portador das
bactérias, € 99,8%;

e A probabilidade de um rato ter um teste negativo, sabendo que ndo ¢é portador
destas bactérias, € de 99,6%

Seja A o acontecimento “Rato ser portador das bactérias”.

2.1 Qual o valor das seguintes probabilidades: P(AnP) e P(A[P) ?

2.2 Os acontecimentos A e P sdo incompativeis? Justifique convenientemente a sua
resposta.

2.3 Os acontecimentos A e P sdao independentes? Justifique convenientemente a sua
resposta.

2.4 Escolhendo ao acaso um rato dessa populacdo, qual ¢ a probabilidade de ele ser
portador das bactérias, sabendo que o teste efetuado deu negativo?



ANEXO IV: RESOLUCAO DAS SITUACOES-PROBLEMA

1.RESPOSTA ESPERADA DA QUESTAO DE ESCOLHA MULTIPLA
Resposta esperada era “”’A” e “B” sdo dependentes ¢ P (A U B) =0,96”.

Esperava-se que os alunos procedessem do seguinte modo:

B B falha Total

A 0,90 0,05 0,95

A falha 0,01 0,04 0,05
Total 0,91 0,09 1

Para que A e B sejam independentes, P(ANB) = P(A) x P(B).

Como por tabela P(ANB) = 0,90, P(A) = 0,95 e P(B) = 0,91, tem-se que

P(ANB) # P(A) x P(B). Logo nao sdo independentes. Desta feita a primeira opgao ¢
excluida.

Tem que se determinar o valor de P (A U B).

P (A U B)=P(A) + P(B) - P(ANB) = 0,95 + 0,91 — 0,90 = 0,96.

2. RESPOSTA ESPERADA DA SITUAGAO PROBLEMA 1
1.1 Considere os seguintes acontecimentos:

M: “Ser menino”
MC: “Ser menina”

R: “ previsto ser menino”
RE: « previsto ser menina”

Com estas designacoes, a tabela dada e completa ficaria:

MC (Ser) M Total
(Previsto R® 127 96 223
ser) R 9 68 77
Total 136 164 300
Resposta: P(M) = % = 0,54(6)

Cc
1.2 Probabilidade pedida: P(M|RC) = PED’”(’Qf) )= 2 =043

1.3 A Sra. Ana e a Sra. Berta estdo a ser seguidas naquela maternidade. Ambas
realizaram uma ecografia na 13? gestagdo. A Sra. Ana a ecografia previu uma menina e a

Sra. Berta um menino. Ora,
Sra. Ana: P(MSR®) = 1- P(M|R) = 1- 0,43 =0,57
Sra. Berta: P(M|R) = 200 _ 8 _  gg
P(R) 77
O caso da Sra. Berta ¢ mais provavel de ser confirmado, no nascimento, o sexo

masculino do bebé previsto na ecografia da 13 semana de gestacao.
1.4 a) P( “Um filho do casal ser do sexo masculino”)=P(M)= 0,55



Dado um casal com 3 filhos, o espaco de resultados possiveis €:

Q={MMM, MMM®, MMM, MM“M®, M“MM, M“MM®, M“MM, M“M“M“}

Uma vez que P(M)=0,55 e, consequentemente, P(M“)=0,45, os acontecimentos M ¢ M®
ndo sdo equiproraveis. Logo, os 8 acontecimentos elementares em (2 ndo sao
equiprovaveis.

Assim, as probabilidades pedidas, porque existe independéncia do sexo entre irmao, sdo
calculadas do seguinte modo:

e P(A)=P(MMMuU MMM U MMM U M“MM) =
= P( MMM) + P(MMM) + P(MM“M) + P(M“MM) =
= P(M) P(M) P(M) + P(M) P(M) P(M€) + P(M) P(MS) P(M) + P(M©)P(M)P(M) =
=0,55" +3x0,55°x0,45 = 0,57475
P(B) = P(MMM® U MMM U MMM U M“MM U M*MM® U M*M"M) =
1 — (P(MMM) + P(M“M“M") )= 1 — (P(M) P(M) P(M) + P(M®) P(M®) P(M®) =
1- (0,55° +0,45%) =0,7425
P(C)=P(MMM ) = 0,5°=0,166375

b) P(ANB)= P(MMM® U MMM U M“MM)=

=P(MMM") + P(MM“M) + P(M“MM) = 3x 0,55°x0,45 =0,408375
P(A)x P(B)=0,55 x 0,75 = 0,41
Como, P(AnB)# P(A)x P(B), A e B nao sao independentes.

¢) Uma vez que (ANB) N C = {MMM" MMM , MMM } N (MMM} = { }, entdo
os acontecimentos ANB e C sdo incompativeis.

Ou:

(AMB) e C sao incompativeis, uma vez que ¢ impossivel um casal de 3 filhos ter filhos
de ambos os sexos, com apenas uma menina, € simultaneamente serem todos rapazes.

d) Como ANnB e C sdo incompativeis entdo, P(ANB N C) =0. Mas,

P(AnB)x P(C)= 0,408 x0,16 # 0. Logo, AnB e C nao sao independentes.

Uma situacdo hipotética em que poderiam ser independentes era admitir que um dos
acontecimentos ANB ou C tivesse probabilidade nula de ocorréncia. Por exemplo,

admitir que s6 se consideram casais com 3 filhos tendo pelo menos 1 menina. Assim,
P(C)=0.



3.RESPOSTA ESPERADA DA SITUACAO PROBLEMA 2
2.1 Qual o valor das seguintes probabilidades: P(ANP) e P(A|P) ?

Com base no enunciado dado,
e P(A)=0,06
e P(P|A)=10,998
o P(PYIA9)=0,996
onde P© ¢ A® representam o acontecimento complementar de P e A, respetivamente.
Probabilidades pedidas:
P(ANP) =P(A) P(P|A) =0,06 x 0,998 = 0,05988
P(A[P) = P(ANP)/P(P)= 0,05988/0,06364 =0,940918
uma vez que
P(P) = P(ANP® U A“~P)=P(ANP) + P(A“"P) = 0,05988+ P(A®) x P(P|A®) =
=0,05988+ (1-0,06)x(1-0,996) = 0,06364
2.2 Os acontecimentos A e P sdo incompativeis? Justifique convenientemente a sua
resposta.
Nao, porque P(ANP) # 0. Consequentemente, AP nunca pode ser o acontecimento
impossivel (i.e., o acontecimento { } )
2.3 Os acontecimentos A e P sdo independentes? Justifique convenientemente a sua
resposta.
Nao, porque a probabilidade de ocorréncia do acontecimento A toma valores
diferentes consoante se conheca a ocorréncia de P ou nao:
P(A)= 0,06
P(A | P)=0,940918
Ou:
Nao, porque
P(A)x P(P)= 0,06 x 0,06364 = 0,003818 ¢ diferente de P(ANP) = 0,05988

2.4 Escolhendo ao acaso um rato dessa populagdo, qual ¢ a probabilidade de ele ser
portador das bactérias, sabendo que o teste efetuado deu negativo?
Probabilidade pedida:
P(A[P)=P(ANP®) /P(P®) = 0,00012/0,93636 = 0,000128
Ja que:
P(ANPS)=P(A)x P(P°|A)= P(A)x (1-P(P|A))=0,06 x (1-0,998)=0,00012
P(P¢) = P(ANPC U A“~P)=
=P(ANP®) +P(A“NP") =
=0,00012 + P(A“)xP(PY|A")
=0,00012 + (1-0,06) x 0,996 = 0,93636
Ou:
P(P%) = 1- P(P) = 1-0,06364



ANEXO V: PROVA ALTERADA

1.Um certo estudo numa maternidade revelou, acerca do sexo de 300 bebés nascidos
naquela maternidade e das correspondentes previsdes de sexo a partir da ecografia na
13* semana de gestacdo, os seguintes resultados:

Sexo verdadeiro (ao nascer)
Feminino Masculino
Sexo previsto Feminino 127 96
na ecografia Masculino 9 68

Com base nestes resultados, responda as seguintes questdes.
1.1 Calcule a probabilidade de um bebé¢, ao nascer, ser do sexo masculino.
1.2 Determine a probabilidade de ser menino se a ecografia faz prever ser uma menina.
1.3 A Sra. Ana e a Sra. Berta estdo a ser seguidas naquela maternidade. Ambas
realizaram uma ecografia na 13* semana de gestagdo. A Sra. Ana a ecografia previu uma
menina e a Sra. Berta um menino.
Em que caso ¢ mais provavel ser confirmado, no nascimento, a previsdao do sexo
indicada pela ecografia? Numa pequena composi¢do fundamente a sua resposta.
Topicos a referenciar na composi¢ao:

e a probabilidade de ser confirmado, no nascimento, que o bebé da Sra. Ana ¢

do sexo feminino;
e a probabilidade de ser confirmado, no nascimento, que o bebé da Sra. Berta ¢
do sexo masculino.

1.4 Um casal com trés filhos, todos nascidos naquela maternidade, ¢ selecionado ao
acaso. Considere que o sexo de uma crianga ¢ independente do sexo dos irmaos e que a
probabilidade de qualquer filho do casal ser do sexo masculino € igual a probabilidade
calculada na alinea 1.1., com aproximacao as centésimas.
Considere os acontecimentos:

A: "0 casal ter no maximo uma rapariga"

B: "0 casal ter filhos de ambos os sexos"

C: “ O casal s06 ter rapazes"

Sugestdo: Caso ndo tenha resolvido a alinea 1.1,tome o valor 0,45 para aquela

probabilidade.
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a) Calcule a probabilidade de cada um dos acontecimentos.

b) Os acontecimentos A e B sdo independentes? Justifique.

c¢) Mostre que os acontecimentos ANB e C sdo incompativeis.

d) Tendo em conta as alineas anteriores, justifique que os acontecimentos ANB e C
ndo podem ser independentes e, alterando as condi¢des do enunciado, apresente uma
situacdo em que o poderiam ser.

2. A leptospirose ¢ também conhecida como doenga de Weil. Esta doenca ¢ causada por
duas espécies de bactérias. Numa populagdo de ratos, a probabilidade de encontrar um
rato portador destas bactérias ¢ 6%. Foi proposto um novo teste de diagndstico da
doenca e, para avaliar a sua qualidade, foram efetuados varios testes aquela populacao
de ratos, no sentido de detetar a existéncia destas bactérias. Do estudo efetuado
resultaram as seguintes conclusdes:

e aprobabilidade de um rato ter teste positivo, sabendo que é portador das bactérias,
¢ 99,8%:;

e a probabilidade de um rato ter um teste negativo, sabendo que nao ¢
portador destas bactérias, € de 99,6%.

Sejam A o acontecimento ""O rato ser portador das bactérias" e B o acontecimento
""O rato ter teste positivo".

2.1 Qual o valor das seguintes probabilidades: P(A NB) e P(A | B)?

2.2 Os acontecimentos A ¢ B s3o incompativeis? Justifique convenientemente a sua
resposta.

2.3 Os acontecimentos A e B sdo independentes? Justifique convenientemente a sua
resposta.

2.4 Escolhendo ao acaso um rato dessa populacdo, qual é a probabilidade de ele ser
portador das bactérias, sabendo que o teste efetuado deu negativo?
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ANEXO VI: QUESTAO DE ESCOLHA MULTIPLA

Enunciado:

Uma “pen drive” ¢é feita com base em dois processos principais para o seu
fabrico, “A” e “B”, ambos com probabilidade de falharem. Na seguinte tabela
estdo indicadas as taxas de sucesso e falha:

B B falha
A 0,90 0,05
A falha 0,01 0,04

Indica a afirmagéo correta:
[17A” e “B” sdo independentes e P (A L B) =0,86;
[1”A” e “B” sdo dependentes ¢ P (A U B) =0,96;
[1”A” e “B” sdo dependentes ¢ P (A U B) =0,86;
[1 Nenhuma das respostas anteriores ¢ verdadeira.






