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Resumen

El estudio acerca de la comprension de los estudiantes acerca de las nociones conjunto generador y conjunto
generado en algebra lineal ha recibido poca atencidn desde el punto de vista de su construccion. Presentamos un
estudio preliminar que es parte de una investigacién destinada a estudiar como aprenden estas nociones los
estudiantes. En este estudio se utiliza la teoria APOE (Accién-Proceso-Objeto-Esquema) para proponer una
descomposicidn genética de cdmo estos conceptos pueden ser construidos e indagar cuales son las dificultades

relacionadas ellos con la pertenencia de los vectores de un conjunto generador al espacio vectorial generado por

ellos.
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Introduccion

Nuestro estudio se centra en el algebra lineal. Este interés se debe en parte a las dificultades
cognitivas que surgen con respecto a su aprendizaje y enseflanza. Haciendo una revisiéon en la
literatura nos percatamos que gran parte de las investigaciones acerca de la ensefianza y
aprendizaje en dlgebra lineal, se han centrado en estudiar las dificultades cognitivas, en el
analisis y desarrollo de tareas; y en sugerencias didacticas (Dorier et al.,2000; Rogalsky, 2000).
De esta revision pudimos darnos cuenta que existen pocos trabajos que se centran en la
construccion de los conceptos del algebra lineal, los cuales han puesto su foco de atencién en la
construccion del concepto de espacios vectoriales, sistemas de ecuaciones lineales y
transformaciones lineales (Vargas, 2007; Manzanero, 2007; Roa, 2008; Parraguez, 2009). De alli
surge la idea de enfocarnos en aquellos conceptos que son poco estudiados como: base de un

espacio vectorial, conjuntos generadores y conjuntos generados (Nardi, 1997; Ball et al., 1998);
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gue son de gran importancia en la construccién de otros conceptos propios del dlgebra lineal. En
un estudio previo acerca de base de un espacio vectorial, observamos que los conceptos
germinales (conjunto generador e independencia lineal) si no estan construidos cognitivamente
pueden llegar a causar conflictos cognitivos en los estudiantes al construir el concepto de base
(Ku et al., 2008). Por ejemplo, algunos estudiantes mantienen una imagen conceptual de un
conjunto generador como base de un espacio vectorial. Otros cometian errores al resolver
problemas referentes a “generar”, lo cual se reducia al hecho de checar si un conjunto genera,
sin tomar en cuenta que “generar” implica la pertenencia de los vectores generadores al
conjunto generado. En consecuencia, para este estudio hemos elegido las nociones de conjunto
generador y conjunto generado, por ser un tépico que es parte germinal de la nocion de
independencia lineal y base de un espacio vectorial. Asi que, consideramos importante que el
estudiante construya estos conceptos, y que los vea como elementos de un todo coherente para
establecer conexiones con otros conceptos del algebra lineal . Por tanto, ya que nos interesa
comprender como un estudiante puede llegar a construir estas nociones, hemos elegido como
perspectiva tedrica a la teoria APOE (Accidn-Proceso-Objeto-Esquema) (Dubinsky, 1991). Esta
teoria fue iniciada por Dubinsky, y desarrollada por el grupo RUMEC. Esta teoria se apoya en la
teoria piagetiana constructivista, acerca de la abstraccion reflexiva, como la clave de la

construccion de los conceptos légico-matematicos.

Con respecto a la naturaleza del conocimiento matematico y su desarrollo en un estudiante,

Dubinsky menciona:

“El conocimiento matemdtico de un individuo es su tendencia a responder a las situaciones
matemdticas problemdticas reflexionando sobre ellas en un contexto social y construyendo o
reconstruyendo acciones, procesos y objetos matemdticos y organizando en esquemas con el fin

de manejar las situaciones” (Dubinsky, 1996)

En esta afirmacién la componente mas importante es la que se refiere a las construcciones
mentales (accidn-proceso-objeto-esquema), que permiten discernir la manera en la que un

estudiante comprende una nocién matemadtica y que constituyen la parte fundamental de Ila
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teoria APOE. Enseguida describiremos las construcciones mentales para el aprendizaje de un
concepto matematico, previstas por la teoria APOE: Una concepcidén accion consiste en una
transformacion de un objeto que es percibida por el estudiante como externa y se realiza como
una reaccion a sugerencias que proporcionan detalles de los pasos por seguir Cuando una
accién se repite y el individuo reflexiona sobre ella, puede interiorizarse en un proceso. Un
individuo que tiene una concepciéon de proceso de una transformacién puede reflexionar sobre,
describir, o incluso invertir los pasos de la transformacion sin realizar dichos pasos. Asi mismo
cuando un individuo reflexiona sobre las operaciones aplicadas a un proceso en particular, toma
conciencia del proceso como un todo, realiza aquellas transformaciones (ya sean acciones o
procesos) que pueden actuar sobre él, y puede construir de hecho esas transformaciones,
entonces esta pensando en este proceso como un objeto. En este caso, decimos que el proceso
ha sido encapsulado en un objeto, esta concepcién implica que el individuo puede
desencapsular el objeto para trabajar con los procesos que lo componen (Asiala et al., 1996).
Con respecto a un esquema se puede decir que es una coleccidon coherente de acciones,
procesos y objetos y otros esquemas que se tienen para un concepto en particular (Asiala, et al.,
1996). Una funcién importante y una caracteristica que define la coherencia esta en su uso para
decidir lo que es dentro del alcance del esquema y lo que no es (Glosario RUMEC). Un esquema
contiene tanto diferentes acciones, procesos y objetos, como conexiones y relaciones entre

ellos. El individuo es capaz de ver toda la estructura relacionada.

El modelo de investigacién y curriculum asociado a la teoria APOE esta constituida por tres
componentes: El andlisis tedrico, el disefio del tratamiento instruccional, y la implementacion,

recoleccion y andlisis de datos (Asiala et al., 1996).

Como parte de la investigacidon, primero se realiza un analisis tedrico inicial de los conceptos
conjunto generador y conjunto generado, en donde se pretende explicar qué significa entender
el concepto, basandose en la experiencia propia del investigador. La intencion del analisis
tedrico del concepto es proponer un posible camino que describa las construcciones (acciones,
procesos, objetos, esquemas) y mecanismos (interiorizacién, coordinacién, encapsulacion y

asimilacién) mentales que un estudiante podria seguir para construir cognitivamente algun
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concepto matematico. Este modelo cognitivo se llama descomposicion genética (Asiala et al.,

1996).

Este trabajo que presentamos es la primera etapa de un proyecto de investigacién referente al
aprendizaje de las nociones de conjunto generador y conjunto generado en algebra lineal.
Tomando a la teoria APOE como sustento tedrico, en esta primera etapa de la investigacion
hemos disefiado un estudio piloto para indagar cudles son las dificultades relacionadas ellos con
la pertenencia de los vectores de un conjunto generador al espacio vectorial generado por. Para
ello, elaboramos una descomposicion genética preliminar que modela un posible camino que un

estudiante podria seguir para construir cognitivamente dichas nociones.

Metodologia

A continuacién describiremos la metodologia empleada para este estudio piloto.

a) Disefio de una descomposicidon genética preliminar

En esta primera etapa de la investigacidon se disefio una descomposicién genética preliminar de
los conceptos conjunto generador y espacio generado, que modela las posibles estructuras
cognitivas que un estudiante podria seguir para construir las nociones de conjunto generador y
conjunto generado. Este modelo pretende que el estudiante pueda diferenciar el significado

entre estas nociones.

A continuacién a partir de la descomposicion genética preliminar, mostraremos algunas
situaciones que pueden mostrar los estudiantes al resolver los problemas relacionados con los

conceptos de conjunto generador y conjunto generado.

Concepcion Accion. Consideramos que los estudiantes que tienen una concepcion accién de

conjunto generado y conjunto generador pueden aplicar su concepcién “proceso de

combinaciones lineales” para verificar si existen escalares en K que puedan exiresar a un vector
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especifico de V como combinacién lineal de los vectores de un conjunto S. Esta accién de
verificar llevara al estudiante a expresar a las combinaciones lineales como un sistema de
ecuaciones que le permita encontrar el valor de los escalares de la combinacién lineal formada.
Entonces el estudiante reflejard una concepcién accién cuando al verificar si el conjunto genera
o no al espacio vectorial dado, plantea a un vector especifico como combinacién lineal en

términos del conjunto dado, y de acuerdo a ello se toma la decisién de generar.

Concepcion Proceso. Si el estudiante puede generalizar las acciones anteriores y considera que

todo vector del espacio vectorial se puede expresar como combinaciones lineales de un
conjunto S, entonces diremos que muestra una concepcién proceso de conjunto generador. Por
lo tanto el estudiante ya no necesita trabajar con vectores especificos para decidir si un

conjunto dado genera o no genera al espacio vectorial dado.

Concepcion Objeto. Un estudiante mostrard una concepcion “objeto” si el estudiante puede

percibir que un espacio vectorial no estad generado de manera Unica, y que los conjuntos
generadores no tienen por qué no tener elementos en comun o por qué tener el mismo numero
de elementos. Asi mismo se podra dar cuenta que el nimero de elementos de los conjuntos no
establece el hecho de ser o no un conjunto generador. También es importante que el estudiante
considere el hecho de que el espacio generado es el resultado de todas las posibles

combinaciones lineales del conjunto generador, y que estos dos conceptos son diferentes.
b) Disefo de una entrevista piloto

Después de realizar la descomposicién genética preliminar, elaboramos una entrevista que
constd de siete reactivos. Cada reactivo constd de un analisis a priori en términos de nuestro
marco tedrico explicitando el propdsito de cada una de ellas, y justificando su eleccion. A
continuacién presentaré dos de los siete reactivos de la entrevista con su andlisis a priori

correspondiente:
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2. Sea el conjunto §= {(1’2’3)(1’_1’2)’(2’1’1)}. S genera al espacio vectorial R3. ¢Es S el Unico

conjunto que genera a R3? Justifica tu respuesta.

Este reactivo tiene el propdsito de determinar las construcciones de los estudiantes a través de
las acciones o procesos que utilizan para determinar si un conjunto S genera al espacio vectorial.
Para poder resolver estos problemas los estudiantes necesitan tener las siguientes
construcciones: los procesos de escribir la combinacidon lineal apropiada y el correspondiente
sistema de ecuaciones, de encontrar el conjunto solucién, y de comparar con el espacio
vectorial para decidir si S genera V o no. Cabe mencionar que en este caso el estudiante puede

utilizar los conceptos de dimensién e independencia lineal para dar su respuesta.
4. ¢Qué conjuntos de vectores no pueden generar a R%? Justifica tu respuesta.
) 0)(-1
a
0/l 2
1\(2)(5
b)
1J{2]15
1Y(2)(-2
©) (2]|13]|-3

Este reactivo también tiene el propdsito de indagar, acerca de las acciones o procesos que

utilizan los estudiantes para resolver el reactivo, pero ademas tiene el propésito de averiguar la
concepcidn objeto de conjunto generador. La concepcidn objeto implica que el estudiante sea
capaz de mostrar que el nimero de elementos de un conjunto no es un factor para determinar

si un conjunto es 0 no un conjunto generador.

189

BAIJEONPT BO1jBWI)E\ US OUJSIAU| 9P B|andsT |IX B| @p eLIOWS



Memoria de la Xll Escuela de Invierno en Matematica Educativa

c) Aplicacidon de la entrevista

Posteriormente aplicamos este instrumento a tres estudiantes (E1, E2, E3) de un curso de
algebra lineal del Instituto de Matematicas de la Pontificia Universidad Catdlica de Valparaiso
(Chile). Por ultimo realizamos un analisis a posteriori para conocer lo que realmente hicieron los

estudiantes en la entrevista, de acuerdo a lo que respondieron.

Resultados y Discusion

En este apartado se presentaran los resultados que dan evidencia de una concepcidn proceso
para las nociones conjunto generador y conjunto generado. Esto con el fin de distinguir este tipo
de concepcidn y su relacién con la descomposicién genética preliminar, asi como las dificultades
gue surgen a partir de su construccién. Para ello, se mostraran fragmentos de la entrevista que
muestran de manera efectiva el tipo de respuesta que el alumno dio a todas las preguntas del

cuestionario, asi como el andlisis efectuado a la luz de la perspectiva tedrica.

Concepcion Proceso

Esta concepcion la hemos considerando por aquellos estudiantes que dan muestra que pueden
pensar en un vector general en el espacio vectorial dado y pueda verificar si cualquier vector
puede ser escrito como combinacién lineal de los vectores del conjunto dado. Por ejemplo, para
el reactivo 2 (reportada anteriormente), el estudiante E2 considera a un vector general para

verificar si un conjunto dado genera al espacio vectorial.

o(1.2.3)+ B(1.-1.2) + ¥(2,1.1) = (x. y.2)
(x+PB+2y20—-B+y3a+2B+y)=(x,),2)

Luego resuelve y describe lo que hizo al resolver el reactivo.

E2: Ah bueno lo que yo hice fue una combinacion lineal con estos vectores /e igualarlos a
cualquier vector en R* para ver si generaba todo R* entonces después desarrolle esto

o | ¥eurmo (A s
° -w_.*_!)_(“-_\') ot 1.‘3.,)/
1 (\_—L“'N-'L!lr

4 12

¥ 3 AR el /a2, PP ) QAo

o 0y ) iR
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y medio que como para que estos vectores sean iguales tienen que ser iguales elementos...las
coordenadas tienen que ser iguales y me genere un sistema de ecuaciones entonces un alfa mas
un gama y asi hice con todos, escalone esta matriz encontré si tenia resultados em si encontraba
el alfa el beta y el gama, que me cumplieran con este sistema y ya, y si existe y no hay restriccion

para los valores de x y z, pero no sé si estd bien escrito

Por otro lado, nos percatamos que la nocion de variable juega un papel importante en la
verificacion de un conjunto generador, asi como la conexidon con otros conceptos del dlgebra
lineal. Por ejemplo el estudiante E2 utiliza la dimensidon para completar sus resultados durante
toda la entrevista. Sin embargo E2 se confunde en el reactivo 4 (c) (reportada anteriormente);

después de realizar algunas manipulaciones algebraicas dice:

E2: .., pero no estoy seguro si con estos tres elementos puedo generar de todas formas R?,
porque como éste es combinacién lineal del de aca (se refiere a los vectores (2,3) y (-2,-3)),
podria escribir estos dos como asociarlo por un lado y dejar....pero la cosa es que estos dos son
combinacion lineal. Habria que ver si en realidad estos dos generan o no (se refiere a los vectores

(1,2) y (2,3)). Pero cuando no me piden que el conjunto sea LI no me acuerdo cémo verificarlo.
Luego durante la entrevista surge la siguiente conversacion entre E2 y la entrevistadora (l):

I: Ok, ahora para generar R? ¢cudntos vectores necesitas?

E2: por lo menos necesito 2.

I: écébmo que por lo menos? ¢Pueden ser mas?

E2: Es que obviamente mads pueden ser combinaciones lineales, pero si tengo dos l.iyuno l.dy
uno que se puede escribir como combinacién lineal ya sea de uno o dos igual y me genera R?,

ahora lo veo asi pero en su momento no se me ocurrié.

De acuerdo a las respuestas que dio en la entrevista podemos decir que el estudiante E2 tiene
una concepcidn proceso de los conceptos estudiados. Este estudiante puede determinar la
solucién para un vector general del espacio vectorial, es decir, puede decir si un cierto conjunto
genera a un espacio vectorial, sin la utilizacién de vectores especificos. Puede trabajar en otros

espacios vectoriales diferentes a las n-tuplas; sin embargo durante la entrevista presenta
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algunas dificultades para interpretar la coordinacién entre un conjunto solucion y la nocién de

variable (especificamente en el reactivo 4).

Conclusiones

Los resultados obtenidos en este estudio piloto nos indicaron que existen dificultades en la
integracion de otros conceptos como la dimensidon de un espacio vectorial en el uso de los
conceptos en cuestidon. Por otra parte podemos decir que la nocién de variable juega un papel
fundamental en la comprensién de los conceptos conjunto generador y espacio generado. La
comprension de los procesos (nocion de variable) que intervienen en la solucién de un sistema
de ecuaciones es importante para determinar si un vector puede ser escrito como una
combinacion lineal de un conjunto de vectores. Consideramos que no sélo es importante que
los estudiantes puedan diferenciar estos conceptos, sino que también tomen decisiones
apropiadas frente a situaciones matematicas que requieren el uso de estos conceptos. Los
resultados encontrados nos permiten también hacer hincapié en que el hecho de memorizar las
definiciones y teoremas no garantiza la comprension de los mismos. Podemos describir que los
resultados en esta primera etapa de la investigacion nos mostré que nuestro instrumento de
investigacidon aplicado a tres estudiantes como entrevista, podria redisefiarse para poder
recolectar informacidon mas profunda sobre las construcciones y mecanismos mentales de los
entrevistados respecto a los conceptos de estudio. Por tanto con base en los resultados
obtenidos en la primera aplicacion del instrumento; en la segunda etapa de la investigacién
reestructuraremos la descomposicién genética preliminar y presentaremos una mas refinada y

cercana a la manera como los estudiantes construyen estos conceptos.
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