
4
F

U
N

Z
IO

N
IC

A
R

A
T

T
E

R
IS

T
IC

H
E

E
F

U
N

Z
IO

N
IG

E
N

E
R

A
T

R
IC

I
D

I

P
R

O
B

A
B

IL
IT

À

La
F

u
n

z
io

n
e

C
a

r
a

tte
r
is

tic
a

(FC
)diu

n
a

distribu
zion

e
dip

robabilità
siottien

e
tram

ite
u

n
op

er-
azion

e
sim

ile
all’an

ti-trasform
ata

diFou
rier

(differisce
difatto

p
er

ilfattore
1

�
(2π

) ):

Φ
x (

t)=



�
+∞
−∞

f(
x)e

i
x

t
d

x,
p

er
le

p
dfcon

tin
u

e

�
∞i=

0
p

i
e

i
x

i
t,

p
er

le
distribu

zion
idiscrete,con

p
i

la
p

robabilità
di

x
i

D
a

n
otare,n

elcaso
d

elle
d

istrib
u

zion
id

iscrete,la
som

m
a

siesten
d

e
d

a
0

ad
∞

solo
n

el
caso

in
cu

iilregim
e

d
ivariab

ilità
d

ella
variab

ile
aleatoria

x
i

lo
p

erm
etta.A

d
esem

p
io,com

e
vedrem

o
p

iù
avan

tin
ella

sezion
e

4.1,se
x

i =
i,con

i
iln

u
m

ero
disu

ccessidiu
n

gru
p

p
o

di
N

ten
tativi,allora

la
som

m
a

dovrà
variare

da
0

ad
N

.
D

a
n

otare
in

fi
n

e
ch

e
la

FC
altro

n
on

è
ch

e
ilvalore

diasp
ettazion

e
della

fu
n

zion
e

e
i

t
x:

Φ
x (

t)=
E

�
e

i
t

x �.
(4.1)

Se
sip

on
e

Z
=

e
i

t
allora

sidice
F

u
n

z
io

n
e

G
e

n
e

r
a

tr
ic

e
d

i
P

r
o

b
a

b
ilità

(FG
)

G
(
Z

)=



�
+∞
−∞

f(
x)

Z
x

d
x,

p
er

le
p

dfcon
tin

u
e

�
∞i=

0
p

i
Z

xi
,

p
er

le
distribu

zion
idiscrete,con

p
i

la
p

robabilità
di

x
i

Le
p

rop
rietà

delle
FC

son
o

le
segu

en
ti:

1.
Φ

x (0)=
1.

2.
|Φ

x (
t) |≤

1.

3.
∃∀

t.

4.
Φ

a
x+

b (
t)=

e
i
b

tΦ
x (

a
t).

5.
Φ

x+
y =

Φ
x ×

Φ
y

L’u
tilizzo

d
elle

FC
o

d
elle

FG
p

erm
ette

d
i

otten
ere

con
p

iù
facilità

i
m

om
en

ti
d

elle
d

is-
tribu

zion
idip

robabilità
o

delle
p.d.f.:

µ
�r =

1i
r �

dd
t �

r

Φ
x (

t)
m

om
en

tidigrado
r

(4.2)

µ
r =

1i
r �

dd
t �

r

Φ
x−

µ (
t)

m
om

en
ticen

tralidigrado
r

(4.3)

Dispense-TC-2015
16



4.1
F

U
N

Z
IO

N
E

G
E

N
E

R
A

T
R

IC
I

D
IP

R
O

B
A

B
IL

IT
À

D
I

U
N

A
D

IS
T

R
IB

U
Z

IO
N

E
B

IN
O

M
IA

L
E

La
d

istrib
u

zion
e

B
in

om
iale

B
(
p

,
k

,
N

)d
escrive

la
p

rob
ab

ilità
ch

e
facen

d
o

N
t
e

n
t

a
t
i

v
i

siab
-

bian
o

k
su

ccessiqu
an

do
la

p
robabilità

disu
ccesso

diu
n

sin
golo

ten
tativo

vale
p

.

B
(
p

,
k

,
N

)
=

�
Nk

�

p
k(1−

p
)

N
−

k

=
N

!
k

!(
N

−
k

)!
p

k(1−
p

)
N
−

k.
(4.4)

Troviam
on

e
la

FG
:

G
B

(
Z

)
=

N�r=
0

p
r

Z
r

=
N�k=

0

N
!

k
!(

N
−

k
)!

p
k(1−

p
)

N
−

k
Z

k

=
N�k=

0

N
!

k
!(

N
−

k
)! (

p
Z

)
k(1−

p
)

N
−

k

valen
do

ch
e:

(
a+

b
)

N
=

N�k=
0

N
!

k
!(

N
−

k
)!

a
k

b
N
−

k

=
�
p

Z
+

(1−
p

) �
N

(4.5)

4.2
F

U
N

Z
IO

N
E

G
E

N
E

R
A

T
R

IC
I

D
IP

R
O

B
A

B
IL

IT
À

D
I

U
N

A
D

IS
T

R
IB

U
Z

IO
N

E
P

O
IS

S
O

N
IA

N
A

Sim
ilm

en
te

a
qu

an
to

fatto
p

rim
a

G
P (

Z
)

=
∞�r=

0
p

r
Z

r

=
∞�k=

0

e −
µ
µ

k

k
!

Z
k

=
e −

µ
∞�k=

0

µ
k

k
!

Z
k

=
e −

µ
∞�k=

0

(µ
Z

)
k

k
!

=
e −

µ
e
µ

Z

=
e
µ

(
Z
−

1)
(4.6)

Dispense-TC-2015
17



4.3
F

U
N

Z
IO

N
E

C
A

R
A

T
T

E
R

IS
T

IC
A

D
E

L
L

A
P.D

.F.G
A

U
S

S
IA

N
A

Φ
G

(
t)

=
1

σ �
2π

�
+∞

−∞
e −

(
x−

µ
) 2

2σ
2

e
i

x
t
d

x

ricordan
do

ch
e

d
x
=

d
(
x−

µ
)e

m
oltip

lican
do

e
dividen

do
p

er
σ �

2
siscrive

=
σ �

2

σ �
2π

�
+∞

−∞
e

i
t(

x+
µ−

µ
)e −

(
x−

µ
) 2

2σ
2

d
(
x−

µ
)

σ �
2

=
e

i
tµ

�
π

�
+∞

−∞
e

i
t(

x−
µ

)
σ �

2
σ �

2
e −

(
x−

µ
) 2

2σ
2

d
(
x−

µ
)

σ �
2

ch
iam

an
do

y=
x−

µ

σ �
2

ed
osservan

do
ch

e
gliestrem

idiin
tegrazion

e
n

on
cam

bian
o,siva

avan
ti

scriven
do:

=
e

i
tµ

�
π

�
+∞

−∞
e

i
tσ �

2
y

e −
y

2
d

y

=
e

i
tµ

�
π

�
+∞

−∞
e

i
tσ �

2
y−

y
2
d

y

=
e

i
tµ

�
π

�
+∞

−∞
e −

(
y

2−
i

tσ �
2

y)d
y

L’espon
en

te
den

tro
l’in

tegrale
può

essere
visto

com
e

derivan
te

da
un

quadrato
diun

bin
om

io,
n

ella
m

isura
in

cui,dato
(
a−

b
) 2=

a
2+

b
2−

2
a

b
,siha

che
a

2−
2

a
b
=

(
a−

b
) 2−

b
2.Iden

tifican
do

qu
in

di
a
=

y
e

2
a

b
=

i
tσ �

2→
b
=

i
tσ
�

2
,p

ossiam
o

scrivere
ch

e

=
e

i
tµ

�
π

�
+∞

−∞
e −

��
y−

i
tσ
�

2 �2+
t 2
σ

2

2

�

d
y

=
e

i
tµ

�
π

�
+∞

−∞
e −

��
y−

i
tσ
�

2 �2+
t 2
σ

2

2

�

d

�
y−

i
tσ
�

2

�

=
e

i
tµ

�
π

e −
t 2
σ

2

2

�
+∞

−∞
e −

��
y−

i
tσ
�

2 �2 �

d

�
y−

i
tσ
�

2

�

ch
iam

an
do

ω
=

y−
i

tσ
�

2

=
e

i
tµ

�
π

e −
t 2
σ

2

2

�
+∞

−∞
e −

ω
2
d
ω

In
fi

n
e,ricordan

do
ch

e
�
+∞
−∞

e −
ω

2
d
ω
=
�
π

Φ
G

(
t)

=
e

i
tµ

e −
t 2
σ

2

2
(4.7)

Dispense-TC-2015
18



4.4
P

A
S

S
A

G
G

IO
D

A
L

L
A

B
IN

O
M

IA
L

E
A

L
L

A
D

IS
T

R
IB

U
Z

IO
N

E
D

IP
O

IS
S

O
N

D
im

ostriam
o

che
sotto

op
portun

e
particolariip

otesisuiparam
etridiun

a
distribuzion

e
B

in
o-

m
iale

(
N

e
p

)p
ossiam

o
ricavare

la
G

P (
Z

)m
ostrata

in
(4.6)a

p
artire

dalla
G

B
(
Z

),m
ostrata

in
(4.5).Scriviam

o
qu

in
di:

G
B

(
Z

)
=

�
p

Z
+

(1−
p

) �
N

=
�

p
Z

NN
+

(1−
p

NN
) �

N

im
p

on
iam

o
ch

e
ilvalore

diasp
ettazion

e
µ
=

N
p

rim
an

ga
costan

te
p

er
N

→
∞

,cosa
ch

e
p

u
o’

avven
ire

solo
p

er
p
→

0.Possiam
o

allora
scrivere:

=
�
µ

Z

N
+

(1−
µN

) �
N

=
�
µN

(
Z
−

1)+
1 �

N

svolgen
do

la
p

oten
za

N
-esim

a
delbin

om
io

=
N�k=

0

N
!

k
!(

N
−

k
)! �

µ
(
Z
−

1)
N

�
k

Prim
a

d
i

p
roced

ere,
osserviam

o
ch

e
p

arte
d

el
coeffi

cien
te

d
i

N
ew

ton
p

u
ò

esp
licitarsi

n
el

segu
en

te
m

odo:

N
!

(
N

−
k

)! =
N

(
N

−
1)...(

N
−

k
+

1) (
N

−
k

)!
(
N

−
k

)! =
N

(
N

−
1)...(

N
−

k
+

1)

M
an

dan
do

N
→

∞
vale

qu
in

dich
e

N
!

k
!(

N
−

k
)! →

N
k

R
ip

ren
den

do
ilcon

to
lasciato

in
sosp

eso

=
N�k=

0

N
k

k
!

�
µ

(
Z
−

1)
N

�
k

=
N�k=

0 �µ
(
Z
−

1) �
k

k
!

=
e
µ

(
Z
−

1)

risu
ltato

da
con

fron
tare

con
la

(4.6).
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4.5
P

A
S

S
A

G
G

IO
D

A
L

L
A

D
IS

T
R

IB
U

Z
IO

N
E

D
IP

O
IS

S
O

N
A

L
L

A
D

IS
T

R
IB

U
Z

IO
N

E
D

IG
A

U
S

S

Pren
diam

o
com

e
p

u
n

to
dip

arten
za

qu
ello

diarrivo
della

sotto-sezion
e

p
receden

te.

G
P (

Z
)

=
e
µ

(
Z
−

1)

R
icord

iam
o

ch
e

u
n

a
d

istrib
u

zion
e

d
iPoisson

h
a
µ

com
e

valore
d

iasp
ettazion

e,m
en

tre
abbiam

o
in

dicato
con

k
ilvalore

m
isurato.Sappiam

o
an

che
che �

µ
rappresen

ta
la

deviazion
e

stan
dard

p
er

u
n

a
m

isu
ra.C

on
sideriam

o
qu

in
dila

gran
dezza

x
=

k−
µ

�
µ

,ch
e

qu
an

tifi
ca

ilvalore
d

ella
d

iscrep
an

za
tra

la
m

isu
ra

e
l’asp

ettazion
e

in
term

in
i

d
i

q
u

an
te

d
eviazion

i
stan

d
ard

.
Il

Passaggio
d

a
u

n
a

d
istrib

u
zion

e
d

i
Poisson

ad
u

n
a

G
au

ssian
a

regge
q

u
an

d
o

il
valore

d
i

asp
ettazion

e
Poisson

ian
o
µ
→

∞
,e

con
segu

en
tem

en
te

ilvalore
k

è
gran

d
e.

In
q

u
esto

caso,
allora

x
può

essere
riten

uta
con

tin
ua,alm

en
o

se
la

sicon
sidera

su
dom

in
idiin

tegrazion
e>>

1
(cioè

vale
sostan

zialm
en

te
ch

e
k
+

1∼
k

).
La

fu
n

zion
e

caratteristica
di

x
sitrova

cercan
d

o
ilvalore

d
iasp

ettazion
e

e
i

t
x,d

ove
t

è
u

n
a

variabile
con

tin
u

a.Possiam
o

scrivere:

E

�
e

i
t

x �
=

E

�
e

i
t

k−
µ

�
µ �

=
E

�
e

i
t

k
�
µ −

i
t
µ�µ �

=
E

�
e

i
t

k
�
µ −

i
t �
µ �

=
e −

i
t �
µ

E

�
e

i
t

k
�
µ �

=
e −

i
t �
µ
Φ

k �
t

�
µ

�
(4.8)

L’u
ltim

o
p

assaggio
sicap

isce
rich

iam
an

d
o

la
d

efi
n

izion
e

d
iFC

d
ata

d
alla

(4.1):
ilfattore

d
i

destra
della

(4.8)altro
n

on
è

che
la

distribuzion
e

diPoisson
,con

variabile
della

trasform
ata

t
�
µ

.

Per
qu

esto,rich
iam

an
do

la
(4.6),ed

iden
tifi

can
do

Z
=

e

i
t

�
µ,p

ossiam
o

con
tin

u
are

a
scrivere:

=
e −

i
t �
µ

e
µ �

e

i
t

�
µ
−

1 �

=
exp

�−
i

t �
µ
+
µ

e
i

t
�
µ−

µ �

La
con

dizion
e
µ
→

∞
può

essere
vista

com
e

t
�
µ
→

0,e
quin

dipossiam
o

sviluppare
l’espon

en
ziale
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in
tern

o
in

serie
fi

n
o

alsecon
do

ordin
e:

=
exp

�−
i

t �
µ
+
µ

�1+
i

t
�
µ
−

12
t 2µ

�−
µ �

=
exp

�−
i

t �
µ
+

iµ
t

�
µ
−

12
t 2 �

=
e −

t 22
(4.9)

C
on

fron
tan

d
o

la
(4.9)

con
la

(4.7),
si

n
ota

ch
e

ab
b

iam
o

ap
p

en
a

calcolato
u

n
a

FC
d

i
u

n
a

G
aussian

a
con

valore
diaspettazion

e
=

0
e

con
la

deviazion
e

stan
dard

gaussian
a
σ

g =
1.Q

uesto
n

on
deve

stupire,in
quan

to
la

variabile
x

che
abbiam

o
tirato

in
ballo

all’in
izio

n
on

è
altro

che
u

n
a

variab
ile

cen
trata

attorn
o

a
0,in

q
u

an
to

otten
u

ta
sostan

zialm
en

te
com

e
d

ifferen
za

tra
la

m
isu

ra
k

ed
ilvalore

d
iasp

ettazion
e
µ

.
Per

esattezza,tale
d

ifferen
za

è
n

orm
alizzata

alla
deviazion

e
stan

dard
�
µ

,e
qu

esto
p

rovoca
ilrisu

ltato
diσ

g =
1.

M
a

con
fron

tan
d

o
la

(4.9)
con

la
(4.8)

e
u

tilizzan
d

o
la

p
rop

rietà
4.

d
elle

FC
,

si
ottien

e
l’iden

tificazion
e

della
FC

della
Poisson

ian
a

con
la

form
ula

della
FC

diun
a

G
aussian

a
espressa

dalla
(4.7).
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