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Zusammenfassung 

Das Fliegen wird maßgeblich durch die Wind- und Wettersituation entlang des Flugweges beeinflusst. Vor diesem 
Hintergrund wurde das Trajectory Calculation Module (TCM) – ein bestehendes Werkzeug zur Simulation von Flug-
trajektorien – dahingehend erweitert, dass im Zuge der Trajektoriensimulation anstelle von Standardatmosphären-
Bedingungen auch reale atmosphärische Bedingungen miteinbezogen werden können. Hierfür wurden insbeson-
dere eine Flughöhen- sowie eine Fluggeschwindigkeitsregelung integriert, die die Einhaltung typischer Flugphasen-
randbedingungen auch unter von der Standardatmosphäre abweichenden meteorologischen Bedingungen ge-
währleisten. Die Wirkung horizontaler Winde wurde zudem durch deren Superposition mit der Fluggeschwindigkeit 
gegenüber der Luft erfasst. Ferner wurde für die laterale Optimierung von Flugrouten unter Windeinfluss ein Algo-
rithmus auf Basis von Prinzipien der Optimalsteuerungstheorie entwickelt. Das zu minimierende Kostenfunktional 
wurde so gewählt, dass sowohl die Flugzeit als auch der Einfluss einer ortsabhängigen Straffunktion Berücksichti-
gung finden können. Als Anwendungsfall wurden Klimakostenfunktionen, die die Sensitivität der Klimawirkung 
gegenüber der Emission von Schadstoffen als Funktion des Ortes beschreiben, als Straffunktion in das Kostenfunk-
tional der Optimierung integriert. Auf dieser Grundlage wurde anhand einer exemplarischen Flugroute untersucht, 
inwieweit sich die durch den Flug verursachte Klimawirkung vermindern ließe, wenn eine erhöhte Flugzeit in Kauf 
genommen würde. 

NOMENKLATUR 
 
γ   Bahnneigungswinkel 
ε   Toleranz  
κ   Isentropenexponent von Luft 
λ   Längengrad 
ρ   Luftdichte 

 ρ0   Luftdichte auf Meereshöhe unter ISA-Bedingungen 
τ   Abtastzeit 
ϕ   Breitengrad 
φ   Querneigungswinkel 

 χB   Kurs in Richtung des nächsten Wegpunktes 

 χC   Flugrichtung 

 χH   Steuerkurs 

 χW   Windrichtung 
Λλ   Ko-Zustandsvariable Längengrad 
Λϕ   Ko-Zustandsvariable Breitengrad 
Ψ   Straffunktion 

 cΨ   Gewichtungsfaktor Straffunktion 

 ct   Gewichtungsfaktor Flugzeit 
g   Erdbeschleunigung 
h   geometrische Höhe 
hp   Druckhöhe 
m   Flugzeugmasse 

  mBF   Missionskraftstoffmasse 
p   Luftdruck 
p0   Luftdruck auf Meereshöhe unter ISA-Bedingungen 
sground   

Über Grund zurückgelegte Flugstrecke 

 t   Zeit 
uW   Windgeschwindigkeit in Ostrichtung 

  vW   Windgeschwindigkeit in Nordrichtung 
vWS   Windgeschwindigkeit  
vCAS   kalibrierte Fluggeschwindigkeit 

vGS   Fluggeschwindigkeit gegenüber Grund 
vTAS   Fluggeschwindigkeit gegenüber der Luft 
 ATR   Average Temperature Response 
CCF   Klimakostenfunktion 

 D   Aerodynamische Widerstandskraft  
EINOx   Stickoxid-Emissionsindex 

 FF   Kraftstoffmassenstrom 

 H   Hamilton-Funktion  
J   Kostenfunktional 
KI,speed  Reglerkonstante Integralanteil  

  
KP,speed  Reglerkonstante Proportionalanteil  
L   Aerodynamische Auftriebskraft 
R   spezifische Gaskonstante für Luft 

  RE   Erdradius 
 T   Temperatur 

 Th   Schubkraft 
 AOM  Aircraft Operation Manual 
 BADA Base of Aircraft Data 
 ECMWF European Centre for Medium-Range Weather Forecasts 
 ISA  Internationale Standardatmosphäre  
 REACT4C Reducing Emissions from Aviation by Changing Trajec-

tories for the benefit of Climate 

1. EINLEITUNG 

Für die Simulation von Flugmissionen werden in der Wissen-
schaft entsprechende Trajektorienrechner eingesetzt, die auf 
der Grundlage vereinfachter Flugleistungsmodelle dazu in der 
Lage sind, relevante Missionsgrößen, wie z.B. den Kraftstoff-
verbrauch oder die Flugzeit, zu ermitteln. Zu diesem Zweck 
wurde in der Einrichtung Lufttransportsysteme des Deutschen 
Zentrums für Luft- und Raumfahrt (DLR) das sog. Trajectory 
Calculation Module (TCM) entwickelt, welches bereits im 



Rahmen zahlreicher interdisziplinärer Projekte für die Analyse 
und die Bewertung der Auswirkungen neuer Technologien 
und Strategien auf das Lufttransportsystem verwendet wurde 
[8],[12],[24]. 

Bislang wurden meteorologische Aspekte bei den Flugsimula-
tionen mit dem TCM ausgeblendet und stattdessen ein ideali-
siertes Atmosphären-Modell – die internationale Standardat-
mosphäre (ISA) – herangezogen, welches lediglich die mittle-
ren atmosphärischen Gegebenheiten wiedergibt und darüber 
hinaus keinerlei Winde beinhaltet. Da das Fliegen allerdings 
maßgeblich durch die Wind- und Wettersituation entlang des 
Flugweges beeinflusst wird, wurde das TCM dahingehend 
erweitert, dass zukünftig auch reale atmosphärische Bedin-
gungen bei der Simulation von Flugmissionen abgebildet 
werden können (dazu Abschnitt 2). 

Aus ökonomischer Sicht schließt sich unmittelbar die Frage 
an, inwieweit sich Flugtrajektorien unter Kostenaspekten 
(Flugzeit, Kraftstoffverbrauch) optimieren ließen, sofern reale 
atmosphärische Bedingungen berücksichtigt würden. Auf-
grund der zunehmenden Sensibilisierung der Gesellschaft für 
das Thema Klimawandel gilt es im Zuge einer Optimierung 
zusätzlich ökologische Kriterien miteinzubeziehen und gegen-
über ökonomischen Vorteilen abzuwägen. Vor diesem Hin-
tergrund wurde ein dem TCM vorschaltbares Modul zur late-
ralen Optimierung von Flugrouten entwickelt (dazu Abschnitt 
3). 

2. TRAJECTORY CALCULATION MODULE (TCM) 

In diesem Abschnitt wird zunächst das grundlegende Funkti-
onsprinzip des erweiterten TCM erläutert (dazu Abschnitt 
2.1). Anschließend werden anhand ausgewählter Flugrouten 
die Auswirkungen der Berücksichtigung realer atmosphäri-
scher Bedingungen auf das Flughöhen- und das Flugge-
schwindigkeitsprofil diskutiert (dazu Abschnitt 2.2). 

2.1. Funktionsprinzip des TCM 

Der Programmablauf des TCM gliedert sich gemäß Abb. 2.1 
in insgesamt vier Hauptblöcke. Im ersten Hauptblock werden 
auf der Grundlage von Benutzervorgaben zunächst die Flug-
zustandsgrößen (Position, Geschwindigkeit usw.) initialisiert 
und ein Soll-Flugprofil generiert, welches sich aus unter-
schiedlichen Flugphasen zusammensetzt  (dazu Abschnitt 
2.1.1). Anschließend erfolgt die Ausführung der primären 
Simulationsschleife, die die Hauptblöcke II-IV umfasst. Basie-
rend auf der jeweils aktuellen Flugzeugposition wird im Zuge 
der lateralen Navigation das Erreichen von Wegpunkten de-
tektiert; sofern erforderlich, werden darüber hinaus Kurven-
flüge initiiert bzw. terminiert (dazu Abschnitt 2.1.2). Im drit-
ten Hauptblock wird geprüft, ob Flugbedingungen eingetre-
ten sind, die die aktuelle Flugphase terminieren; bei Bedarf 
wird ein Wechsel zur nachfolgenden Flugphase vollzogen 
(dazu Abschnitt 2.1.3). Der vierte Hauptblock bildet den funk-
tionalen Kern des TCM. Im Rahmen der Flugleistungsrech-
nung erfolgt eine Auswertung des Aerodynamik- und des 
Triebwerksmodells sowie die Steuerung der Flugzeugbewe-
gung. Auf dieser Grundlage wird schließlich der Flugzustand 
im nachfolgenden Zeitschritt durch eine numerische Integrati-
on der Flugzustandsgrößen ermittelt (dazu Abschnitt 2.1.4). 
Der neue Flugzustand bildet wiederum den Ausgangspunkt 
für den nächsten Durchlauf der primären Simulationsschleife, 
die so lange ausgeführt wird, bis das vollständige Soll-
Flugprofil erflogen wurde. 

 

Abb. 2.1: Programmablaufplan des TCM 

2.1.1. Flugplanung / Initialisierung 

Beim Aufruf des TCM wird zunächst die zu simulierende 
Flugmission definiert, indem der Flugzeugtyp, Start- und 
Zielflughafen mitsamt den dazwischenliegenden Wegpunk-
ten, die Reiseflughöhe, die Reiseflugmachzahl sowie die Ab-
flugmasse vorgegeben werden. Auf der Grundlage dieser 
Missionsdefinition erstellt das TCM automatisiert ein komple-
xes Soll-Flugprofil und führt darüber hinaus eine entspre-
chende Initialisierung der Flugzustandsgrößen durch. 

Soll-Flugprofil. Das Soll-Flugprofil des TCM setzt sich aus 
einer Sequenz von insgesamt 17 aufeinanderfolgenden Flug-
phasen zusammen (siehe Tab. 2.1). Jede Flugphase wird 
wiederum definiert durch sog. Target- (T) und Exit-Conditions 
(E), die aerodynamische Konfiguration des Flugzeuges (Cfg) 
sowie den Schubmodus (Th). Target-Conditions sind Randbe-
dingungen, die während einer Flugphase eingehalten werden 
müssen (z.B. eine konstante Fluggeschwindigkeit); demge-
genüber sind Exit-Conditions solche Bedingungen, die eine 
Flugphase terminieren (z.B. das Erreichen einer vorgegebenen 
Flughöhe).  

Tab. 2.1: Flugphasen des Soll-Flugprofils 

(1) Take Off 
T: CAS = Lift-Off CAS1 

E: Alt = AirportElevation+35 ft 
Cfg: Take Off Configuration 
Th: Thmax 

(2) Take Off Climb 
T: CAS = Lift-Off CAS1 

E: Alt = AirportElevation+100 ft 
Cfg: Climb Auto2  
Th: Thmax 

(3) Accelerate to Climb 
T: CAS = Lift-Off CAS1 

E: Alt = AirportElevation+100 ft 
Cfg: Climb Auto2  
Th: Thmax 

(4) Restricted Climb 
T: CAS = TMA-Speedlimit1 

E: PressAlt = TMA-Speedlimit-Alt1 

Cfg: Climb Auto2  
Th: Thmax 

(5) En-Route Acceleration 
T: ESF4 = 0.3 
E: CAS = EconClimbCAS1 

Cfg: Cruise Configuration 
Th: Thmax 

(6) En-Route CAS Climb 
T: CAS = EconClimbCAS1 

E: Mach = EconClimbMach1 

Cfg: Cruise Configuration 
Th: Thmax 



(7) En-Route Mach Climb 
T: Mach = EconClimbMach1 

E: PressAlt = Cruise PressAlt  
Cfg: Cruise Configuration 
Th: Thmax 

(8) Cruise Acceleration 
T: PressAlt = Cruise PressAlt 
E: Mach = CruiseMach 
Cfg: Cruise Configuration 
Th: Thmax 

(9) Cruise 
T: PressAlt = Cruise PressAlt,  
    Ma = CruiseMach 
E: PhaseLength = Cruiselength              
(iterative) 
Cfg: Cruise Configuration 
Th: Required Thrust 

(10) Cruise Deceleration 
T: PressAlt = Cruise PressAlt 
E: Mach = EconDesMach1 

Cfg: Cruise Configuration 
Th: Thmin 

(11) En-Route Mach Descent 
T: Mach = EconDesMach1 

E: CAS = EconDesCAS1 

Cfg: Cruise Configuration 
Th: Thmin 

(12) En-Route CAS Descent 
T: CAS = EconDesCAS1 

E: PressAlt = TMA-Speedlimit-Alt1 

Cfg: Cruise Configuration 
Th: Thmin 

(13) Descent Deceleration 
T: PressAlt = TMA-Speedlimit-Alt1 

E: CAS = TMA-Speedlimit1 

Cfg: Cruise Configuration 
Th: Thmin 

(14) Metering Fix Approach 
T: PressAlt = TMA-Speedlimit-Alt1, 
    CAS = TMA-Speedlimit1 

E: Length = MF Approach Length 
Cfg: Cruise Configuration 
Th: Required Thrust 

(15) Restricted Descent 
T: CAS = TMA-Speedlimit1 

E: Alt = AirportElevation+1600 ft 
Cfg: Descent Auto3 

Th: Thmin 

(16) Approach Deceleration 
T: Alt = AirportElevation+1600 ft 
E: CAS = Approach CAS1 

Cfg: Descent Auto3 

Th = Thmin 

(17) Approach  
T: Gamma = -3° 
    CAS = Approach CAS1 

E: Alt = AirportElevation 
Cfg: Landing Configuration  
Th: Required Thrust 

1Das Geschwindigkeitsprofil wird 
anhand des Flugzeugtyps automa-
tisch mit Hilfe der BADA-Datenbank 
der Eurocontrol ermittelt [15] 

2Climb Auto: Automatischer Wech-
sel zwischen Takeoff, Initial Climb 
und Cruise Konfiguration 
3Descent Auto: Automatischer 
Wechsel zwischen Cruise, Approach 
und Landing Konfiguration 
4ESF: Energy Sharing Factor – 
Verhältnis zwischen der Zuwachsra-
te an potentieller Energie und dem 
Gesamtleistungsüberschuss 

Initialisierung der Flugzustandsgrößen. Für die numeri-
sche Integration der Flugzustandsgrößen in Hauptblock IV 
(siehe Abschnitt 2.1.4) sind diesen zu Beginn der Simulation 
zunächst entsprechende Anfangswerte zuzuweisen. Die Initi-
alwerte der Flugzustandsgrößen werden hierbei so gewählt, 
dass diese sowohl mit der Missionsdefinition als auch mit den 
Bedingungen zu Beginn der ersten Flugphase des Soll-
Flugprofils im Einklang stehen. 

2.1.2. Laterale Navigation 

 

Abb. 2.2: Fly-By-Manöver 

Die laterale Navigation umfasst die Detektion des Erreichens 
von Wegpunkten sowie die Initiierung und Terminierung von 
Kurvenflügen. Zur Verdeutlichung der Modellierung von Kur-

venflügen mit dem TCM zeigt Abb. 2.2 exemplarisch einen 
Flug von Wegpunkt X über Wegpunkt Y hin zu Wegpunkt Z. 
Grundsätzlich wird hierbei die Flugroute zwischen zwei Weg-
punkten als Orthodrome (kürzester Weg entlang der Erdellip-
soid-Oberfläche) modelliert. Zur Überwindung der Kurswin-
keldifferenz Δχ  zwischen den Teilflugstrecken XY und YZ 
wird in der Nähe des Wegpunktes Y ein stationärer Kurven-
flug als Fly-By-Manöver ausgeführt (siehe Abb. 2.2).  

Wegpunktdetektion/Initiierung von Kurvenflügen. Die 
Bestimmung der aktuellen Position des Flugzeuges erfolgt 
beim TCM in jedem Zeitschritt durch eine numerische Integra-
tion der Flugzustandsgrößen (siehe Abschnitt 2.1.4). Auf-
grund der resultierenden zeitlichen sowie räumlichen Diskreti-
sierung durch die Abtastzeit τ , können vorgegebene Positio-
nen ausschließlich innerhalb entsprechender Toleranzen ange-
flogen werden. 

Ein Wegpunkt gilt daher bereits dann als detektiert, wenn der 
zugehörige Kurvenanfangspunkt S innerhalb einer vorgege-
benen Toleranz ε  erreicht wurde (siehe Abb. 2.2). Für den 
Fall, dass der Kurvenanfangspunkt S nicht innerhalb der Tole-
ranz ε  angeflogen werden kann, wird die Abtastzeit τ  
sukzessive vermindert, bis die hieraus resultierende räumliche 
Auflösung hinreichend fein ist.  

Bei erfolgter Detektion eines Wegpunktes wird im gleichen 
Zeitschritt der Kurvenflug eingeleitet. Hierfür wird die für den 
zuvor beschriebenen Kurvenflug erforderliche Giergeschwin-
digkeit  

!χ
 
ermittelt, als Flugzustandsgröße gespeichert und 

im Zuge der Flugleistungsrechnung entsprechend berücksich-
tigt (siehe Abschnitt 2.1.4).  

Terminierung von Kurvenflügen. Während des Kurvenflu-
ges wird der Flugkurs  χC  bei der numerischen Integration 
der Flugzustandsgrößen in jedem Zeitschritt um den Diffe-
renzwinkel !χ ⋅τ

 
erhöht (siehe Abschnitt 2.1.4). Nach der 

erstmaligen Überschreitung des Kurvenendpunktes E (siehe 
Abb. 2.2) wird der Kurvenflug beendet, indem die Gierge-
schwindigkeit  

!χ  auf Null gesetzt wird. Der Flugkurs  χC  wird 
zudem an die Richtung zum nachfolgenden Wegpunkt  χB  
angepasst. 

2.1.3. Flugphasenwechsel 

Im Hauptblock „Flugphasenwechsel“ wird in jedem Zeitschritt 
das Erreichen der Exit-Condition der jeweils aktuellen Flug-
phase überwacht. Das grundlegende Prinzip der Detektion 
von Flugphasenwechseln ist für jede der möglichen Exit-
Conditions (siehe Tab. 2.1) identisch: Ein Wechsel zur nach-
folgenden Flugphase wird durchgeführt, sobald die Exit-
Condition – je nach Annäherungsrichtung – erstmalig über- 
bzw. unterschritten wird und dabei eine Toleranz ε  eingehal-
ten wird (siehe Abb. 2.3). Kann diese Toleranz aufgrund der 
Diskretisierung nicht eingehalten werden, so wird die Abtast-
zeit τ  analog zur Wegpunktdetektion stückweise vermindert, 
bis eine hinreichend feine Auflösung erreicht wird. 

 

   Abb. 2.3:   Prinzip der Detektion von Flugphasenwechseln                                         
am Beispiel einer Steigflugphase 



2.1.4. Flugleistungsrechnung 

Die Flugleistungsrechnung gliedert sich in die nachfolgenden 
drei Teilbereiche, die in diesem Abschnitt näher erläutert 
werden sollen: 

1. Die Ermittlung der aerodynamischen Widerstandskraft 
durch eine Auswertung des Aerodynamik-Modells sowie 
die Bestimmung des verfügbaren Triebwerksschubes und 
des Kraftstoffverbrauches durch eine Auswertung des 
Triebwerksmodells 

2. Die Regulierung von Beschleunigung, Steiggeschwindig-
keit und Schubkraft unter Berücksichtigung der Flugpha-
senrandbedingungen 

3. Die numerische Integration der Flugzustandsgrößen zur 
Bestimmung des neuen Flugzustandes im nächsten Zeit-
schritt 

Aerodynamische Widerstandskraft und Triebwerksleis-
tungen. Zur Ermittlung der aerodynamischen Widerstands-
kraft sowie der Triebwerksleistungen werden beim TCM die 
BADA-Modelle (Version 3.9) der Eurocontrol verwendet, die 
insbesondere für die Simulation und Vorhersage von Flug-
trajektorien entwickelt worden sind. Diese beinhalten die 
Leistungscharakteristiken für insgesamt 338 unterschiedliche 
Flugzeugtypen in Form von parametrisierten Gleichungen 
[15]. Die Datengrundlage für diese Parametrisierungen bilden 
die AOMs (Aircraft Operation Manuals) der Flugzeughersteller 
sowie real geflogene Trajektorien, aus denen über Modelli-
dentifikationsmechanismen entsprechende Modellparameter 
abgeleitet wurden [16]. Innerhalb des TCM werden die BADA-
Modelle gemäß Gl. (2.1) bis Gl. (2.4) in jedem Zeitschritt 
(Index i) zur Bestimmung der Widerstandskraft D , des maxi-
malen und minimalen Triebwerksschubes Thmax  bzw.   Thmin
sowie des Kraftstoffmassenstromes  FF  verwendet.   

(2.1)  Di = f (Flugzeugtyp,Konfiguration i ,vTAS,i ,φi ,mi ,ρi )   

(2.2)

    

  
Thmax,i = f (Flugzeugtyp,vTAS,i , pi ,Ti )  

(2.3)

    

Thmin,i = f (Flugzeugtyp,vTAS,i , pi ,Ti )  

(2.4)

    

FFi = f (Flugzeugtyp,vTAS,i ,Thi , pi )  

Regulierung von Beschleunigung, Steiggeschwindigkeit 
und Schubkraft. Nachfolgend wird zunächst das Prinzip des 
sog. Total-Energy-Models dargestellt, welches beim TCM die 
Grundlage für die Regulierung von Beschleunigung, Steigge-
schwindigkeit und Schubkraft bildet. Anschließend wird die 
Steuerung der Flugzeugbewegung am Beispiel der Flugge-
schwindigkeitsregelung erläutert. 

Total-Energy-Model. Beim Total-Energy-Model wird das 
Flugzeug vereinfachend als Punktmasse betrachtet. Darüber 
hinaus wird angenommen, dass die Schubkraft  Th sowie die 
Widerstandskraft  D  parallel und die Auftriebskraft  L  senk-
recht zur Fluggeschwindigkeit   vTAS gerichtet sind (siehe Abb. 
2.4). 

 

Abb. 2.4: Total-Energy-Model [1] 

Unter diesen Voraussetzungen führt die Anwendung des 
Impulssatzes in Richtung der Fluggeschwindigkeit   vTAS  sowie 
anschließendes Umformen auf den in Gl. (2.5) gezeigten 
Zusammenhang [15].   

(2.5)  

   

Thi − Di( ) ⋅vTAS,i

Leistungsüberschuss
! "## $##

= mig ⋅
dh
dt i

Zuwachsrate an
potenzieller Energie

!"# $#
+ mivTAS,i ⋅

dvTAS

dt
i

Zuwachsrate an
kinetischer Energie

! "## $##
  

Physikalisch kann dieser als Leistungsbilanz interpretiert wer-
den, bei der der Leistungsüberschuss gleich der Summe der 
Zuwachsraten an potentieller und kinetischer Energie ist [1]. 
Unter Vernachlässigung des Einflusses der Vorder- und Hin-
terklappen sowie der Spoiler lässt sich die vertikale Flugzeug-
bewegung im Wesentlichen durch den Höhenruderausschlag 
und den Schub kontrollieren. Eine entsprechende Regulierung 
dieser beiden Steuergrößen ermöglicht es, jeweils zwei der 
insgesamt drei für die Simulation der Flugzeuglängsbewegung 
wesentlichen Größen (Beschleunigung   dvTAS / dt , Steigge-
schwindigkeit  dh / dt  und Schub  Th ) auszuregeln. Die je-
weils dritte Größe ergibt sich durch Energieerhaltung anhand 
von Gl. (2.5). Hieraus resultieren demzufolge drei mögliche 
Standard-Konstellationen [15]: 

1. Beschleunigung und Schubniveau reguliert (Berechnung 
der Steiggeschwindigkeit) 

2. Steiggeschwindigkeit und Schubniveau reguliert (Berech-
nung der Beschleunigung) 

3. Beschleunigung und Steiggeschwindigkeit reguliert (Be-
rechnung des Schubbedarfs) 

Während das Schubniveau innerhalb der Flugphasen des Soll-
Flugprofils (siehe Tab. 2.1) stets entweder fest vorgegeben 
(Fall 1 und 2) oder frei ist (Fall 3), erfolgt die Regulierung der 
Beschleunigung und der Steiggeschwindigkeit mit Hilfe einer 
Fluggeschwindigkeits- bzw. einer Flughöhenregelung. Beide 
Regelkreise sind weitestgehend analog aufgebaut und basie-
ren auf einer Proportional-Integral-Regelung (PI-Regelung). 
Nachfolgend wird exemplarisch die Regelung der Flugge-
schwindigkeit erläutert. 

Regelung der Fluggeschwindigkeit. Abb. 2.5 zeigt die 
Struktur des Fluggeschwindigkeits-Regelkreises des TCM. 
Beim Soll-Flugprofil des TCM treten einerseits Flugphasen mit 
vorgegebener kalibrierter Fluggeschwindigkeit 

  
vCAS,soll  und 

andererseits Flugphasen mit definierter Machzahl  Masoll  
auf 

(siehe Tab. 2.1). Um beide Fälle mit Hilfe eines identischen 
Regelkreises berücksichtigen zu können, wird die jeweils 
zugehörige wahre Fluggeschwindigkeit 

  
vTAS,soll  im Rahmen 

der Fluggeschwindigkeitsregelung als Führungsgröße ver-
wendet. 

 

Abb. 2.5: Fluggeschwindigkeits-Regelkreis 

Für eine vorgegebene Fluggeschwindigkeit 
  
vCAS,soll  

bzw. 

 Masoll  ist die hiermit korrespondierende Führungsgröße 

  
vTAS,soll  

eine Funktion der jeweils vorliegenden atmosphäri-
schen Bedingungen. Bei Flugphasen mit einer konstanten 
kalibrierten Fluggeschwindigkeit 

  
vCAS,soll  berechnet sich die 



zugehörige wahre Fluggeschwindigkeit 
  
vTAS,soll  anhand von 

Gl. (2.6) [15]. 

 

(2.6)  

   

Im Gegensatz dazu wird die Führungsgröße 
  
vTAS,soll  bei Flug-

phasen mit vorgegebener Machzahl  Masoll  unter Verwen-
dung von Gl. (2.7) ermittelt. 

 
(2.7)  vTAS,soll,i =Masoll ⋅ κ RTi  
Im Anschluss an die Bestimmung der Führungsgröße ergibt 
sich die Regelabweichung 

  
ΔvTAS,i  gemäß Gl. (2.8) als Diffe-

renz zwischen der Führungsgröße 
  
vTAS,soll,i  

und der aktuellen 
Fluggeschwindigkeit  

  
vTAS,i .  

(2.8)  
  
ΔvTAS,i = vTAS,soll ,i − vTAS,i  

Daraufhin wird die zur Einhaltung der Soll-
Fluggeschwindigkeit erforderliche Beschleunigung 

   
d !vTAS / dt

i
 

(Stellgröße) mit Hilfe eines zeitdiskreten Proportional-Integral-
Reglers (PI-Regler) unter Verwendung von Gl. (2.9)  bestimmt. 
Die aufsummierte Regelabweichung wird gemäß Gl. (2.10) in 
jedem Zeitschritt um den Betrag ΔvTAS,i ⋅τ i  erhöht [11]. 

(2.9) 
d !vTAS
dt

i

= KP,speed ⋅ ΔvTAS,i + KI,speed ⋅ ΔvTAS ⋅τ i∑  

(2.10) ΔvTAS ⋅τ i+1∑ = ΔvTAS ⋅τ i∑ + ΔvTAS,i ⋅τ i  

Bevor das vom PI-Regler ermittelte Stellsignal 
   
d !vTAS / dt

i
 an 

die Regelstrecke übergeben wird, wird dieses unter Berück-
sichtigung der Flugphasenrandbedingungen sowie der Leis-
tungsgrenzen des Triebwerkes begrenzt.  

Die Regelstrecke selbst wird durch ein einfaches Integralglied 
beschrieben. Folglich ergibt sich die Fluggeschwindigkeit im 
nächsten Zeitschritt aus der zeitlichen Integration der (be-
grenzten) Beschleunigung. Weiterhin wird im Rahmen der 
numerischen Integration der Flugzustandsgrößen (siehe 
nächster Abschnitt) die neue Position ermittelt, sodass 
schließlich mit der Bestimmung der Führungsgröße im nächs-
ten Zeitschritt fortgefahren werden kann. 

Aufgrund des einfach integrierenden Verhaltens der Regel-
strecke wäre die Verwendung eines Proportional-Reglers im 
geschlossenen System hinreichend, um die Nachführung der 
Regelgröße   vTAS  bei einem sprungförmigen Führungssignal 

  
vTAS,soll  ohne bleibende Regelabweichung zu gewährleisten. 
Tatsächlich ändert sich der Verlauf des Führungssignals 

  
vTAS,soll  bei Flugphasen mit konstanter kalibrierter Flugge-
schwindigkeit bzw. Machzahl aufgrund ihrer Abhängigkeit 
von den vorliegenden atmosphärischen Bedingungen aller-
dings kontinuierlich (insbesondere in Steig- und Sinkflugpha-
sen). Aus diesem Grund ist eine PI-Regelung implementiert 
worden, um das Führungsübertragungsverhalten bei sich 
kontinuierlich verändernden Führungssignalen zu verbessern. 
Somit besitzt die offene Regelkette insgesamt ein zweifach 
integrierendes Verhalten, sodass mit dem geschlossenen 
Regelkreis auch rampenförmige Führungssignale ohne blei-
bende Regelabweichung ausgeregelt werden können [10].  

Numerische Integration der Flugzustandsgrößen. Zur 
Bestimmung des Flugzustandes im nachfolgenden Zeitschritt 
erfolgt am Ende der Flugleistungsrechnung eine diskrete, 
zeitliche Integration der Flugzustandsgrößen. Nachstehend 
werden die hierbei getroffenen Annahmen für die wesentli-
chen Flugzustandsgrößen (Fluggeschwindigkeit, Position, 
Flugrichtung, Flugzeugmasse) dargelegt.  

Fluggeschwindigkeit gegenüber der Luft. Für die Er-
mittlung der Fluggeschwindigkeit gegenüber der Luft wird 
gemäß Gl. (2.11) vorausgesetzt, dass die Beschleunigung 
innerhalb eines Zeitschrittes konstant ist. 

(2.11)  vTAS,i+1 = vTAS,i + dvTAS / dt i ⋅τ i  

Fluggeschwindigkeit gegenüber Grund und Steuer-
kurs. Zur Berücksichtigung horizontaler Winde wird der Steu-
erkurs  χH  stets so gewählt, dass die aus der vektoriellen 
Addition der Fluggeschwindigkeit gegenüber der Luft   vTAS  
und der Windgeschwindigkeit   vWS  resultierende Flugrichtung 
gerade dem gewünschten Flugkurs  χC  entspricht (siehe Abb. 
2.6).

 

 
Abb. 2.6: Winddreieck in der horizontalen Ebene 

Zur Bestimmung des hierfür erforderlichen Steuerkurses  χH  
wird zunächst die horizontale Komponente der Flugge-
schwindigkeit gegenüber der Luft 

  
vTAS,h  mit Hilfe von Gl. 

(2.12) und Gl. (2.13) berechnet. 

(2.12)  
  
vTAS,h,i = vTAS,i ⋅cosγ air ,i  

(2.13)  γ air,i = arcsin
dh / dt

i

vTAS,i

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟  

Unter Anwendung des Sinussatzes ergibt sich der zur Einhal-
tung des gewünschten Flugkurses erforderliche Steuerkurs 

 χH  anhand von Gl. (2.14). 

(2.14) 

  
χH,i = χC,i − arcsin

vWS,i

vTAS,h,i

⋅sin χW,i − χC,i( )⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥  

Die resultierende Fluggeschwindigkeit über Grund   vGS  be-
rechnet sich schließlich mit Hilfe des Kosinussatzes unter 
Verwendung von Gl. (2.15). 

(2.15) 

  

vGS,i = vWS,i
2 + vTAS,h,i

2 − 2 ⋅vWS,i ⋅vTAS,h,i ⋅cos α i( )    mit

α i = π + χH,i − χW,i
 

Flugstrecke gegenüber Grund. Die insgesamt gegen-
über Grund zurückgelegte Flugstrecke 

  
sground wird stets um die 

innerhalb des aktuellen Zeitschrittes zurückgelegte Flugstre-
cke 

  
Δsground  

erhöht. Hierbei wird gemäß Gl. (2.16) davon 
ausgegangen, dass die zuvor bestimmte Fluggeschwindigkeit 
über Grund   vGS  innerhalb eines Zeitschrittes konstant ist. 

  

vTAS,soll,i =
2κ RTi

κ −1
1+

p0

pi

1+ κ −1
2κ

ρ0

p0

vCAS,soll
2⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

κ
κ −1

−1
⎛

⎝

⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟

κ −1
κ

−1

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟
⎟

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢
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⎥
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⎥
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(2.16)  sground,i+1 = sground,i + vGS,i ⋅τ i
Δsground ,i

!"#$
 

Längen- und Breitengrad. Für die Bestimmung der late-
ralen Position   

λi+1,ϕ i+1( )
 
des Flugzeuges im nachfolgenden 

Zeitschritt wird angenommen, dass sich das Flugzeug – aus-
gehend von der jeweils aktuellen Position   

λi ,ϕ i( )
 
 –   entlang 

einer Orthodrome einer ellipsoidförmigen Erde mit dem An-
fangskurs 

  
χC,i  

bewegt und dabei die Distanz 
  
Δsground,i  

zurück-
legt. Die hierfür verwendeten Navigationsgleichungen finden 
sich in [23].  

Flughöhe. Zur Ermittlung der Flughöhe im nächsten Zeit-
schritt wird von einer konstanten Steiggeschwindigkeit aus-
gegangen. Damit ergibt sich die neue Flughöhe wie folgt: 

 
(2.17)  hi+1 = hi + dh / dt i ⋅τ i  

Flugkurs. Bei der Berechnung des neuen Flugkurses  χC  wird gemäß Gl. (2.18) eine Fallunterscheidung getroffen. 
Befindet sich das Flugzeug innerhalb eines Kurvenfluges, so 
wird die Flugrichtung   χC  

entsprechend der Kursänderung in 
Folge einer als konstant angenommenen Giergeschwindigkeit 

 
!χ  angepasst. Außerhalb von Kurvenflügen wird der Flugkurs 

– ausgehend von der neuen Flugzeugposition – stets auf die 
Richtung  χB  zum nächsten Wegpunkt gesetzt.  

(2.18)  

   
χC ,i+1 =

χC ,i + !χ i ⋅τ i      für !χ i ≠ 0

χB,i+1                 für !χ i = 0

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
 

Flugzeugmasse. Aufgrund des Verbrauches von Kraft-
stoff vermindert sich die Masse des Flugzeuges kontinuierlich. 
Zur Bestimmung der Flugzeugmasse im nachfolgenden Zeit-
schritt wird ein innerhalb des aktuellen Zeitschrittes konstan-
ter Kraftstoffmassenstrom unterstellt. Folglich ergibt sich die 
neue Flugzeugmasse anhand von Gl. (2.19). 

(2.19)   mi+1 = mi − FFi ⋅τ i  

2.2. Untersuchung des Einflusses realer atmo-
sphärischer Bedingungen anhand exempla-
rischer Flugrouten 

In diesem Abschnitt soll anhand der Simulation exemplari-
scher Flugrouten mit dem TCM aufgezeigt werden, inwieweit 
sich das Fluggeschwindigkeits- und das Flughöhenprofil quali-
tativ verändern, wenn anstelle von ISA-Bedingungen reale 
Temperatur- und Druckverläufe sowie der Einfluss von Win-
den berücksichtigt werden. Um eine isolierte Betrachtung der 
drei zuvor genannten Einzeleffekte zu gewährleisten, wurden 
insgesamt drei Flugrouten simuliert; hierbei wurden jeweils 
für zwei der drei maßgeblichen Einflussgrößen ISA-
Bedingungen angenommen, für die dritte Einflussgröße wur-
den hingegen reale Wetterdaten auf Basis der ERA-Interim 
Atmosphärenkennfelder des ECMWF verwendet [2]. 

Für alle nachstehend dargestellten Flugrouten wurde als 
Flugzeugtyp ein Airbus A330-200 bei einer Reiseflugmachzahl 
von 0,84 und einer Reiseflug-Druckhöhe von 11.278 m einge-
setzt. Zur iterativen Bestimmung der Abflugmasse wurde eine 
Sitzplatzauslastung von 85% angenommen. 

 

2.2.1. Temperatureinfluss 

Der Einfluss realer Temperaturverhältnisse auf das Flugprofil 
wurde am Beispiel der Flugroute Mexiko Stadt (MEX) - Win-
nipeg (YWG) untersucht. Bei der Simulation dieser Flugroute 
wurden für die Luftdruckverhältnisse ISA-Bedingungen ange-
nommen. Horizontale Winde wurden vernachlässigt. Bezüg-
lich der Temperatur wurden demgegenüber Realdaten auf 
Grundlage der ERA-Interim Atmosphärenkennfelder vom 1. 
Januar 2012, 00:00 UTC verwendet; die zugehörige Tempera-
tursituation in einer Druckhöhe von 11.278 m (Reiseflug-
druckhöhe) ist in Abb. 2.7 dargestellt. 

              

Abb. 2.7: Temperaturabweichungen gegenüber der Stan-
dardatmosphäre im Raum Mittel-/Nordamerika 
in einer Druckhöhe von 11.278 m am 
01.01.2012, 00:00 Uhr UTC 

Neben geringfügigen Veränderungen des Höhenprofils (er-
höhte Temperaturen führen zu verminderten Steigleistungen) 
wirken sich von der Standardatmosphäre abweichende Tem-
peraturen primär auf das Geschwindigkeitsprofil aus. Bei der 
Mehrheit der Flugphasen des Soll-Flugprofils handelt es sich 
um Flugphasen mit konstanter kalibrierter Fluggeschwindig-
keit bzw. Machzahl (siehe Tab. 2.1). Da sich die zu einer 
konstanten kalibrierten Fluggeschwindigkeit bzw. Machzahl 
zugehörige wahre Fluggeschwindigkeit   vTAS  proportional zur 
Wurzel der Temperatur verhält (siehe Gl. (2.6) und (2.7)), folgt 
das Geschwindigkeitsprofil dem Temperaturprofil: In Gebieten 
mit gegenüber der Standardatmosphäre erhöhten Temperatu-
ren ist demnach auch die wahre Fluggeschwindigkeit gegen-
über der wahren Fluggeschwindigkeit unter ISA-Bedingungen 
erhöht und umgekehrt (siehe Abb. 2.8). 

      

Abb. 2.8: Geschwindigkeitsprofil zur Flugroute MEX-YWG 

 



2.2.2. Druckeinfluss 

Zur Darstellung der Auswirkungen der Berücksichtigung realer 
Luftdruckverhältnisse auf das Flugprofil wurde exemplarisch 
die Flugroute Helsinki (HEL) - Khartum (KRT) simuliert. Die 
hierbei betrachtete Luftdruckverteilung basiert auf den ERA-
Interim Atmosphärenkennfeldern vom 1. Januar 2012, 00:00 
UTC (siehe Abb. 2.9). Bezüglich der Temperaturverhältnisse 
wurden ISA-Bedingungen vorausgesetzt. Ferner wurde der 
Einfluss von Winden nicht betrachtet. 

       

Abb. 2.9:  Linien konstanter geometrische Höhe in einer 
Druckhöhe von 11.278 m im Raum Euro-
pa/Nordafrika am 01.01.2012, 00:00 UTC 

Da die Reiseflugphase beim TCM als Flugphase mit konstanter 
Druckhöhe modelliert wird (siehe Tab. 2.1), wirken sich von 
der Standardatmosphäre abweichende Luftdruckverhältnisse 
in erster Linie auf das Flughöhenprofil aus. Die Zunahme der 
geometrischen Höhe entlang des Flugweges der hier betrach-
teten Flugroute (siehe Abb. 2.10) ist folglich dadurch zu erklä-
ren, dass die mit der Reiseflug-Druckhöhe korrespondierende 
geometrische Höhe entlang des Flugweges kontinuierlich 
ansteigt (siehe Abb. 2.9). 

       

Abb. 2.10: Höhenprofil zur Flugroute HEL-KRT 

2.2.3. Windeinfluss 

Anhand der Flugroute Dubai (DXB) - Shanghai (SHA) wurde 
die Wirkung horizontaler Winde auf das Flugprofil analysiert. 
In der betrachteten Region zeichnen sich die Windverhältnisse 
zu diesem Zeitpunkt in der Reiseflugdruckhöhe von 11.278 m 
durch einen starken (Rücken-) Wind in Ostrichtung aus (siehe 
Abb. 2.11). Sowohl für die Luftdruck- als auch die Tempera-
turverhältnisse wurden hingegen ISA-Bedingungen ange-
nommen. 

            
Abb. 2.11: Windgeschwindigkeiten und –richtungen im Raum 

Zentral-/Südasien in einer Druckhöhe von 11.278 
m am 01.01.2012, 00:00 UTC 

Für die Fluggeschwindigkeit gegenüber der Luft   vTAS

 
ergaben 

sich keine wesentlichen Unterschiede zwischen den Verläufen 
mit und ohne Windeinfluss. Demgegenüber ist die Flugge-
schwindigkeit gegenüber Grund vGS  unter Berücksichtigung 
der Windverhältnisse im Vergleich zu deren Vernachlässigung 
als Folge der starken Rückenwinde (siehe Abb. 2.11) entlang 
des gesamten Flugweges deutlich erhöht (siehe Abb. 2.12). 

       
Abb. 2.12: Geschwindigkeitsprofil zur Flugroute SHA-DXB 

3. LATERALE OPTIMIERUNG VON FLUGROUTEN 
UNTER ANWENDUNG VON PRINZIPIEN DER 
OPTIMALEN STEUERUNG 

Zu Beginn dieses Abschnitts wird das Problem der lateralen 
Flugroutenoptimierung unter Berücksichtigung des Einflusses 
von horizontalen Winden definiert (dazu Abschnitt 3.1). Da-
raufhin wird die verwendete Technik zur Lösung der resultie-
renden Optimierungsaufgabe erläutert (dazu Abschnitt 3.2). 
Schließlich wird aufgezeigt, wie sich der Optimierungsalgo-
rithmus anwenden lässt, um klimaoptimierte Flugtrajektorien 
zu ermitteln (dazu Abschnitt 3.3). 

3.1. Formulierung des Optimierungsproblems 

Nachstehend werden zunächst die im Rahmen der Flugrou-
tenoptimierung getroffenen Annahmen dargelegt. Danach 
wird die Optimierungsaufgabe als Optimalsteuerungsproblem 
formuliert und schließlich unter Anwendung des Pontrya-
gin’schen Minimumprinzips in eine Zweipunkt-Randwert-
aufgabe überführt. 

 



3.1.1. Annahmen 

Im Folgenden wird das Flugzeug als masseloser Punkt model-
liert, welcher sich mit einer konstanten Fluggeschwindigkeit 
gegenüber der Luft   vTAS  wahlweise in einer konstanten geo-
metrischen Höhe h  oder in einer konstanten Druckhöhe hp  
gegenüber einer als kugelförmig angenommenen Erdoberflä-
che bewegt. Die Flugrichtung kann hierbei mit Hilfe des Steu-
erkurses  χH   (Steuervariable) beeinflusst werden. Ferner wird 
vorausgesetzt, dass die Flughöhe h  gegenüber dem Erdradi-
us   RE  vernachlässigbar klein ist. Im Falle einer konstanten 
Druckhöhe hp  wird darüber hinaus angenommen, dass ent-
lang des Flugweges lediglich vernachlässigbar kleine Bahnnei-
gungswinkel auftreten. Weiterhin wird von einem zeitlich 
stationären Wind- sowie Luftdruckfeld ausgegangen. 

3.1.2. Optimalsteuerungsproblem 

Unter den in Abschnitt 3.1.1 genannten Voraussetzungen 
ergeben sich die Bewegungsgleichungen des Flugzeuges, 
welche die dynamischen Randbedingungen des Optimalsteue-
rungsproblems darstellen, anhand von Gl. (3.1) und Gl. (3.2) 
[13]. 

(3.1)    !λ =
vTAS sin χH +  uW λ,ϕ( )

RE cosϕ  

(3.2)    !ϕ =
vTAS cos χH  + vW λ,ϕ( )

RE  
Das im Rahmen der Flugroutenoptimierung zu minimierende 
Kostenfunktional  J wurde zu dem in Gl. (3.3) dargestellten 
Integralausdruck gewählt. Dieser benachteiligt einerseits hohe 
Flugzeiten und andererseits das Fliegen durch Vermeidungs-
gebiete, die mit Hilfe einer ortsabhängigen Straffunktion Ψ  
beschrieben werden [21]. Durch eine entsprechende Wahl der 
konstanten Koeffizienten  ct  und  cΨ  kann dem Einfluss der 
Flugzeit sowie dem Einfluss der Straffunktion ein an die jewei-
lige Fragestellung angepasstes Gewicht beigemessen werden; 
der Spezialfall   cΨ = 0  reduziert das vorliegende Optimie-
rungsproblem auf das klassische Zermelo-Problem (Minimie-
rung der Flugzeit unter Windeinfluss) [25]. 

(3.3)    

   

J = ct

Einfluss der
Flugzeit

! + cΨ  Ψ λ,ϕ( )
Einfluss der 
Straffunktion

" #$ %$
dt

t0

t f

∫
 

Schließlich ergibt sich das Optimierungsproblem als die Be-
stimmung des optimalen zeitlichen Verlaufes des Steuerkurses 

 χH , der das anhand von Gl. (3.3) definierte Kostenfunktional 
 J  unter Beachtung der durch Gl. (3.1) und Gl. (3.2) beschrie-
benen Bewegungsgleichungen minimiert. Zusätzlich ist hierbei 
zu berücksichtigen, dass die Flugtrajektorie gemäß Gl. (3.4) 
und Gl. (3.5) an einem definierten Startpunkt  (λ0 ,ϕ0 )  beginnt 
und an einem ebenfalls festgelegten Zielpunkt 

  
(λ f ,ϕ f )

 
en-

det. 

(3.4)    
λ t0( ) = λ0;      ϕ t0( ) =ϕ0  

(3.5)    
  
λ t f( ) = λ f ;      ϕ t f( ) =ϕ f  

3.1.3. Transformation in ein Zweipunkt-
Randwertproblem 

Zur Transformation des in Abschnitt 3.1.2 beschriebenen 
Optimalsteuerungsproblems in ein Zweipunkt-Randwert-

problem wird das Pontryagin’sche Minimumprinzip angewen-
det [17],[3]. Hierfür wird zunächst die Hamilton-Funktion  H  
ermittelt, die sich für das vorliegende Optimalsteuerungsprob-
lem anhand von Gl. (3.6) ergibt. 

(3.6) 

  

H = ct + cΨΨ λ,ϕ( ) + Λλ

vTAS sin χH + uW λ,ϕ( )
RE cosϕ

+ ...

...+ Λλ

vTAS cos χH + vW λ,ϕ( )
RE  

Die partielle Differentiation der Hamilton-Funktion nach den 
beiden Zustandsgrößen λ  und ϕ  liefert die beiden Ko-
Zustandsdifferentialgleichungen gemäß Gl. (3.7) sowie Gl. 
(3.8). 

(3.7)     !Λλ = − ∂H
∂λ

= −cΨ
∂Ψ
∂λ

− Λλ

∂uw
∂λ

1
RE ⋅cosϕ

− Λϕ

∂vW
∂λ

1
RE

 

(3.8)     

   

!Λϕ = − ∂H
∂ϕ

= −cΨ

∂Ψ
∂ϕ

− ...

...− Λλ

∂uw

∂ϕ
1

RE cosϕ
+

uW + vTAS sin χH

RE

tanϕ
cosϕ

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
− Λϕ

∂vW

∂ϕ
1
RE

 

Weiterhin erfüllt der optimale zeitliche Verlauf des Steuerkur-
ses  χH , der zu einem Minimum des Kostenfunktionals  J  
führt, die Minimumbedingung nach Gl. (3.9) [22]. 

(3.9) 
  
0 = ∂H

∂χH

= Λλ

vTAS cos χH

RE cosϕ
− Λλ

vTAS sin χH

RE

 

Da die Hamilton-Funktion  H  
des betrachteten Systems ge-

mäß Gl. (3.6) nicht explizit von der Zeit abhängt, gilt 

  H = const . Aus 
  
H (t f ) = 0  (freie Endzeit) folgt darüber hinaus 

  H = 0  [22]. Hiermit ergibt sich der in Gl. (3.10) gezeigte 
Zusammenhang. 

(3.10) 

  

0 = ct + cΨΨ λ,ϕ( ) + Λλ

vTAS sin χH + uW λ,ϕ( )
RE cosϕ

+ ...

...+ Λλ

vTAS cos χH + vW λ,ϕ( )
RE        

Die Auflösung des Gleichungssystems, bestehend aus Gl. (3.9) 
und Gl. (3.10), nach den Ko-Zustandsvariablen Λλ  und  Λϕ  führt auf die in Gl. (3.11) und Gl. (3.12) dargestellten Bezie-
hungen.

 
(3.11)   Λλ = −

RE cosϕ tan χH ⋅ ct + cΨ  Ψ λ,ϕ( )⎡⎣ ⎤⎦
tan χH ⋅ vTAS sin χH + uW λ,ϕ( )⎡⎣ ⎤⎦ + vTAS cos χH + vW λ,ϕ( )

 

(3.12)   Λϕ = −
RE ⋅ ct + cΨ  Ψ λ,ϕ( )⎡⎣ ⎤⎦

tan χH ⋅ vTAS sin χH + uW λ,ϕ( )⎡⎣ ⎤⎦ + vTAS cos χH + vW λ,ϕ( )
 

Aus der beidseitigen Differentiation von Gl. (3.9) nach der Zeit 
folgt außerdem Gl. (3.13).

 
(3.13)  

  

0 = !Λλ

cos χH

cosϕ
+ Λλ

!ϕ sinϕ cos χH − !χH sin χH cosϕ
cos2ϕ

− ...

...− !Λϕ sin χH − Λϕ  !χH cos χH  
Durch Einsetzen der Gleichungen (3.2), (3.7), (3.8), (3.11), 
sowie (3.12) in Gl. (3.13) und anschließendes Umformen nach 
der zeitlichen Ableitung des Steuerkurses   !χH  ergibt sich 
schließlich das optimale Steuerungsgesetz, dessen Einhaltung 



zu einer Minimierung des Kostenfunktionals  J  führt, anhand 
von Gl. (3.14) [7],[21]. 

 

(3.14)  

 

   
Die zum in Abschnitt 3.1.2 formulierten Optimalsteuerungs-
problem zugehörige Zweipunkt-Randwertaufgabe setzt sich 
demnach aus der simultanen Lösung der Steuerungsdifferen-
tialgleichung (3.14) sowie der Bewegungsdifferentialglei-
chungen (3.1) und (3.2) unter gleichzeitiger Berücksichtigung 
der Randwerte gemäß Gl. (3.4) und Gl. (3.5) zusammen. 

3.2. Numerische Lösung des Optimierungsprob-
lems 

Die Lösung der in Abschnitt 3.1.3 definierten Zweipunkt-
Randwertaufgabe erfordert die simultane Integration der 
Steuerungsdifferentialgleichung (3.14) sowie der Bewegungs-
differentialgleichungen (3.1) und (3.2). Weiterhin ist die Erfül-
lung der Randwerte gemäß Gl. (3.4) und Gl. (3.5) zu beach-
ten. 

Während die Berücksichtigung der Randwerte zum Zeitpunkt 

  t0  (siehe Gl. (3.4)) bei der Integration des zuvor genannten 
Differentialgleichungssystems durch eine entsprechende Wahl 
der Anfangsbedingungen zu   λ(t0 ) = λ0  sowie   ϕ(t0 ) =ϕ0  
sichergestellt werden kann, ist für die Einhaltung der Rand-
werte zum Zeitpunkt  

t f  (siehe Gl. (3.5)) eine korrekte Wahl 
des initialen Steuerkurses   χH (t0 )  notwendig. Da diejenigen 
initialen Steuerkurse χ̂H0 , die zu einer Erfüllung der Randwer-
te zum Zeitpunkt  

t f  führen, im Allgemeinen nicht a priori 
ermittelt werden können, wurde für deren Bestimmung eine 
iterative Lösungsmethode entwickelt. Diese setzt sich aus 
zwei Teilschritten zusammen. Im ersten Teilschritt wird das 
Differentialgleichungssystem für variierende initiale Steuerkur-
se integriert, um Intervalle zu identifizieren, in denen sich die 
gesuchten initialen Steuerkurse χ̂H0  befinden. Schließlich 
wird im zweiten Teilschritt – unter Berücksichtigung der zuvor 
bestimmten Steuerkurs-Intervalle – ein iteratives Einfach-
schießverfahren angewendet, um die initialen Steuerkurse 
χ̂H0 , die die Zweipunkt-Randwertaufgabe lösen, präzise zu 

ermitteln.  

Im Folgenden wird zunächst allgemein auf die numerische 
Integration des Differentialgleichungssystems eingegangen. 
Anschließend werden sowohl Teilschritt I als auch Teilschritt II 
der zuvor skizzierten Methode zur Lösung des Zweipunkt-
Randwertproblems erläutert. 

3.2.1. Numerische Integration des Differential-
gleichungssystems 

Sowohl in Teilschritt I als auch in Teilschritt II werden die 
Integrationen des Differentialgleichungssystems (Gl. (3.1), Gl. 
(3.2) und Gl. (3.14)) mit Hilfe des Dormand-Prince Verfahrens 
ausgeführt [4]. Die in Gl. (3.14) auftretenden partiellen Ablei-
tungen werden hierbei durch entsprechende Differenzenquo-
tienten approximiert. Zur Erfüllung der Randwerte zum Zeit-
punkt   t0   (siehe Gl. (3.4)) werden die Anfangswerte des Län-
gengrades und des Breitengrades stets zu   λ(t0 ) = λ0  und 

  ϕ(t0 ) =ϕ0  gewählt; der initiale Steuerkurs  χH0  wird hinge-
gen in beiden Teilschritten systematisch variiert. 

Die Integration wird abgebrochen, sobald ein Punkt E 

 (λE ,ϕE )  erreicht wird, dessen Abstand   s0E  zum Startpunkt 

 (λ0 ,ϕ0 )  gerade dem Abstand   s0f  vom Startpunkt zum ge-
wünschten Endpunkt 

  
(λ f ,ϕ f )  entspricht (siehe Abb. 3.1).  

3.2.2. Teilschritt I: Identifikation relevanter Steu-
erkurs-Intervalle 

Zur Identifikation der relevanten Steuerkurs-Intervalle, in 
denen sich die gesuchten initialen Steuerkurse χ̂H0  befinden, 
wird das Differentialgleichungssystem in Teilschritt I für inner-
halb des symmetrischen Intervalls  

χC,0f ± ΔχH0 / 2  variierende 
initiale Steuerkurse  χH0  integriert. Als Mittelpunkt des Varia-
tionsintervalls wurde der Kurswinkel   

χC,0f  vom Startpunkt 0 
zum Endpunkt f festgelegt (siehe Abb. 3.1), da  

χH0 = χC,0f  
ohne Winde und für eine konstante Straffunktion zu einer 
Lösung der Zweipunkt-Randwertaufgabe führen würde (Or-
thodrome). Bezüglich der Breite des Variationsintervalls hat 
sich die Wahl   ΔχH0 = 120!  als zweckmäßig erwiesen. 

               
Abb. 3.1: Bestimmung der Kurswinkel-Differenz 

  
ΔχC,i  

Zu Beginn der Variationsrechnung (Index i=1) wird der initiale 
Steuerkurs gemäß Gl. (3.15) zunächst auf den unteren Rand 
des Variationsintervalls gesetzt und das Differentialglei-
chungssystem für diesen Anfangswert integriert. 

(3.15)  
 
χH0,1 = χC,0f − ΔχH0 / 2

 
Anschließend wird – ausgehend vom Startpunkt 0 – die or-
thodromische Kurswinkel-Differenz 

  
ΔχC ,i = χC,0f − χC,0Ei

 zwi-
schen dem Zielpunkt f und dem Endpunkt  Ei  der integrierten 
Trajektorie ermittelt (siehe Abb. 3.1). Die Erfüllung der Rand-
werte zum Zeitpunkt t f  gemäß Gl. (3.5) ist unter Berücksich-
tigung der Abbruchbedingung der Integration 

  
(s0Ei

= s0f )  
äquivalent zum Verschwinden der Kurswinkel-Differenz   ΔχC  
(Nullstellen in Abb. 3.2). Folglich ist der Betrag der Kurswin-
kel-Differenz  

ΔχC  ein Maß für die „Nähe“ zu den gesuchten 
initialen Steuerkursen χ̂H0 . 

            

Abb. 3.2: Kurswinkel-Differenz  ΔχC  als Funktion des initialen 
Steuerkurses  χH0  
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Bei allen nachfolgenden Integrationen des Differentialglei-
chungssystems wird der initiale Steuerkurs  χH0  unter Ver-
wendung von Gl. (3.16) stückweise um den Differenzwinkel 

 δχH0  erhöht, bis der obere Rand des Variationsintervalls 
erreicht wird. 

(3.16)  
  
χH0,i+1 = χH0,i +δχH0,i

 
(3.17)  δχH0,i = max ΔχC,i / β;δχH0,min{ }

 
Für den Differenzwinkel  δχH0  wird hierbei eine variable 
Schrittweite verwendet, die sich gemäß Gl. (3.17) proportio-
nal zum Betrag der Kurswinkeldifferenz  

ΔχC  verhält 

 (β = const)  und nach unten durch den Mindestdifferenzwin-
kel 

 
δχH0,min  begrenzt wird. Auf diese Weise wird der Rechen-

aufwand bei großen Abständen zu den gesuchten initialen 
Steuerkursen χ̂H0  reduziert und gleichzeitig eine hohe Präzi-
sion in deren Nähe sichergestellt (siehe Abb. 3.2). 

Schließlich wird der Verlauf der Kurswinkel-Differenz  ΔχC  
über dem initialen Steuerkurs  χH0  analysiert. Die n relevanten 
Steuerkurs-Intervalle [χH0,min ;χH0,max ] j , in denen sich die ini-
tialen Steuerkurse χ̂H0  befinden, die die Zweipunkt-Rand-
wertaufgabe lösen (d.h. ΔχC( χ̂H0 ) = 0  erfüllen), werden an-
hand des Vorzeichenwechsels der Kurswinkeldifferenz  ΔχC  
detektiert (siehe Abb. 3.2, rot gekennzeichnete Intervalle).

 
3.2.3. Teilschritt II: Präzise Ermittlung der initia-

len Steuerkurse χ̂H0  

Zur präzisen Bestimmung der gesuchten initialen Steuerkurse 
χ̂H0 , wird auf jedes der insgesamt n in Teilschritt I identifi-

zierten Steuerkurs-Intervalle ein Einfachschießverfahren (Lö-
sung einer Randwertaufgabe durch systematische Variation 
der freien Anfangswerte) angewendet [18]. Um die Erfüllung 
der Randwerte am Startpunkt 0 sicherzustellen, werden die 
Anfangswerte für den Längengrad und den Breitengrad je-
weils zu   λ(t0 ) = λ0  sowie   ϕ(t0 ) =ϕ0  gewählt; der freie An-
fangswert ist der initiale Steuerkurs  χH0 . Weiterhin wird die 
im vorherigen Abschnitt eingeführte Kurswinkel-Differenz 

 ΔχC  (siehe Abb. 3.1) zur Bewertung der Abweichung der 
Endpunkte E der integrierten Trajektorien von den vorgege-
benen Randwerten gemäß Gl. (3.5) verwendet. Gesucht sind 
folglich die Nullstellen der Kurswinkel-Differenz  ΔχC . Für die 
systematische Variation des freien Anfangswertes wird das 
Brent-Verfahren eingesetzt, bei dem sich die Nullstellensuche 
auf ein vorzugebendes Intervall beschränkt [18]. 

Ergebnis der Anwendung dieses Verfahrens auf die insgesamt 
n in Teilschritt I identifizierten Steuerkurs-Intervalle sind n 
zugehörige initiale Steuerkurse χ̂H0 . Für den Fall, dass mehre-
re (zum Teil lokale) Optima gefunden wurden (n>1), wird 
diejenige Trajektorie selektiert, für die der Wert des zugehöri-
gen Kostenfunktionals  J  am kleinsten ist. 

3.3. Ermittlung klimaoptimierter Trajektorien 

Der Einfluss des Luftverkehrs auf das globale Klima wird nicht 
allein durch die Emissionsmenge, sondern auch entscheidend 
durch den Ort sowie den Zeitpunkt der Emission bestimmt 
[9],[14],[8]. Zur Verminderung der luftverkehrsinduzierten 
Klimawirkung kommen daher neben technischen Effizienz-
steigerungen (Verringerung der Emissionsmenge) insbesonde-
re auch operationelle Maßnahmen (Änderung des Emission-
sortes) in Betracht. Vorangegangene Studien haben bereits 
gezeigt, dass das laterale bzw. vertikale Umfliegen von Gebie-

ten, in denen sich mit hoher Wahrscheinlichkeit klimawirksa-
me Kondensstreifen-induzierte Zirruswolken ausbilden, ein 
erhebliches Potential zur Verringerung der Klimawirkung des 
Luftverkehrs bietet, obwohl der Umweg einen erhöhten 
Kraftstoffverbrauch zur Folge hat [19],[21]. 

Zur Bestimmung ganzheitlich klimaoptimierter Flugrouten 
wurden daher Klimakostenfunktionen als Straffunktion in das 
Kostenfunktional der Optimierung integriert, die neben dem 
Einfluss von Kondensstreifen-induzierten Zirruswolken auch 
die Klimaeffekte von Kohlenstoffdioxid, Wasserdampf und 
Stickoxiden abbilden.  

3.3.1. Annahmen 

Allgemeine Annahmen. In Anlehnung an die in Abschnitt 
3.1.1 geschilderten Annahmen wurden für die in Abschnitt 
3.3.2 gezeigten Optimierungsergebnisse eine für Verkehrs-
flugzeuge typische Reiseflug-Druckhöhe von 11.278 m (ent-
spricht 37.000 Fuß) sowie eine Fluggeschwindigkeit gegen-
über der Luft von 247,85 m/s (entspricht unter ISA-
Bedingungen Ma 0,84) angenommen. 

Zur Bewertung der optimierten Flugrouten im Hinblick auf 
Veränderungen des Kraftstoffverbrauches wurden diese – im 
Anschluss an die laterale Optimierung – mit dem TCM simu-
liert. Im Einklang mit den obigen Annahmen wurden hierbei 
ebenso eine Reiseflug-Druckhöhe von 11.278 m sowie eine 
Reiseflug-Machzahl von 0,84 vorausgesetzt. Als Flugzeugtyp 
wurde ein Airbus A330-200 mit einer Sitzplatzauslastung von 
85% eingesetzt. 

Kostenfunktional. Um die Orts- und Zeitabhängigkeit der 
luftverkehrsinduzierten Klimawirkung zu erfassen, wurden im 
Rahmen des EU-Projektes REACT4C zunächst typische Wetter-
situationen im Nordatlantikraum identifiziert [6]. Auf dieser 
Grundlage wurden unter Verwendung eines komplexen Kli-
ma-Chemie-Modells für die jeweiligen Wettersituationen 
entsprechende Klimakostenfunktionen ermittelt, die die Sensi-
tivität der Klimawirkung gegenüber der Emission von Kohlen-
stoffdioxid, Wasserdampf und Stickoxiden sowie den Klima-
einfluss von Kondensstreifen-induzierten Zirruswolken als 
Funktion des Ortes beschreiben [5]. 

Für die nachfolgende Flugroutenoptimierung wurden vom 
DLR-Institut für die Physik der Atmosphäre beispielhaft Klima-
kostenfunktionen für eine typische Winterwettersituation zur 
Verfügung gestellt, die eine Bewertung der Sensitivität der 
Klimawirkung mit der Metrik ATR20 (mittlere Änderung der 
globalen Jahresdurchschnittstemperatur nach 20 Jahren [20]) 
pro Einheitsemission bzw. Einheitsflugdistanz ermöglichen 
(siehe Tab. 3.1). 

Tab. 3.1: Klimakostenfunktionen 

Bezeichnung Einflussgröße Einheit 
CCFCO2 Kohlenstoffdioxid K/kgFuel 

CCFH2O Wasserdampf K/kgFuel 
CCFO3 Kurzlebiges Ozon K/kgNOx 
CCFCH4 Methan K/kgNOx 
CCFPMO Langlebiges Ozon K/kgNOx 
CCFAIC Kondensstreifen-induzierte 

Zirruswolken 
K/km 

Basierend auf den Einzel-Klimakostenfunktionen gemäß Tab. 
3.1 wurde unter Verwendung von Gl. (3.18) zunächst eine 
Gesamt-Klimakostenfunktion CCFges ermittelt, die die Summe 
aller berücksichtigten Einzeleffekte abbildet. Hierbei wurden 
ein konstanter NOx-Emissionsindex EINOx = 0,01 kgNOx / kgFuel  



sowie ein konstanter Kraftstoffmassenstrom FF =1,51 kg / s  
(Abschätzung mit Hilfe des TCM) angenommen. 

(3.18)    
  

CCFges = CCFCO2 +CCFH2O + ...

+EINOx ⋅(CCFO3 +CCFCH4 +CCFPMO )+ vTAS / FF ⋅CCFAIC
 

Das Kostenfunktional zur Bestimmung klimaoptimierter Flug-
routen wurde zu dem in Gl. (3.19) dargestellten Ausdruck 
gewählt. Die ortsabhängige Straffunktion Ψ = FF ⋅CCFges  
beschreibt hierbei die Klimawirkung (ATR20) pro Zeit; die  
entlang des Flugweges zeitlich aufintegrierte Straffunktion 
entspricht somit der verursachten Klimawirkung des Fluges. 

(3.19)  

   

J = ct ⋅(t f − t0 )+ cΨ ⋅ FF ⋅CCFges (λ,ϕ ) dt
t0

t f∫
Klimawirkung (ATR20 ) des Fluges
! "#### $####  

Bei allen nachfolgend dargestellten Optimierungsergebnissen 
wurde der Gewichtungsfaktor der Flugzeit stets zu ct =1/ s  
gewählt. Der Gewichtungsfaktor der Klimawirkung  cΨ  wurde 
hingegen innerhalb weiter Grenzen variiert.

 

3.3.2. Optimierungsergebnisse 

Das in den Abschnitten 3.1 und 3.2 erläuterte Optimierungs-
verfahren wurde unter Berücksichtigung der zusätzlichen 
Annahmen aus Abschnitt 3.3.1 exemplarisch auf die Flugrou-
te New York (JFK) - Rabat (RBA) angewendet. 

Qualitative Ergebnisse. Abb. 3.3 und 3.4 zeigen die Verläu-
fe der optimierten Flugrouten zwischen New York und Rabat 
für variierende Klima-Importanzfaktoren  cΨ . Die zeitminimale 
Trajektorie ( cΨ = 0 , schwarz) verläuft unter Ausnutzung der 
dort stärkeren Rückenwinde in den ersten beiden Flugdritteln 
südlich der Orthodrome (grau). Im letzten Flugdrittel nähert 
sie sich dieser an, bis beide Trajektorien näherungsweise 
kongruent verlaufen (siehe Abb. 3.3). 

 
Abb. 3.3: Verlauf der optimalen Flugtrajektorien / Windfeld 

(Druckhöhe: 11.278 m) 

 
Abb. 3.4:  Verlauf der optimalen Flugtrajektorien / Gesamt-

Klimakostenfunktion (Druckhöhe: 11.278 m) 

Mit wachsender Importanz  cΨ  der Klimawirkung verschieben 
sich die optimalen Trajektorien – auf Kosten der Flugzeit 
sowie des Kraftstoffverbrauches – sukzessive in Richtung 
Norden und weichen somit dem lokalen Maximum der Klima-
sensitivität in der Umgebung von 15°W | 40°N aus (siehe 
Abb. 3.4). 

Quantitative Ergebnisse. Zur Quantifizierung der Ergebnisse 
werden die Ergebnisgrößen (Flugzeit, Missionskraftstoffmas-
se, Klimawirkung) aller optimierten Trajektorien auf die zuge-
hörigen Referenzwerte der zeitminimalen Trajektorie ( cΨ = 0 ) 

normiert. Es zeigt sich, dass sich die verursachte Klimawirkung 
bei der betrachteten Flugroute deutlich reduzieren ließe, 
wenn eine gegenüber der zeitminimalen Trajektorie erhöhte 
Flugzeit sowie ein erhöhter Kraftstoffverbrauch in Kauf ge-
nommen würden. Durch die Akzeptanz eines Anstieges der 
Flugzeit um lediglich 1% könnte demnach die verursachte 
Klimawirkung um 12% vermindert werden (siehe Abb. 3.5). 

           
Abb. 3.5:  Normierte Missionskraftstoffmassen 

  
mBF,rel  und 

Flugzeiten ttrip,rel  als Funktion der normierten Kli-
mawirkung 

 
ATR20,rel   

4. ZUSAMMENFASSUNG UND AUSBLICK 

In der vorliegenden Arbeit wurde das Funktionsprinzip eines 
um die Berücksichtigung realer atmosphärischer Bedingungen 
ergänzten Werkzeuges zur Simulation von Flugtrajektorien 
erläutert. Vor diesem Hintergrund wurden insbesondere eine 
Flughöhen- sowie eine Fluggeschwindigkeitsregelung imple-
mentiert, die eine Einhaltung typischer Flugphasenrandbedin-
gungen auch unter von der Standardatmosphäre abweichen-
den meteorologischen Bedingungen ermöglichen. Zur Einbe-
ziehung der Wirkung horizontaler Winde werden diese im 
Zuge der Bestimmung der Fluggeschwindigkeit gegenüber 
Grund mit der Fluggeschwindigkeit gegenüber der Luft über-
lagert. 

Darüber hinaus wurde ein dem TCM vorschaltbares Modul zur 
lateralen Optimierung von Flugtrajektorien unter Windeinfluss 
entwickelt, welches auf Prinzipien der optimalen Steuerung 
basiert. Die zu minimierende Zielgröße setzt sich aus der 
Summe der Flugzeit und dem Integral über eine ortsabhängi-
ge Straffunktion zusammen. Mit Hilfe entsprechender Im-
portanzfaktoren können dem Einfluss der Flugzeit und dem 
Einfluss der Straffunktion an die jeweilige Fragestellung ange-
passte Gewichte beigemessen werden. Dieser Optimierungs-
algorithmus wurde exemplarisch zur Bestimmung klimaopti-
mierter Flugtrajektorien angewendet. Hierfür wurde eine 
Klimakostenfunktion, die die Sensitivität der Klimawirkung 
gegenüber der Emission von Schadstoffen beschreibt, als 
Straffunktion in das Kostenfunktional der Optimierung inte-
griert. Anhand der beispielhaft untersuchten Flugroute New 
York - Rabat konnte aufgezeigt werden, dass die durch diesen 
Flug verursachte Klimawirkung um 12% reduziert werden 
könnte, wenn eine Erhöhung der Flugzeit um 1% in Kauf 
genommen würde. 

Zur Zeit befindet sich ein verbesserter Algorithmus zur Opti-
mierung von Flugrouten in der Entwicklungphase, der eine 
dreidimensionale Optimierung (lateral und vertikal) von Flug-
routen unter Einbeziehung von Flugleistungsmodellen ermög-
licht. Zukünftig soll dieser eingesetzt werden, um das Ein-
sparpotenzial (Kraftstoff, Klimawirkung) optimierter Flugrou-
ten zu quantifizieren. 
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