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Innleiing

Matematikk har fra dei tidligste tider vore noko vi menneskje har brukt for a skildre
og forsta verda rundt oss. Vare eldste forfedre brukte kanskje fingrane for & beskrive
kor mange vilt dei hadde felt pa ein dag, eller for a bli enige om kor mange gulrgter
dei skulle hente opp fra akeren til middag.

I dag har vi med var trang til & utforske, utvikla matematikken milevis vidare
fra dette. I denne oppgava vil vi hovudsakleg arbeide i CP*, som er det projektive
rommet i 4 dimensjonar over dei komplekse tala. Eit firedimensjonalt rom er ikkje
sa enkelt a forestille seg i utgangspunktet, og nar vi jobbar over dei komplekse tala,
gjer ikkje det bildet noko enklare.

Teorien om elliptiske kurver er prega av si lange historie og mangfoldet av meto-
dane som er blitt brukt i studiene av denne. Vi skal sja pa korleis ei elliptisk kurve
oppferer seg under ein bestemt Cremonatransformasjon. Vi vil sja at Cremonatrans-
formasjonen vi vel vil gje oss fleire interessante og vakre samanhengar.

Eit av dei viktigste verktya vi kjem til & bruke for a sja desse samanhengane, er
Heisenberggruppa, som har fatt namn etter Werner Heisenberg. Heisenberggruppa
var er slik at alle elliptiske kurver i P4 er projektivt ekvivalente med ei elliptisk kurve
som er invariant under Heisenberggruppa. Dette vil i stor grad hjelpe oss til a fa
fram resultata vi er ute etter.

Det krevst ein del utrekningar nar vi skal jobbe i P*. Dei har eg hovudsakleg
brukt programmet Macaulay2 til a rekne ut. Programkode er vedlagt for ein del
viktige resultat. For a forenkle utrekningane, let eg € = 2, og ser pa den endelege
kroppen med 31 element. Da vil €® = 1, sidan 2° = 32. Sjglv om vi no jobbar med
ein endeleg kropp, vil vi likevel ha meir enn nok informasjon for a finne det vi er
interessert i.

Kapittel 1 listar eg opp ein del teorem og definisjonar som blir brukt i oppgava.
Her er Bézouts teorem det aller mest sentrale, som vi kjem til a benytte igjen og
igjen. Eg definerer ogsa den elliptiske kurva som eg skal jobbe med.

I Kapittel 2 definerer eg Heisenberggruppa, og ser pa kva polynom som er
invariante og absolutt invariante under undergrupper av denne.

Vidare ser eg pa nokre av eigenskapane til den elliptiske kurva eg har definert, i
Kapittel 3.

I Kapittel 4 dreg eg inn sekantvarieteten, den har nokre interessante resultat
knytt til seg. Her vil eg blant anna sja at den elliptiske kurva mi er trippel langs
sekantvarieteten.

Sist, men ikkje minst: i Kapittel 5 introduserer eg omsider Cremonatransfor-
masjonar, og ser pa korleis desse verkar, forst i P2 og deretter i P4.
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Kapittel 1

Grunnmur

Eg ser fgrst pa dei begrepa og teorema vi kjem til & bruke - grunnmuren i denne
oppgava.

1.1 Projektive rom, hyperflater og oppblasing

I denne oppgava vil vi hovudsakleg jobbe i det projektive rommet P* over C. P" vil
alltid beteikne det projektive rommet over C i n dimensjonar, gitt ved C"™1/ ~,
der (ag,ay, ..., ay), (b, by, ..., b,) € C" er slik at (ag,ay, ..., a,) ~ (bg, by, ..., b,) hvis
og berre hvis det fins ein konstant k € C slik at (ag, a1, ..., a,) = (kbo, kbq, ..., kby,).
Geometrisk vil dette tilsvare at P" er unionen av alle linjer som gar gjennom origo i
C". P" kan ogsa identifiserast som unionen A" U A" U.....UA!' U {punkt}, der A"
beteiknar det affine rommet over C i n dimensjonar.

Vi vil hovudsakleg arbeide med varietetar i P*. La R = Clxg, z1, 9, T3, T4] =
@ [tq vere den graderte ringen der R; beteiknar mengda av homogene polynom
med koeffisientar i C av grad d. Dersom T er ei mengd med homogene polynom i R,
har vi ein naturleg relasjon mellom R og P* ved at vi set Z(T) = {P € P"|f(P) =
0 for alle f € T}.

Om ein har eit homogent polynom f € R av grad d, vil Z(f) definere ei hyperflate
av grad d. Ei hyperflate av grad 1 blir kalt eit hyperplan. Ein varietet av dimensjon
1 blir kalt ei projektiv kurve. Dersom graden til varieteten i tillegg er 1, har vi ei
projektiv linje.

Punkt, linjer, plan og andre varietetar av grad 1 blir definert pa fglgjande mate:
Er dimensjonen lik r, og varieteten ligg i P", er den definert som snittet av null-
punktsmengda til n — r linesert uavhengige linesere polynom fo, f1,...fn_r_1 1 R der
fi# kfjforalle k€ C,i # j.

Definisjon 1.1. |2 s. 7-8| Ein projektiv transformasjon er ei avbildning

P* — P"
(X1, ooy Tn) = (T1, oy )
der
1 Q11 ... O1n il
x_n Q1 Qnon Tn



KAPITTEL 1. GRUNNMUR

Definisjon 1.2. |2, s. 54] To irredusible projektive kurver C og C” er projektivt ekvivalente
dersom C' er avbilda pa C’ ved ein projektiv transformasjon.

Definisjon 1.3. [1, s. 125 For alle ideal I C R, er satureringa I av I gitt ved
I ={re€R|forkvari=0,..4 fins n € Z, slik at 2'r € I}.
Vi seier at I er saturert dersom I = 1.

Saturering er eit viktig virkemiddel. Nullpunktsmengda til eit homogent ideal i
eit projektivt rom endrar seg ikkje om ein saturerer idealet, men generatorane til
idealet blir betrakteleg forenkla.

Definisjon 1.4. |1} s. 51| Dersom p er eit minimalt primideal i ein gradert S-modul
M, definerer vi u, (M), multiplisiteten til M i p, til & vere storrelsen pa M, over S,.

Definisjon 1.5. |1, s. 53] La Y C P™ vere ein projektiv varietet av dimensjon r, og la
H vere ei hyperflate som ikkje inneheld Y. LaYNH = Z,U...UZ;, der Z; er varietetar
av dimensjon 7 — 1. La p; vere det homogene primidealet til Z;. Snittmultiplisiteten
til Y og H langs Z; er da definert til a vere i(Y, H; Z;) = pp, (S/(Iy + Ig)), der Iy
og Iy er dei homogene ideala til Y og H.

Vi observerer av dette blant anna at snittmultiplisiteten mellom ei hyperflate og
ei linje i eit punkt P er alltid stgrre enn eller lik multiplisiteten til hyperflata i P.

Eit viktig teorem nar vi skal betrakte projektive hyperflater og kurver, er Bézouts
teorem. Beviset for dette ligg i [1, kap.L.7]:

Teorem 1.6 (Bézouts teorem). |1, s. 53] La Y vere ein varietet av grad ¢ og di-
mensjon > 11 P”, og la H vere ei hyperflate av grad d som ikkje inneheld Y. La
Zo, 41, ..., Zs vere dei irredusible komponentane til YN H, som har grad henholdsvis
20, 21, -y Z5. Dé er ijoi(Y, H;Z;) - z; = cd der i(Y, H; Z;) er snittmultiplisiteten
tilY og H i Z;.

Den spesielle Bézout gjev da:

Korollar 1.6.1 (Bézouts teorem i planet). |1, s. 54] La Y, Z vere distinkte kurver i
P? av grad henholdsvis cog d, oglaYNZ = P, P,,....P;. Daer > i(Y, Z; P;) = c-d

Oppblasing er ein viktig del av mitt arbeid med Cremonatransformasjonen. Her
er definisjonen av oppblasing i eit affint rom.

Definisjon 1.7. |1, s. 28-29] Oppblasinga av A" i punktet O er den lukka under-
mengda X av A" x P"~! som er definert ved likningane ;y; = x;y;|i,j = 1,...,n. Vi
har ein naturleg morfi ¢ : X — A" ved a restriktere projeksjonsavbildninga til den
fgrste faktoren.

Hvis Y er ein lukka undervarietet av A™ som gar gjennom O, definerer vi da
oppblasinga av Y i punktet O til & vere Y = (¢7'(Y — O))~, der ¢ : X — A" er
oppblasinga av A™ i punktet O. For a blase opp i eit anna punkt P i A" gjer ein
linezer transformasjon av koordinatar for a sende P til O, blas opp, og send bildet
tilbake.

Oppblasing i eit punkt i P" fungerer pa samme mate som i A" etter at ein har
satt ein koordinat x; i P™ lik 1, sidan ein da far ein homeomorfi mellom den opne
mengda P*/{x; = 0} og A". |1}, s. 10]

10



KAPITTEL 1. GRUNNMUR

1.2 Den elliptiske kurva C|,

Ei elliptisk kurve i P* er gitt som snittet av nullpunktsmengda til 5 forskjellige
kvadrikkar. [3, s. 35] Dette er naturleg nok ikkje eit komplett snitt. Ved ein projektiv
transformasjon kan vi fa desse kvadrikkane til & bli 5 nye kvadrikkar, nemlig eksakt

1
Ko = x0° + avoxs — —1124
a

1
Kl = 2712 + axrsxry — —Toxs
a

1
K2 = .T22 + argry — —T1T3
a

1
K3 = x3° + azoxy — — 224
a

K4 = ZE42 + arixro — —Tors
a

for ein a € C. Vi far da ei elliptisk kurve som er gitt ved
C,=Z(1)

der
I = (K07K17K27K37K4)-

Alle elliptiske kurver i P* er med dette projektivt ekvivalente med ei elliptisk kurve
pa denne forma, og opp til projektiv ekvivalens har vi da ein einparameterfamilie
med elliptiske kurver.

Dei fleste elliptiske kurvene er glatte. Dersom a € P* — {0, 00, —3(1 + V5)e'l,
i =0,..,4, vil C, vere glatt. Dersom derimot a € {0,00, —3(1 £V/5)e'}, i =0, ..., 4,
vil C,, besta av 5 linjer som skjer kvarandre to og to i singuleere punkt. [3, s. 56] Det
er da 12 slike elliptiske kurver, og ei slik elliptisk kurve vil vi kalle eit pentagon.

For to og to av pentagona vil dei singulsere punkta vere like. Dette gjeld for
pentagona der a = 0 og a = oo, og for pentagonet der a = —%(1 + +/5)e?, har
pentagonet der a = —%(1 — v/5)e? dei same punkta. Dei 12 pentagona har da til
saman 30 singulaeere punkt. Vi kjem til a sja neerare pa desse seinare.

11






Kapittel 2

Heisenberggruppa H

Vi vil no jobbe i den graderte ringen R. Vi set € = e>™/5_ og definerer 7 og o til &

virke pa R slik at x; = e/z; og x; ¥ x;_1. Spesielt vil 7 = z4.

Eit av dei grunnleggande elementa i denne masteroppgava er Heisenberggruppa
av type 5. Den er gitt ved H = (o, 7). H kan bli sett pa som ei undergruppe av
GL(4,C), som er generert av o og 7 der

0 00 01 10 0 0 O
10 0 0O 0 0 0 O
co=10 100 0f ogr=[00 ¢ 0 0
00100 00 0 & 0
00010 00 0 0 &
Her vil €® = ¢° = 7° = id. Sidan o7 = e70, vil alle kombinasjonar av 7 og o

kunne skrivast pa forma e/7%¢!, der j,k,1 € Zy4.

Senteret til H vil vere u = {e™|m € Z,}, og dette gjev den eksakte folgja
l—=pu—H—ZsxZs— 1

der o og T blir avbilda pa henholdsvis (1,0) og (0, 1).

Sidan alle element pa forma e/7%¢! vil vere med i H, har vi da at |[H| = 53 = 125.

Alle elementa i H utenom identiteten er derav av orden 5, og kvart slikt element
genererer da ei syklisk gruppe av orden 5. Vi har at sidan

(ngko_l)(gj’Tk’o_l’) _ 8j+j’7_k0_l7_k’o_l’ _ €j+j’+k’l7_k+k’o_l+l’
sa er gruppeoperasjonen gitt ved
Gk D) = (F K ) =G+ + K LE+ K L+T)

Identitetselementet er (0,0,0), og inversen til (j, k,1) er (kl — 7, —k, —1). Ut fra dette
kan vi finne konjugasjonsklassene til gruppa.

Lemma 2.1. H bestar av 5 konjugasjonsklasser med 1 element, og 24 konjugasjons-
klasser med 5 element.

Bevis. Dersom eit element (a, b, ¢) skal vere i same konjugasjonsklasse som (a’, ', '),
ma det finnast eit element (4, k,1) € H som er slik at

(a,b,¢) = (3,k,1) % (', b, ) * (kl — 3, —k,—1) = (' — kd + V1,0V, )

13



KAPITTEL 2. HEISENBERGGRUPPA H

Sidan b = V' og ¢ = ¢ kan ikkje storleiken péa konjugasjonsklassene vere stgrre enn 5.
Dersom b=c=0,farviata=a'—k-0+1-0 = a’. Da far vi 5 konjugasjonsklasser
med 1 element. Dersom vi vel andre verdiar for b og ¢, vil vi kunne finne k,[ € Z,
slik at (a,b,c) = (a' — kd + V1,V ) for alle a,a’ € Z,. Dette gjev altsd 5% — 1 = 24
konjugasjonsklasser med 5 element. O]

Lemma 2.2. C, er invariant under H.

Bevis. T utgjer ingen forskjell for kvadrikkane, fordi 7(K;) = K. Samtidig vil
o(K;) = K, for alle i € Z4, som avbildar kvadrikkane pa kvarandre, og null-
punktsmengda forblir da uendra. ]

Bade 7 og o restriktert til kurva vil altsa vere automorfiar. Dette er ikkje tilfeldig.
H er konstruert akkurat slik at C, skal vere invariant under denne. Eit spgrsmal
er likevel om det finst punkt pa C, som er invariant under H, dette vil vi sja pa
seinare.

2.1 Invariante og absolutt invariante polynom un-
der H

For kvar d er R, ei mengd polynom som kan ogsa kan sjaast pa som eit vektorrom,
men dimensjonen er forskjellig for kvar verdi av d. Vektorrommet av 5-gradspolynom
har naturleg nok dimensjon 5, men derifra eskalerer det fort: Grad 2 gjev dimensjon
15, grad 3 gjev dimensjon 35, grad 4 gjev dimensjon 70 og grad 5 gjev dimensjon
126.

Eit polynom P er invariant under H dersom o(P) =tP og 7(P) = sP,s,t € C.
P er absolutt invariant dersom ogsa s =t = 1.

Vektorrommet for kvar verdi av d er ikkje berre fullstendig forskjellige, det er
ogsa forskjell pa korleis vi kan dekomponere desse slik at kvart underrom er invariant
under H. Bade for grad 1, 2, 3 og 4 kan vi dekomponere heile vektorrommet i
underrom som kvar har dimensjon 5. Underromma far ein ganske enkelt ved & ta
kvar av koordinatvektorane og sja pa underrommet generert av kvar koordinatvektor
i orbiten til denne under o. Dette underrommet kan ikkje dekomponerast til eit
mindre underrom; orbiten til ein vilkarleg vektor i kvart av desse underromma har
lengde minst 5, og vektorane i orbiten utspenner heile underrommet.

Sidan vektorrommet av 5-gradspolynom av grad 5 har dimensjon 126 # 0 (mod
5), har vi ikkje det same tilfellet her. Men - her kan vi faktisk dekomponere heile vek-
torrommet i 126 underrom som er invariante under H. Desse far vi fram ved a fgrst
finne orbiten til ein koordinatvektor under o. La oss seie at vi tek koordinatvektoren
x%xlxg. Under virkninga av ¢ dukkar xi’xgxg, x§x3x4, :z;gmxo og xixoxl opp. Da kan
vi komponere 5 polynom som kvar utspenner eit eindimensjonalt vektorrom:

3 3 3 3 3
THT1T2 + XT3 + THX3T4 + T3T4To + TyXoTq
3 3 2 3 3.3 4,3
ToT1X2 + X\ Xox3 + €°X5T3T4 + €7 X5304X0 + € Ty ToT1
r3r120 4+ 203025 4+ e*adasxy + exdrizy + ErdvoT)
xgmla:z + 53w?1’x2m3 + 6[L‘§I’3ZL’4 + 54x§x4a¢0 + 52xim0:171

xgaclxg + €4I‘Z’Z‘2I3 + €3I§x3x4 + 62I§x4m0 + 6xix0x1

14



KAPITTEL 2. HEISENBERGGRUPPA H

Ved a benytte seg av £ pa same mate kan alle dei andre koordinatvektorane som
ligg i den same orbiten under ¢ danne eindimensjonale vektorrom, og xgxixox314
dannar sitt eige invariante vektorrom. Alle polynoma i desse eindimensjonale vek-
torromma er naturleg nok invariante under H.

Men - er det da fleire polynom som er invariante under H i andre vektorrom?

Lemma 2.3. Graden til eit homogent polynom som er invariant under virkninga
av H er deleleg med 5.

Bevis. Anta at eit ledd av grad d pa forma xp°z]'z5*x5* 23" er inneholdt i eit po-

lynom A invariant under . Da vil ogséa eit ledd pa forma o(zj’x]'z5?z5xy") =
xptePasPestey® vere inneholdt i A. Vidare iterasjon gjev at dersom monomet pa
forma xp°z{' x5° x5 x3* er inneholdt i A, ma heile

a0 .21 ;.02 4,23 .04 al .02 ,..a3 .24 ;.20 a2 .03 .04 .20 .01 a3 .04 .00 ;.01 4,02 a4 .00 .01 .32 1,23
T X Ty T3 X" + Ty T X" T3 Ty + X" X7 Ty " X3 Ty + T X Ty T3 Xy + X T Xy T3 Ty

vere inneholdt i A.

Monoma pa forma zjz{zirir] er er da dei einaste monoma som er invariante
under H, sidan det er dei einaste monoma som er invariante under o, og i tillegg er
dei invariante under 7 ogsa.

Anta no at eit slikt polynom ogsa er invariant under 7. Da vil

ao + 2a1 + 3as + 4as
= aq + 2a9 + 3as + 4ay
as + 2as + 3a4 + 4ag
as + 2a4 + 3ag + 4ay
ayg + 2a0 + 3a; + 4as
= 0(mod 5)

og vi har da at

d=ap+a,+ay+as+as=ag+a; +ay+ a3 — 4ay
= (ap + 2ay + 3az + 4as) — (a1 + 2a2 + 3a3 + 4a4) =0 — 0 =0 (mod 5)

]

Monoma pa forma zfz{zirix] er er da dei einaste monoma som er invariante
under H, sidan det er dei einaste monoma som er invariante under o, og i tillegg er
dei invariante under 7 ogsa.

Nokre av 5-gradspolynoma som er invariante, er ogsa absolutt invariante. Eg vil
no spesifikt sja pa kva 5-gradspolynom som er absolutt invariant under virkninga
av H. Det skal vise seg at det vil vere av verdi seinare. Etter ngye gjennomgang av
dei 126 grunnleggande absolutt invariante polynoma som fins, far eg at dei einaste
absolutt invariante 5-gradspolynoma er

5 5 5 5 5
Togt+ x| +xy+ 23+ 1y
3 3 3 3 3
TT1Tq + T{X2X + THT3T] + T3T4To + TyTox3
3 3 3 3 3
ToTaZ3 + X1T3T4 + T5X4To + T3LoX1 + T4T1T2
2.2 2.2 2.2 2.2 2
THX]T3 + T]XGT4 + XZT300 + T3T4T1 + TyToxo
2. .2 2. .2 2 . .2 2.2 2 . .2
TET1T5 + X]X2X5 + THT3Ty + T3T4TH + THXox]

ToL1ToX3T4

15



KAPITTEL 2. HEISENBERGGRUPPA H

2.1.1 Punkt, linjer, plan og hyperplan som er invariante un-
der H

I arbeidet vidare er det nyttig a sja pa korleis H virkar pa forskjellige varietetar i
P4

H er ei gruppe av orden 25. Dette betyr at dersom vi tek eit punkt i P* og ser
pa virkninga til H pa punktet, vil orbiten til punktet ha lengde 1, 5 eller 25. Det
er mest truleg at nar vi tar eit tilfeldig punkt, vil punktet ha orbit av lengde 25.
Dersom punktet skal ha orbit av lengde 5, ma det vere invariant under enten 7, o,
70, 720 etc., medan eit punkt med orbit av lengde 1 ma vere invariant under bade
T 0g O.

Lemma 2.4. 30 punkt i P* har orbit av lengde 5 under virkninga av H. Resten har
orbit av lengde 25.

Beuis. For at eit punkt (g, x1, o, x3,x4) skal vere invariant under o, mé

(IO,$1,{E2,$3,I‘4) - (I’17$2,x37x4,x0) - (I2,$3,$4,x0,]}1>

ete.
Det er ikkje vanskeleg a sja at vi da far x; = tx;_; for x; € C, og dei einaste 5
punkta som er invariante under o er da

(1,6, 82,83, t),t € V1.

For 7 er det annleis. Dersom to forskjellige x;-koordinatar skal vere ulike 0, blir ikkje
forholdet mellom desse likt lenger etter at vi har utfert 7, sidan forskjellige koordi-
natar multipliserast med forskjellige potensar av € under 7. Dei einaste mulighetane
er da punkta

(1,0,0,0,0),(0,1,0,0,0),(0,0,1,0,0), (0,0,0,1,0) og (0,0,0,0,1)

Sidan det da ikkje er nokre punkt som er invariante under bade 7 og o, har ingen
punkt i P4 orbit av lengde 1 under H.

Vi merkar oss at desse 10 punkta vi no har funne, er singuleere punkt pa nokre
av pentagona. For a = oo eller ¢ = 0 far vi eit pentagon som har singulaere punkt
presis i dei punkta som er invariante under 7, medan vi for a = —%(1 + V/5)e far
pentagonet som har singuleere punkt i dei punkta som er invariante under o. Pa
same mate kan vi finne at punkta som er invariante under 7o, 720 etc., er presis
punkta som hgyrer til vare resterande pentagon.

Vi far derav til saman 30 punkt med orbit av lengde 5, resten har ikkje noko
anna val enn & ha orbit av lengde 25. O

Vi kan no sja pa kva hyperplan som er invariante under H.

Lemma 2.5. 30 hyperplan i P har orbit av lengde 5 under virkninga av H. Resten
har orbit av lengde 25.

Bevis. Det er ein ein-til-ein-korrespondanse mellom punkt i P4 og hyperplan i (P*)*,
som er dualrommet til P*, ved at vi korresponderer punktet (ag, a1, as, as, ay) € P
med hyperplanet agzo + a121 + aswy + azws + agry = 0 € (P)*.
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KAPITTEL 2. HEISENBERGGRUPPA H

Alle punkta i P* som er invariante under ei undergruppe av H, vil derav kvar
og ein korrespondere til eit hyperplan som ogsa er invariant under den same under-
gruppa av H. Det er derav 30 hyperplan som har orbit av lengde 5 under H, resten
har orbit av lengde 25. Dei 30 hyperplana som har orbit av lengde 5 er gitt ved

0g

4
Hk:l : {Z E%(m—5)l—mkxm = 0}
m=0

Dette er akkurat dei 30 hyperplana i P* som er utspent av kvart val av 4 av 5
singulaere punkt i eit pentagon. O]

Sidan Lemma fortel oss at C, er invariant under heile H, ma dette ogsa
spesielt gjelde dei 12 pentagona. Vel vi no ei av desse linjene i eit av pentagona, er
denne linja ein lineserkombinasjon av to av dei singuleere punkta.

Sidan begge desse punkta er invariante under ei undergruppe av H, vil ogsa linja
mellom dei vere invariant under den same undergruppa. Vi har da ei linje som har
orbit av lengde 5.

Eit anna element i H vil derimot avbilde dei to punkta pa to andre singuleere
punkt pa den same elliptiske kurva, og linja mellom desse vil vere eit element i
orbiten til den opprinnelege linja. Dei fem linjene i ei spesiell elliptisk kurve blir da
til saman ein orbit. Vi har 12 slike orbitar, og vi har derav 60 linjer som har orbit
av lengde 5.

Lemma 2.6. Dei ecinaste linjene i P* som er invariante under ei ekte undergruppe
av H er dei 60 linjene i dei 12 pentagona, som har orbit av lengde 5.

Bewvis. La oss forst sja pa undergruppa generert av 7. Ei vilkarleg linje [ i P* mellom
to punkt (ag, a1, as, as, ay) og (bo, by, ba, b3, by) er gitt ved

(aag + Bby, aay + Bby, aas + Bba, aag + Bbs, aay + fby), o, B € C.
7(1) blir da
(cag + Bbo, ey + €Bby, 2aay + €2 by, 3avag + 3 Bbs, e*avay + £*5by).
For at 7(I) = [, ma det fins « og [ slik at
(cag+Bby, ccvay +eBby, e*ag+e*Bby, e aas+e* Bbs, e*aay+e* Bby) = (ag, ay, as, as, ay)
og andre a og 3 slik at
(cvag+Bby, cavar +e by, 2aag+e2Bby, 3 aas+e> Bbs, e*aay+e*Bby) = (bg, by, by, b, by).

[ begge tilfella far vi at dei einaste moglege punkta er (1,0,0,0,0), (0,1,0,0,0), ... ,
(0,0,0,0,1). Dei einaste linjene som er invariante under 7 er dei 10 linjene gjennom
desse punkta, som er unionen av dei to pentagona Cjy og C.

For o har vi eit liknande tilfelle, d& vil vi fa at ap = ca; = a?ay = «
aPag, som gjev oss dei einaste 5 punkta

3as = atay =

(1,3, 6%, ¢), (1,6 ¢g,e*,€?), (1,%, &%, 6,%), (1,6,%, €%, %) og (1,1,1,1,1),
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sa dei einaste linjene som er invariante er dei 10 linjene gjennom desse punkta, som
er unionen av dei to pentagona C_ 1(1-v5) 08 C_ L(14v5): Liknande prosedyre kan
utferast for dei andre undergruppene til H for & fa fram dei resterande linjene. [J

Pa same mate som med linjer og hyperplan er det ein ein-til-ein-korrespondanse
mellom linjer i P4 og plan i (P*)*, s& desse 60 linjene korresponderer til 60 plan som
alle har orbit av lengde 5.

2.2 6 kvintikkar og 25 linjer

Eg vil no definere 6 kvintikkar og 25 linjer som er spesielle i arbeidet framover.
Kvintikkane finn ein ut fra dei hyperplana H; og Hy;. Sidan dette er dei einaste
hyperplana som har har orbit av lengde 5 under H, vil 5 og 5 av desse danne ein
orbit. Set vi saman 5 og 5 av desse hyperplana, far ein da 6 kvintikkar som alle er
invariante under H. Dette blir kvintikkane

4
Q. =]]H
=0
og )
Ql = H Hkl
k=0

Snittet av nullrommet til desse 6 kvintikkane er faktisk ingenting anna enn 25 linjer.
Sidan kvintikkane som definerer linjene er invariante under H, og linjene i pentagona
er dei einaste linjene som har orbit av lengde 5, vil desse 25 linjene til saman vere
ein orbit under H. Linjene er gitt ved

2k k
Lkl X =Xt ETXYy =EXo ]+ X3 = 0

Dersom ein ser pa hyperplana og linjene, dannar desse saman ein konfigurasjon
av type (256, 305). Kvar linje er inneholdt i 6 hyperplan, og kvart hyperplan inneheld
5 linjer.

Lemma 2.7. Kvar av linjene Ly skjer C, i eit punkt.
Bewvis. Ta linja Lgg. Denne vil vere definert ved
$0:$1+$4:I2+1’3:O

Snittar vi denne med C, vil vi f& punktet (0 : —a : 1: —1 : a). Dette er eit punkt
for alle verdiar av a € P*. Utfgrer vi si eit element fra H pa linja, vil vi f4 ei av dei
andre linjene, og sidan C, er invariant, vil den nye linja ogsa skjere C, i ngyaktig
eit punkt. Dette medfgrer at alle linjene skjer C, i eit punkt. n

Lemma 2.8. Dei 25 punkta som C, skjer linjene Ly; i, er 5-torsjonspunkt pa C,,.

Bewvis. Vi treng a finne 25 hyperplan som skjer ', i kun eit punkt kvar, nemleg
dei 25 skjeringspunkta. La oss sja pa eit spesifikk kurve og ei spesifikk linje fgrst.
Skjeringspunktet mellom Ly, og Cy vil vere P = (0: —1:1:—1:1).
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Dersom P skal vere eit 5-torsjonspunkt, ma det altsa finnast eit hyperplan gjen-
nom P slik at P er eit 5-dobbelt punkt. Eg tek det femte-symmetriske idealet til
punktet og plussar pa idealet til C}.

No ma det saturerte idealet ha eit forstegradspolynom Fp som ein generator
om P faktisk skal vere eit 5-torsjonspunkt. Og det har det. Hp = Z(Fp) er da
hyperplanet som gar gjennom P femdobbelt, og sidan graden til C; er 5, kan ikkje
hyperplanet skjere kurva i andre punkt.

Sidan C, er invariant under H, vil no orbiten til punktet P vere dei 25 5-
torsjonspunkta. For eksempel gar hyperplanet 7(Hp) gjennom 7(C4) i kun eit punkt,
nemleg 7(P), og sidan 7(Cy) = Cy, vil 7(P) vere det einaste snittpunktet mellom
01 og T (H p).

Det same argumentet gjeld for alle undergrupper av H, og alle dei 25 punkta i
orbiten til P er derav 5-torsjonspunkt. Same argument gjeld ogsa for alle forskjellige
elliptiske kurver C,,. n

Macaulay2-kode 1. :

R = ZZ/31[$0,$1,$2,5L’3,(E41;
Ql = mo*x g+ T2 *x T3 — 1 % 2y
Q2 =1 %21 +X3% T4 — To * To
Q3 = X9 % Ty + X4 ¥ X9 — X1 * X3
Q4 = x3% X3+ T * T — T * Xy
Qb = x4 * Ty + X1 * Ty — T * X3

[ = ideal(Q1,Q2,Q3,Q4,Q5)

Kl — T3 —I— Ty

K2 = Zo

K3 = T+ X9

K4 = 29 + 23

J = ideal(K1, K2, K3, K4)
dim J

J5 =J°

H=J5+1

saturate H

Hyperplanet vi far da er

To — 10131 + 71’2 + 71’3 - 101‘4

og bortsett fra at dette er eit hyperplan, er det ingenting anna verdifullt vi kan
trekkje ut fra dette sidan vi har jobba i ein endeleg kropp.

Dei 25 5-torsjonspunkta er da ein orbit under H, og kvart element fra H avbildar
da eit 5-torsjonspunkt pa eit anna 5-torsjonspunkt.
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Kapittel 3

Eigenskapane til C,

Teorem 3.1. To elliptiske kurver C, og C, skjer kvarandre kun dersom a €

{0,00, —1(1 £ V/5)e}.

Bewvis. La C, og Cy,a # a' vere to forskjellige elliptiske kurver. Vi vil sja for kva
verdiar av a og a’ desse skjer kvarandre. Om vi set x¢? + azozs — éxlm = 702 +
a’:chg—%xlm, finn vi at aa’voxz+x124 = 0. Gjer vi tilsvarande for i = 1,2, 3, 4, finn
vi tilsvarande likningar. Multipliserer vi alle desse likningane med kvarandre, finn
vi at (1 —aa®)(z3x?z32323) = 0. No er det to mulighetar. Enten er (1 —a’a”®) = 0,
eller s& er (z2zix3ziz?) = 0.

La oss sja pa det siste tilfellet fgrst, og anta at ein av z; = 0, utan tap av
generalitet kan vi d& anta at xq = 0. Likningane pé forma aa’z; 22, 3+ ;110504 = 0
fori =0, ....,4 gjev at dersom xy = 0, s& mé aa’ = 0, eller s& kan maks ein annan z;
vere ulik 0. Men sidan ax;? + az;;27irs — %xi+1xi+4 = 0 for alle 7, kan ikkje nokon
x; vere lik 0 aleine. S& dersom (z2z?r3ziz?) =0, ma ad’ = 0.

La oss da anta at a = 0. Da vil z;z;.5 = 0 for alle 7, og da vil den homogeniserte
likninga a'b'z;® + a2 owiys — Vw1204 = 0 fore til at a'V'x;® + a?x;075,3 = 0 for
alle i. @’ = 0 er uaktuelt, for da vil C, = Cy. Det betyr at V'x;? + a'z;4 0243 = 0 for
alle 7. Sidan xq = 0, vil vi fa at alle x; = 0 om ikkje b = 0. Det gjev at dersom vi
set a = 0, vil C', vere den einaste elliptiske kurva som skjer Cj.

Dersom (1—a’a”®) = 0, vil aa’ = v/—1, noko som gjev dei 5 lgysingane —1, €, €2, ¢
og et for ad’. aa’ = —1 gjev x; 1740 = T;wi45 for alle i = 0, ....,4, som saman med
betingelsen at a,a’ # 0 gjev dei 5 lgysingane (1, k, k%, k3, k), k = €' for i =0, ...., 4.
Satt inn i C, og Cy gjev dette at a og a’ far verdiane %@ Pa same mate gjev dei

3

andre verdiane av aa’ at vi far 5 snittpunkt dersom a,a’ = #gei, 1=1,...,4.

At det ikkje finst nokre andre elliptiske kurver som skjer kvarandre, kan vi ogsa
sja ved hjelp av fglgjande argument: La C, og C, vere to forskjellige elliptiske kurver,
der ingen er unionen av 5 linjer. Begge vil vere gitt ved snittet av 5 kvadrikkar. La
k vere ein kvadrikk i idealet til C,/. Da vil denne kvadrikken vere forskjellig fra alle
kvadrikkane i idealet til C),.

Da vil vi ved Bézout, sidan C, er av grad 5, og k er av grad 2, fa 10 snittpunkt
mellom desse, telt med multiplisitet. Ta eit av desse snittpunkta. Orbiten til dette
punktet blir 25 forskjellige punkt, sidan vi har sett at det kun er dei singuleere
punkta i dei spesielle elliptiske kurvene som har ein annan orbitlengde enn 25. Men
- sidan ei elliptisk kurve er invariant under H, ma alle desse punkta ligge i snittet
mellom k og C,. Dette er ikkje mogleg, og vi er i mal. m
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KAPITTEL 3. EIGENSKAPANE TIL Cy

Lemma 3.2. Fire forskjellige punkt pa C, ligg ikkje i same plan.

Bevis. Anta for motseiing at punkta Py, P», P3 og P, ligg i same plan N. Da vil det
for kvart val av punkt P € C,, P # Py, P», P3, P, vere slik at det fins eit hyperplan
som snittar divisoren P+ P, + P+ P3;+ P,. Samtidig vil alle hyperplan som inneheld
N inneholde eit slikt punkt P.

Det betyr at vi ma ha ei birasjonal avbildning fra C, til P, som alle hyperplana
gjennom dette planet er parametrisert ved. Ved Hurwitz’ formel |1, s. 301| finst ikkje
ei slik avbildning sidan C, er rasjonal og har genus 1. Vi har derav ei motseiing. [J
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Kapittel 4

Sekantvarieteten S, til C,

Sekantvarieteten til C,, som eg vil beteikne med S,, er unionen av alle moglege
sekantar til C,. Denne er verdt ei studie. Korleis vil egentleg denne sja ut?

La oss sja pa eit spesifikt eksempel, der a = 0, og C, er da eit av pentagona. Her
vil sekantvarieteten vere unionen av sekantvarietetane vi far nar vi vel 2 av desse
linjene, det vil seie at sekantvarieteten ser ut til & vere unionen av 10 forskjellige
irredusible mengder.

No vil det derimot vere slik at for to linjer som skjer kvarandre i eit punkt vil
sekantvarieteten til unionen av desse to linjene vere eit plan. For to linjer som ikkje
skjer kvarandre derimot, vil sekantvarieteten vere ein P3. Kvart plan er imidlertid
inneholdt i to av dei andre P3-ane, slik at sekantvarieteten blir ein union av 5 P3-ar.

Sy 0g Sy vil da vere like, nemleg xoxix9x324 = 0. Dette er unionen av dei 5
hyperplana Hy, H,, Ho, H3 og H4, som vi kallar ()_;. For to andre pentagon med
dei same singuleere punkta, vil vi fa same scenario. Her vil vi fa unionen av dei 5
hyperplana Hy; der k er fiksert.

Dersom vi vel ei elliptisk kurve C, som ikkje er sett saman av 5 linjer, blir det
med ein gong litt verre a finne S,. Men det er ei lgysing pa dette ogsa.

Lemma 4.1. S, er unionen av alle dei singulaere punkta til kvadrikkar i vektorrom-
met av kvadrikkar utspent av dei 5 kvadrikkane som definerer C,.

Grov gjennomgang av bevis. (Eit meir fullstendig bevis ligg i [3, s. 39-46]) Ta eit
punkt P som ligg pa ein sekant til C,, men som ikkje er eit av dei to punkta pa C,,.
Vi vil sja pa 7p : P* — P3, som er projeksjonen fra P. mp(C,) = Cp. Cp vil no vere
singuleer sidan P ligg pa ein sekant. Hadde ikkje P lege pa ein sekant, ville C, ha
vore glatt.

Graden til Cp er i likhet med C, 5, men den aritmetiske genusen er ikkje len-
ger 1, men 2. Alle singuleere kurver av grad 5 og genus 2 i P3 er inneholdt i ei
andregradsflate F,,.

D4 kan vi sja pa 71 (Fg, ), som er kjegla over Fi,,. Dette vil vere ein kvadrikk i
P* som er singuleer i P. Faktisk er det slik at ei kurve i P? ligg pa ein kvadrikk hvis
og berre hvis inversbildet til kurva ligg pa ein kvadrikk i P* med singuleert punkt i
P. O

Lemma 4.2. S, er invariant under H.

Beuvis. Sidan C, er invariant under H, er det ingen stor overraskelse at ogsa S, er
invariant under H. La oss likevel sja pa detaljane for dette.
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C, er altsa den felles nullpunktsmengda til alle elementa i vektorrommet utspent
av dei 5 kvadrikkane

1
2
K; =2 + axioTiys — STit1Tits

Eit vilkarleg element i dette vektorrommet er gitt ved

4

> yiKi(xo, 21, w2, w3, 74), i € P
i=0

Unionen av alle dei singuleere punkta i vektorrommet er da alle (zg, x1, 22, T3, 24)
som tilfredsstiller likninga

9 01 09Qz 0Qs 0Q4

oz oz ox ox ox 0

o o T TR o1 O

ox1 dxo Oxo Oxo Oxo Y1

0Qo 0Q1 0Q2 0Q3 0Q4 -0
a$2 8%0 8%0 8x0 8x0 y2 __

0Qo 9Q1 0Q2 9Q3 09Q4 Y3
oxs Oxo dxo oxo oxo
9Qo 9Q1 9Q2 9Q3 9Qq Ya
Oxy [o5) Oxg oxg dxg

for alle y;. Dette er alle punkta (xg, z1, T2, 3, x4) som er slik at

0Qo 0Q1 0Q2 0Q3 0Q4
Bmo 820 820 6m0 610
0Qo 0Q1 0Q2 9Q3 9Q4
ox1 oxg oxg oxg oxg
0Qo 0Q1 0Q2 0Qs 0Qs | _
det =0
Oxo dxo dxo [027%) oxo
0Qo 0CQ1 0Q2 0Qs 0Q4
Ox3 Oxo oxo oxo oxo
0Qo 0Q1 0Q2 0Q3 9Q4
8I4 820 820 8x0 6x0

Vi far da at sekantvarieteten er gitt ved

505 o5 5 o5 5
Sq = —a’(xg + o7 + 25 + x5 + x3)

+(a® + 3a* 3 3 3 3 3
a’ + 3a") (zox 22 + T105x3 + Loy + T3TYTo + TaLHT1)
8 3\(, 2. 02 0202 2 2 2. 2 2 2
+(a® — 2a7) (zgr1 25 + T]T2x5 + TZT3TT + TIX4XG + T3TXT)

T 2V(2.2 22 2, 2 2 2 2 2
—(2a" + o) (xixixs + 1504 + T5X500 + X501 + TITHT2)

6(.,.3 3 3 3 3
+(a — 3a”)(xgrams + T723T4 + T524%0 + T3ToZ1 + TyT1T2)
10 5
+(a” 4 16a°) (xor1227374) = 0

Dette er faktisk ein lineserkombinasjon av dei 6 absolutt invariante 5-gradspolynoma
vi har funne tidlegare! Det betyr at S,, i likhet med C,, er invariant under heile

H. [l

Om vi ser bort fra pentagona, der sekantvarieteten er lik for to og to elliptiske
kurver, vil S, vere forskjellig for alle forskjellige val av a. Eg vil imidlertid ikkje ga
narare inn pa dette.

4.1 S, har trippel multiplisitet langs C|,

Det er ein sveert interessant link mellom C, og S,. La oss ta det tredje-symmetriske
produktet til idealet til C,. Dette idealet vil da vere generert av (;) = 35 polynom
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av grad 6. Saturerer vi dette idealet, far vi faktisk ut eit femtegradspolynom F, som
eit av generatorane for det saturerte idealet. Z(Fy) er faktisk lik S,!

Tek vi det tredje-symmetriske produktet til I,, far vi eit ideal I? av sekstikkar.
Alle hyperflatene i dette idealet har trippel multiplisitet langs C,. Saturerer vi idea-
let, finn vi at femtegradspolynomet F, er ein generator i det saturerte idealet. Dette
betyr at

(woFy, 01 F,, 20 F,, 23 F,, 24F,) C I”

har trippel multiplisitet langs C,. For kvart punkt P = (z, x1, Z2, x3,24) pa C, vil
det vere minst ein z; # 0. Sidan hyperflata x; F;, = 0 har trippel multiplisitet i P, ma
Z(F,) ha trippel multiplisitet i P. Men det betyr at Z(F,) har trippel multiplisitet
langs heile C,,.

Lemma 4.3. S, = Z(F,), sd S, har trippel multiplisitet langs C,.

Bevis. Vi treng no berre & vise at S, = Z(F,). Ta ein vilkarleg sekant L til C,, og
anta at denne ikkje er inneholdt i Z(F,). Da vil denne linja snitte C, i to punkt.
Sidan snittmultiplisiteten mellom L og Z(F,) er 3 i kvart av dei to punkta, vil
dei skjeere kvarandre 6 gonger medrekna multiplisitet. Men i folgje Bézout kan dei
skjeere kvarandre maks 5 gonger sidan L har grad 1 og Z(F,) har grad 5. Dette blir
el motseiing, og alle sekantar er derav inneholdt i Z(Fy), slik at S, C Z(Fy,).

Sekantvarieteten er ogsa irredusibel. Kvart punkt pa sekantvarieteten ma vere i
ein komponent av dimensjon 3, sidan du der har 3 kontinuerlege parametrar som
varierer: Det fgrste punktet pa C,, det andre punktet pa C,, og kor du ligg pa
sekanten.

Anta for motseiing at sekantvarieteten .S, er redusibel, bestaande av to kompo-
nentar S = UU V. La oss sja pa U og anta at heile C, ikkje er inneholdt i U. Da vil
komponenten berre inneholde eit endeleg antal punkt fra C,. Sidan kvar sekant inne-
held to punkt fra C, betyr dette at vi vil kun ha eit endeleg antal sekantar inneholdt
i U. Men unionen av eit endeleg antal sekantar vil ha dimensjon 1. Dette kan da
ikkje vere ein komponent. U ma derav inneholde C,. U ma ogsa inneholde ein del av
sekantane for at den skal ha dimensjon 3. Mengda E = (p,q) € C, x Cyl(p,q) € U
ma vere av dimensjon 2 for at U skal ha dimensjon 3, men sidan C, x C, er irredu-
sibel av dimensjon 2, ma F = C, x C,. Heile S, er da inneholdt i U, og S, er derav
irredusibel. Sidan Z(F,) er irredusibel og inneheld S,, ma Z(F,) = S,. O

Macaulay2-kode 2. :

R = Z7Z/31[xg, x1, 2, T3, 4]; <Koordinatringen til domenet, merk at eg brukar ein
endeleg kropp>

S = ZZ/31[yo, y1, Y2, Y3, ya]; <Koordinatringen til codomenet >

hypa = z¢ + =1 + 22 + x3 + x4 <Dei 5 hyperplana>

hypb = 14 xxg+ 14 *x 21 + 3% 20+ 3 x w3+ 14 % 14

hypc = 26 x xg + 26 x x1 + 15 % 29 + 4 x x3 + 15 % x4

hypd = 12 % xg + 23 x 11 + 12 % x5 + 23 + 24

hype = 2% xg+ 13 %21 + 13 %20 + 2% 23+ 2 % 14

xtily = map(S, R, o, y1, Y2, Y3, ¥a) <ldentitetsavbildninga mellom koordinatringa-
ne>

ytilx = map(R, S, zg, x1, T2, 23, x4) <Inversen til sistnevnte>

yhypa = xtily(hypa)

yhypb = xtily(hypb)
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yhype = xtily(hypc)

yhypd = xtily(hypd)

yhype = xtily(hype)

faca = hypb*hypc*hypd*hype <Produktet av kvart utval av 4 hyperplan>
facb = hypa*hypc*hypd*hype

facc = hypa*hypb*hypd*hype

facd = hypa*hypb*hypc*hype

face = hypa*hypb*hypc*hypd

transO = faca/11-facb/11+facc/11-face/11 <Det yo avbildast pa>
transl = facb/11-facc/11+facd/11 <Det y; avbildast pa>

trans2 = -2*faca/11-facb/11+facc/11-facd/11+face/11 <etc>
trans3 = 16*faca/11-facc/11+facd/11-face/11

trans4 = -4*faca/11+facb/11-facd/11+face/11

xOpa = xtily(trans0)

x1pa = xtily(transl)

x2pa = xtily(trans2)

x3pa = xtily(trans3)

x4pa = xtily(trans4)

Crem = map(S, R, xOpa, x1pa, x2pa, x3pa, x4pa) <¢>

Q1 = zg * g + 19 x x3 — 21 * x4 <Dei 5 kvadrikkane som definerer C >
Q2 = a1 % T +x3% T4 — Tg * T

Q3 = To *x To + 14 * T — T * T3

Q4 = z3x x5+ 0 * T — To * Ty

Qb = Ty *x Ty + T * Ty — T * T3

I = ideal(Q1,Q2,Q3,Q4,Q5) <Idealet hvis nullpunktsmangde er C; >
dim I

degree 1

J = jacobian I

S1 = det J <Her finn eg polynomet som definerer S;

idealet = I?

saturert = saturate idealet

uttrykk = saturerty <Her finn eg akkurat det samme polynomet som definerer S; >
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Kapittel 5

Cremonatransformasjonar

Vi gar no over pa hovuddelen av oppgava, og det er a sja pa kva som skjer med S,
under ein spesiell Cremonatransformasjon.

5.1 Cremonatransformasjonar i P>

Vi ser forst pa korleis ein Cremonatransformasjon fungerer i P2, for & fa eit innblikk
i kva som egentleg skjer i ein dimensjon som vi enklare kan forestille oss.

Ein Cremonatransformasjon er ein birasjonal automorfi. Transformasjonen min
gér no fra rommet P2 som har den korresponderande koordinatringen M = C|xg, z1, o]
til P? med koordinatringen N = C|yo, y1, 92]. Geometrisk har eg da ei avbildning

¢ :ProjM — Proj N
som definerer ei avbildning algebraisk
"N —>M

Vi vil spesielt sja pa dei transformasjonane som er gitt ved at tre ulike lineaere former
i domenet, eg kallar dei ag, a; og as, gar pa sin eigen invers. Dei tilsvarande linesere
formene i codomenet vil vi beteikne med by, by og bs. Transformasjonen min er gitt
ved

¢* . (bo — 109, b1 — QpQ2, bg — aoal).
og inversavbildninga vil vere
<¢*)_1 : (ao — blbg,al — bng,CZQ — bobl).

No vil (¢*)71(¢*(by)) = (¢*) " *(aras) = bobibaby, og gjer vi dette for by og by ogsa,
ser vi at vi kan skalere vekk bbby fra kvar av koordinatane, og det kjem da tydeleg
fram at dette faktisk er inversavbildninga.

¢ er no definert slik at den er ein isomorfi utanfor linjene ag = 0,a; = 0 og
as = 0, men dersom ajay = agas = apa; = 0, er ikkje ¢ definert, sidan (0, 0,0) ¢ PZ2.
Mengda av punkt som ¢ ikkje er definert i, blir kalt den fundamentale mengda til
¢. Dette kan da kun vere tilfelle om to av tre av dei linesere formene er 0.

Snittet til nullmengda til eit kvart utval av to av desse linezere formene, vil vere
eit punkt. Nullpunktsmengda til dei tre linesere formene vil her vere linjer, medan
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nullpunktsmengda til homogene polynom av grad d vil vere kurver av grad d. Eg vil
kalle ag = 0,a; = 0 og as = 0 dei tre definerande linjene.

Sidan det er tre forskjellige utval av to linjer blant tre, er den fundamenta-
le mengda, som eg vil kalle Fy, for ¢ akkurat tre punkt i P2, som eg vi kalle
fundamentale punkt.

Eg vel for mitt eksempel dei tre linesere formene til & vere

a0:$0+2x1+x2
ay = T1 + T

a2 = g + 1 + T2.

Sidan ¢ er sin eigen invers, vil dei tilsvarande linesere formene i N vere dei same
etter at vi har bytta ut koordinatfunksjonane, sa dei blir

bo = yo + 2y1 + ¥o
bi =y + o
by = yo +y1 + Yo

og da far transformasjonen dei tre fundamentale punkta
A:(0:1:-1),B:(1:0:=1)og C:(1:—1:1).

Inversavbildninga vil d& ha dei tre fundamentale punkta
A:(0:1:-1),B":(1:0: =1)og C": (1: —1:1).

Dei tre definerande linjene vil eg kalle AB, AC og BC, medan dei tilsvarande linjene
i codomenet vil vere A'B’, A’C" og B'C’. Avbildninga var er da spesifikt gitt ved at

T+ 211 + 29 — (Y1 +v2) (Yo + y1 + y2)
T1 4+ 23 = (Yo + y1 + y2) (Yo + 201 + 12)
zo + 21+ 2 = (Y1 + y2) (Yo + 2y1 + Y2)

A A

Figur 5.1: Cremonatransformasjonen i P2

Om vi har ein varietet V i domenet og U er den opne mengda utanfor dei tre
definerande linjene, vil dim V; = dim ¢y (V). Dimensjonen vil bli bevart utanfor
FQ.

Kva skjer egentleg med kurver som gar gjennom eit av dei fundamentale punkta?
Jo, det vi ma gjere, er a blase opp dei fundamentale punkta - da lgyser vi problemet
med at desse punkta er i F5.
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Om ein skal blase opp eit vilkarleg punkt, finn ein forst ein koordinat ulik 0. Da
kan ein identifisere dei resterande koordinatane med eit punkt i A™. Sa kan vi flytte
dette punktet i A" til origo, blase det opp, flytte det attende og atter identifisere det
med punktet i P*. Da vil vi ha fatt ei delmengd av P* x P*"~!, som eg vil beteikne
som det oppblaste rommet.

I vart tilfelle i P? har vi tre punkt vi ma blase opp: A, B og C. Det som skjer nar
vi bles opp kvart av punkta, er at inversbildet under 7 til kvart av dei tre punkta
vil vere ein P!. Om vi har ein varietet V' i domenet som gar gjennom eit eller fleire
av desse fundamentale punkta, vil vi kunne finne bildet av V' under ¢ ved & sja pa

o(r=H(V = F)).
I det oppblaste rommet vil vi altsa kunne utvide avbildninga slik at den gjeld
for tillukninga til inversbildet av den delen av V' som ligg utanfor F5, og dette gjev

meg bildet av V' under ¢.

P? x P!

Figur 5.2: Oppblasing i P2. Vi vil fi eit heilt tilsvarande bilde i P4, med P* x P? som
det oppblaste rommet.

La oss da sja pa kva som skjer med dei forskjellige varietetane under ¢. La oss
ta linja AB som eit eksempel. Alle punkta pa denne linja, i alle fall unntatt dei
fundamentale, vil ga pa eit enkelt punkt i codomenet, nemleg C’: (1: —1:1). Om
vi deretter tek linja AC, vil alle punkta pa denne - unntatt dei fundamentale - ga
pa eit enkelt punkt i codomenet, nemleg B’ : (1 : 0 : —1). Men desse linjene skjer
jo kvarandre i det fundamentale punktet A : (0 : 1: —1) i domenet! Kva vil dette
punktet da ga pa? B'? C'? Bade B’ og C'?7

Vel, sidan Cremonatransformasjonen er sin eigen invers, kan vi fa eit hint om
kva som skjer med punktet om vi ser pa inversbildet til kvar av dei tre definerande
linjene i codomenet.

Inversbilda til desse vil jo nemleg, pa same mate, vere punkta A, B og C, og ein
kan derav fastsla at linjene er inneholdt i bildet av punkta.

Og linjene er faktisk bildet av punkta, dersom vi kun avbildar punktet i seg
sjolv. Det som imidlertid er, er at ei linje i domenet som gar gjennom punktet A,
ikkje vil ha heile linja by = 0 i bildet sitt. Dersom vi restrikterer avbildninga til linja,
vil bildet av punktet vere akkurat eit punkt pa linja by = 0.

Vi ser altsa at det er forskjellig kva eit punkt fra F, egentleg gar pa. Er det kun
punktet som blir avbilda, blir bildet ei linje, medan om vi ser pa bildet av punktet
restriktert til ei linje, vil bildet kun bli eit punkt.

For to kurver som skjer kvarandre i domenet, vil det da nemlig ikkje ngdvendigvis
vere slik at dei respektable bileta skjer kvarandre i codomenet. Dette kjem av at om
dei kun skjer kvarandre i eit eller fleire av dei tre fundamentale punkta, sa vil dei
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Domene — Codomene

Hyperflate Grad | Mult i punkt Grad | Mult i punkt

A|B| C A|B| C
200+ 1+ 29 =0 1 011 0 1 011 0
3xg+ 1bxy + 1725 =0 1 0|0 0 2 1|1 1
T3 + 3x0x1 + 323 + 2x0xg + 4129 + 25 =0 2 1)1 1 1 010 0
22+a2—a22=0 2 o1 1 2 o1 1
32— 323+ 23 =0 2 0]0] 0 4 (22| 2
w4227 —23=0 2 |00 1 3 |11 ] 2
3z —ri+a3=0 2 |0]1] O 3 |1]2] 1
T3+ 2 + 13 — rorime =0 3 101 1 4 |1]2] 2
o+ ot +ah — 22rd — it — il =0 4 |20 0 6 | 42| 2
To+ at + ah — vord — 2da? — il =0 4 [ 1]0| 0 7 1413] 3
ri+at—a23=0 4 0|1 1 6 | 23] 3

Tabell 5.1: Kva som skjer med ulike kurver under ¢.

avbildast pa forskjellige punkt i codomenet dersom tangentane til kurvene i det
fundamentale punktet alle er forskjellige. Det er effekten av oppblasinga. Dersom to
kurver har like tangentar i eit punkt, vil dei likevel skjaere kvarandre i same punkt
i codomenet.

Vi ser at det er ein samanheng mellom kor mange gonger ei kurve skjer kvart
av dei fundamentale punkta fgr transformasjonen, og kor mange gonger billedkurva
etter transformasjonen skjer dei tilsvarande punkta i codomenet. La oss sja pa eit
eksempel.

Eksempel 5.1. Om vi har ei linje [ som gar gjennom A, men ikkje B eller C, vil
¢(1) bli ei linje som gar gjennom A’, men ikkje B’ eller C”.

Bevis. Grunnen til dette er felgjande: [ vil skjeere BC' i eit punkt. Dette punktet
vil bli avbilda pa punktet A" i codomenet, sa ¢(I) vil skjere A’. [ gar ogsa gjennom
punktet A, som betyr at ¢(l) vil skjere B'C’. Men ¢(l) vil ikkje skjere B'C" i verken
B’ eller " sidan tangenten til [ i A ikkje er lik tangenten til verken AB eller AC i
A. [ skjer verken AB, BC eller AC fleire gonger enn dette, sa ¢(l) vil ikkje skjere
A’, B’ eller ¢’ fleire gonger heller.

Graden til ¢(1) kan vi finne ved & invertere eit generelt hyperplan H; fra codome-
net, og sja kor mange gonger inversbildet skjer [. ¢ er i utgangspunktet definert slik
at linezere former gar pa kvadrikkar, og da vil ogsd ¢! vere definert slik. Graden
til 71 (H;) vil d& maks vere 2. Sidan H; gir gjennom dei tre linjene A’B’, A'C" og
B'C’ ein gong kvar, vil ¢7'(H;) ga gjennom alle punkta A, B og C, og graden kan
da ikkje vere anna enn 2.

¢ Y(H;) og I vil no skjere i kun to punkt ved den generelle Bézout. Men eit av
desse punkta er punktet A, og det vil ikkje telle med nar vi skal finne graden til
bildet, fordi ¢~'(H;) og [ mé ha forskjellige tangentar i A. Vi star igjen med eit anna
skjeringspunkt, og ¢ (1) vil da vere ei linje. O

Derav vil bildet til ei kurve i P? av grad d som ikkje snittar i verken A, B eller C,
ha snittmultiplisitet d i kvar av punkta A’, B’ og C’, sidan denne hyperflata snittar
kvar av dei tre definerande linjene i d punkt, og desse trekkjast saman til A’, B’ og
.

Tabell viser ei oversikt over kva som skjer med ulike kurver i P? under ¢.
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5.2 Cremonatransformasjonar i P*

Nar vi no har sett korleis dette grovt sett fungerer i P?, kan vi vage oss over i & sja
pa det tilsvarande eksemplet i P

Nar ein jobbar i P4, vil opplevelsen her vere ganske lik den vi sag i P2. Forskjellen
er at her er ikkje nullmengda til dei linesere formene vi vel ut, linjer, som i P2.

Det er fortsatt hyperplan, men denne gongen er hyperplana av dimensjon 4! Det
betyr at kvar av desse hyperplana vil bli trekt saman til eit einaste punkt gjennom
Cremonatransformasjonen.

Eg vel a sja pa ein spesiell Cremonatransformasjon, og ser pa den elliptiske kurva
C1. Eg vel sa 5 punkt pa C] der kvart utval av 4 av desse ikkje ligg i same hyperplan.
For enkelhets skuld vel eg 5 av dei 25 5-torsjonspunkta, da desse har koordinatar
som er enkle & forholde seg til.

Eg vel meg da punkta

og ser pa Cremonatransformasjonen der desse 5 punkta er dei fundamentale punkta.
Da kan vi definere 5 hyperplan; eit for kvart utval av fire av desse punkta. Desse
hyperplana har eg funne ved hjelp av programmet Maple. Eg fann likningane for
hyperplana ved a ta likninga

$o+a$1+b$2+03§3+d$4:0

for eit generelt hyperplan og sette inn 4 av dei 5 fundamentale punktafor a fa 4
likningar. Lgysinga pa dette likningssystemet gjev meg koeffisientane eg treng. Dei
linezere formene vi far som definerer desse hyperplana, er dei du kan sja i tabell

Eg let sa Cremonatransformasjonen min vere definert pa den maten at eg sender
dei linezere formene pa sin eigen invers, og ser kva eg far da. Transformasjonen er
da i praksis gitt ved

¢: ProjR — ProjS
slik at
¢*: S — R: (507 b17b27b3;b4) — (a1a2a3a4,a0a2a3a4,a0a1a3a4, a0a1a2a4,a0a1a2a3).

Eg ser sa pa kva som skjer med forskjellige hyperflater under ¢. Nokre av resultata
kan du sja i tabell

Lemma 5.2. Den fundamentale mengda Fj for ¢ er unionen av 10 plan.

Beuwis. For at eit punkt skal vere ein del av F), ma alle produkta ajasasay, agasasay,
apa1a30y, Aoa10204, O agaiasas ga pa 0. Alle desse er produktet av 4 av 5 linesere
former. Utan tap av generalitet kan vi da anta at ag = 0. Da vil alle produkta vere
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Namn | Inneh. i hyperplanet | Likning
H, A, B, C, D (Ozo+ (* =+ Doy + (e = + g +exz +exy =0
H, A/ B, C E (€ + €*)xg + (263 + 262 — D)y + ( + X)zg + a3+ 24 =0
H, A, B, D E (263 + 262 + €)zg + (263 + 22 + €)xy + ( + € + e+ 1)xy
+e+ D)z + (e+2)z3+ (E+ e +e+ 1wy =0
H, A, C, D E (E+eE+erg+ (€ ++e)x + (e+ 1)y
+e+Das+ (E+e+e)zy =0
Ha B,C,D,E $0+$1+(L’2+(E3+l’4:0

Tabell 5.2: Dei 5 hyperplana

0, unntatt ajasazas. For at denne skal vere 0, ma ei av dei andre linesre formene
ogsa vere 0 - da vil alle produkta bli 0. Det vil seie at snittet av nullpunktsmengda
til to utvalde linesere former vil vere ein del av Fj.

Snittet av to linesere former er eit plan, og det er (g) = 10 forskjellige utval vi
kan gjere, sa den fundamentale mengda for ¢ er unionen av 10 plan. ]

Om ein ser pa den tilsvarande fundamentale mengda i P? er ikkje denne sa
vanskeleg & forestille seg. Der vil nemleg den fundamentale mengda vere 4 linjer
som utgjer kantane i eit tetraeder. Men ti plan i P*?

La oss likevel gjere eit forsgk. Ta planet gjennom A, B og C', som vi kallar planet
ABC'. Dette planet vil ha linja AB felles med planet ABD. Men det vil jo ogsa ha
den same linja felles med planet ABE! For kvar av dei 10 linjene som gar gjennom
to av dei fundamentale punkta vil 3 plan skjeere denne. Kvart plan vil da ha ei linje
felles med 6 av plana, medan det har eit punkt felles med dei resterande 3, noko
som gjev eit totalt bilete som er vanskeleg a sja for seg for alle som kun er vant til
a tenkje i maks tre dimensjonar.

Eg vil no kalle linja gjennom to fundamentale punkt for ei fundamental linje, og
planet gjennom tre fundamentale punkt for eit fundamentalt plan.

5.2.1 Bildet av forskjellige delar av F}

#(P*Y) gjev ein isomorfi i omradet utanfor dei 5 definerande hyperplana. Eit punkt
pa eit av dei 5 definerande hyperplana i domenet som ikkje er i same plan som 3
fundamentale punkt vil bli avbilda pa eit av dei 5 fundamentale punkta i codomenet.
Men kva skjer med dei punkta pa kurva som er blant Fj i domenet, som er unionen
av dei 10 plana som inneheld 3 fundamentale punkt kvar?

Vel, som nevnt gar punkt pa hyperplan. Punktet A, gitt ved H, = H. = H; =
H., = 0, gar pa hyperplanet H, i codomenet, nemleg yo + y1 + y2 + y3 + y4 =
0. Tilsvarande gjeld for dei andre punkta. Dessuten gar hyperplana i domenet pa
punkta i codomenet.

Linja gitt ved H, = Hy = H, = 0 gar pa same mate pa planet gjennom C’, D’ og
E’ i codomenet. Men kva avbildast EIT av punkta pa linja pa? Jo, dersom vi tek eit
vilkarleg punkt pa denne linja, som er gitt som snittet mellom hyperplana ag = 0,
a1 = 0, as = 0 og kas + lay = 0, far vi felgjande bilde: snittet mellom bybyb3by = 0,
bobabsby = 0, bob1b3by = 0 og bob1bs(kbs+1by) = 0. Snittet av desse er faktisk mengda
bs = by = 0. Det vil seie at vi far eit plan. Eit punkt pa denne linja gjev oss altsa eit
heilt plan! Det vil altsa seie at det er vilkarleg om vi mappar heile linja eller berre
eit punkt pa linja - vi far ut planet uansett!
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Domene — Codomene

Hyperflate Grad | Multiplisitet i punkt Grad | Multiplisitet i punkt

A|B|C|D| E A|/B|C|D| E
To+x1+22=0 1 00101 1 2 111112 2
x3+x4=0 1 00|01 1 2 111112 2
To+ 221 +Dxe + x5+ 24 =0 1 0[010]0 0 4 3131313 3
T2+ Tox3 — 1124 =0 2 | 1|1|1]1] 1 3 122122 2
2+al—x3—2i=0 2 0j0y1]0] O 7 515|615 5
i+l +ad+ad=0 3 01111 1 8 67|77 7

Tabell 5.3: Det som skjer med forskjellige hyperflater i P* under ¢.

Kva med bildet til eit fundamentalt plan, da? Vel, pa tilsvarande mate vert desse
avbilda pa ei linje. Planet ay = a; = 0 gar for eksempel pa by = b3 = by = 0.

5.2.2 Bildet av hyperplan

Eit naturleg spgrsmal a stille seg er: Kva skjer med eit hyperplan som inneheld 1, 2
eller 3 av dei fundamentale punkta? Kva vil desse hyperplana bli avbilda pa under
¢? Sidan hyperplanet er definert ved nullpunktsmengda til eit polynom, vil ogsa
bildet av dette bli nullpunktsmengda til eit polynom, men av kva grad? Kva grad er
det pa hyperflata vi far ut i codomenet?

Forst og fremst: I likhet med eksemplet i P? har vi at sidan ¢ er ein isomorfi
utanfor dei definerande hyperplana, vil det for alle varietetar V' vere slik at dersom
vi kallar unionen av dei 5 definerande hyperplana for U, vil vi fa at dim V' = dim
¢(V —U) - dimensjonen til varieteten er bevart utanfor hyperplana. Graden til bildet
av hyperflata vil vere antal snittpunkt mellom hyperflata og ei generell linje, gitt
ved snittet til 3 generelle hyperplan. Maten vi finn dette pa er & i staden sja pa antal
snittpunkt utenom F} til inversbilda til desse hyperplana.

La oss ta eit eksempel.

Eksempel 5.3. La H,p vere eit hyperplan som gar gjennom dei to fundamentale
punkta A og B i domenet. Da vil ¢(H4p) ha grad 2.

Bevis. La oss sji pa restriksjonsavbildninga ¢|g,, : Hap — P*.

For & finne graden til ¢(Hap) ser vi altsd pa kor mange gonger ¢(Hap) skjer
ei generell linje i codomenet. Fi slik linje i codomenet vil vere gitt ved snittet av
tre hyperplan. Inversbildet til desse tre hyperplana vere 3 kvartikkar som eg kal-
lar KV, KV og KV5. Vi treng altsa a sja pa kor mange gonger snittet av desse
kvartikkane skjer H sp.

Det er da interessant & sja pa kva snittet mellom H g og Fj er. Det er linja
mellom A og B, eit punkt fra henholdsvis BC, C'D og DFE som vi kan kalle F', G og
H, og linjene gjennom kvart par av desse 5 punkta. F', G og H ligg pa same linje.

Om vi utelukkande ser pa Fy, vil bade K'Vj, K'Vi og KV, ha multiplisitet 3 i dei
fundamentale punkta, multiplisitet 2 i kvart punkt pa dei fundamentale linjene og
multiplisitet 1 i punkt pa dei fundamentale plana. Linja AB inkludert punkta F, G
og H vil da ha multiplisitet 2, og linja gjennom F'; G og H vil ha multiplisitet 1.

La oss fgrst sja pa KVj, og sidan hyperplana er generelle, kan vi velje KV} til
a vere unionen av 4 plan. Eg vel da denne kvartikken til & vere unionen av planet
utspent av B, F', G og H, planet utspent av A, F', G og H, og to andre plan som
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/F GH\

Figur 5.3: Restriksjonen av F} til planet gjennom A, F, G og H

A B

Figur 5.4: Restriksjonen av F} til planet gjennom A og B

inneheld linja AB. Da har vi dekka over den fundamentale mengda vi treng a ha
inkludert. Kva blir da restriksjonen av K'V; og KV til desse plana?

Vel, om vi tek K'V;, og restrikterer denne til planet gjennom A, F', G og H, blir
restriksjonen fortsatt ein kvartikk, og sidan KV} ma inneholde alle dei fundamentale
punkta med tilhgyrande multiplisitet, har vi ikkje andre mulighetar enn den eine:
Det er at K'V) restriktert til dette planet vil vere dei 4 irredusible komponentane
som er linjene AF, AG, AH og F'G. FG gar ogsa gjennom H. Melodien er lik for
KV, sa KVi og KV; ma begge ha akkurat denne restriksjonen til dette planet. Alle
desse punkta er punkt fra Fj, sa derav vil vi ikkje fa noko bidrag til graden her. Ei
akkurat tilsvarande historie vil vi fa for planet gjennom B, F', G og H.

Det eine planet gjennom A og B vil snitte linja F'G i eit punkt, vi kallar det
I. KV} og KV, ma ha dobbel multiplisitet i kvart punkt pa linja AB, sa kvar av
kvartikkane ma ha to irredusible komponentar, altsa linjer, i AB. I tillegg har vi
da punkta A, B og I som begge kvartikkane ma ga gjennom. Restriksjonen av
KV; og KV, til planet vil i tillegg til den doble linja AB vere ein kvadrikk, og tek
vi to kvadrikkar gjennom A, B og I, vil desse kvadrikkane snitte kvarandre i eit
fjerde punkt! Vi har no fatt eit snittpunkt som ikkje er ein del av den fundamentale
mengda, og som derav fortel at vi har eit snittpunkt mellom ¢(H 4p) og var generelle
linje.

Det andre planet gjennom A og B vil gje same historie, og vi far da til sa-
man to snittpunkt utenom den fundamentale mengda. Eit hyperplan gjennom to
fundamentale punkt har derav grad to etter transformasjonen! O]

Tabell viser kva som skjer med forskjellige hyperflater i P4 under transfor-
masjonen.
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5.2.3 Bildet av sekantar

For vi gar vidare til sekantvarieteten S,, kan det vere interessant a sporre seg kva
som skjer med ein enkelt sekant. Dersom sekanten ikkje er inneholdt i nokon av
hyperplana, vil den skjere kvart hyperplan ein gong, men spgrsmalet er kor sekanten
skjer hyperplanet - er det i eit punkt som er ein del av den fundamentale mengda?

La oss anta at sekanten ikkje gar gjennom nokon av dei fundamentale punkta. La
oss ogsa anta at linja ikkje skjer noko fundamentalt plan i det heile tatt. Graden til
bildet av sekanten kan vi finne ved a ta eit generelt hyperplan i codomenet, trekkje
dette tilbake til domenet, og sja kor mange gonger inversbildet snittar sekanten
utenom dei fundamentale punkta. Bildet av sekanten vil da vere ei kurve av grad 4,
for alle dei 4 skjeringspunkta mellom sekanten og inversbildet av hyperplanet, som
er ein kvartikk, vil vere punkt utanfor den fundamentale mengda. Billedkurva vil
ogsa ga gjennom kvart fundamentalt punkt i codomenet ein gong, sidan sekanten
gar gjennom hyperplana H,, Hy, ..., H, ein gong kvar.

Dei 5 fundamentale punkta i codomenet, som er ein del av bildet til sekanten,
ligg ogsa pa bildet av C, sidan C, skjer kvart definerande hyperplan i domenet ein
gong i tillegg til i dei fundamentale punkta. Saman med dei to andre punkta fra C,
far vi at bildet av sekanten skjer den elliptiske kurva i heile 7 punkt.

Lemma 5.4. Ei 4-gradskurve k£ som gar gjennom 7 punkt pa C, inkludert dei 5
fundamentale punkta til ¢, vil bli ein sekant til ¢(C,,).

Beuvis. Inverterer vi eit generelt hyperplan fra codomenet, vil kvartikken vi da far i
domenet skjere kurva i til saman 16 punkt. 15 av desse er imidlertid fra dei funda-
mentale punkta, sidan kvartikken er trippel i alle desse. Vi blir derav staande igjen
med at ¢(k) mé ha grad 1, og ¢(k) mé derav vere ein sekant. O

Ein sekant som skjer eit fundamentalt plan, men ikkje er inneholdt i det, sei
planet gitt ved H, = 0 og H, = 0, vil skjere den fundamentale linja A’ B’ i codomenet.
Den vil derav ikkje ga gjennom verken punktet A’ eller B’ i codomenet, sidan det
einaste punktet som gar gjennom H, ikkje blir avbilda pa A’. Bildet av denne kurva
vil da ha grad 3, sidan inversbildet av eit generelt hyperplan vil skjere sekanten
i 3 punkt utenfor den fundamentale mengda. Hyperplanet vil skjeere enkelt i det
fundamentale planet som sekanten skjer.

Pa same mate vil ein sekant gjennom ei fundamental linje bli ei 2-gradskurve,
medan ein sekant gjennom eit fundamentalt punkt vil bli ei linje. Sekanten gjennom
eit fundamentalt plan og den einaste fundamentale linja som ikkje snittar dette
planet vil ogsa bli ei linje. Da har vi ikkje fleire mulighetar for sekantar.

5.2.4 Bildet av S, og C,

Men - la oss ga vidare til S,. Her er det heilt klart eit naturleg spgrsmal som kjem
opp. Om vi utferer ¢ pa C og deretter finn sekantvarieteten til bildet til ¢(C,), vil
dette vere lik ¢(S,)? Kva skjer med S, under Cremonatransformasjonen? Blir dette
sekantvarieteten til ei eller anna elliptisk kurve? La oss vere spesifikke, og sja pa C}
og Sy.

Teorem 5.5. ¢(Cy) blir ei ny elliptisk kurve. Utfgrer vi derimot ¢ pa alle kva-
drikkane som C} er definert av, vil nullpunktsmengda til desse inneholde dei ti
fundamentale linjene i tillegg til ¢(CY).
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Beuvis. Etter at vi har utfgrt Cremonatransformasjonen pa Sy far vi eit nytt polynom.
Ogsa dette er eit 5-gradspolynom, og dimensjonen til nullpunktsmengda blir 3. Det
er derav truleg at dette er sekantvarieteten til ei eller anna kurve. Dersom det er
ei elliptisk kurve, veit vi no fra Lemma [4.3| at sekantvarieteten til denne er trippel
langs heile kurva, sa vi kan lett finne ut kva kurve dette i sa fall ma vere.

Alle dei doble partiellderiverte til femtegradspolynomet gjev oss 25 tredjegrads-
polynom. Saturerer vi dette, finn vi at det saturerte idealet Sat er generert av 5
kvadrikkar! Slett ikkje dumt. Nullpunktsmengda til desse kvadrikkane er eindimen-
sjonal, og det er naturleg a kunne mistenke at vi da har fatt ei ny elliptisk kurve.

Dei kvadrikkane vi far, er:

x1x2—10x24+14x023—102103—8r2x3—4x3+ 110004 — 1401244+ 92204— 112304+ 1424
zozg+15z§+2$0$3—13$1m3—6$213 —7z§+1110$4—3$1$4 +2x0x4+6x324
:E% 74x§ —9xgx3—5T123 7ac§+4a:0:p4 +93r1964+1512aﬁ4+1013364+1396?1
Tox1 +2x%+10x0x3—8x1 T3 —7x2$3+10x§+13x0$4—5x1x4 +9xo14— 11z3x4—5:ci

z3—T23—9z03—97123+3T223+972 — w074 — 27174 —TT2T4 — 152374

Var 5. grads hyperflate har da trippel multiplisitet i alle punkta som er ein del av
nullpunktsmengda til desse kvadrikkane, noko som betyr at alle sekantar til kurva
definert av denne nullpunktsmengda ma vere inneholdt i hyperflata.

C har grad 5. Graden til ¢(C}) kan vi finne, som med andre kurver tidlegare, ved
a invertere eit hyperplan fra codomenet. Kvartikken som vi da far, vil skjere C; i 5-4
= 20 punkt, men 15 av desse tel vi fra dei fundamentale punkta, der kvartikken er
trippel. Da vil vi fa 5 snittpunkt igjen. Bildet av den elliptiske kurva har da faktisk
grad 5 under ¢.

Verdt & merke seg er da at bildet av (] ikkje ville hatt same grad om vi hadde
valt ein Cremonatransformasjon der ei eller fleire av dei fundamentale punkta hadde
vore punkt som ikkje lag pa C'. Da ville ikkje inversbildet av ein kvadrikk ha snitta
kurva trippelt i 5 fundamentale punkt, og graden til bildet kunne da ha blitt alt fra
6 til og med 20. Det er med andre ord sveert vesentleg for denne vakre teorien at
vare fundamentale punkt er 5 punkt pa C;!

Bruker vi no Macaulay2, og finn ¢(K;) for alle dei 5 kvadrikkane K;, far vi ut
5 polynom av grad 8. Men kvadrikkane vil ikkje bli hyperflater av grad 8. Ved a ta
ei generell linje i codomenet, finn eg at invershildet til denne har grad 4, og denne
snittar da kvar kvadrikk i 8 punkt. Men no er det imidlertid slik at kvar kvadrikk
skjer A, B, C, D og E enkelt, og det gjer ogsa kurva, sa desse 5 punkta tel ikkje
med nar vi skal finne graden til bildet. Vi far da at bildet av kvar kvadrikk blir ein
kubikk.

For a finne desse kubikkane, faktoriserer vi polynoma av grad 8, og finn at alle
dei 5 linezere formene i codomenet er faktorar i desse polynoma. Dei er bildet av A,
B, C, D og F, og kan da delast vekk; det er ikkje desse vi er interessert i.

Vi far da eit nytt ideal J generert av 5 kubikkar. Den felles nullpunktsmengda
til desse kubikkane gjev oss ei kurve av grad 15. Dette kan da ikkje vere ei elliptisk
kurve. Det viser seg imidlertid at kurva Z(Sat) er inneholdt i denne nullpunkts-
mengda! Idealet til kubikkane er nemleg inneholdt i idealet til kvadrikkane. Kva er
det da for noko ekstra som har snike seg med?
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Det ekstra som har kome med, finn vi ved & ta idealkvotienten (J : Sat). Da far vi
ei kurve R av grad 10. Det som er interessant, er at kurva av grad 15 har 5 singulaere
punkt, og det har ogsa kurva var av grad 10! Men idealsummen R + Sat gjev ikkje
same Hilbertpolynom som enhetsidealet, sa desse to kurvene snittar kvarandre.

Det er truleg at dette ekstra som kjem med, har noko med den fundamentale
mengda a gjere. Om vi tek ein kvadrikk i idealet til C,, og restrikterer denne kva-
drikken til eit av dei ti plana, vil vi fa ei andregradskurve i P?. Samtidig mé vi
ta hensyn til dei 3 fundamentale punkta, der andregradskurva skal ga gjennom alle
saman sidan (' skal ga gjennom alle saman. Generelt betyr dette at for kvart par av
to fundamentale punkt, vil alle kvadrikkane snitte linja gjennom desse fundamentale
punkta kun i dei fundamentale punkta.

Sidan vi har sett i Lemma [3.2] at kvart plan ikkje kan inneholde 4 punkt fra
C1, vil ikkje snittet av alle desse kvadrikkane restriktert til planet inneholde noko
anna enn dei 3 fundamentale punkta sjglv. Men for kvar kvadrikk blir alle punkta
pa kvadrikken i dette planet avbilda pa ei linje.

Denne linja vil da vere med i bildet til alle kvadrikkane, og derav ogsa vere ein
del av snittet. Derfor blir linja som er unionen av alle dei 10 linjene som gar gjennom
to punkt, med i bildet til idealet til den elliptiske kurva. Dette ma da vere R, sidan

R er av grad 10. O]

lvadrikk - Linje

5 kvadrikkar 5 kubikkar | | cpad 10

Ca Grad 15 —

Elliptisk kurve Crem Kurve Elliptisk kurve

Grad 5
Sekantvarietet

Hyperflate Hyperflate
Grad 5 Crem Grad 5

Figur 5.5: Det som skjer med ei elliptisk kurve og sekantvarieteten under Cremona-
transformasjonen

Det som er, er at dersom vi finn dei fgrstederiverte til kurva definert av null-
punktsmengda til J, far vi 10 singuleere punkt pa kurva, telt med multiplisitet. Vi
veit at den elliptiske kurva og resten min skjer kvarandre i 5 punkt, men finst det 5
punkt til som dei skjer kvarandre i?

Svaret er nei. Dersom det faktisk hadde vore fleire skjeringspunkt mellom linjene
og kurva enn dei 5 vi allereie veit om, matte eit slikt punkt ha lege pa ei linje, slik
at vi hadde fatt ei linje med tre punkt fra den elliptiske kurva. Men det finst ikkje
tre punkt pa den elliptiske kurva som ligg pa linje - ei linje i P* vil skjeere ei 2-grads
hyperflate i maks 2 punkt, og da kan umulig snittet av 5 slike hyperflater skjaere ei
linje i fleire punkt enn 2.

Z(Sat) og R ma derav snitte dobbelt i kvart av dei fundamentale punkta i
codomenet.
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Kurva definert av dei 5 nye kvadrikkane i codomenet har altsa grad 5, og vi kan
lett finne at kurva er singuleer og har genus 1. Det betyr at dette er ei elliptisk kurve.
Denne nye elliptiske kurva er imidlertid ikkje i naerheten av & vere definert av like
enkle kvadrikkar som dei vi hadde i domenet. Den er da heller ikkje invariant under
H sidan den ligg i Proj S og ikkje i Proj R.

Macaulay2-kode 3. :

D = ZZ/31[xg, x1, x2, x3, x4]; <Koordinatringen til domenet, merk at eg brukar ein ende-
leg kropp>

C = ZZ/31lyo, y1, Y2, Y3, ya]; <Koordinatringen til codomenet>

hypa = x¢ + x1 + 2 + 3 + x4 <Dei 5 hyperplana>

hypb = 14 xxg+ 14 *xx1 + 3% 29 + 3 *x w3+ 14 % x4

hypc =26 %29+ 26 % x1 + 15 % 10 + 4 *xx3 + 15 x 14

hypd = 12 % xg + 23 x 21 + 12 % 22 + 3 + 24

hype = 2% xg+ 13 %21 + 13 %29 + 2% 23+ 2 % 14

xtily = map(S, R, yo, Y1, Y2, Y3, y4) <ldentitetsavbildninga mellom koordinatringane>
ytilx = map(R, S, zo, x1,x2, 3, x4) <Inversen til sistnevnte>

yhypa = xtily(hypa)

yhypb = xtily(hypb)

yhype = xtily(hypc)

yhypd = xtily(hypd)

yhype = xtily(hype)

faca = hypb*hypc*hypd*hype <Produktet av kvart utval av 4 hyperplan>
facb = hypa*hypc*hypd*hype

facc = hypa*hypb*hypd*hype

facd = hypa*hypb*hypc*hype

face = hypa*hypb*hypc*hypd

trans0 = faca/11-facb/11+facc/11-face/11 <Det yo avbildast pa>
transl = facb/11-facc/11+4-facd/11 <Det y; avbildast pa>

trans2 = -2*faca/11-facb/11-+facc/11-facd/11+4face/11 <etc>

trans3 = 16*faca/11-facc/11+facd/11-face/11

transd = -4*faca/11-+facb/11-facd/11+face/11

x0pa = xtily(trans0)

x1pa = xtily(transl)

x2pa = xtily(trans2)

x3pa = xtily(trans3)

x4pa = xtily(trans4)

Crem = map(S, R, xOpa, x1pa, x2pa, x3pa, x4pa) <¢p>

Q1 = xp * 29 + T2 * 3 — x1 * x4 <Dei 5 kvadrikkane som definerer C;>
Q2 =21 %x1 + X3 % T4 — T * X2

Q3 = xo *x X0 + T4 * To — X1 * T3

Q4 =x3*xx3+T0*T1 — To %Xy

Q5 = xg xxq + 1 % To — Xg * T3

I = ideal(Q1,Q2,Q3,Q4,Q5) <Idealet hvis nullpunktsmengde er C >
dim I

degree I

J = jacobian I

S1 = det J <Sekantvarieteten S

S2 = Crem(S1)

prodliny = yhypa*yhypb*yhypc*yhypd*yhype

S2 = S2/(prodliny®) <Deler ut med bildet av dei 5 fundamentale punkta, dvs dei 5 hy-
perplana i codomenet, 3 gonger>
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S2 = numerator S2 <Den nye sekantvarieteten>

der1S2 = ideal(jacobian ideal(S2))

dim der1S2

degree derl1S2

der1S2 == saturate der1S2

nyttid = ideal(jacobian der1S2)

nyttid == saturate nyttid

nyttid = saturate nyttid <Det som viser seg & vere bildet av C;>

dim nyttid

degree nyttid

kval = Crem(Q1) <Eg utfgrer Cremonatransformasjonen pé kvar av dei 5 hyperplana C
er definert ved>

kva2 = Crem(Q2)
kva3 = Crem(Q3)
kvad = Crem(Q4)
kvab = Crem(Q5)
kval = kval/(prodliny
kva2 = kva2/(prodliny
kva3 = kva3/(prodliny
kvad = kvad/(prodliny
kva5 = kvab/(prodliny)

kval = numerator kval

kva2 = numerator kva2

kva3 = numerator kva3

kvad = numerator kva4

kvab = numerator kvab

crel = ideal(kval kva2 kva3 kvad kvab)

isSubset(crel, nyttid) <Finn ut at den elliptiske kurva eg fann via sekantvarieteten er
inneholdt i bildet av idealet>

dim crel

degree crel

saturate crel

rest = quotient(crel, nyttid) <Ser pa kva “resten” blir, det som altsé er dei ti linjene>
dim rest

degree rest

intersect(rest, nyttid)

derlcrel = ideal(jacobian crel)

dim derlcrel

degree derlcrel <Finn at nullpunktsmengda til bildet av kvadrikkane som definerer C}
har 10 singuleere punkt inkludert multiplisitet>

<Deler ut med bildet av alle dei fundamentale punkta>

— — — —

5.2.5 Dei 12 pentagona

No har vi sett pa kva som skjer med dei elliptiske kurvene C, som er glatte, men kva
skjer med dei 12 pentagona om vi gjer ein tilsvarande studie av desse? Pa samme
mate som med dei glatte kurvene vil eg velje 5 punkt som ligg pa den elliptiske
kurva til & definere Cremonatransformasjonen min. Her er det forskjell pa resultatet
ut fra kva punkt pa den elliptiske kurva eg vel.

Nar eg skal velje desse punkta, er eg som i tilfellet med dei glatte elliptiske
kurvene ngdt til a velje 5 punkt som ikkje ligg i det same hyperplanet. Det er derfor
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totalt uaktuelt at tre punkt kan ligge pa same linje eller at 4 punkt kan ligge i same
plan, for da vil alle dei 5 punkta ligge i det samme hyperplanet.

Vi har da til saman 20 forskjellige matar a velje punkta pa opp til symmetri, og
eg vil sja pa kva som skjer i kvart av desse tilfella. I kvart tilfelle vil eg kalle dei fem
fundamentale punkta mine for A, B, C, D og E, og dei 5 definerande hyperplana
for P,, P,, P., Py og P.. A', B’ osv. er punkta i codomenet som henholdsvis P,, P,
osv. gar pa, og P, , Py osv. er dei hyperplana som inneheld alle punkta utenom
henholdsvis A’, B’ osv.

Eg vel a utelukkande sja pa den elliptiske kurva Cy = C', og I er idealet slik at
C = Z(I). J er idealet generert av kubikkane som genererer I nar eg har delt kvar av
dei ut med dei linegere formene. C,,, = ¢(C). Da vil S = )_; vere sekantvarieteten
min, og S,y = ¢(5). Eg vil beteikne dei ti linjene mellom dei fundamentale punkta
i codomenet for overskuddslingjer.

Her er korleis eg definerer hyperplana mine i figurane eg brukar seinare. Hyper-
plana er gitt ved unionen av alle moglege sekantar til dei to markerte linjene.

H,

H 3 H 4

Dei 5 punkta som definerer Cremonatransformasjonen er dei 5 singulaere
punkta

A

D\ /c

C vil da utelukkande ligge pa 5 linjer mellom to fundamentale punkt. Desse linjene
blir kvar og ein avbilda pa eit plan under phi. C,,, blir da unionen av 5 plan! Det er
to ulike pentagon som gar gjennom akkurat desse fundamentale punkta, og biletet
til unionen av desse to kurvene vert til saman alle dei 10 plana i den fundamentale
mengda for ¢. 5 av dei er bildet av den eine, og 5 av dei er bildet av den andre.
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Men kva vil S, bli? Vil vi fa sekantvarieteten til unionen av dei 5 plana, eller
noko heilt anna? Vel, S,, er unionen av ngyaktig dei same P3-ane som definerer ¢!
Det betyr at ¢ avbildar S pa 5 punkt, dei 5 fundamentale punkta i codomenet!

Eit punkt fra kvar linje, ingen av dei singulsere punkta

Dersom vi i staden vel 5 punkt pa C' som ikkje er dei 5 singulsere punkta, eit fra
kvar linje, kva skjer da?

Z(J) vil no nok ein gong vere ei kurve av grad 15. Om vi tek inn tidlegare erfaring,
kan vi no fjerne linja som er unionen av dei ti linjene, og da bgr vi forvente at det
resterande bildet er ei elliptisk kurve. Slik som tidlegare er det nemleg sann i dette
tilfellet at nar vi restrikterer kvar kvadrikk til eit plan, vil kvadrikken snitte linjene
mellom dei tre fundamentale punkta som ligg i dette planet, kun i dei fundamentale
punkta. J vil derav inneholde dei 10 overskuddslinjene.

Idealet O hvis nullpunktsmengde er unionen av overskuddslinjene, finn vi ved a
snitte alle dei ti ideala som har nullpunktsmengde lik ei linje mellom to punkt. Tek
vi s& idealkvotienten (J : O), finn vi eit ideal generert av 5 kvadrikkar! Vi har fatt
ut Cp,, som denne gongen faktisk er ei elliptisk kurve.

Sa til Sypy. Ser vi pa kvart hyperplan H; for seg sjolv, er det enklare & finne bildet
til S' pa den maten. Hy snittar dei fundamentale plana i 4 plan. Desse 4 plana blir
avbilda pa dei 4 linjene A’'B’, A’/C", A’D" og A’E’ i codomenet. Dersom vi ser pa den
opne mengda utanfor dei 5 hyperplana som definerer ¢, vil jo ¢ vere ein isomorfi, og
den sender hyperplanet Hy pa eit hyperplan som gar gjennom B’,C’, D’ og E’. Dei
4 andre linjene er ikkje med i dette hyperplanet, og derav vil ¢(Hy) bli eit hyperplan
og fire linjer.

Om vi no finn bildet til Hy, Hy, H3 og H, vil ogsa kvar av desse vere unionen av
eit hyperplan og 4 linjer. Alle linjene er no inneholdt i minst eit av hyperplana, sa
bildet av sekantvarieteten blir ein union av 5 hyperplan.

Finn vi sekantvarieteten til den nye elliptiske kurva mi i codomenet, finn vi
akkurat dei samme hyperplana. Vi har igjen komt til det same resultatet uavhengig
av reiseveg.

41



KAPITTEL 5. CREMONATRANSFORMASJONAR

To punkt fra ei linje og eit fra dei to neerliggande. Ingen singulaere

A

Om vi i staden vel to punkt fra den same linja, og ingen av dei fundamentale
punkta, vil Z(J) inneholde eit plan! Dersom vi ser pa kvar av linjene for seg sjolv,
er det enklare & sja kva bildet deira blir. C'D blir no avbilda pa planet gjennom A’,
B’ og E'. Linjene gjennom E, A og B blir avbilda pa 3 linjer gjennom henholdsvis
E', A og B'.

Linja som ikkje gar gjennom nokon av punkta vil bli avbilda pa ei kurve, men
av kva grad? Jo, vi kan som vanleg sja pa kor mange gonger linja skjer eit vilkarleg
hyperplan i codomenet. Trekkjer vi tilbake hyperplanet til domenet, far vi ei hyper-
flate av grad 4, og da vil linja skjeere denne hyperflata i 4 punkt. Graden til kurva
vi far i codomenet blir da 4. Til saman far vi da at C,, vil vere unionen av eit plan,
ei kurve av grad 4 og 3 linjer. I tillegg far vi ut 7 overskuddslinjer i Z(.J).

Sy Vil vere ein union av 3 hyperplan og ei 2-grads hyperflate. Dei tre hyper-
plana som kvar inneheld 3 av dei fundamentale punkta, blir nemleg avbilda pa tre
hyperplan kvar. Det hyperplanet som inneheld to fundamentale punkt, blir som vi
har sett tidlegare avbilda til ei 2-grads hyperflate, medan det siste hyperplanet blir
avbilda pa eit punkt sidan det er identisk med eit av dei fundamentale hyperplana.

To punkt fra kvar linje og eit fra dei to naerliggande. Ingen singulare

Her vil vi fa det samme som variant 1 nar vi tek bildet av den elliptiske kurva. Men
bildet av sekantvarieteten vil bli unionen av to 2-grads hyperflater og eit hyperplan.

\pc
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4 singulaere punkt pluss eit fra ei av linjene som ikkje ligg mellom to
singulaere punkt

A

E

D\ [ c

Her vil det for 4 av dei 10 linjene som vi far fra dei fundamentale punkta i ¢ vere
slik at alle kvadrikkane inneheld denne linja. Det betyr at vi far ut 4 plan pa andre
sida, og ei kurve av grad 4 nar vi har tatt vekk overskuddslinjene.

4 av hyperplana i sekantvarieteten avbildast pa 4 punkt under ¢. Det siste hy-
perplanet vil ga pa eit nytt hyperplan, sa vi far unionen av eit hyperplan og fire
punkt. Det nye hyperplanet vil ga gjennom A’, B’ og C".

Det er fortsatt 15 fleire val av punkt opp til isomorfi, men eg vil ikkje ga inn i
detalj pa desse. Alle resultata er oppsummert i tabell og tabell [5.5]
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Chy Shy
Val av punkt | Linje | 4-grad | Plan | OL | Punkt | HP | 2-grads

DUOLDODOLLRRLD

Tabell 5.4: Antalet irredusible komponentar av kvar type for C,, og S, etter ¢. “4-
grad” er fjerdegradskurver, “OL” er overskuddslinjer, “HP” er hyperplan og “2-grads”
er 2-grads hyperflater.
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Val av punkt | Linje 4—gracu(1711 ’ Plan | OL | Punkt I?f’y 2-grads
<IDRDNEE
Q 1 1 3 2 1 1
Q 2 1 2 5 2 1
)@ 2 1 2 5 2 1
)@ 4 1 7 4

)@ 2 1 2 4 2 1
)@ 2 1 2 4 2 1
Q 2 1 2 4 4

)@ 4 1 7 2

Tabell 5.5: Antalet irredusible komponentar av kvar type for C,,, og S, etter ¢. “4-
grad” er fjerdegradskurver, “OL” er overskuddslinjer, “HP” er hyperplan og “2-grads”
er 2-grads hyperflater.
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Avslutning

I denne oppgava har vi jobba hovudsakleg med koordinatar for & fa fram dei svara
vi er ute etter. Ein annan vinkel & sja problemstillingar fra, er ved a trekkje inn
linezere system av divisorar.

Ei ny avbildning

Ein kan starte i P? og fiksere eit punkt P. Mengda av kjeglesnitt som gar gjennom
dette punktet utgjer eit 5-dimensjonalt vektorrom av kvadrikkar gitt ved ein basis
(qo, q1, 92, G3, q4)- Fin kan da definere ei avbildning

VP2 =P a— go(a),qu(a)..., qa(a).

S& kan ein fiksere ei elliptisk kurve C' som géar gjennom dette punktet i P2, og
sja pa avbildninga restriktert til denne kurva. Kva far ein da? Jo, ei elliptisk kurve
i P4

Snittar vi denne med eit vilkarleg hyperplan far vi ein divisor av grad 5. Ser vi
pé kvart hyperplan som eit punkt i (P*)* gjev det oss eit linezert system av grad 5,
der alle punkta er forskjellige.

Vi kan sja at vi faktisk har eit unikt linesert system for kvart punkt pa den
elliptiske kurva, og vi har da til saman ein eindimensjonal familie av linesere system
pa ei elliptisk kurve, parametrisert av kurva sjglv.

Vidare kan vi, gitt ei elliptisk kurve C eit punkt P € C og fem punkt pa ¢ p(C),
finne ein unik @ € C slik at dei fem punkta pa ¢p(C') dannar ein Cremonatransfor-
masjon som transformerer 1p(C') til o (C).

Flater som inneheld C,

C, ligg pa ei mengd flater av grad 3 i P4 som blir kalt kubiske skruar. Dette er unionen
av linjer som gar gjennom C,. Desse kan vere verdt ein studie. Sekantvarieteten er
ein slik einparameterfamilie av skruar.

Ein annleis Cremonatransformasjon

C, er gitt som snittet av 5 kvadrikkar. Desse 5 kvadrikkane definerer ogsa ei interes-
sant birasjonal avbildning 6 fra P* til P*, som er ein isomorfi utanfor S, i domenet.
Den fundamentale mengda er no C, sjglv, men denne gongen er ikkje # sin eigen
invers.
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