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Ε′χιεντ εστιmατιον ωιτη mανψ ωεακ ινστρυmεντσ

υσινγ ρεγυλαριζατιον τεχηνιθυεσ�

Μαρινε Χαρρασχο

Υνιϖερσιτψ οφ Μοντρεαλ, ΧΙΡΕΘ, ΧΙΡΑΝΟ

Γυψ Τχηυεντε

Υνιϖερσιτψ οφ Κεντ

ϑανυαρψ 2015

Αβστραχτ

Τηε προβλεm οφ ωεακ ινστρυmεντσ ισ δυε το α ϖερψ σmαλλ χονχεντρατιον παραmετερ.

Το βοοστ τηε χονχεντρατιον παραmετερ, ωε προποσε το ινχρεασε τηε νυmβερ οφ ινστρυ−

mεντσ το α λαργε νυmβερ ορ εϖεν υπ το α χοντινυυm. Ηοωεϖερ, ιν �νιτε σαmπλεσ, τηε

ινχλυσιον οφ αν εξχεσσιϖε νυmβερ οφ mοmεντσ mαψ βε ηαρmφυλ. Το αδδρεσσ τηισ ισσυε, ωε

υσε ρεγυλαριζατιον τεχηνιθυεσ ασ ιν Χαρρασχο (2012) ανδ Χαρρασχο ανδ Τχηυεντε (2014).

Wε σηοω τηατ νορmαλιζεδ ρεγυλαριζεδ 2ΣΛΣ ανδ ΛΙΜΛ αρε χονσιστεντ ανδ ασψmπτοτι−

χαλλψ νορmαλλψ διστριβυτεδ. Μορεοϖερ, ουρ εστιmατορσ αρε ασψmπτοτιχαλλψ mορε ε′χιεντ

τηαν mοστ χοmπετινγ εστιmατορσ. Ουρ σιmυλατιονσ σηοω τηατ τηε λεαδινγ ρεγυλαριζεδ

εστιmατορσ (ΛΦ ανδ Τ οφ ΛΙΜΛ) ωορκ ϖερψ ωελλ (αρε νεαρλψ mεδιαν υνβιασεδ) εϖεν ιν

τηε χασε οφ ρελατιϖελψ ωεακ ινστρυmεντσ. Αν αππλιχατιον το τηε ε¤εχτ οφ ινστιτυτιονσ ον

ουτπυτ γροωτη χοmπλετεσ τηε παπερ.

Κεψ Wορδσ: Μανψ ωεακ ινστρυmεντσ, ΛΙΜΛ, 2ΣΛΣ, ρεγυλαριζατιον mετηοδσ, σεmι−

παραmετριχ ε′χιενχψ βουνδ.

�Τηε αυτηορσ ωιση το τηανκ τηε εδιτορσ ανδ τωο ρεφερεεσ φορ ηελπφυλ χοmmεντσ. Χαρρασχο γρατεφυλλψ
αχκνοωλεδγεσ �νανχιαλ συππορτ φροm ΣΣΗΡΧ.
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1 Ιντροδυχτιον

Τηισ παπερ χονσιδερσ τηε εστιmατιον οφ τηε ρεγρεσσιον χοε′χιεντ ιν α λινεαρ mοδελ

υσινγ mανψ ωεακ ινστρυmεντσ. Τηε λιτερατυρε ον ωεακ ινστρυmεντσ (σεε ε.γ. Σταιγερ

ανδ Στοχκ (1997)) ηασ ινιτιαλλψ φοχυσεδ ον τηε χασε ωηερε τηε νυmβερ οφ ινστρυmεντσ

ισ �ξεδ ανδ τηε χορρελατιον βετωεεν τηε ενδογενουσ ρεγρεσσορσ ανδ τηε ινστρυmεντσ

γοεσ το ζερο ατ τηε
π
ν ρατε. Ιν τηισ σεττινγ, τηε παραmετερ ισ νοτ ιδεντι�εδ ανδ

τωο−σταγε λεαστ σθυαρεσ (2ΣΛΣ) ανδ λιmιτεδ mαξιmυm λικελιηοοδ (ΛΙΜΛ) εστιmατορσ

αρε νοτ χονσιστεντ ανδ χονϖεργε το νονστανδαρδ διστριβυτιονσ. Συβσεθυεντ ωορκ (σεε,

ε.γ. Χηαο ανδ Σωανσον (2005), Ηανσεν, Ηαυσmαν, ανδ Νεωεψ (2008), ανδ Νεωεψ

ανδ Wινδmειϕερ (2009)) φοχυσεδ ον σιτυατιονσ ωηερε τηε νυmβερ οφ ινστρυmεντσ γροωσ

ωιτη τηε σαmπλε σιζε ανδ τηε χορρελατιον βετωεεν τηε ενδογενουσ ρεγρεσσορσ ανδ τηε

ινστρυmεντσ γοεσ το ζερο ατ α ρατε γρεατερ τηαν
π
ν: Χονσεθυεντλψ, τηε παραmετερ ισ

ιδεντι�εδ. Ηοωεϖερ, τηε βεστ ρατε ψου χαν γετ φορ ανψ εστιmατορ ισ σλοωερ τηαν τηε

υσυαλ
π
ν ανδ τηε Γαυσσιαν ασψmπτοτιχ αππροξιmατιον mαψ βε ποορ. Ουρ παπερ �τσ ιν

τηε σεχονδ στρανδ οφ λιτερατυρε. Τηε προβλεm οφ mανψ ωεακ ινστρυmεντσ ηασ ρεχεντλψ

ρεχειϖεδ χονσιδεραβλε αττεντιον ιν βοτη τηεορετιχαλ ανδ αππλιεδ εχονοmετριχσ. Εmπιριχαλ

εξαmπλεσ ινχλυδε Ανγριστ ανδ Κρυεγερ (1991) ωηο εστιmατε τηε ρετυρν το σχηοολινγ,

Ειχηενβαυm, Ηανσεν, ανδ Σινγλετον (1988) ωηο χονσιδερ χονσυmπτιον ασσετ πριχινγ

mοδελσ.

Βυιλδινγ ον τηε εαρλψ ωορκ βψ Χαρρασχο ανδ Φλορενσ (2000), Χαρρασχο (2012) ανδ

Χαρρασχο ανδ Τχηυεντε (2014) προποσεδ ρεσπεχτιϖελψ ρεγυλαριζεδ ϖερσιονσ οφ 2ΣΛΣ ανδ

ΛΙΜΛ εστιmατορσ φορ mανψ στρονγ ινστρυmεντσ. Τηε ρεγυλαριζατιον περmιτσ το αδδρεσσ

τηε σινγυλαριτψ οφ τηε χοϖαριανχε mατριξ ρεσυλτινγ φροm mανψ ινστρυmεντσ. Τηεσε πα−

περσ υσε τηρεε ρεγυλαριζατιον mετηοδσ βορροωεδ φροm ινϖερσε προβλεm λιτερατυρε. Τηε

�ρστ εστιmατορ ισ βασεδ ον Τικηονοϖ (ριδγε) ρεγυλαριζατιον, τηε σεχονδ εστιmατορ ισ

βασεδ ον αν ιτερατιϖε mετηοδ χαλλεδ Λανδωεβερ−Φριδmαν (ΛΦ), τηε τηιρδ εστιmατορ ισ

βασεδ ον τηε πρινχιπαλ χοmπονεντσ ασσοχιατεδ ωιτη τηε λαργεστ ειγενϖαλυεσ. Wε εξτενδ

τηεσε πρεϖιουσ ωορκσ το αλλοω φορ τηε πρεσενχε οφ α λαργε νυmβερ οφ ωεακ ινστρυmεντσ ορ

ωεακ ιδεντι�χατιον. Wε χονσιδερ α λινεαρ mοδελ ωιτη ηοmοσκεδαστιχ ερρορ ανδ αλλοω φορ

ωεακ ιδεντι�χατιον ασ ιν Ηανσεν, Ηαυσmαν, ανδ Νεωεψ (2008) ανδ Νεωεψ ανδ Wινδ−

2



mειϕερ (2009). Τηισ σπεχι�χατιον ηελπσ υσ το ηαϖε δι¤ερεντ τψπεσ οφ ωεακ ινστρυmεντσ

σεθυενχεσ, ινχλυδινγ τηε mανψ ινστρυmεντσ σεθυενχε οφ Βεκκερ (1994) ανδ τηε mανψ

ωεακ ινστρυmεντσ σεθυενχε οφ Χηαο ανδ Σωανσον (2005). Wε ιmποσε νο χονδιτιον ον

τηε νυmβερ οφ mοmεντ χονδιτιονσ σινχε ουρ φραmεωορκ αλλοωσ φορ αν ιν�νιτε χουντ−

αβλε ορ εϖεν α χοντινυυm οφ ινστρυmεντσ. Τηε αδϖανταγε οφ ρεγυλαριζατιον ισ τηατ αλλ

αϖαιλαβλε mοmεντσ χαν βε υσεδ ωιτηουτ δισχαρδινγ ανψ α πριορι. Wε σηοω τηατ ρεγυ−

λαριζεδ 2ΣΛΣ ανδ ΛΙΜΛ αρε χονσιστεντ ιν τηε πρεσενχε οφ mανψ ωεακ ινστρυmεντσ. Ιφ

προπερλψ νορmαλιζεδ, τηε ρεγυλαριζεδ 2ΣΛΣ ανδ ΛΙΜΛ αρε ασψmπτοτιχαλλψ νορmαλ ανδ

ρεαχη τηε σεmιπαραmετριχ ε′χιενχψ βουνδσ. Τηερεφορε, τηειρ ασψmπτοτιχ ϖαριανχε ισ

σmαλλερ τηαν τηατ οφ Ηανσεν, Ηαυσmαν, ανδ Νεωεψ (2008) ανδ Νεωεψ ανδ Wινδmειϕερ

(2009). Αλλ τηεσε mετηοδσ ινϖολϖε α ρεγυλαριζατιον παραmετερ, ωηιχη ισ τηε χουντερ−

παρτ οφ τηε σmοοτηινγ παραmετερ τηατ αππεαρσ ιν τηε νονπαραmετριχ λιτερατυρε. Α δατα

δριϖεν mετηοδ ωασ δεϖελοπεδ ιν Χαρρασχο (2012) ανδ Χαρρασχο ανδ Τχηυεντε (2014)

το σελεχτ τηε βεστ ρεγυλαριζατιον παραmετερ ωηεν τηε ινστρυmεντσ αρε στρονγ. Wε υσε

τηεσε mετηοδσ ιν ουρ σιmυλατιονσ φορ σελεχτινγ τηε ρεγυλαριζατιον παραmετερ ωηεν τηε

ινστρυmεντσ αρε ωεακ βυτ ωε δο νοτ προϖε τηατ τηεσε mετηοδσ αρε ϖαλιδ ιν τηισ χασε. Α

ρελατεδ παπερ ισ τηατ οφ Ηανσεν ανδ Κοζβυρ (2014) ωηο προποσε α ρεγυλαριζεδ ϕαχκκνιφε

ινστρυmενταλ ϖαριαβλεσ εστιmατορ ιν α στρονγ ινστρυmεντσ σεττινγ ωηερε τηε δεσιγν ισ

νοτ σπαρσε.

Ουρ Μοντε Χαρλο εξπεριmεντ σηοωσ τηατ τηε λεαδινγ ρεγυλαριζεδ εστιmατορσ (ΛΦ

ανδ Τ ΛΙΜΛ) περφορm ϖερψ ωελλ (αρε νεαρλψ mεδιαν υνβιασεδ) εϖεν ιν τηε χασε οφ ωεακ

ινστρυmεντσ.

Τηε παπερ ισ οργανιζεδ ασ φολλοωσ. Σεχτιον 2 ιντροδυχεσ τηε τηρεε ρεγυλαριζατιον

mετηοδσ ωε χονσιδερ ανδ τηε ασσοχιατεδ εστιmατορσ. Σεχτιον 3 δεριϖεσ τηε ασψmπτοτιχ

προπερτιεσ οφ τηε εστιmατορσ. Σεχτιον 4 δισχυσσεσ ε′χιενχψ ανδ ρελατεδ ρεσυλτσ. Σεχτιον

5 πρεσεντσ Μοντε Χαρλο εξπεριmεντσ. Σεχτιον 6 χονσιδερσ αν αππλιχατιον το τηε ε¤εχτ

οφ σοχιαλ ινφραστρυχτυρε ον περ χαπιτα ινχοmε. Σεχτιον 7 χονχλυδεσ. Τηε προοφσ αρε

χολλεχτεδ ιν Αππενδιξ.
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2 Πρεσεντατιον οφ τηε ρεγυλαριζεδ 2ΣΛΣ ανδ ΛΙΜΛ

εστιmατορσ

Τηισ σεχτιον πρεσεντσ τηε ωεακ ινστρυmεντσ σετυπ ανδ τηε εστιmατορσ υσεδ ιν τηισ παπερ.

Εστιmατορσ στυδιεδ ηερε αρε τηε ρεγυλαριζεδ 2ΣΛΣ ανδ ΛΙΜΛ εστιmατορσ ιντροδυχεδ ιν

Χαρρασχο (2012) ανδ Χαρρασχο ανδ Τχηυεντε (2014). Τηεψ χαν βε υσεδ ωιτη mανψ ορ

εϖεν α χοντινυυm οφ ινστρυmεντσ. Τηισ ωορκ εξτενδσ πρεϖιουσ ωορκσ βψ αλλοωινγ φορ

ωεακ ινστρυmεντσ ασ ιν Ηανσεν, Ηαυσmαν, ανδ Νεωεψ (2008).

Ουρ mοδελ ισ ινσπιρεδ βψ Ηαυσmαν, Νεωεψ, Wουτερσεν, Χηαο, ανδ Σωανσον (2012).

Τηε mοδελ ισ 8
<
:

ψι =W 0
ι�0 + ∀ι;

Wι = 
ι + υι;

ι = 1; 2; ::::; ν. Τηε παραmετερ οφ ιντερεστ �0 ισ α �νιτε διmενσιοναλ π� 1 ϖεχτορ.
Ε(υιϕξι) = Ε(∀ιϕξι) = 0; Ε(∀2ι ϕξι) = �2∀. ψι ισ α σχαλαρ ανδ ξι ισ α ϖεχτορ οφ εξογενουσ

ϖαριαβλεσ. Σοmε ροωσ οφWι mαψ βε εξογενουσ, ωιτη τηε χορρεσπονδινγ ροωσ οφ υι βεινγ

ζερο. 
ι = Ε(Wιϕξι) ισ α π � 1 ϖεχτορ οφ ρεδυχεδ φορm ϖαλυεσ ωιτη Ε(
ι∀ι) = 0. 
ι ισ

τηε οπτιmαλ ινστρυmεντ ωηιχη ισ τψπιχαλλψ υνκνοων. Τηε εστιmατιον ισ βασεδ ον α σετ

οφ ινστρυmεντσ Ζι = Ζ(� ;ξι); ινδεξεδ βψ � 2 Σ. Τηε ινδεξ � mαψ βε αν ιντεγερ ορ mαψ
τακε ιτσ ϖαλυεσ ιν αν ιντερϖαλ. Εξαmπλεσ οφ Ζι αρε τηε φολλοωινγ.

− ωηεν ξι ισ α λαργε Λ � 1 ϖεχτορ, τηεν ονε χαν σελεχτ Ζι = ξι. Ιν τηισ χασε, Σ =

φ1; 2; ::::Λγ τηυσ ωε ηαϖε Λ ινστρυmεντσ.

− ασσυmε τηατ ξι ισ α σχαλαρ ανδ Ζ(� ;ξι) = (ξι)
��1 ωιτη � 2 Σ = Ν, ωε οβταιν αν

ιν�νιτε χουνταβλε σεθυενχε οφ ινστρυmεντσ.

− ασσυmε τηατ ξι ισ α ϖεχτορ ανδ Ζ(� ;ξι) = εξπ(ι� 0ξι) ωηερε � 2 Σ = Ρ
διm(ξι); ωε

οβταιν α χοντινυυm οφ mοmεντ.

Το σιmπλιφψ τηε πρεσεντατιον, ωε ωιλλ πρεσεντ τηε εστιmατορσ ιν τηε χασε ωηερε Ζι ισ

α Λ � 1 ϖεχτορ οφ ινστρυmεντσ ωηερε Λ ισ σοmε λαργε ιντεγερ. Τηε τηεορετιχαλ ρεσυλτσ
οφ Σεχτιον 3 αρε προϖεδ φορ αν αρβιτραρψ Λ ωηιχη mαψ βε �νιτε ορ ιν�νιτε (χασε ωιτη α

χουνταβλε σεθυενχε ορ α χοντινυυm οφ ινστρυmεντσ). Ιν αλλ χασεσ, Λ δοεσ νοτ δεπενδ ον
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ν. Τηε πρεσεντατιον οφ τηε εστιmατορσ ιν τηε χασε ωιτη αν ιν�νιτε νυmβερ οφ ινστρυmεντσ

ισ λεφτ ιν Αππενδιξ Α.

Τηισ mοδελ αλλοωσ φορ 
ι το βε α λινεαρ ορ α νον λινεαρ χοmβινατιον οφ Ζι. Τηε

mοδελ αλσο αλλοωσ φορ 
ι το αππροξιmατε τηε ρεδυχεδ φορm. Φορ εξαmπλε, ωε χουλδ λετ


ι βε α ϖεχτορ οφ υνκνοων φυνχτιονσ οφ ξι ανδ Ζι χουλδ βε ποωερ φυνχτιονσ οφ ξι ορ

ιντεραχτιονσ βετωεεν ελεmεντσ οφ ξι. Αδδινγ εξτρα ινστρυmεντσ ισ α ωαψ το βοοστ τηε

χονχεντρατιον παραmετερ ασ ιλλυστρατεδ ιν τηε αππλιχατιον ιν Σεχτιον 6.

Τηε εστιmατε � ισ βασεδ ον τηε ορτηογοναλιτψ χονδιτιον.

Ε[(ψι �W 0
ι�)Ζι] = 0

ωηερε τηε ϖεχτορ οφ ινστρυmεντσ Ζι ηασ διmενσιον Λ.

Λετ W =

0
ΒΒΒΒΒΒΒΒΒ≅

W 0
1

W 0
2

:

:

W 0
ν

1
ΧΧΧΧΧΧΧΧΧΑ

ν� π ανδ υ =

0
ΒΒΒΒΒΒΒΒΒ≅

υ01

υ02

:

:

υ0ν

1
ΧΧΧΧΧΧΧΧΧΑ

ν� π.

Λετ Ζ δενοτε τηε ν � Λ mατριξ ηαϖινγ ροωσ χορρεσπονδινγ το Ζ 0ι: Dενοτε  ϕ τηε

ειγενϖεχτορσ οφ τηε ν � ν mατριξ ΖΖ0=ν ασσοχιατεδ ωιτη ειγενϖαλυεσ �ϕ . Ρεχαλλ τηατ

τωο−σταγε λεαστ σθυαρεσ (2ΣΛΣ) ανδ ΛΙΜΛ εστιmατορσ ινϖολϖε α προϕεχτιον mατριξ

Π = Ζ
�
Ζ
0
Ζ
��1

Ζ
0:

Τηε mατριξ Ζ0Ζ mαψ βεχοmε νεαρλψ σινγυλαρ ωηεν Λ γετσ λαργε. Μορεοϖερ, Ζ0Ζ ισ

σινγυλαρ ωηενεϖερ Λ � ν. Το χοϖερ τηεσε χασεσ, ωε ωιλλ χονσιδερ α ρεγυλαριζεδ ϖερσιον

οφ τηε ινϖερσε οφ τηε mατριξ Ζ0Ζ. Φορ αν αρβιτραρψ ν� 1 ϖεχτορ ϖ, ωε δε�νε τηε ν� ν

mατριξ Π� ασ

Π�ϖ =
1

ν

νΞ

ϕ=1

θ
�
�; �2ϕ

� �
ϖ0 ϕ

�
 ϕ

ωηερε θ
�
�; �2ϕ

�
ισ α ωειγητ τηατ τακεσ δι¤ερεντ φορmσ δεπενδινγ ον τηε ρεγυλαριζατιον

σχηεmεσ. Wε χονσιδερ τηρεε τψπεσ οφ ρεγυλαριζατιον:

� Τηε Τικηονοϖ (Τ) ρεγυλαριζατιον: θ
�
�; �2ϕ

�
=

�2ϕ

�2ϕ + �
:
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� Τηε Λανδωεβερ−Φριδmαν (ΛΦ) ρεγυλαριζατιον: θ(�; �2ϕ ) = [1� (1�χ�2ϕ )1=�], ωηερε
χ ισ α χονσταντ συχη τηατ 0 < χ < 1=



Ζ 0Ζ=ν


2 ανδ



Ζ 0Ζ=ν


 δενοτεσ τηε λαργεστ

ειγενϖαλυε οφ Ζ 0Ζ=ν:

� Τηε Σπεχτραλ Χυτ−ο¤ (ΣΧ): θ(�; �2ϕ ) = Ι(�2ϕ � �).

Νοτε τηατ αλλ τηεσε ρεγυλαριζατιον τεχηνιθυεσ ινϖολϖε α τυνινγ παραmετερ �. Τηε

χασε � = 0 χορρεσπονδσ το τηε χασε ωιτηουτ ρεγυλαριζατιον, θ
�
�; �2ϕ

�
= 1: Τηεν, ωε

οβταιν

Π 0 = Π = Ζ
�
Ζ
0
Ζ
��1

Ζ
0:

Χονσιδερ ρεγυλαριζεδ κ−χλασσ εστιmατορσ δε�νεδ ασ φολλοωσ:

⊥�� = (W
0(Π� � �Ιν)W )�1W 0(Π� � �Ιν)ψ:

ωηερε � ισ ειτηερ α χονσταντ τερm ορ α ρανδοm ϖαριαβλε. Τηε χασε ωηερε � = 0 χορρε−

σπονδσ το ρεγυλαριζεδ 2ΣΛΣ εστιmατορ στυδιεδ ιν Χαρρασχο (2012):

⊥� = (W 0Π�W )�1W 0Π�ψ

ανδ τηε χασε � = �� = mιν
�

(ψ �W�)0Π�(ψ �W�)

(ψ �W�)0(ψ �W�)
χορρεσπονδσ το τηε ρεγυλαριζεδ

ΛΙΜΛ στυδιεδ ιν Χαρρασχο ανδ Τχηυεντε (2014). Wε δενοτε ⊥� τηε ρεγυλαριζεδ 2ΣΛΣ

εστιmατορ ανδ ⊥�Λ τηε ρεγυλαριζεδ ΛΙΜΛ εστιmατορσ.

Wε στυδψ βοτη 2ΣΛΣ ανδ ΛΙΜΛ βεχαυσε ΛΙΜΛ mαψ ηαϖε σοmε αδϖανταγεσ οϖερ

2ΣΛΣ. Φορ εξαmπλε ωηεν τηε νυmβερ οφ ινστρυmεντσ, Λ, ινχρεασεσ ωιτη τηε σαmπλε σιζε,

ν, σο τηατ Λ=ν ! χ (ωιτη χ χονσταντ), τηε στανδαρδ 2ΣΛΣ εστιmατορ ισ νοτ χονσιστεντ

ωηερεασ στανδαρδ ΛΙΜΛ εστιmατορ ισ χονσιστεντ.

3 Ασψmπτοτιχ προπερτιεσ

Χαρρασχο (2012) ανδ Χαρρασχο ανδ Τχηυεντε (2014) φοχυσεδ ον στρονγ ινστρυmεντσ.

Τηεψ φουνδ τηατ ρεγυλαριζεδ 2ΣΛΣ ανδ ΛΙΜΛ εστιmατορσ αρε ασψmπτοτιχαλλψ νορmαλ

ανδ ατταιν τηε σεmιπαραmετριχ ε′χιενχψ βουνδ. Ηερε, ωε εξτενδ Χαρρασχο (2012) ανδ

Χαρρασχο ανδ Τχηυεντε (2014) ρεσυλτσ το τηε χασε οφ mανψ ωεακ ινστρυmεντσ.
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Τηε ωεακνεσσ οφ τηε ινστρυmεντσ ισ mεασυρεδ βψ τηε χονχεντρατιον παραmετερ. Φορ

π = 1; τηε χονχεντρατιον παραmετερ ισ εθυαλ το

ΧΠ =

Πν
ι=1 


2
ι

Ε
�
υ2ι
� :

Wηεν τηε ινστρυmεντσ αρε ωεακ ιν τηε σενσε οφ Σταιγερ ανδ Στοχκ (1997), ΧΠ χονϖεργεσ

το α χονσταντ ανδ τηε παραmετερ � ισ νοτ ιδεντι�εδ. Τηισ χασε ισ νοτ χονσιδερεδ ηερε.

Wε ωιλλ mαινταιν τηε ασσυmπτιον τηατ ΧΠ διϖεργεσ. Ιτ mαψ διϖεργε ατ τηε ν ρατε

(στρονγ ινστρυmεντσ) ορ ατ α σλοωερ ρατε (mανψ ωεακ Ις ασψmπτοτιχσ). Βψ αδδινγ mορε

ινστρυmεντσ ιν τηε �ρστ σταγε εθυατιον:

W = Ζ�+ Υ;

τηε χονχεντρατιον παραmετερ

ΧΠ =
�0Ζ 0Ζ�

Ε
�
υ2ι
�

δοεσ νοτ δεχρεασε ανδ αχτυαλλψ ινχρεασεσ ιφ τηεσε ινστρυmεντσ χονταιν νον τριϖιαλ ιν−

φορmατιον. Ηενχε, αδδινγ mορε ινστρυmεντσ ισ α ωαψ το βοοστ τηε χονχεντρατιον πα−

ραmετερ. Wηερε δο ψου γετ τηεσε νεω ινστρυmεντσ? Ιφ ψου αλρεαδψ ηαϖε εξογενουσ

ινστρυmεντσ, ιτ ισ ποσσιβλε το ιντεραχτ τηεm ασ ιτ ηασ βεεν δονε φορ τηε εστιmατιον οφ

τηε ρετυρν το σχηοολινγ (Ανγριστ ανδ Κρυεγερ (1991)) ορ τακε ηιγηερ ορδερ ποωερσ οφ τηε

σαmε ινστρυmεντσ ασ ιν Dαγεναισ ανδ Dαγεναισ (1997). Ιν τηε χασε οφ πανελ δατα, τηε

υσε οφ λαγ ϖαριαβλεσ ισ υσυαλλψ α σουρχε οφ mανψ ινστρυmεντσ. Wε προϖιδε αν εmπιριχαλ

αππλιχατιον οφ τηε υσε οφ mανψ ωεακ ινστρυmεντσ ιν Σεχτιον 6.

Ασσυmπτιον 1:

(ι) Τηερε εξιστσ α π � π mατριξ Σν = ∼Σνδιαγ(�1ν; :::; �πν) συχη τηατ ∼Σν ισ βουνδεδ,

τηε σmαλλεστ ειγενϖαλυε οφ ∼Σν ∼Σ
0
ν ισ βουνδεδ αωαψ φροm ζερο; φορ εαχη ϕ, ειτηερ

�ϕν =
π
ν (στρονγ ιδεντι�χατιον) ορ �ϕν=

π
ν! 0 (ωεακ ιδεντι�χατιον),

�ν = mιν
1�ϕ�π

�ϕν !1 ανδ �! 0.

(ιι) Τηερε εξιστσ α φυνχτιον φι = φ(ξι) συχη τηατ 
ι = Σνφι=
π
ν ανδ �νΣ

�1
ν ! Σ0:

νΞ

ι=1

κφικ4 =ν2 ! 0,

νΞ

ι=1

φιφ
0
ι=ν ισ βουνδεδ ανδ υνιφορmλψ νονσινγυλαρ.
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Τηεσε χονδιτιονσ αλλοω φορ βοτη mανψ στρονγ ανδ mανψ ωεακ ινστρυmεντσ. Ιφ

�ϕν =
π
ν τηισ λεαδσ το ασψmπτοτιχ τηεορψ λικε ιν Κυνιτοmο (1980), Μοριmυνε (1983),

ανδ Βεκκερ (1994), βυτ ηερε ωε υσε ρεγυλαριζατιον παραmετερ ινστεαδ οφ ηαϖινγ αν

ινχρεασινγ σεθυενχε οφ ινστρυmεντσ. Φορ �2ν γροωινγ σλοωερ τηαν ν; τηε χονϖεργενχε

ρατε ωιλλ βε σλοωερ τηατ
π
ν, λεαδινγ το αν ασψmπτοτιχ αππροξιmατιον ασ τηατ οφ Χηαο

ανδ Σωανσον (2007), Χηαο, Σωανσον, Ηαυσmαν, Νεωεψ, ανδ Wουτερσεν (2012α), Χηαο,

Σωανσον, Ηαυσmαν, Νεωεψ, ανδ Wουτερσεν (2012β), ανδ Χηαο, Σωανσον, Ηαυσmαν,

Νεωεψ, ανδ Wουτερσεν (2014). Τηισ ισ τηε χασε ωηερε ωε ηαϖε mανψ ινστρυmεντσ ωιτη−

ουτ στρονγ ιδεντι�χατιον. Ασσυmπτιον 1 αλσο αλλοωσ φορ σοmε χοmπονεντσ οφ τηε ρεδυχεδ

φορm το γιϖε ονλψ ωεακ ιδεντι�χατιον (χορρεσπονδινγ το �ϕν=
π
ν! 0 ωηιχη αλλοωσ τηε

χονχεντρατιον παραmετερ το γροω σλοωερ τηαν
π
ν), ανδ οτηερ χοmπονεντσ (χορρεσπονδ−

ινγ το �ϕν =
π
ν) το γιϖε στρονγ ιδεντι�χατιον φορ σοmε χοε′χιεντσ οφ τηε ρεδυχεδ φορm.

Ιν παρτιχυλαρ, τηισ χονδιτιον αλλοωσ φορ �ξεδ χονσταντ χοε′χιεντσ ιν τηε ρεδυχεδ φορm.

Τηισ σπεχι�χατιον οφ ωεακ ινστρυmεντσ χαν αλσο βε ϖιεωεδ ασ α γενεραλιζατιον οφ Χηαο

ανδ Σωανσον (2007) βυτ δι¤ερσ φροm τηατ οφ Αντοινε ανδ Λαϖεργνε (2012) ωηο δε�νε

τηε ιδεντι�χατιον στρενγτη τηρουγη τηε χονδιτιοναλ mοmεντσ τηατ �αττεν ασ τηε σαmπλε

σιζε ινχρεασεσ. Το ιλλυστρατε Ασσυmπτιον 1, λετ υσ χονσιδερ τηε φολλοωινγ εξαmπλε.

Εξαmπλε 1: Ασσυmε τηατ π = 2, ∼Σν =

0
≅ 1 0

�21 1

1
Α, ανδ �ϕν =

8
<
:

π
ν; ϕ = 1

�ν; ϕ = 2

ωιτη �ν=
π
ν ! 0.

Τηεν φορ φ(ξι) = (φ
0
1ι; φ

0
2ι)
0 τηε ρεδυχεδ φορm ισ


ι =

0
Β≅

φ1ι

�21φ1ι +
�νπ
ν
φ2ι

1
ΧΑ :

Wε αλσο ηαϖε

�νΣ
�1
ν ! Σ0 =

0
≅ 0 0

��21 1

1
Α :

Ασσυmπτιον 2:

(ι) Τηε οπερατορ Κ ισ νυχλεαρ.

(ιι) Τηε ατη ροω οφ 
, δενοτεδ 
α; βελονγσ το τηε χλοσυρε οφ τηε λινεαρ σπαν οφ φΖ(:;ξ)γ
φορ α = 1; :::; π:
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(ιιι) Ε(Ζ(:; ξι)φια) βελονγ το τηε ρανγε οφ Κ:

Χονδιτιον (ι) ρεφερσ το τηε χοϖαριανχε οπερατορ Κ δε�νεδ ιν Αππενδιξ Α. Κ ισ

νυχλεαρ προϖιδεδ ιτσ τραχε ισ �νιτε, σεε φορ ινστανχε Χαρρασχο ανδ Φλορενσ (2014). Τηισ

ασσυmπτιον ισ τριϖιαλλψ σατισ�εδ ιφ Λ ισ �νιτε βυτ mαψ ορ mαψ νοτ βε σατισ�εδ ωηεν Λ ισ

ιν�νιτε. Τηισ ασσυmπτιον ιmπλιεσ ιν παρτιχυλαρ τηατ τηε σmαλλεστ ειγενϖαλυεσ δεχρεασε το

ζερο συ′χιεντλψ φαστ. Φορ τηισ το βε τρυε, τηε Ζι ηαϖε το βε χορρελατεδ ωιτη εαχη οτηερ. Ιφ

Ε
�
ΖιΖ

0
ι

�
= ΙΛ ασ ιν Ασσυmπτιον 5 οφ Νεωεψ ανδ Wινδmειϕερ (2009), αλλ τηε ειγενϖαλυεσ

οφ τηε οπερατορ Κ εθυαλ 1 ανδ ηενχε Κ ισ νοτ νυχλεαρ ωηεν Λ γοεσ το ιν�νιτψ. Το σεε

ωηετηερ Χονδιτιον (ι) ισ ρεαλιστιχ, ωε εξαmινε τηε προπερτιεσ οφ τηε σαmπλε χουντερπαρτ

οφ Κ, ναmελψ Κν = Ζ 0Ζ=ν; ιν τηρεε αππλιχατιονσ: τηε ρετυρν το σχηοολινγ υσινγ 240

ινστρυmεντσ φροm Ανγριστ ανδ Κρυεγερ (1991) (σεε αλσο Χαρρασχο ανδ Τχηυεντε (2014)),

τηε ελαστιχιτψ οφ ιντερτεmποραλ συβστιτυτιον (σεε Χαρρασχο ανδ Τχηυεντε (2014)), ανδ

τηε αππλιχατιον ον τηε ε¤εχτ οφ ινστιτυτιονσ ον γροωτη (σεε Σεχτιον 6 οφ τηισ παπερ). Ιν

τηε ταβλε βελοω, ωε ρεπορτ τηε σmαλλεστ ειγενϖαλυε, τηε λαργεστ ειγενϖαλυε, τηε χονδιτιον

νυmβερ (ωηιχη ισ τηε ρατιο οφ τηε λαργεστ ειγενϖαλυε ον τηε σmαλλεστ ειγενϖαλυε) ανδ

τηε τραχε οφ Ζ 0Ζ=ν ιν τωο χασεσ: ραω δατα ανδ στανδαρδιζεδ ινστρυmεντσ. Ιν τηε

στανδαρδιζεδ χασε, τηε ινστρυmεντσ αρε διϖιδεδ ωιτη τηειρ στανδαρδ δεϖιατιον. Τηισ

στανδαρδιζατιον ηασ νο ιmπαχτ ον 2ΣΛΣ ανδ ΛΙΜΛ εστιmατορσ ωηιχη αρε σχαλε ινϖαριαντ.

Ηοωεϖερ, ουρ εστιmατορσ αρε νοτ σχαλε ινϖαριαντ ανδ στανδαρδιζατιον mαψ ιmπροϖε τηε

ρεσυλτσ. Συχη στανδαρδιζατιονσ αρε χυστοmαρψ ωηενεϖερ ρεγυλαριζατιονσ αρε υσεδ, σεε

φορ ινστανχε Dε Μολ, Γιαννονε, ανδ Ρειχηλιν (2008) ανδ Στοχκ ανδ Wατσον (2012).

Wε οβσερϖε τηατ ιν αλλ αππλιχατιονσ, τηε σmαλλεστ ειγενϖαλυε ισ χλοσε το ζερο σο τηε

ινστρυmεντσ αρε στρονγλψ χορρελατεδ1. Τηε χονδιτιον νυmβερ − ωηιχη ισ σχαλε ινϖαριαντ

− ισ αν ινδιχατορ ον ηοω ιλλ−ποσεδ τηε mατριξ Κν ισ. Τηε ηιγηερ τηε χονδιτιον νυmβερ,

τηε mορε ιmπρεχισε τηε ινϖερσε οφ Κν ωιλλ βε. Τηε σmαλλεστ ποσσιβλε χονδιτιον νυmβερ ισ

1 (ωηιχη χορρεσπονδσ το τηε ιδεντιτψ mατριξ). Ηερε, τηε χονδιτιον νυmβερσ αρε αλλ ϖερψ

λαργε ωηιχη συγγεστσ τηατ ρεγυλαριζατιον ωιλλ βε ηελπφυλ το ιmπροϖε τηε ρελιαβιλιτψ οφ τηε

εστιmατε οφ Κ�1. Τηε τραχε οφ Κν αππεαρσ το βε �νιτε τηρουγηουτ τηε αππλιχατιονσ.

Χονδιτιον (ιι) γυαραντεεσ τηατ τηε οπτιmαλ ινστρυmεντ φ χαν βε αππροαχηεδ βψ α

1Α ωορδ οφ χαυτιον: ωηεν τηε νυmβερ οφ ινστρυmεντσ ισ λαργε ενουγη ρελατιϖε το τηε σαmπλε σιζε, τηε
σαmπλε χοϖαριανχε mατριξ Ζ 0Ζ=ν ωιλλ βε νεαρ σινγυλαρ ορ σινγυλαρ ωηιχη δοεσ νοτ mεαν τηατ τηε σmαλλεστ
ειγενϖαλυε οφ Κ ισ νοτ βουνδεδ αωαψ φροm 0 ιν τηε ποπυλατιον. Μορεοϖερ, ειγενϖαλυεσ αρε νοτ σχαλε ινϖαριαντ.

9



Ταβλε 1: Προπερτιεσ οφ Ζ 0Ζ=ν
Λαργεστ
ειγενϖαλυε

Σmαλλεστ
ειγενϖαλυε

Χονδιτιον
νυmβερ

Τραχε

Ανγριστ ανδ Κρυεγερ 1.35 0.0000107 126168.22 5.05
Ανγριστ ανδ Κρυεγερ

στανδαρδιζεδ
5.93 0.0012 4941.66 244.47

ΕΙΣ 1550 1:41� 10�13 1:09929� 1016 1550
ΕΙΣ στανδαρδιζεδ 11.8 2:35� 10�5 5:06� 105 11.89
Ινστιτυτιονσ 474� 107 9:47� 10�6 5:00528� 1014 4:78� 109

Ινστιτυτιονσ στανδαρδιζεδ 28.9 0.000116 249137.93 43.58

σεθυενχε οφ ινστρυmεντσ. Ιτ ισ σιmιλαρ το Ασσυmπτιον 4 ιν Ηανσεν, Ηαυσmαν, ανδ Νεωεψ

(2008). Χονδιτιον (ιιι) ισ α τεχηνιχαλ ασσυmπτιον ωηιχη χαν αλσο βε φουνδ ιν Χαρρασχο

(2012). Ασσυmπτιονσ 2(ιι) ανδ (ιιι) αρε νεεδεδ ονλψ φορ ε′χιενχψ.

Προποσιτιον 1. (Ασψmπτοτιχ προπερτιεσ οφ ρεγυλαριζεδ 2ΣΛΣ ωιτη mανψ ωεακ ινστρυ−

mεντσ)

Ασσυmε φψι;Wι;ξιγ αρε ιιδ, Ε(∀2ι ϕΞ) = �2∀, � γοεσ το ζερο ασ ν γοεσ το ιν�νιτψ.

Μορεοϖερ, Ασσυmπτιονσ 1 ανδ 2 αρε σατισ�εδ. Τηεν, τηε Τ, ΛΦ, ανδ ΣΧ εστιmατορσ οφ

2ΣΛΣ σατισφψ:

1. Χονσιστενχψ: Σ0ν(
⊥� � �0)=�ν ! 0 ιν προβαβιλιτψ ασ ν, ν�

1

2 ανδ �ν γο το ιν�νιτψ.

2. Ασψmπτοτιχ νορmαλιτψ:

Σ0ν(
⊥� � �0) δ! Ν

�
0; �2∀

�
Ε(φιφ

0
ι)
��1�

ασ ν, ν� ανδ �ν γο το ιν�νιτψ, ωηερε Ε(φιφ
0
ι) ισ α νονσινγυλαρ π� π mατριξ.

Προοφ Ιν Αππενδιξ.

Τηε �ρστ ποιντ οφ Προποσιτιον 1 ιmπλιεσ τηε χονσιστενχψ οφ τηε εστιmατορ, ναmελψ

(⊥� � �0) ! 0 (σεε τηε προοφ οφ Τηεορεm 1 ιν Ηανσεν ανδ Κοζβυρ (2014)). Μορεοϖερ,

Προποσιτιον 1 σηοωσ τηατ τηε τηρεε εστιmατορσ ηαϖε τηε σαmε ασψmπτοτιχ διστριβυτιον.

Ινστεαδ οφ ρεστριχτινγ τηε νυmβερ οφ ινστρυmεντσ (ωηιχη mαψ βε ϖερψ λαργε ορ ιν�νιτε),

ωε ιmποσε ρεστριχτιονσ ον τηε ρεγυλαριζατιον παραmετερ ωηιχη γοεσ το ζερο. Τηισ ινσυρεσ

υσ τηατ αλλ αϖαιλαβλε ανδ ϖαλιδ ινστρυmεντσ αρε υσεδ ιν αν ε′χιεντ ωαψ εϖεν ιφ τηεψ αρε

ωεακ. Το οβταιν χονσιστενχψ, τηε χονδιτιον ον � ισ ν�
1

2 γο ιν�νιτψ, ωηερεασ φορ τηε

ασψmπτοτιχ νορmαλιτψ, ωε νεεδ ν� γο το ιν�νιτψ. Τηισ mεανσ τηατ � ισ αλλοωεδ το γο
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το ζερο ατ α σλοωερ ρατε. Ηοωεϖερ, τηισ ρατε δοεσ νοτ δεπενδ ον τηε ωεακνεσσ οφ τηε

ινστρυmεντσ.

Ιντερεστινγλψ, ουρ ρεγυλαριζεδ 2ΣΛΣ εστιmατορσ ρεαχη τηε σεmιπαραmετριχ ε′χιενχψ

βουνδ. Τηισ ρεσυλτ ωιλλ βε φυρτηερ δισχυσσεδ ιν Σεχτιον 4.

Wε αρε νοω δεριϖινγ τηε ασψmπτοτιχ προπερτιεσ οφ τηε ρεγυλαριζεδ ΛΙΜΛ ωιτη mανψ

ωεακ ινστρυmεντσ.

Προποσιτιον 2. (Ασψmπτοτιχ προπερτιεσ οφ ρεγυλαριζεδ ΛΙΜΛ ωιτη mανψ ωεακ ινστρυ−

mεντσ)

Ασσυmε φψι;Wι;ξιγ αρε ιιδ, Ε(∀2ι ϕΞ) = �2∀, Ε
�
∀4ι ϕΞ

�
<1; Ε

�
υ4βιϕΞ

�
<1; � γοεσ

το ζερο ασ ν γοεσ το ιν�νιτψ. Μορεοϖερ, Ασσυmπτιονσ 1 ανδ 2 αρε σατισ�εδ. Τηεν, τηε

Τ, ΛΦ, ανδ ΣΧ εστιmατορσ οφ ΛΙΜΛ ωιτη ωεακ ινστρυmεντσ σατισφψ:

1. Χονσιστενχψ: Σ0ν(
⊥�Λ � �0)=�ν ! 0 ιν προβαβιλιτψ ασ ν, �ν ανδ �

2
ν� γο το ιν�νιτψ.

2. Ασψmπτοτιχ νορmαλιτψ:

Σ0ν(
⊥�Λ � �0) δ! Ν

�
0; �2∀

�
Ε(φιφ

0
ι)
��1�

ασ ν, �ν ανδ �
2
ν� γο το ιν�νιτψ ωηερε Ε(φιφ

0
ι) ισ α νονσινγυλαρ π� π mατριξ.

Προοφ Ιν Αππενδιξ.

Αγαιν, Προποσιτιον 1 ιmπλιεσ τηε χονσιστενχψ οφ τηε εστιmατορ, ναmελψ (⊥�� �0)! 0.

Ιντερεστινγλψ ωε οβταιν τηε σαmε ασψmπτοτιχ διστριβυτιον ασ ιν τηε mανψ στρονγ ιν−

στρυmεντσ χασε (ωιτη α σλοωερ ρατε οφ χονϖεργενχε). Wε αλσο �νδ τηε σαmε σπεεδ οφ

χονϖεργενχε ασ ιν Ηανσεν, Ηαυσmαν, ανδ Νεωεψ (2008) ανδ Νεωεψ ανδ Wινδmειϕερ

(2009). Φορ τηε χονσιστενχψ ανδ ασψmπτοτιχ νορmαλιτψ, �2ν� νεεδσ το γο το ιν�νιτψ,

ωηιχη mεανσ τηατ τηε ρεγυλαριζατιον παραmετερ σηουλδ γο το ζερο ατ α σλοωερ ρατε τηαν

τηε χονχεντρατιον παραmετερ. Τηε ασψmπτοτιχ ϖαριανχε οφ ρεγυλαριζεδ ΛΙΜΛ χορρε−

σπονδσ το τηε λοωερ βουνδ ανδ ισ σmαλλερ τηαν τηατ οβταινεδ ιν Ηανσεν, Ηαυσmαν,

ανδ Νεωεψ (2008). Wε βελιεϖε τηατ τηε ρεασον, ωηψ Ηανσεν, Ηαυσmαν, ανδ Νεωεψ

(2008) οβταιν α λαργερ ασψmπτοτιχ ϖαριανχε τηαν υσ, ισ τηατ τηεψ υσε τηε νυmβερ οφ

ινστρυmεντσ ασ ρεγυλαριζατιον παραmετερ. Ασ α ρεσυλτ, τηεψ χαν νοτ λετ Λ γροω φαστ

ενουγη το ρεαχη ε′χιενχψ. Ουρ εστιmατορ ινϖολϖεσ τηε εξτρα τυνινγ παραmετερ � ωηιχη

ισ σελεχτεδ σο τηατ εξτρα τερmσ ιν τηε ϖαριανχε ϖανιση ασψmπτοτιχαλλψ. Μορεοϖερ, ωε
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ασσυmε τηατ τηε σετ οφ ινστρυmεντσ ισ συ′χιεντλψ ριχη το σπαν τηε οπτιmαλ ινστρυmεντ

(Ασσυmπτιον 2(ιι)).

Εξαmπλε 1:(χοντ)

Σ0ν(
⊥�� �0) =

0
≅
π
ν[(⊥�1 � �01) + �21(⊥�2 � �02)]

�ν(
⊥�2 � �02)

1
Α ισ ϕοιντλψ ασψmπτοτιχαλλψ νορmαλ.

Τηε λινεαρ χοmβινατιον (⊥�1 � �01) + �21(⊥�2 � �02) χονϖεργεσ ατ ρατε
π
ν. Τηισ ισ τηε

χοε′χιεντ οφ φι1 ιν τηε ρεδυχεδ φορm εθυατιον φορ ψι. Ανδ τηε εστιmατορ οφ τηε χοε′χιεντ

�2 οφ Wι2 χονϖεργεσ ατ ρατε
1

�ν
.

Νοω, ασ ιν Νεωεψ ανδ Wινδmειϕερ (2009), ωε χονσιδερ α τ−ρατιο φορ α λινεαρ χοm−

βινατιον χ0� οφ τηε παραmετερ οφ ιντερεστ. Τηε φολλοωινγ προποσιτιον ισ α χορολλαρψ οφ

Προποσιτιον 2.

Προποσιτιον 3. Υνδερ τηε ασσυmπτιονσ οφ Προποσιτιον 2 ανδ ιφ ωε ασσυmε τηατ τηερε

εξιστ ρν, χ ανδ χ
� 6= 0 συχη τηατ ρνΣ

�1
ν χ ! χ� ανδ Σ0ν

⊥�Σν=ν ! � ιν προβαβιλιτψ ωιτη

� = �2∀
�
Ε(φιφ

0
ι)
��1
.

Τηεν,
χ0(⊥�Λ � �0)π

χ0 ⊥�χ

δ! Ν (0; 1)

ασ ν ανδ �2ν� γο το ιν�νιτψ.

Τηισ ρεσυλτ αλλοωσ υσ το φορm χον�δενχε ιντερϖαλσ ανδ τεστ στατιστιχσ φορ α σινγλε

λινεαρ χοmβινατιον οφ παραmετερσ ιν τηε υσυαλ ωαψ.

4 Ε′χιενχψ ανδ Ρελατεδ Λιτερατυρε

4.1 Ε′χιενχψ

Ιφ τηε οπτιmαλ ινστρυmεντ 
ι ωερε κνοων, τηε εστιmατορ ωουλδ βε σολυτιον οφ

1

ν

νΞ

ι=1


ι
�
ψι �W 0

ι�
�
= 0:

12



Ηενχε,

⊥� =

 
νΞ

ι=1


ιW
0
ι

!�1 νΞ

ι=1


ιψι;

⊥� � �0 =

 
νΞ

ι=1


ιW
0
ι

!�1 νΞ

ι=1


ι∀ι

=

�
Σν

Πν
ι=1 φιφ

0
ι

ν
Σ0ν + Σν

Πν
ι=1 φιυιπ
ν

��1
Σν

Πν
ι=1 φι∀ιπ
ν

;

Σν

�
⊥� � �0

�
=

�Πν
ι=1 φιφ

0
ι

ν
+

Πν
ι=1 φιυιπ
ν

Σ0�1ν

��1 Πν
ι=1 φι∀ιπ
ν

δ! Ν
�
0; �2∀

�
Ε
�
φιφ

0
ι

���1�
:

Σο τηε λοωεστ ασψmπτοτιχ ϖαριανχε τηατ χαν βε οβταινεδ ισ �2∀
�
Ε
�
φιφ

0
ι

���1
: Wε ωιλλ

ρεφερ το τηισ ασ τηε σεmιπαραmετριχ ε′χιενχψ βουνδ2.

Ιν Χαρρασχο (2012, Σεχτιον 2.4), ιτ ωασ σηοων τηατ τηε ρεγυλαριζεδ 2ΣΛΣ εστιmατορ

χοινχιδεσ ωιτη α 2ΣΛΣ εστιmατορ τηατ υσεσ α σπεχι�χ νονπαραmετριχ εστιmατορ, ⊥
ι; οφ


ι :

⊥� =

 
νΞ

ι=1

⊥
0ιWι

!�1 νΞ

ι=1

⊥
0ιψι:

Τηισ mαψ εξπλαιν ωηψ φορ τηε ρεγυλαριζεδ 2ΣΛΣ εστιmατορ, τηε χονδιτιονσ ον � αρε νοτ

ρελατεδ το �ν ωηερεασ, ιν τηε χασε οφ ΛΙΜΛ, τηε ρατε οφ χονϖεργενχε οφ � δεπενδσ ον

ηοω ωεακ τηε ινστρυmεντσ αρε.

4.2 Ρελατεδ Λιτερατυρε

Ιν τηε λιτερατυρε ον mανψ ωεακ ινστρυmεντσ, τηε ασψmπτοτιχ βεηαϖιορ οφ εστιmατορσ

δεπενδσ ον τηε ρελατιον βετωεεν τηε νυmβερ οφ mοmεντ χονδιτιονσ Λ ανδ σαmπλε σιζε

ν. Φορ τηε ΧΥΕ, Λ ανδ ν νεεδ το σατισφψ Λ2=ν ! 0 φορ χονσιστενχψ ανδ Λ3=ν ! 0

φορ ασψmπτοτιχ νορmαλιτψ. Υνδερ ηοmοσκεδαστιχιτψ, Στοχκ ανδ Ψογο (2005) ρεθυιρε

Λ2=ν ! 0. Ηανσεν, Ηαυσmαν, ανδ Νεωεψ (2008) αλλοωεδ Λ το γροω ατ τηε σαmε ρατε

2Wε δο νοτ προϖιδε α φορmαλ προοφ τηατ τηισ βουνδ ισ τηε σεmιπαραmετριχ βουνδ. Τηισ προοφ ισ βεψονδ τηε
σχοπε οφ τηε πρεσεντ παπερ. Wε ρεφερ τηε ιντερεστεδ ρεαδερσ το Νεωεψ (1990), Νεωεψ (1993), ανδ Χηαmβερλαιν
(1992).
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ασ ν, βυτ ρεστριχτεδ Λ το γροω σλοωερ τηαν τηε σθυαρε οφ τηε χονχεντρατιον παραmετερ,

φορ τηε χονσιστενχψ οφ ΛΙΜΛ ανδ ΦΥΛΛ. Ανδρεωσ ανδ Στοχκ (2006) ρεθυιρε Λ3=ν ! 0

ωηεν νορmαλιτψ ισ νοτ ιmποσεδ.

ϑυστ ασ 2ΣΛΣ ισ νοτ χονσιστεντ ιφ Λ ισ τοο λαργε ρελατιϖε το ν, ΛΙΜΛ εστιmατορ ισ

νοτ φεασιβλε ιφ Λ > Ν βεχαυσε τηε mατριξ Ζ 0Ζ ισ νοτ ινϖερτιβλε. Τηερεφορε, σοmε φορm

οφ ρεγυλαριζατιον νεεδσ το βε ιmπλεmεντεδ το οβταιν χονσιστεντ εστιmατορσ ωηεν τηε

νυmβερ οφ ινστρυmεντσ ισ ρεαλλψ λαργε. Τηε ιντροδυχτιον οφ α ρεγυλαριζατιον παραmετερ,

�; περmιτσ το φρεε Λ φροm ανψ χονστραιντ (χονδιτιονσ αρε ον � ανδ νοτ ον Λ). Χον−

σεθυεντλψ, τηε ρεγυλαριζεδ εστιmατορ χαν ρεαχη τηε σεmιπαραmετριχ ε′χιενχψ βουνδ.

Τηερε ισ ανοτηερ mαϕορ δι¤ερενχε βετωεεν ουρ ωορκ ανδ τηε mανψ ινστρυmεντσ λιτερα−

τυρε. Ιν τηε mανψ ινστρυmεντσ λιτερατυρε (σεε ε.γ. Νεωεψ ανδ Wινδmειϕερ, 2009), τηε

σmαλλεστ ανδ λαργεστ ειγενϖαλυεσ οφ τηε Ζ 0Ζ=ν αρε βουνδεδ αωαψ φροm 0 ανδ φροm αβοϖε,

ρεσπεχτιϖελψ. Ιν ουρ χασε, ωε συπποσε τηατ τηε ειγενϖαλυεσ οφ τηε χοϖαριανχε οπερατορ

Κ (ωηιχη χορρεσπονδσ το τηε λιmιτ οφ Ζ 0Ζ=ν ορ α ρεσχαλεδ ϖερσιον οφ ιτ) αρε συmmαβλε,

ωηιχη mεανσ τηατ τηε σmαλλεστ ειγενϖαλυεσ mυστ δεχρεασε το ζερο συ′χιεντλψ φαστ.

Χανερ ανδ Ψιλδιζ (2012) ιν α ρεχεντ ωορκ χονσιδερ α Χοντινυουσ Υπδατινγ Εστιmα−

τορ (ΧΥΕ) ωιτη mανψ ωεακ mοmεντσ υνδερ νεαρλψ σινγυλαρ δεσιγν. Τηεψ σηοω τηατ

τηε νεαρλψ σινγυλαρ δεσιγν α¤εχτσ τηε φορm οφ ασψmπτοτιχ χοϖαριανχε mατριξ οφ τηε εσ−

τιmατορ χοmπαρεδ το τηατ οφ Νεωεψ ανδ Wινδmειϕερ (2009). Ουρ ωορκ ισ αλσο ρελατεδ

το Ηαυσmαν, Λεωισ, Μενζελ, ανδ Νεωεψ (2011) ωηο mοδιφψ τηε χοντινυουσ υπδατινγ

εστιmατορ (ΧΥΕ) βψ ιντροδυχινγ τωο τυνινγ παραmετερσ ωηιχη περφορm α Τψκηονοϖ−

τψπε ρεγυλαριζατιον. Τηεψ σηοω τηατ τηειρ εστιmατορ ηασ �νιτε mοmεντσ ωηεν τηε

ρεγυλαριζατιον παραmετερσ αρε ποσιτιϖε. Ον τηε οτηερ ηανδ, τηειρ εστιmατορ ισ σηοων το

βε ασψmπτοτιχαλλψ εθυιϖαλεντ το τηε χονϖεντιοναλ ΧΥΕ υνδερ mανψ ωεακ ασψmπτοτιχσ

ωηεν τηε ρεγυλαριζατιον παραmετερσ γο το ζερο. Τηερε αρε τωο mαιν δι¤ερενχεσ ωιτη

ουρ αππροαχη. Φιρστ, τηεψ ιντροδυχε τωο τυνινγ παραmετερσ ινστεαδ οφ ονε. Σεχονδ,

τηεψ ρεστριχτ τηε νυmβερ οφ mοmεντσ ασ ιν Νεωεψ ανδ Wινδmειϕερ (2009), ωηερεασ ωε

αλλοω φορ τηε νυmβερ οφ ινστρυmεντσ το εξχεεδ τηε σαmπλε σιζε.

Βελλονι, Χηεν, Χηερνοζηυκοϖ, ανδ Ηανσεν (2012) προποσε το υσε αν αλτερνατιϖε

ρεγυλαριζατιον ναmεδ λασσο ιν τηε Ις χοντεξτ. Τηισ ρεγυλαριζατιον ιmποσεσ α λ1 τψπε

πεναλτψ ον τηε �ρστ σταγε χοε′χιεντ. Ασσυmινγ τηατ τηε �ρστ σταγε εθυατιον ισ αππροξι−
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mατελψ σπαρσε, τηεψ σηοω τηατ τηε ποστλασσο εστιmατορ ρεαχηεσ τηε ασψmπτοτιχ ε′χιενχψ

βουνδ.

Χηαο, Σωανσον, Ηαυσmαν, Νεωεψ, ανδ Wουτερσεν (2012χ) εξπλαιν ωηψ Φυλλερ εσ−

τιmατορ ηασ mοmεντσ ανδ αργυε τηατ ∀τηε Φυλλερ mοδι�χατιον αmουντσ το α ριδγε−

ρεγρεσσιον−τψπε περτυρβατιον οφ τηε δενοmινατορ οφ τηε 2ΣΛΣ∀. Τηε εξιστενχε οφ mο−

mεντσ οφ ρεγυλαριζεδ ΛΙΜΛ εστιmατορ ισ σηοων ιν Χαρρασχο ανδ Τχηυεντε (2014). Νοτε

τηατ, ιν τηε ρεγυλαριζεδ ΛΙΜΛ/2ΣΛΣ, τηε ρεγυλαριζατιον ισ αππλιεδ το τηε χοϖαριανχε

mατριξ, ωηερεασ, ιν Φυλλερ εστιmατορ, α πεναλτψ τερm ισ αδδεδ το τηε δενοmινατορ.

Ταβλε 2 γιϖεσ αν οϖερϖιεω οφ τηε ασσυmπτιονσ υσεδ ιν τηε mαιν παπερσ ον mανψ

ωεακ ινστρυmεντσ.

Ταβλε 2: Χοmπαρισον οφ δι¤ερεντ Ις ασψmπτοτιχσ
Νυmβερ οφ ινστρυmεντσ Εξτρα ασσυmπτιονσ

Χονϖεντιοναλ Φιξεδ Λ
Πηιλλιπσ (1989) Φιξεδ Λ, Χοϖ(W;ξ) = 0

Σταιγερ ανδ Στοχκ (1997) Φιξεδ Λ, Χοϖ(W;ξ) = Ο(ν�1=2)

Βεκκερ (1994) Λ=ν! χ < 1; �2ν = Ο(ν)

Ηαν ανδ Πηιλλιπσ (2006) Λ!1 ανδ
Λ

νχν
! χ

χν �ν χονσταντ ορ ζερο

Χηαο ανδ Σωανσον (2005)
Λ

�2ν
! 0 ορ

Λ1=2

�2ν
! 0

Ηανσεν ετ αλ. (2008) (Ι)
Λ

�2ν
βουνδεδ ορ (ΙΙ)

Λ

�2ν
!1

Ξ
ζιζ

0
ι=ν νονσινγυλαρ

Νεωεψ ανδ Wινδmειϕερ (2009) Λ!1, Λ
�2ν

βουνδεδ,
Λ3

ν
! 0

Χαρρασχο (2012) Νο χονδιτιον ον Λ, ποσσιβλψ χοντινυυm Χοmπαχτνεσσ οφ
στρονγ ινστρυmεντσ χοϖαριανχε mατριξ

Βελλονι ετ αλ. (2012) λογ(Λ) = ο(ν1=3); Αππροξιmατελψ σπαρσε
στρονγ ινστρυmεντσ �ρστ σταγε εθυατιον

5 Μοντε Χαρλο στυδψ

Wε νοω χαρρψ ουτ α Μοντε Χαρλο σιmυλατιον φορ τηε σιmπλε λινεαρ Ις mοδελ ωηερε τηε

διστυρβανχεσ ανδ ινστρυmεντσ ηαϖε α Γαυσσιαν διστριβυτιον ανδ τηε ινστρυmεντσ αρε

ινδεπενδεντ φροm εαχη οτηερ ασ ιν Νεωεψ ανδ Wινδmειϕερ (2009). Τηε δεσιγν οφ τηισ

εξπεριmεντ ινϖολϖεσ τηε χορρελατιον χοε′χιεντ � βετωεεν τηε στρυχτυραλ ανδ ρεδυχεδ

15



φορm ερρορσ, τηε χονχεντρατιον παραmετερ (ΧΠ ), ανδ τηε νυmβερ οφ ινστρυmεντσ Λ:

Τηε δατα γενερατινγ προχεσσ ισ γιϖεν βψ:

ψι =W 0
ι�0 + ∀ι;

Wι = ξ0ι� + υι;

∀ι = �υι +
π
1� �2ϖι;

υι � Ν (0; 1); ϖι � Ν (0; 1); ξι � Ν (0; ΙΛ)

� =

ρ
ΧΠ

Λν
�Λ

ωηερε �Λ ισ αν Λ−ϖεχτορ οφ ονεσ. Τηε σαmπλε σιζε ισ ν = 500. Τηε ινστρυmεντσ αρε

Ζι = ξι ανδ τηε νυmβερ οφ ινστρυmεντσ Λ εθυαλσ 30 ανδ 50. Νοτε τηατ τηισ σεττινγ

ισ νοτ φαϖοραβλε φορ υσ βεχαυσε τηε ειγενϖαλυεσ οφ τηε mατριξ Ζ 0Ζ=ν αρε αλλ εθυαλ το

1. Ιφ Λ ωερε ιν�νιτε, τηε mατριξ Ζ 0Ζ=ν ωουλδ βεχοmε αν ιν�νιτε διmενσιοναλ ιδεντιτψ

mατριξ ωηιχη ισ νοτ νυχλεαρ ανδ ηενχε Ασσυmπτιον 2 ωουλδ νοτ ηολδ. Ηοωεϖερ, ηερε

Λ βεινγ νο λαργερ τηαν 50; Κ ισ νυχλεαρ.

Ιν τηε σιmυλατιονσ, � = 0:5 ανδ �0 = 0:1. Τηε ϖαλυεσ οφ ΧΠ εθυαλ 8, 35, ανδ 65.

Τηε εστιmατορσ ωε προποσεδ ιν τηισ παπερ δεπενδ ον α ρεγυλαριζατιον (σmοοτηινγ)

παραmετερ � τηατ νεεδσ το βε σελεχτεδ. Ιν τηε σιmυλατιονσ, ωε υσε α δατα−δριϖεν mετηοδ3

φορ σελεχτινγ � βασεδ ον αν εξπανσιον οφ τηε ΜΣΕ ανδ προποσεδ ιν Χαρρασχο (2012) ανδ

Χαρρασχο ανδ Τχηυεντε (2014). Τηεσε σελεχτιον χριτερια ωερε δεριϖεδ ασσυmινγ στρονγ

ινστρυmεντσ ανδ mαψ νοτ βε ϖαλιδ ιν τηε πρεσενχε οφ ωεακ ινστρυmεντσ. Προϖιδινγ α

ροβυστ το ωεακ ινστρυmεντσ σελεχτιον προχεδυρε ισ βεψονδ τηε σχοπε οφ τηισ παπερ.

Wε ρεπορτ τηε mεδιαν βιασ (Μεδ.βιασ), τηε mεδιαν οφ τηε αβσολυτε δεϖιατιον οφ τηε

εστιmατορ φροm τηε τρυε ϖαλυε (Μεδ.αβσ), τηε δι¤ερενχε βετωεεν τηε 0.1 ανδ 0.9 θυαν−

τιλεσ (δισ) οφ τηε διστριβυτιον οφ εαχη εστιmατορ, ανδ τηε χοϖεραγε ρατε (Χοϖ.) οφ α νοm−

ιναλ 95% χον�δενχε ιντερϖαλ φορ υνφεασιβλε ινστρυmενταλ ϖαριαβλε εστιmατορ (Ις) υσινγ

τηε τρυε οπτιmαλ ινστρυmεντ, ρεγυλαριζεδ τωο−σταγε λεαστ σθυαρεσ (Τ2ΣΛΣ (Τικηονοϖ),

3Τηε οπτιmαλ � φορ Τικηονοϖ ισ σεαρχηεδ οϖερ τηε ιντερϖαλ [0.01,0.5] ωιτη 0.01 ινχρεmεντ. Τηε ρανγε οφ
ϖαλυεσ φορ τηε νυmβερ οφ ιτερατιονσ φορ ΛΦ ισ φροm 1 το 300, ανδ τηε νυmβερ οφ πρινχιπαλ χοmπονεντσ ρανγεσ
φροm 1 το τηε νυmβερ οφ ινστρυmεντσ.
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Λ2ΣΛΣ (Λανδωεβερ Φριδmαν), Π2ΣΛΣ (Πρινχιπαλ χοmπονεντ)), ΛΙΜΛ ανδ ρεγυλαριζεδ

ΛΙΜΛ (ΤΛΙΜΛ (Τικηονοϖ), ΛΛΙΜΛ (Λανδωεβερ Φριδmαν), ΠΛΙΜΛ (Πρινχιπαλ χοmπο−

νεντ)) ανδ Dοναλδ ανδ Νεωεψ�σ (2001) 2ΣΛΣ ανδ ΛΙΜΛ (D2ΣΛΣ ανδ DΛΙΜΛ). Φορ

αλλ τηε ρεγυλαριζεδ ΛΙΜΛ, DΛΙΜΛ, ανδ στανδαρδ ΛΙΜΛ εστιmατορσ, τηε σταρτινγ ϖαλυεσ

φορ τηε mινιmιζατιον νεεδεδ ιν τηε εστιmατιον οφ � (σεε Σεχτιον 2) αρε τηε 2ΣΛΣ υσινγ

αλλ τηε ινστρυmεντσ. Φορ χον�δενχε ιντερϖαλσ, ωε χοmπυτε τηε χοϖεραγε προβαβιλιτιεσ

υσινγ τηε φολλοωινγ εστιmατε οφ ασψmπτοτιχ ϖαριανχε ασ ιν Dοναλδ ανδ Νεωεψ (2001)

ανδ Χαρρασχο (2012):

⊥ς (⊥�) =
(ψ �W⊥�)0(ψ �W⊥�)

ν

�
⊥W 0W�1

��1
⊥W 0 ⊥W

�
W 0 ⊥W

��1

ωηερε ⊥W = Π�W φορ 2ΣΛΣ ανδ ⊥W = (Π� � �Ιν)W φορ ΛΙΜΛ. Νοτε τηατ τηε φορmυλαεσ

φορ τηε χον�δενχε ιντερϖαλσ ισ τηε σαmε ασ φορ στρονγ ινστρυmεντσ (σεε Χαρρασχο ανδ

Τχηυεντε (2014)).

Ταβλε 3 ρεπορτσ σιmυλατιον ρεσυλτσ. Wε υσε δι¤ερεντ στρενγτη (mεασυρεδ βψ τηε

χονχεντρατιον παραmετερ) οφ ινστρυmεντσ ανδ νυmβερ οφ ινστρυmεντσ. Wε ινϖεστιγατε

τηε χασε οφ ϖερψ ωεακ ινστρυmεντσ φορ εξαmπλε, ωηεν ΧΠ = 8 ανδ Λ = 50, τηε �ρστ

σταγε Φ−στατιστιχ εθυαλσ
ΧΠ

Λ
+ 1 = 1:16.

Wε οβσερϖε τηατ

(α) Τηε περφορmανχεσ οφ τηε ρεγυλαριζεδ εστιmατορσ ινχρεασε ωιτη τηε στρενγτη οφ

ινστρυmεντσ βυτ δεχρεασε ωιτη τηε νυmβερ οφ ινστρυmεντσ. Προϖιδινγ ρεγυλαριζατιον

παραmετερ σελεχτιον προχεδυρε ροβυστ το ωεακ ινστρυmεντσ ωουλδ χερταινλψ ιmπροϖε

τηεσε ρεσυλτσ.

(β) Τηε βιασ οφ ρεγυλαριζεδ ΛΙΜΛ ισ θυιτε α βιτ σmαλλερ τηαν τηατ οφ ρεγυλαριζεδ

2ΣΛΣ.

(χ) Τηε βιασ οφ ουρ ρεγυλαριζεδ εστιmατορσ αρε σmαλλερ τηαν τηοσε οφ τηε χορρεσπονδ−

ινγ Dοναλδ ανδ Νεωεψ�σ εστιmατορσ. Ον τηε οτηερ ηανδ, DΝ εστιmατορ ηασ οφτεν βεττερ

χοϖεραγε.

(δ) ΛΦ ΛΙΜΛ ανδ Τ−ΛΙΜΛ εστιmατορσ ηαϖε ϖερψ λοω mεδιαν βιασ εϖεν ιν τηε χασε

οφ ρελατιϖελψ ωεακ ινστρυmεντσ (ΧΠ = 8).

(ε) Τηε χοϖεραγε οφ ουρ εστιmατορσ δετεριορατεσ ωηεν τηε ινστρυmεντσ αρε ωεακ.
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Ταβλε 3: Σιmυλατιονσ ρεσυλτσ φορ ρεγυλαριζεδ 2ΣΛΣ ανδ ΛΙΜΛ ωιτη ΧΠ = 8, 35 ανδ 65; Λ = 30
ανδ 50; ν = 500; 1000 ρεπλιχατιονσ.

Τ2ΣΛΣ Λ2ΣΛΣ Π2ΣΛΣ D2ΣΛΣ ΤΛΙΜΛ ΛΛΙΜΛ ΠΧΛΙΜΛ DΛΙΜΛ Ις
Λ=30
ΧΠ=8 Μεδ.βιασ 0.4012 0.3875 0.3271 0.3802 0.0889 0.0800 0.3228 0.3628 −0.0096

Μεδ.αβσ 0.4012 0.3875 0.4947 0.5419 0.4472 0.4568 0.4511 0.4513 0.2624
Dισπ 0.3884 0.4271 2.5366 2.6333 2.4053 2.2558 1.4859 1.5308 1.0184
Χοϖ 0.2260 0.3270 0.7570 0.7180 0.9180 0.9210 0.8030 0.7880 0.9540

ΧΠ=35 Μεδ.βιασ 0.2195 0.2070 0.2245 0.2476 −0.0172 −0.0097 0.0858 0.0997 −0.0157
Μεδ.αβσ 0.2195 0.2070 0.2623 0.2914 0.1465 0.1488 0.1652 0.1680 0.1100

Dισπ 0.2814 0.3115 0.6175 0.8039 0.6028 0.6232 0.6382 0.6008 0.4424
Χοϖ 0.5050 0.5900 0.7100 0.682 0.954 0.9500 0.8590 0.8700 0.9600

ΧΠ=65 Μεδ.βιασ 0.1567 0.1456 0.1548 0.1992 −0.0083 −0.0046 0.0194 0.0184 −0.0072
Μεδ.αβσ 0.1568 0.1476 0.1826 0.2154 0.0999 0.0919 0.0972 0.1012 0.0813

Dισπ 0.2503 0.2703 0.4139 0.4582 0.381 0.3849 0.3825 0.3747 0.3034
Χοϖ 0.6270 0.7070 0.7560 0.6960 0.960 0.9630 0.9130 0.913 0.9630

Λ=50
ΧΠ=8 Μεδ.βιασ 0.4273 0.4189 0.3969 0.4166 0.1178 0.1327 0.3860 0.4089 −0.0042

Μεδ.αβσ 0.4273 0.4189 0.5418 0.6089 0.5225 0.5163 0.4730 0.5253 0.2548
Dισπ 0.3112 0.3571 2.4463 3.1653 3.1549 3.4005 1.5870 1.7621 1.0971
Χοϖ 0.0710 0.1480 0.7450 0.7730 0.9190 0.9200 0.7960 0.7930 0.9510

ΧΠ=35 Μεδ.βιασ 0.2906 0.2740 0.2654 0.2875 −0.0188 0.0072 0.1475 0.1998 0.0016
Μεδ.αβσ 0.2906 0.2740 0.2961 0.3312 0.1766 0.1810 0.2103 0.2499 0.1178

Dισπ 0.2527 0.2811 0.8402 1.2808 0.7100 0.7584 0.7554 0.8201 0.4587
Χοϖ 0.1860 0.3110 0.6730 0.6640 0.9420 0.9500 0.8420 0.7830 0.9580

ΧΠ=65 Μεδ.βιασ 0.2137 0.1953 0.2020 0.2402 0.0082 0.0078 0.0695 0.0739 0.0041
Μεδ.αβσ 0.2137 0.1953 0.2214 0.2614 0.1127 0.1128 0.1212 0.1245 0.0812

Dισπ 0.2075 0.2474 0.4840 0.5215 0.4333 0.4352 0.4261 0.4587 0.3231
Χοϖ 0.3010 0.4710 0.6840 0.6500 0.9610 0.9580 0.8520 0.8660 0.9530
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6 Εmπιριχαλ αππλιχατιον: Ινστιτυτιονσ ανδ Γροωτη

Τηισ σεχτιον ρεϖισιτσ Ηαλλ ανδ ϑονεσ (1999) εmπιριχαλ ωορκ. Ηαλλ ανδ ϑονεσ (1999) αργυε

τηατ τηε δι¤ερενχε βετωεεν ουτπυτ περ ωορκερ αχροσσ χουντριεσ ισ mαινλψ δυε το τηε

δι¤ερενχεσ ιν ινστιτυτιον ανδ γοϖερνmεντ πολιχιεσ − τηε σο−χαλλεδ σοχιαλ ινφραστρυχτυρε.

Τηεψ ωριτε ∀Χουντριεσ ωιτη χορρυπτ γοϖερνmεντ ο′χιαλσ, σεϖερε ιmπεδιmεντσ το τραδε,

ποορ χοντραχτ ενφορχεmεντ, ανδ γοϖερνmεντ ιντερφερενχε ιν προδυχτιον ωιλλ βε υναβλε

το αχηιεϖε λεϖελσ οφ ουτπυτ περ ωορκερ ανψωηερε νεαρ τηε νορmσ οφ ωεστερν Ευροπε,

νορτηερν Αmεριχα, ανδ εαστερν Ασια.∀ Το θυαντιφψ τηε ε¤εχτ οφ σοχιαλ ινφραστρυχτυρε

ον περ χαπιτα ινχοmε, τηεψ υσε τωο−σταγε λεαστ σθυαρεσ (2ΣΛΣ) ωιτη φουρ ινστρυmεντσ:

τηε φραχτιον οφ ποπυλατιον σπεακινγ Ενγλιση ατ βιρτη (ΕνΛ), τηε φραχτιον οφ ποπυλατιον

σπεακινγ ονε οφ τηε �ϖε mαϕορ Ευροπεαν λανγυαγεσ ατ βιρτη (ΕυΛ), τηε διστανχε φροm

τηε εθυατορ4 (λατιτυδε , Λτ) ανδ Ροmερ ανδ Φρανκελ (1999) γεογραπηψ−πρεδιχτεδ τραδε

ιντενσιτψ (ΦΡ). Τηε λινεαρ Ις ρεγρεσσιον mοδελ ισ γιϖεν βψ:

ψ = χ+ �Σ + ∀;

ωηερε ψ ισ αν ν � 1 ϖεχτορ οφ λογ ινχοmε περ χαπιτα, Σ ισ αν ν � 1 ϖεχτορ ωηιχη ισ
τηε προξψ φορ σοχιαλ ινφραστρυχτυρε, � ισ αν Λ� 1 ϖεχτορ, χ ανδ � αρε σχαλαρσ. Dmιτριεϖ
(2013) ποιντσ ουτ τηε φαχτ τηατ τηε ινστρυmεντσ5 Ξ = [ΕνΛ;ΕυΛ;Λτ; ΦΡ] αρε ωεακ.

Το αδδρεσσ τηισ ισσυε, ωε ινχρεασεδ τηε νυmβερ οφ ινστρυmεντσ φροm 4 το 18. Τηε 18

ινστρυmεντσ ιν ουρ ρεγρεσσιον αρε δεριϖεδ φροm Ξ ανδ αρε γιϖεν βψ6

Ζ = [Ξ;Ξ:2; Ξ:3; Ξ(:; 1) �Ξ(:; 2); Ξ(:; 1) �Ξ(:; 3); Ξ(:; 1) �Ξ(:; 4); Ξ(:; 2) �Ξ(:; 3); Ξ(:
; 2) �Ξ(:; 4); Ξ(:; 3) �Ξ(:; 4)] ωηερε αλλ ινστρυmεντσ αρε διϖιδεδ βψ τηειρ στανδαρδ δε−
ϖιατιον.

Τηε υσε οφ mανψ ινστρυmεντσ ινχρεασεδ τηε χονχεντρατιον παραmετερ φροm ⊥�2ν = 28:6

το ⊥�2ν = 51:48. Ηοωεϖερ, ιτ αλσο ινχρεασεδ τηε χονδιτιον νυmβερ οφ τηε Ζ
0Ζ mατριξ φροm

1:08ε+ 04 φορ 4 ινστρυmεντσ το 2:48ε+ 05 φορ 18. Ασ τηε ρεγυλαριζεδ 2ΣΛΣ ανδ ΛΙΜΛ

4Τηε διστανχε φροm τηε εθυατορ ισ mεασυρεδ ασ τηε αβσολυτε ϖαλυε οφ λατιτυδε ιν δεγρεεσ διϖιδεδ βψ 90 το
πλαχε ιτ ον α 0 το 1 σχαλε.

5Τηισ χορρεσπονδσ το τηε σπεχι�χατιον (ιϖ) οφ Dmιτριεϖ (2013).
6Ξ:κ = [Ξκ

ιϕ ] , Ξ(:; κ) ισ τηε κ
τη χολυmν οφ Ξ ανδ Ξ(:; κ) � Ξ(:; λ) ισ α ϖεχτορ οφ ιντεραχτιονσ βετωεεν

χολυmνσ κ ανδ λ.
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χορρεχτ τηε βιασ δυε το τηε υσε οφ mανψ ινστρυmεντσ, τηεψ σηουλδ προϖιδε βεττερ ποιντ

εστιmατεσ.

Wε υσε α σαmπλε οφ 79 χουντριεσ φορ ωηιχη νο δατα ωερε ιmπυτεδ7. Τηε ρεσυλτσ αρε

ρεπορτεδ ιν Ταβλε 4 βελοω. Ροβυστ το ηετεροσκεδαστιχιτψ στανδαρδ ερρορσ αρε γιϖεν ιν

παρεντηεσεσ. Τηεψ αρε χοmπυτεδ υσινγ τηε φορmυλα οφ Χαρρασχο ανδ Τχηυεντε (2014):

⊥ς (⊥�) =
�
⊥W 0W

��1
⊥W 0β
 ⊥W

�
W 0 ⊥W

��1

ωηερε ⊥W = Π�W φορ 2ΣΛΣ, ⊥W = (Π� � �Ιν)W φορ ΛΙΜΛ, ανδ β
 ισ τηε διαγοναλ

mατριξ ωιτη ιτη διαγοναλ ελεmεντ εθυαλ το ⊥∀2ι =
�
ψι �W 0

ι
⊥�
�2
.

Ταβλε 4: Ινστιτυτιονσ ανδ γροωτη
2ΣΛΣ (4) 2ΣΛΣ (18) Τ2ΣΛΣ Λ2ΣΛΣ Π2ΣΛΣ

4.6612 (0.7027) 4.0124 (0.5041) 4.2916 (0.338) 4.27 (0.431) 4.03 (0.327)
�=0.01 Νυmβερ οφ ιτερατιονσ 1000 Νυmβερ οφ ειγενϖαλυεσ 15

ΛΙΜΛ (4) ΛΙΜΛ (18) ΤΛΙΜΛ ΛΛΙΜΛ ΠΛΙΜΛ
5.2683 (0.7602) 5.7090 (0.899) 5.3062 (0.631) 4.73 (0.687) 5.57 (0.846)

�=0.01 Νυmβερ οφ ιτερατιονσ 1000 Νυmβερ οφ ειγενϖαλυεσ 15

⊥�2ν=28.6 ⊥�2ν=51.48

ΝΒ: Wε ρεπορτ 2ΣΛΣ ανδ ΛΙΜΛ φορ 4 ανδ 18 ινστρυmεντσ. Φορ ΛΙΜΛ ωιτη 18 ινστρυmεντσ, ωε ρεπορτ τηε mανψ

ινστρυmεντ ροβυστ στανδαρδ ερρορ οφ Ηανσεν, Ηαυσmαν, ανδ Νεωεψ (2008) ιν παρεντηεσεσ. Τηε ρεγυλαριζεδ

εστιmατορσ αρε χοmπυτεδ φορ 18 ινστρυmεντσ. Φορ τηε ρεγυλαριζεδ εστιmατορσ, τηε ηετεροσκεδαστιχιτψ ροβυστ

στανδαρδ ερρορσ αρε γιϖεν ιν παρεντηεσεσ.

Ουρ �νδινγσ συγγεστ τηατ ∀σοχιαλ ινφραστρυχτυρε∀ ηασ α σιγνι�χαντ χαυσαλ ε¤εχτ ον

λονγ−ρυν εχονοmιχ περφορmανχε τηρουγηουτ τηε ωορλδ. Τηε υσε οφ mανψ ινστρυmεντσ

�ρστ ινχρεασε τηε βιασ ασ ιλλυστρατεδ βψ τηε φαχτ τηατ τηε διστανχε βετωεεν 2ΣΛΣ ανδ

ΛΙΜΛ ισ λαργερ ωηεν 18 ινστρυmεντσ αρε υσεδ. Wηεν τηε ρεγυλαριζατιον ισ ιντροδυχεδ,

τηισ γαπ σηρινκσ. Φορ ινστανχε, φορ ΛΦ ρεγυλαριζατιον, ΛΙΜΛ ανδ 2ΣΛΣ αρε ϖερψ χλοσε,

τηισ mαψ βε δυε το βιασ χορρεχτιον. Βυτ, φορ ΠΧ, τηε γαπ ρεmαινσ ωιδε. Τηε ρεασον

mαψ βε δυε το τηε λαχκ οφ φαχτορ στρυχτυρε ιν τηε ινστρυmεντσ.

7Τηε δατα ωερε δοωνλοαδεδ φροm Χηαρλεσ ϑονεσ� ωεβπαγε: ηττπ://ωωω.στανφορδ.εδυ/∼χηαδϕ/Ηαλλϑονεσ400.ασχ
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7 Χονχλυσιον

Τηισ παπερ ιλλυστρατεσ τηε υσεφυλνεσσ οφ ρεγυλαριζατιον τεχηνιθυεσ φορ εστιmατιον ιν τηε

mανψ ωεακ ινστρυmεντσ φραmεωορκ. Wε δεριϖεδ τηε προπερτιεσ οφ τηε ρεγυλαριζεδ 2ΣΛΣ

ανδ ΛΙΜΛ εστιmατορσ ιν τηε πρεσενχε οφ mανψ ορ α χοντινυυm οφ mοmεντσ τηατ mαψ βε

ωεακ. Wε σηοω τηατ ιφ ωελλ νορmαλιζεδ τηε ρεγυλαριζεδ 2ΣΛΣ ανδ ΛΙΜΛ αρε χονσιστεντ

ανδ ρεαχη τηε σεmιπαραmετριχ ε′χιενχψ βουνδ. Ουρ σιmυλατιονσ σηοω τηατ τηε λεαδινγ

ρεγυλαριζεδ εστιmατορσ (ΛΦ ανδ Τ οφ ΛΙΜΛ) περφορm ωελλ.

Ιν τηισ ωορκ, ωε ρεστριχτεδ ουρ ινϖεστιγατιον το 2ΣΛΣ ανδ ΛΙΜΛ ωιτη ωεακ ινστρυ−

mεντσ. Ιτ ωουλδ βε ιντερεστινγ, φορ φυτυρε ρεσεαρχη, το στυδψ τηε βεηαϖιορ οφ ρεγυλαριζεδ

ϖερσιον οφ οτηερ κ−χλασσ εστιmατορσ, συχη ασ ΦΥΛΛ (Φυλλερ (1977)) ανδ βιασ αδϕυστεδ

2ΣΛΣ ορ οτηερ εστιmατορσ ασ γενεραλιζεδ mετηοδ οφ mοmεντσ ορ γενεραλιζεδ εmπιριχαλ

λικελιηοοδ, ιν πρεσενχε οφ mανψ ωεακ ινστρυmεντσ. Τηισ ωιλλ ηελπ υσ το ηαϖε ρεσυλτσ τηατ

χαν βε χοmπαρεδ ωιτη τηοσε οφ Νεωεψ ανδ Wινδmειϕερ (2009) ανδ Ηανσεν, Ηαυσmαν,

ανδ Νεωεψ (2008). Ανοτηερ τοπιχ οφ ιντερεστ ισ τηε υσε οφ ουρ ρεγυλαριζατιον τοολσ το

προϖιδε ϖερσιον οφ ροβυστ τεστσ φορ ωεακ ινστρυmεντσ ασ Ανδερσον−Ρυβιν τεστσ, τηατ χαν

βε υσεδ ωιτη α λαργε νυmβερ ορ α χοντινυυm οφ mοmεντ χονδιτιονσ.
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Α Γενεραλ νοτατιον

Ηερε ωε χονσιδερ τηε γενεραλ χασε ωηερε τηε εστιmατιον ισ βασεδ ον α σεθυενχε οφ

ινστρυmεντσ Ζι = Ζ(� ;ξι); � 2 Σ. Λετ � βε α ποσιτιϖε mεασυρε ον Σ. Wε δενοτε Λ2(�)
τηε Ηιλβερτ σπαχε οφ σθυαρε ιντεγραβλε φυνχτιονσ ωιτη ρεσπεχτ το �.

Wε δε�νε τηε χοϖαριανχε οπερατορ Κ οφ τηε ινστρυmεντσ ασ

Κ : Λ2(�)! Λ2(�)

(Κγ)(�1) =

Ζ
Ε(Ζ(�1;ξι)Ζ(�2;ξι))γ(�2)�(�2)δ�2

ωηερε Ζ(�2;ξι) δενοτεσ τηε χοmπλεξ χονϕυγατε οφ Ζ(�2;ξι).

Κ ισ ασσυmεδ το βε α νυχλεαρ οπερατορ. Λετ �ϕ ανδ �ϕ ; ϕ = 1; 2; ::: βε ρεσπεχτιϖελψ,

τηε ειγενϖαλυεσ (ρανκεδ ιν δεχρεασινγ ορδερ) ανδ ορτηονορmαλ ειγενφυνχτιονσ οφ Κ. Κ

χαν βε εστιmατεδ βψ Κν δε�νεδ ασ:

Κν : Λ
2(�) ! Λ2(�)

(Κνγ)(�1) =

Ζ
1

ν

νΞ

ι=1

Ζ(�1;ξι)Ζ(�2;ξι)γ(�2)�(�2)δ�2:

Ιφ τηε νυmβερ οφ mοmεντ χονδιτιονσ ισ ιν�νιτε τηεν τηε ινϖερσε οφ Κν νεεδσ το βε

ρεγυλαριζεδ βεχαυσε ιτ ισ νοτ χοντινυουσ. Βψ δε�νιτιον (σεε Κρεσσ, 1999, παγε 269), α

ρεγυλαριζεδ ινϖερσε οφ αν οπερατορ Κ ισ

Ρ� : Λ
2(�) ! Λ2(�)

συχη τηατ λιm
�!0

Ρ�Κ∋ = ∋, 8∋ 2 Λ2(�):
Τηρεε δι¤ερεντ τψπεσ οφ ρεγυλαριζατιον σχηεmεσ αρε χονσιδερεδ: Τικηονοϖ (Τ),

Λανδωερβερ Φριδmαν (ΛΦ), Σπεχτραλ χυτ−ο¤ (ΣΧ) ορ Πρινχιπαλ Χοmπονεντσ (ΠΧ). Τηεψ

αρε δε�νεδ ασ φολλοωσ:
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1. Τικηονοϖ(Τ)

Τηισ ρεγυλαριζατιον σχηεmε ισ ρελατεδ το τηε ριδγε ρεγρεσσιον.

(Κ�)�1 = (Κ2 + �Ι)�1Κ

(Κ�)�1ρ =

1Ξ

ϕ=1

�ϕ

�2ϕ + �



ρ; �ϕ

�
�ϕ

ωηερε � > 0 ισ τηε ρεγυλαριζατιον παραmετερ. Α �ξεδ � ωουλδ ρεσυλτ ιν α λοσσ οφ

ε′χιενχψ. Φορ τηε εστιmατορ το βε ασψmπτοτιχαλλψ ε′χιεντ, � ηασ το γο το ζερο

ατ α χερταιν ρατε ωηιχη ωιλλ βε δετερmινεδ λατερ ον. Τηισ ρεγυλαριζατιον ισ χλοσελψ

ρελατεδ το ριδγε ρεγυλαριζατιον. Ριδγε ρεγυλαριζατιον ωασ �ρστ υσεδ ιν ρεγρεσσιον

ιν α χοντεξτ ωηερε τηερε ωερε τοο mανψ ρεγρεσσορσ. Τηε αιm ωασ τηεν το σταβιλιζε

τηε ινϖερσε οφ Ξ 0Ξ βψ ρεπλαχινγ Ξ 0Ξ βψ Ξ 0Ξ + �Ι. Ηοωεϖερ, τηισ ωασ δονε ατ

τηε εξπενσε οφ α βιασ ρελατιϖε το ΟΛΣ εστιmατορ. Ιν τηε Ις ρεγρεσσιον, τηε 2ΣΛΣ

εστιmατορ ηασ αλρεαδψ α βιασ ανδ τηε υσε οφ mανψ ινστρυmεντσ υσυαλλψ ινχρεασεσ ιτσ

βιασ. Τηε σελεχτιον οφ αν αππροπριατε ριδγε παραmετερ φορ τηε �ρστ στεπ ρεγρεσσιον

ηελπσ το ρεδυχε τηισ βιασ. Τηισ εξπλαινσ ωηψ, ιν τηε Ις χασε, ριδγε ρεγυλαριζατιον

ισ υσεφυλ.

2. Λανδωεβερ Φριδmαν (ΛΦ)

Τηισ mετηοδ οφ ρεγυλαριζατιον ισ ιτερατιϖε. Λετ 0 < χ < 1=κΚκ2 ωηερε κΚκ ισ τηε
λαργεστ ειγενϖαλυε οφ Κ (ωηιχη χαν βε εστιmατεδ βψ τηε λαργεστ ειγενϖαλυε οφ Κν).

⊥∋ = (Κ�)�1ρ ισ χοmπυτεδ υσινγ τηε φολλοωινγ αλγοριτηm:

8
<
:
⊥∋λ = (1� χΚ2)⊥∋λ�1 + χΚρ; λ=1,2,...,

1

�
� 1;

⊥∋0 = χΚρ;

ωηερε
1

�
� 1 ισ σοmε ποσιτιϖε ιντεγερ. Wε αλσο ηαϖε

(Κ�)�1ρ =

1Ξ

ϕ=1

[1� (1� χ�2ϕ )
1

� ]

�ϕ



ρ; �ϕ

�
�ϕ :
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3. Σπεχτραλ χυτ−ο¤ (ΣΧ)

Τηισ mετηοδ χονσιστσ ιν σελεχτινγ τηε ειγενφυνχτιονσ ασσοχιατεδ ωιτη τηε ειγεν−

ϖαλυεσ γρεατερ τηαν σοmε τηρεσηολδ. Τηε αιm ισ το σελεχτ τηοσε ωηο ηαϖε γρεατερ

χοντριβυτιον.

(Κ�)�1ρ =
Ξ

�2ϕ��

1

�ϕ



ρ; �ϕ

�
�ϕ

φορ � > 0:

Τηισ mετηοδ ισ σιmιλαρ το πρινχιπαλ χοmπονεντσ (ΠΧ) ωηιχη χονσιστσ ιν υσινγ τηε

�ρστ ειγενφυνχτιονσ:

(Κ�)�1ρ =

1=�Ξ

ϕ=1

1

�ϕ



ρ; �ϕ

�
�ϕ

ωηερε
1

�
ισ σοmε ποσιτιϖε ιντεγερ. Ιτ ισ εθυιϖαλεντ το προϕεχτινγ ον τηε �ρστ

πρινχιπαλ χοmπονεντσ οφ W . Ιντερεστινγλψ, τηισ αππροαχη ισ υσεδ ιν φαχτορ mοδελσ

ωηερε Wι ισ ασσυmεδ το δεπενδ ον α �νιτε νυmβερ οφ φαχτορσ (σεε Βαι ανδ Νγ

(2002), Στοχκ ανδ Wατσον (2002)) Ασ τηε εστιmατορσ βασεδ ον ΠΧ ανδ ΣΧ αρε

ιδεντιχαλ, ωε ωιλλ υσε ΠΧ ανδ ΣΧ ιντερχηανγεαβλψ.

Τηεσε ρεγυλαριζεδ ινϖερσεσ χαν βε ρεωριττεν ιν χοmmον νοτατιον ασ:

(Κ�)�1ρ =

1Ξ

ϕ=1

θ(�; �2ϕ )

�ϕ



ρ; �ϕ

�
�ϕ

ωηερε φορ Τ: θ(�; �2ϕ ) =
�2ϕ

�2ϕ + �
;

φορ ΛΦ: θ(�; �2ϕ ) = [1� (1� χ�2ϕ )1=�],
φορ ΣΧ: θ(�; �2ϕ ) = Ι(�2ϕ � �), φορ ΠΧ θ(�; �2ϕ ) = Ι(ϕ � 1=�).
Ιν ορδερ το χοmπυτε τηε ινϖερσε οφ Κν ωε ηαϖε το χηοοσε τηε ρεγυλαριζατιον παρα−

mετερ �. Λετ (Κ�
ν )
�1 βε τηε ρεγυλαριζεδ ινϖερσε οφ Κν ανδ Π

� α ν� ν mατριξ δε�νεδ
ασ ιν Χαρρασχο (2012) βψ Π� = Τ (Κ�

ν )
�1Τ � ωηερε

Τ : Λ2(�) ! Ρ
ν
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Τγ =

0
ΒΒΒΒΒΒΒΒΒ≅



Ζ1; γ

�



Ζ2; γ

�

:

:


Ζν; γ

�

1
ΧΧΧΧΧΧΧΧΧΑ

ανδ

Τ � : Ρν ! Λ2(�)

Τ �ϖ =
1

ν

νΞ

ι=1

Ζιϖι

συχη τηατ Κν = Τ �Τ ανδ ΤΤ � ισ αν ν � ν mατριξ ωιτη τψπιχαλ ελεmεντ



Ζι; Ζϕ

�

ν
.

Λετ ⊥�ϕ ,
⊥�1 � ⊥�2 � ::: > 0, ϕ = 1; 2; ::: βε τηε ορτηονορmαλιζεδ ειγενφυνχτιονσ ανδ

ειγενϖαλυεσ οφ Κν: ⊥�ϕ αρε χονσιστεντ εστιmατορσ οφ �ϕ τηε ειγενϖαλυεσ οφ ΤΤ
�. Wε τηεν

ηαϖε Τ ⊥�ϕ =
π
�ϕ ϕ ανδ Τ

� ϕ =
π
�ϕ⊥�ϕ .

Φορ ϖ 2 Ρν, Π�ϖ =
1Ξ

ϕ=1

θ(�; �2ϕ )


ϖ;  ϕ

�
 ϕ : Ιτ φολλοωσ τηατ φορ ανψ ϖεχτορσ ϖ ανδ ω οφ

Ρ
ν :

ϖ0Π�ω = ϖ0Τ (Κ�
ν )
�1Τ �ω

=

∗
(Κ�

ν )
�1=2

νΞ

ι=1

Ζι (:) ϖι; (Κ
�
ν )
�1=2 1

ν

νΞ

ι=1

Ζι (:)ωι

+
: (1)

Β Προοφσ

Προοφ οφ Προποσιτιον 1:

Wε �ρστ προϖε τηε χονσιστενχψ οφ ουρ εστιmατορ.

Λετ γν =
1

ν

νΞ

ι=1

ΖιWι = Σν

∀
1

ν

νΞ

ι=1

Ζιφι

#
=
π
ν +

1

ν

νΞ

ι=1

Ζιυι = Σνγν1=
π
ν + γν2 (ρεmεm−

βερ τηατ γν ισ α φυνχτιον ινδεξεδ βψ � ανδ Ζι ισ αλσο α φυνχτιον οφ � , συχη α ρεπ−

ρεσεντατιον χαν ηανδλε βοτη χουνταβλε ανδ χοντινυυm οφ ινστρυmεντσ). Νοτε τηατ

γν2 =
1

ν

νΞ

ι=1

Ζιυι = οπ(1);
π
νγν2 = Οπ (1) ανδ Σν=

π
ν ισ βουνδεδ βψ Ασσυmπτιον 1(ι).
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⊥� � �0 = (W 0Π�W )�1W 0Π�∀

Wε ηαϖε Σ0ν(
⊥� � �0)=�ν = [Σ�1ν W 0Π�WΣ�1

0

ν ]�1[Σ�1ν W 0Π�∀=�ν] ανδ βψ χονστρυχτιον
8

οφ Π� :

W 0Π�W = ν
D
(Κ�

ν )
�1=2γν; (Κ

�
ν )
�1=2γ0ν

Ε

= Σν

D
(Κ�

ν )
�1=2γν1; (Κ

�
ν )
�1=2γ0ν1

Ε
Σ0ν

+Σν

D
(Κ�

ν )
�1=2γν1; (Κ

�
ν )
�1=2γ0ν2

Επ
ν

+
D
(Κ�

ν )
�1=2γν2; (Κ

�
ν )
�1=2γ0ν1

Ε
Σ0ν
π
ν

+
D
(Κ�

ν )
�1=2γν2; (Κ

�
ν )
�1=2γ0ν2

Ε
ν:

Σ�1ν W 0Π�WΣ�1
0

ν =
D
(Κ�

ν )
�1=2γν1; (Κ

�
ν )
�1=2γ0ν1

Ε

+
D
(Κ�

ν )
�1=2γν1; (Κ

�
ν )
�1=2πνγ0ν2

Ε
Σ�1

0

ν

+Σ�1ν

D
(Κ�

ν )
�1=2πνγν2; (Κ�

ν )
�1=2γ0ν1

Ε

+Σ�1ν

D
(Κ�

ν )
�1=2πνγν2; (Κ�

ν )
�1=2πνγ0ν2

Ε
Σ�1

0

ν :

Ηενχε,

Σ�1ν [W 0Π�W ]Σ�1
0

ν =


(Κ�

ν )
� 1

2 γν1; (Κ
�
ν )
� 1

2 γ0ν1
�
+ οπ(1):

Ατ τηισ σταγε, ωε χαν αππλψ τηε σαmε προοφ ασ τηατ οφ Προποσιτιον 1 οφ Χαρρασχο (2012)

ωηιχη σηοωσ τηατ


(Κ�

ν )
� 1

2 γν1; (Κ
�
ν )
� 1

2 γ0ν1
�
!


γ1; γ

0
1

�
Κ

ιν προβαβιλιτψ ασ ν ανδ ν�
1

2 γο το ιν�νιτψ, ωιτη


γ1; γ

0
1

�
Κ
α π � π mατριξ ωιτη (α; β)

ελεmεντ


Κ� 1

2Ε(Ζ(:; ξι)φια);Κ
� 1

2Ε(Ζ(:; ξι)φιβ)
�
ωηιχη ισ ασσυmεδ το βε νονσινγυλαρ.

8Λετ γ ανδ η βε τωο π ϖεχτορσ οφ φυνχτιονσ οφ Λ2(�). Βψ α σλιγητ αβυσε οφ νοτατιον,


γ; η0

�
; δενοτεσ τηε

mατριξ ωιτη ελεmεντσ


γα; ηβ

�
α; β = 1; :::; π
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Σ�1ν W 0Π�∀

�ν
=

νΣ�1ν
�ν

∗
(Κ�

ν )
�1=2γν; (Κ

�
ν )
�1=2 1

ν

νΞ

ι=1

Ζι∀ι

+

=
1

�ν

∗
(Κ�

ν )
�1=2γν1; (Κ

�
ν )
�1=2 1π

ν

νΞ

ι=1

Ζι∀ι

+

+
�νΣ

�1
ν

�2ν

∗
(Κ�

ν )
�1=2πνγν2; (Κ�

ν )
�1=2 1π

ν

νΞ

ι=1

Ζι∀ι

+

= οπ (1)

βεχαυσε �νΣ
�1
ν ! Σ0 βψ Ασσυmπτιον 1(ιι) ανδ

1π
ν

νΞ

ι=1

Ζι∀ι = Οπ (1). Τηισ προϖεσ τηε

χονσιστενχψ οφ τηε ρεγυλαριζεδ 2ΣΛΣ.

Φορ τηε ασψmπτοτιχ νορmαλιτψ ωε ωριτε

Σ0ν(
⊥� � �0) = [Σ�1ν W 0Π�WΣ0�1ν ]�1[Σ�1ν W 0Π�∀]

Wε τηεν ηαϖε

Σ�1ν W 0Π�∀ = νΣ�1ν


(Κ�

ν )
�1γν;

1

ν

νΞ

ι=1

Ζι∀ι
�

=

∗
(Κ�

ν )
�1=2γν1; (Κ

�
ν )
�1=2 1π

ν

νΞ

ι=1

Ζι∀ι

+

+Σ�1ν

∗
(Κ�

ν )
�1=2πνγν2; (Κ�

ν )
�1=2 1π

ν

νΞ

ι=1

Ζι∀ι

+

=

∗
(Κ�

ν )
�1=2γν1; (Κ

�
ν )
�1=2 1π

ν

νΞ

ι=1

Ζι∀ι

+

+οπ (1) :

Μορεοϖερ,

∗
(Κ�

ν )
�1=2γν1; (Κ

�
ν )
�1=2 1π

ν

νΞ

ι=1

Ζι∀ι

+
(2)

=


(Κ�

ν )
�1γν1 �Κ�1γ1;

1π
ν

νΞ

ι=1

Ζι∀ι
�

(3)

+


Κ�1γ1;

1π
ν

νΞ

ι=1

Ζι∀ι)
�
:
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Τηε �ρστ τερm ισ νεγλιγιβλε σινχε


(Κ�

ν )
�1γν1�Κ�1γ1;

1π
ν

νΞ

ι=1

Ζι∀ι)
�
� κ(Κ�

ν )
�1γν1�Κ�1γ1κκ

1π
ν

νΞ

ι=1

Ζι∀ικ = οπ(1)Οπ(1):

Βψ τηε φυνχτιοναλ χεντραλ λιmιτ τηεορεm, ωε οβταιν τηε φολλοωινγ ρεσυλτ


Κ�1γ1;

1π
ν

νΞ

ι=1

Ζι∀ι
�
! Ν (0; �2∀



γ1; γ

0
1

�
Κ
) ασ ν ανδ ν� γο το ιν�νιτψ.

Wε τηεν αππλψ τηε χοντινυουσ mαππινγ τηεορεm ανδ Σλυτζκψ�σ τηεορεm το σηοω τηατ

Σ0ν(
⊥� � �0) δ! Ν (0; �2∀



γ1; γ

0
1

��1
Κ
):

Βψ ασσυmπτιον, γ1α = Ε(Ζ(:; ξι)φια) βελονγ το τηε ρανγε οφ Κ. Λετ Λ
2(Ζ) βε τηε

χλοσυρε οφ τηε σπαχε σπαννεδ βψ φΖ(ξ; �); � 2 Ιγ ανδ γ1 ισ αν ελεmεντ οφ τηισ σπαχε. Ιφ
φι 2 Λ2(Ζ) ωε χαν χοmπυτε τηε ιννερ προδυχτ ιν τηε ΡΚΗΣ ανδ σηοω τηατ



γ1α; γ1β

�
Κ
= Ε(φιαφιβ):

Τηισ χαν βε σεεν βψ αππλψινγ Τηεορεm 6.4 οφ Χαρρασχο, Φλορενσ, ανδ Ρεναυλτ (2007).

Ιτ φολλοωσ τηατ

Σ0ν(
⊥� � �0) δ! Ν

�
0; �2∀

�
Ε
�
φιφ

0
ι

���1�

Τηισ χοmπλετεσ τηε προοφ οφ Προποσιτιον 1.

Προοφ οφ Προποσιτιον 2:

Το προϖε τηισ προποσιτιον, ωε νεεδ τηρεε λεmmασ. Τηε �ρστ λεmmα χορρεσπονδσ το

λεmmα Α0 οφ Ηανσεν, Ηαυσmαν, ανδ Νεωεψ (2008).

Λεmmα 1: Υνδερ ασσυmπτιον 1 ιφ κΣ0ν(⊥�Λ��0)=�νκ2=(1+κ⊥�Λκ2)
Π! 0 τηεν κΣ0ν(⊥�Λ�

�0)=�νκ
Π! 0.

Προοφ: Τηε προοφ οφ τηισ λεmmα ισ τηε σαmε ασ τηατ οφ λεmmα Α0 ιν Ηανσεν,

Ηαυσmαν, ανδ Νεωεψ (2008).

Λεmmα 2: Συπποσε τηατ τηε ασσυmπτιονσ οφ Προποσιτιον 2 ηολδ. Τηεν,

ς αρ(∀0Π�υα) � Χ(
Ξ

ϕ

θ2ϕ );

∀0Π�υα � Ε(∀0Π�υαϕΞ) = Ο((
Ξ

ϕ

θ2ϕ )
1

2 );

∀0Π�∀

�2ν
= Οπ

�
1

��2ν

�
= οπ (1) :
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Προοφ:

Φορ νοτατιοναλ σιmπλιχιτψ, ωε συππρεσσ τηε χονδιτιονινγ ονΞ. Λετ Ε(∀2ι ) = �2∀, Ε(∀ιυαι) =

�∀υα ανδ Ε(υ
0
αιυαι) = �2υα ,

ς αρ(∀0Π�υα) = Ε(∀0Π�υαυ
0
αΠ

�∀)� Ε(∀0Π�υα)Ε(υ0αΠ�∀):

Υσινγ τηε σπεχτραλ δεχοmποσιτιον οφ Π�, ωε ηαϖε

Ε(∀0Π�υαυ
0
αΠ

�∀) =
1

ν2

Ξ

ϕ;λ

θϕθλΕ
ν
(∀0 λ)(υ

0
α λ)

0(∀0 ϕ)(υ
0
α ϕ)

ο

=
1

ν2

Ξ

ϕ;λ

θϕθλΕ
νΞ

ι

∀ιυ
0
αι 

2
λι

Ξ

β

∀βυαβ 
2
ϕβ

+
Ξ

χ

∀χυ
0
αχ λχ ϕχ

Ξ

δ

∀δυαδ ϕδ λδ

+
Ξ

χ

∀2χ λχ ϕχ
Ξ

δ

υ0αδυαδ ϕδ λδ

ο

= (
Ξ

ϕ

θϕ)
2�0∀υα�∀υα + (�

0
∀υα�∀υα + �

2
∀�
2
υα)
Ξ

ϕ

θ2ϕ

βψ τηε φαχτ τηατ (υαι; ∀ι) αρε ινδεπενδεντ αχροσσ ι ανδ τηε ειγενϖεχτορσ αρε ορτηονορmαλ.

Ε(∀0Π�υα) =
1

ν

Ξ

λ

θλΕφ(
Ξ

κ

υ0ακ λκ)(
Ξ

ι

∀ι λι)γ

=
1

ν

Ξ

λ

θλν�
0
∀υα

= �0∀υα(
Ξ

ϕ

θϕ):

Τηυσ

ς αρ(∀0Π�υα) = (�
0
∀υα�∀υα + �

2
∀�
2
υα)
Ξ

ϕ

θ2ϕ � Χ(
Ξ

ϕ

θ2ϕ ):

Τηε σεχονδ χονχλυσιον φολλοωσ βψ Μαρκοϖ ινεθυαλιτψ.

Ε
�
∀0Π�∀

�
= τρ

�
Π�Ε

�
∀∀0
��

= �2∀(
Ξ

ϕ

θϕ) = Οπ (1=�) :
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Υσινγ τηε ρεσυλτ φορ ∀0Π�υα ωιτη ∀ ιν πλαχε οφ υα, ωε οβταιν

ς αρ(∀0Π�∀) � Χ(
Ξ

ϕ

θ2ϕ ):

Ιτ φολλοωσ τηατ
�
∀0Π�∀� Ε

�
∀0Π�∀

��
=�2ν = Οπ

0
Β≅

0
≅Ξ

ϕ

θ2ϕ

1
Α
1=2

=�2ν

1
ΧΑ = οπ

0
≅Ξ

ϕ

θϕ=�
2
ν

1
Α :

Ηενχε, τηε τηιρδ εθυαλιτψ ηολδσ.

Λεmmα 3: Συπποσε τηατ τηε ασσυmπτιονσ οφ Προποσιτιον 2 ηολδ. Λετ ⊥Α =
φ 0Π�φ

ν

ανδ ⊥Β =
�W 0 �W

ν
ωιτη �W = [ψ;W ] , τηερε εξιστ τωο χονσταντσ Χ ανδ Χ 0 συχη τηατ

⊥Α � ΧΙπ ανδ κ ⊥Βκ � Χ 0:

Προοφ: Βψ τηε δε�νιτιον οφ Π�, ωε ηαϖε (σεε Εθυατιον (1)):

⊥Α =
φ 0Π�φ

ν
=


(Κ�

ν )
� 1

2 φν; (Κ
�
ν )
� 1

2 φ 0ν
�

ωιτη

φν =
1

ν

Ξ

ι

Ζιφι:

Βψ Λεmmα 5(ι) οφ Χαρρασχο (2012) ανδ τηε λαω οφ λαργε νυmβερσ,

φ 0Π�φ

ν
=
φ 0φ

ν
+ οπ (1) = Ε(φ 0ιφι) + οπ(1)

ασ � γοεσ το ζερο. Βεχαυσε Ε(φ 0ιφι) ισ ποσιτιϖε δε�νιτε, τηερε εξιστσ α χονσταντ Χ συχη

τηατ

⊥Α � ΧΙπ

ωιτη προβαβιλιτψ ονε.

Wε ηαϖε �W = [ψ;W ] = WD0 + ∀ε ωηερε D0 = [�0; Ι], �0 ισ τηε τρυε ϖαλυε οφ τηε
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παραmετερ ανδ ε ισ τηε �ρστ υνιτ ϖεχτορ.

⊥Β =
�W 0 �W

ν

= D0
0Σν

φ 0φ

ν
Σ0νD0=ν+D

0
0Σν

φ 0υ

ν
D0=

π
ν+D0

0Σν
φ 0∀

ν
ε=
π
ν

+ D0
0

υ0φ

ν
Σ0νD0=

π
ν+D0

0

υ0υ

ν
D0 +D

0
0

υ0∀

ν
ε

+ ε0
∀0φ

ν
Σ0νD0=

π
ν+ ε0

∀0υ

ν
D0 + ε

0 ∀
0∀

ν
ε:

Υσινγ τηε λαω οφ λαργε νυmβερσ, ωε χαν χονχλυδε τηατ κ ⊥Βκ � Χ 0, ωηερε Χ 0 ισ α χονσταντ,

ωιτη προβαβιλιτψ ονε.

Προοφ οφ χονσιστενχψ

Λετ υσ χονσιδερ

⊥Θ(�) =
(ψ �W�)0Π�(ψ �W�)=�2ν
(ψ �W�)0(ψ �W�)=ν

:

⊥�Λ = αργmινΘ(�):

Φορ � = �0, ⊥Θ(�0) =
∀0Π�∀=�2ν
∀0∀=ν

: Wιτη προβαβιλιτψ ονε ∀0∀=ν > Χ ανδ βψ λεmmα 2

∀0Π�∀=�2ν = οπ(1):

Ηενχε ⊥Θ(�0) = οπ(1).

Σινχε 0 � ⊥Θ(⊥�Λ) � ⊥Θ(�0) ιτ ισ εασψ το σεε τηατ ⊥Θ(⊥�Λ) = οπ(1).

Λετ υσ σηοω τηατ

��2ν (ψ �W�)0Π�(ψ �W�) � ΧκΣ0ν(� � �0)=�νκ2:

Λετ D (�) = ��2ν (ψ � W�)0Π�(ψ � W�) = ��2ν (1;��0) �W 0Π� �W (1;��0)0: Μορεοϖερ,
D (�) = ��2ν (1;��0)D0

0Σν
φ 0Π�φ

ν
Σ0νD0(1;��0)0+οπ(1) = ��2ν (1;��0)D0

0ΣνΕ
�
φφ 0
�
Σ0νD0(1;��0)0+

οπ(1). Ιτ φολλοωσ φροm λεmmα 3 τηατ

D (�) � ΧκΣ0ν(� � �0)=�νκ2:
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Wε αλσο ηαϖε τηατ (ψ �W�)0(ψ �W�)=ν = (1;��0) ⊥Β(1;��0)0. Ηενχε,

κΣ0ν(⊥�Λ � �0)=�νκ2
(1 + κ⊥�Λκ2)

� Χ ⊥Θ(⊥�Λ):

Τηεν βψ Λεmmα 1 ωε ηαϖε Σ0ν(
⊥�Λ � �0)=�ν ! 0 ιν προβαβιλιτψ ασ ν ανδ �2ν� γο το

ιν�νιτψ. Τηισ προϖεσ τηε χονσιστενχψ οφ ΛΙΜΛ ωιτη mανψ ωεακ ινστρυmεντσ.

Νοω λετ υσ προϖε τηε ασψmπτοτιχ νορmαλιτψ.

Προοφ οφ ασψmπτοτιχ νορmαλιτψ

Dενοτε Α(�) = (ψ �W�)0Π�(ψ �W�)=2 , Β(�) = (ψ �W�)0(ψ �W�) ανδ

�(�) =
Α(�)

Β(�)
:

Wε κνοω τηατ τηε ΛΙΜΛ ισ ⊥�Λ = αργmιν�(�):

Wε χαλχυλατε τηε γραδιεντ ανδ Ηεσσιαν ��(�) = Β(�)�1[Α�(�)� �(�)Β�(�)];
���(�) = Β(�)�1[Α��(�)� �(�)Β��(�)]�Β(�)�1[Β�(�)�0�(�)� ��(�)Β0�(�)]:
Τηεν βψ τηε mεαν−ϖαλυε τηεορεm αππλιεδ το τηε �ρστ−ορδερ χονδιτιον ��(⊥�) = 0; ωε

ηαϖε:

Σ0ν(
⊥�Λ � �0) = �[Σ�1ν ���(∼�)Σ

�10

ν ]�1[Σ0ν��(�0)]

ωηερε ∼� ισ τηε mεαν−ϖαλυε. Βψ τηε χονσιστενχψ οφ ⊥�Λ, ∼� ! �0.

Ιτ τηεν φολλοωσ τηατ

Β�(∼�)=ν = �2
Ξ

ι

Wι∼∀ι=ν;

= �2
Ξ

ι

(
ι + υι)∼∀ι=ν

= �2Σν=
π
ν(
Ξ

ι

φι∼∀ι=ν)� 2(
Ξ

ι

υι∼∀ι=ν)

= �2�υ∀ + οπ(1)

υνδερ τηε ασσυmπτιον τηατ Σν=
π
ν ισ βουνδεδ, ωιτη ∼∀ι = (ψι�W 0

ι
∼�) ανδ �υ∀ = Ε(υι∀ι).

Β(∼�)=ν
Π! �2∀; Β�(

∼�)=ν
Π! �2�υ∀
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�(�) =
(ψ �W�)0Π�(ψ �W�)=2ν

(ψ �W�)0(ψ �W�)=ν

Φορ � = �0, �(�0) =
∀0Π�∀=2ν

∀0∀=ν
:Wιτη προβαβιλιτψ ονε, ∀0∀=ν > Χ; ανδ βψ Λεmmα 2 ανδ

�2ν � ν;

∀0Π�∀=ν = οπ(1):

Wε ηαϖε �(�0) = οπ(1). Τηερεφορε, �(∼�)
Π! 0: Βψ τηε �ρστ ορδερ χονδιτιον, ωε αλσο

ηαϖε

��(∼�)
Π! 0:

Β��(∼�) = 2W
0W=ν

Π! 2Ε(WιW
0
ι ); Α��(

∼�)=ν =W 0Π�W=ν:

Wε χαν τηεν χονχλυδε τηατ ���(∼�) = νΒ�1(∼�)[Α��(∼�)=ν] + οπ(1): Ηενχε

ν∼�2∀���(
∼�) = W 0Π�W

= Σν


(Κ�

ν )
� 1

2 γν1; (Κ
�
ν )
� 1

2 γ0ν1
�
Σ0ν + οπ(1)

= ΣνΗΣ
0
ν + οπ(1)

ωιτη Η = Ε(φ(ξι)φ(ξι)
0) ανδ ∼�2∀ = (ψ �Wε�)0(ψ �Wε�)=ν:

Ηενχε

ν∼�2∀Σ
�1
ν ���(∼�)Σ

�10

ν = Η + οπ(1):

Λετ ⊥� =
W 0∀

∀0∀
, � =

�υ∀
�2∀

ανδ ϖ = υ� ∀�0. Ιτ ισ υσεφυλ το ρεmαρκ τηατ ϖ0Π�∀ = Οπ(1=
π
�)

υσινγ Λεmmα 2 ωιτη ϖ ιν πλαχε οφ υ ανδ Ε (υιϖι) = 0. Μορεοϖερ, ⊥��� = Οπ(1=
π
ν) βψ

τηε χεντραλ λιmιτ τηεορεm ανδ τηε δελτα mετηοδ. Ηενχε, (⊥�� �)∀0Π�∀ = Οπ(1=�
π
ν).

Φυρτηερmορε, φ 0 (Ι � Π�) ∀=πν = Οπ(�
2
�) = οπ(1) βψ Λεmmα 5(ιι) Χαρρασχο (2012)

ωιτη �� = τρ(φ 0 (Ι � Π�)2 φ=ν) = Οπ

�
�mιν(�;2)

�
= οπ (1) : Wε ηαϖε

�ν∼�2Σ�1ν ��(�0) = Σ�1ν (W 0Π�∀� ∀0Π�∀W
0∀

∀0∀
)

= φ 0∀=
π
ν� φ 0 (Ι � Π�) ∀=πν+ Σ�1ν ϖ0Π�∀� Σ�1ν (⊥�� �)∀0Π�∀

= φ 0∀=
π
ν+ οπ(1) + Σ

�1
ν Οπ(1=

π
�) + Σ�1ν Οπ(1=�

π
ν)

= φ 0∀=
π
ν+ οπ(1)

δ! Ν (0; �2∀Η)

ασ ν, ��2ν γο το ιν�νιτψ υνδερ τηε ασσυmπτιον �νΣ
�1
ν ! Σ0.

37



Τηε χονχλυσιον φολλοωσ φροm Σλυτζκψ�σ τηεορεm.
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