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❡♥t s♦❧✐❞ s♦❧✉t✐♦♥ tr❡❛t♠❡♥ts✱ ❛♥❞ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ ❝♦❛rs❡♥✐♥❣ ❦✐♥❡t✐❝s

❞✉r✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s r❡❧❡✈❛♥t t♦ s❡r✈✐❝❡✳ ▼✉❧t✐✲♠♦❞❛❧ γ′ ♣❛rt✐❝❧❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❤❛✈❡

❜❡❡♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐s❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❙❝❛♥♥✐♥❣ ❊❧❡❝tr♦♥ ▼✐❝r♦s❝♦♣② ✭❙❊▼✮

❛♥❞ ❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❊❧❡❝tr♦♥ ▼✐❝r♦s❝♦♣② ✭❚❊▼✮✳ ❚❤❡ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤s ♣r♦✈✐❞❡ ❞✐✛❡r✲

✷



❡♥t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s✱ ✇✐t❤ ❙❊▼ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤s

s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s r❡✈❡❛❧❡❞ ✐♥ ❛ ✷❉ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✱ ❛♥❞

❚❊▼ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ♦✉t❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ ✸❉ ♣❛rt✐❝❧❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ❝❛♣t✉r❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡

❚❊▼ s❛♠♣❧❡✳ ❆ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ❢♦r t❤❡ ♠❡r❣✐♥❣ ♦❢ ❡①♣❡r✲

✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ❣❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❡✐t❤❡r ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ♣r❡❞✐❝✲

t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐s❡❞ ❢r♦♠ s♣❡❝✐♠❡♥ t❤❛t

❤❛✈❡ ✉♥❞❡r❣♦♥❡ ❙❙❚s ❛t s✉❜ ❛♥❞ s✉♣❡r✲s♦❧✈✉s t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❡✐t❤❡r

❛♥ ❛✐r ❝♦♦❧✐♥❣ ♦r ❢✉r♥❛❝❡ ❝♦♦❧✐♥❣✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t ❢♦r ❘❘✶✵✵✵✱ t❤❡ t❡r✲

t✐❛r② γ′ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s ♥✉❝❧❡❛t❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ q✉❡♥❝❤ ❛❢t❡r s♦❧✐❞ s♦❧✉t✐♦♥ tr❡❛t♠❡♥t

❛♥❞ ♥♦t ❞✉r✐♥❣ t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t ❛❣✐♥❣ ❤❡❛t tr❡❛t♠❡♥t✳ ❚❤❡ ✐s♦t❤❡r♠❛❧ ❛❣✐♥❣ ❦✐✲

♥❡t✐❝s ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞❛r② ❛♥❞ t❡rt✐❛r② ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦❛rs❡✲❣r❛✐♥ ✈❛r✐❛♥t

♦❢ ❘❘✶✵✵✵ ❤❛s ❜❡❡♥ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛t t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ♦❢ ✼✵✵◦❈✱ ✼✺✵◦❈✱ ❛♥❞ ✽✵✵◦❈ ❛❢t❡r

❛❣✐♥❣ t✐♠❡s ♦❢ ✺✵❤✱ ✶✵✵❤✱ ❛♥❞ ✺✵✵❤✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ t❡rt✐❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s

❤❛✈❡ ❝♦❛rs❡♥❡❞ ❛♥❞ ❛r❡ st✐❧❧ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❛❢t❡r ❡①♣♦s✉r❡ t♦ ✐s♦t❤❡r♠❛❧ ❛❣✲

✐♥❣ ❢♦r ✺✵✵❤ ❛t ✼✵✵◦❈✱ ❤♦✇❡✈❡r t❤❡ t❡rt✐❛r② ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥s r❡❞✉❝❡

s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✇❤❡♥ ❡①♣♦s❡❞ ❢♦r s✐♠✐❧❛r t✐♠❡s ❛t ✼✺✵◦❈✳ ❚❤❡ t❡rt✐❛r② ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s

❤❛✈❡ ❢✉❧❧② ❞✐ss♦❧✈❡❞ ❛❢t❡r ✺✵✵❤ ❛t ✽✵✵◦❈✳

❚❤❡ ❞r✐✈✐♥❣ ❢♦r❝❡ ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❣r♦✇t❤ ❛♥❞ ❝♦❛rs❡♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r✲

❡♥t ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ γ′ ✐s t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ ❢r❡❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❬✶❪✳ ❖st✇❛❧❞

r✐♣❡♥✐♥❣ ❦✐♥❡t✐❝s ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❝♦❛rs❡♥✐♥❣ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ❞r✐✈❡♥ ❜② t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧ ❡♥❡r❣②✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ♠♦❧❛r ✈♦❧✉♠❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ γ′ ❛♥❞ γ

♣❤❛s❡s r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ❞✐st♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡✳ ❚❤✐s ♠✐s✜t str❛✐♥ ❛✛❡❝ts ❣r♦✇t❤ ❜❡✲

❤❛✈✐♦✉r ❛♥❞ ✐♥✢✉❡♥❝❡s ♣❛rt✐❝❧❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ❬✷✱ ✸❪✳ P❛rt✐❝❧❡ s✐③❡ ❛♥❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣②

❛r❡ ❛❧s♦ ✐♠♣❛❝t❡❞ ❜② ❝♦❛❧❡s❝❡♥❝❡ ❡✈❡♥ts✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦♣✉✲

❧❛t✐♦♥s ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ♣r❡s❡♥t ✐♥ ❛s✲q✉❡♥❝❤❡❞ ❘❘✶✵✵✵ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠❡❛s✉r❡❞ t♦ ❞✐✛❡r

s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❬✹❪✳ ❚❤❡ ❧♦❝❛❧ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ❛♥❞ ♠❛tr✐① ❝❤❡♠✐str✐❡s ✇♦✉❧❞ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡

❝❤❡♠✐❝❛❧ ❞r✐✈✐♥❣ ❢♦r❝❡ ❢♦r ♣❤❛s❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s

♦❢ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♠✐❣❤t ❛❧s♦ ✐♠♣❛❝t t❤❡ ♠♦❧❛r

✈♦❧✉♠❡✱ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ♠✐s✜t✱ ❢✉rt❤❡r ❝♦♠♣❧✐❝❛t✐♥❣ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ❦✐♥❡t✐❝s✳

❆ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❞♦♣t❡❞ t♦ s✐♠✉❧❛t❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛✲

t✐♦♥ ❦✐♥❡t✐❝s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② s♣❤❡r❡s ❛♥❞

✸



t❤❡ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡✱ ❛♥❞ ❝♦♠✲

♣♦s✐t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ♠❛② ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❜② ❡q✉❛t✐♥❣ t❤❡ s♦❧✉t❡ ♥❡❡❞❡❞

t♦ ❣r♦✇ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ❜② ❛♥ ✐♥❝r❡♠❡♥t dR t♦ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ s♦❧✉t❡ t❤❛t ❝❛♥ ❞✐✛✉s❡

t♦✇❛r❞ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✲ ♠❛tr✐① ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✇✐t❤✐♥ ❛ t✐♠❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t dt ❬✺✱ ✻✱ ✼✱ ✽✱ ✾❪✳

❙✉❝❤ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✇❤✐❝❤ r❡s♦❧✈❡ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ✢✉①❡s ❛t t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡✲♠❛tr✐①

✐♥t❡r❢❛❝❡ ♠❛② ❜❡ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ❛ ✏❧♦❝❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✑ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ❙✈♦❜♦❞❛

et al. ❬✶✵❪ ❤❛✈❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝

❡①tr❡♠✉♠ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✭❚❊P✮ t♦ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ❛♥❞ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❞r✐✈✲

✐♥❣ ❢♦r❝❡ ❢♦r ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ♣❤❛s❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✳ ❖♥❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❙✈♦❜♦❞❛

et al.✬s ♠♦❞❡❧ ✐s t❤❛t ✐t ❞♦❡s ♥♦t r❡q✉✐r❡ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛t

t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡✱ ❛❝❝♦✉♥t✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ●✐❜❜s✲❚❤♦♠s♦♥ ❡✛❡❝t✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t

tr✐✈✐❛❧ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ♠✉❧t✐✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛❧❧♦②✳

■t ✐s ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ♣❛rt✐❝❧❡ ❦✐♥❡t✐❝s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞✐st✐♥❝t

r❡❣✐♠❡s✿

✭✐✮ ❚❤❡ r❡❣✐♠❡ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❣r♦✇t❤✿ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❛tr✐① ✐s s✉♣❡r✲

s❛t✉r❛t❡❞ ✇✐t❤ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ❢♦r♠✐♥❣ s♦❧✉t❡ s♣❡❝✐❡s✳

✭✐✐✮ ❚❤❡ r❡❣✐♠❡ ♦❢ ❝♦❛rs❡♥✐♥❣✿ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s

❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ s♦❧✉t❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ♣❤❛s❡✳

✭✐✐✐✮ ❚❤❡ r❡❣✐♠❡ ♦❢ ❞✐ss♦❧✉t✐♦♥✿ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡ r❛❞✐✉s ❡①❝❡❡❞s t❤❡

❧❛r❣❡st ♣❛rt✐❝❧❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❡♥s❡♠❜❧❡✱ ❛♥❞ ♦❝❝✉rs ✇❤❡♥ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥

♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳

●❛❜❜ et al. ❬✶✶❪ ❛♣♣❧✐❡❞ ❞✐✛❡r❡♥t ❣r♦✇t❤ r❛t❡s t♦ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s ✐♥ r❡❣✐♠❡s

♦❢ ✭✐✮ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❣r♦✇t❤✱ ❛♥❞ ✭✐✐✮ ❝♦❛rs❡♥✐♥❣✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ❦✐♥❡t✐❝s

✐s ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❧❛r❣❡ ♠❛tr✐① s✉♣❡r✲s❛t✉r❛t✐♦♥ t❤❛t ❞❡✈❡❧♦♣ ❞✉r✐♥❣ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥

❛♥❞ ❣r♦✇t❤✱ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♥❣ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ ❦✐♥❡t✐❝s✳ ❈❤❡♥ et al. ❬✽❪ ✐♥❝❧✉❞❡❞ t❤❡

❞✐✛✉s✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡ ✇❤❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❞✐✛✉s✐✈❡ ✢✉①❡s s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s✱

❛❝❝♦✉♥t✐♥❣ ❢♦r t❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦✉r✳ ❚❤✐s ❞❡t❛✐❧ ✐s ❧❛❝❦✐♥❣ ✐♥ ♦t❤❡r ♠♦❞❡❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s✱

s✉❝❤ ❛s t❤♦s❡ ❜② ❏♦✉ et al. ❬✶✷❪✱ ❛♥❞ ❙✈♦❜♦❞❛ et al. ❬✶✵❪✳

■♥ ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦✱ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❜② ❙✈♦❜♦❞❛ et al.✬s ❬✶✵❪

✹



✇❛s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ ❝♦❛rs❡♥✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ ❛ ❜✐♠♦❞❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢

♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s t♦✇❛r❞s ❛ ✉♥✐♠♦❞❛❧ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ◆✐✲❜❛s❡❞ s✉♣❡r❛❧❧♦② ■◆✼✸✽▲❈

❬✶✸❪✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇❛s t❤❡♥ ❢✉rt❤❡r ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t♦ s✐♠✉❧❛t❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ ❦✐♥❡t✐❝s

✐♥ ❜♦t❤ ■♥❝♦♥❡❧ ✼✶✽ ❬✶✹❪ ❛♥❞ ■♥❝♦♥❡❧ ✻✷✺ ❬✶✺❪✳ ■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ❙✈♦❜♦❞❛ et al.✬s ❬✶✵❪

♣❛rt✐❝❧❡ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❞✐s✲

t❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✢✉①❡s ❞✉r✐♥❣ r❡❣✐♠❡s ♦❢ ❣r♦✇t❤ t♦ s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ ❣r♦✇t❤

❦✐♥❡t✐❝s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ q✉❡♥❝❤ ❢r♦♠ ❛ s♦❧✐❞ s♦❧✉t✐♦♥ tr❡❛t♠❡♥t✳ ❚❤❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s

✉s❡❢✉❧ ✐♥ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♥❣ ❣r♦✇t❤ ❦✐♥❡t✐❝s✱ ❤♦✇❡✈❡r ❞♦❡s ♥♦t ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧❧② ❝❤❛♥❣❡

♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦✉r✳

❲❤❡♥ ❛♣♣❧②✐♥❣ ❙✈♦❜♦❞❛ et al.✬s ❬✶✵❪ ♣❛rt✐❝❧❡ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ t♦ s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡

❝♦❛rs❡♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞❛r② ❛♥❞ t❡rt✐❛r② ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s ✐♥ t❤❡ ❝♦❛rs❡✲❣r❛✐♥ ✈❛r✐❛♥t

♦❢ ❘❘✶✵✵✵✱ t❤❡ t❡rt✐❛r② ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s ❛r❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ t♦ ❞✐ss♦❧✈❡ ❤♦✇❡✈❡r ❡①♣❡r✐✲

♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡② ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ♠❡❛♥ r❛❞✐✉s✳ ❚❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ ❝♦rr❡❝t❧②

♣r❡❞✐❝t t❤❡ ❝♦❛rs❡♥✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ t❡rt✐❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s ✐s ✈✐t❛❧ ✇❤❡♥ s✐♠✉❧❛t✐♥❣

❝r❡❡♣ ✐♥ ♥✐❝❦❡❧ ❜❛s❡❞ s✉♣❡r❛❧❧♦②s✳ ❙❡♠✐❛t✐♥ ❡t ❛❧ ❬✶✻❪ ❤❛✈❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛ ✏❧♦❝❛❧✲

✜❡❧❞✑ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❣r❛❞✐❡♥ts t❤❛t ❞❡✈❡❧♦♣ ❜❡t✇❡❡♥ s❡❝✲

♦♥❞❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s ❞✉r✐♥❣ ❛ q✉❡♥❝❤ ❢r♦♠ ❛ s♦❧✐❞✲s♦❧✉t✐♦♥ tr❡❛t♠❡♥t✱ ✐♠♣r♦✈✐♥❣

t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❣r♦✇t❤ ❦✐♥❡t✐❝s ♦❢ t❡rt✐❛r② ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s✳

❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ❞♦❡s ♥♦t ②❡t ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥

✜❡❧❞s✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ♦❝❝✉r ❞✉r✐♥❣ ❛ s❧♦✇ ❝♦♦❧ ❛❢t❡r ❛ s♦❧✐❞ s♦❧✉t✐♦♥ tr❡❛t♠❡♥t✱

❞✉r✐♥❣ ❛❣✐♥❣✱ ❛♥❞ ✐♥ s❡r✈✐❝❡✳

❚❤✐s ✇♦r❦ ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❝❛♣t✉r✐♥❣ t❡rt✐❛r② ❦✐♥❡t✐❝s✳

❚❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ✐s t❤❛t ♦♥❧② ❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❡rt✐❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s ❞✐r❡❝t❧② ❝♦♠♣❡t❡s ✇✐t❤

s❡❝♦♥❞❛r② ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s✱ ✇❤✐❧st t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ t❡rt✐❛r② ♣❛rt✐❝❧❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♠✲

♣❡t❡ ❛♠♦♥❣st t❤❡♠s❡❧✈❡s✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ✐s♦❧❛t❡❞ t❡rt✐❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s t♦ ❝♦❛rs❡♥

r❛t❤❡r t❤❛♥ ❞✐ss♦❧✈❡✳ ▼❛♥② ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ ❞❡r✐✈❡ ♣❛r✲

t✐❝❧❡ ❣r♦✇t❤ r❛t❡s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡❞ ✐♥t♦ ❛ ❢♦r♠ t❤❛t r❡✈❡❛❧s ❛ ❝r✐t✐❝❛❧

♣❛rt✐❝❧❡ r❛❞✐✉s ❬✺✱ ✻✱ ✼✱ ✽✱ ✾✱ ✶✵❪✱ ✇❤❡r❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤✐s ✈❛❧✉❡ ❣r♦✇✱

❛♥❞ t❤♦s❡ s♠❛❧❧❡r s❤r✐♥❦✳ ❙✉❝❤ ♠♦❞❡❧s ❛♣♣❧② t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡ r❛❞✐✉s t♦ ❛❧❧

♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥✱ ❛♥❞ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞ ♦❢ ❛❧❧

♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡✳ ❚❤✐s ✐s ♥♦t tr✉❡ ❢♦r t❤❡ t❡rt✐❛r② ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❢♦r♠
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✐♥ r❡❣✐♦♥s ♦❢ ❤✐❣❤ s✉♣❡r✲s❛t✉r❛t✐♦♥✱ ❢❛r ❢r♦♠ t❤❡ s❡❝♦♥❞❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱

❞❡♣❧❡t✐♦♥ ③♦♥❡s ❞❡✈❡❧♦♣ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ t❤❡ s❡❝♦♥❞❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s ❬✶✼✱ ✶✽❪✱ s❡♣❛r❛t✐♥❣

t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s✱ r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s✱

❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ ❝❤❡♠✐str② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ t✇♦ ♣❛rt✐❝❧❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s

■t ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ t❤❛t t❤❡ ✉♥❡①♣❡❝t❡❞ ❣r♦✇t❤ ♦❢ t❤❡ t❡rt✐❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡

t✐♠❡ ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r t❤❡ ❞❡♣❧❡t✐♦♥ ③♦♥❡s t♦ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❡✱ ❛♥❞ ❢♦r s❡❝♦♥❞❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s

t♦ ❝♦♠❡ ✐♥t♦ ❞✐r❡❝t ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ✇✐t❤ t❡rt✐❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❆♥ ❆✈r❛♠✐ ♣❛r❛♠❡t❡r

✐s ✉s❡❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❡rt✐❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✐s♦❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡

s❡❝♦♥❞❛r② ♣❛rt✐❝❧❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❛♣t✉r❡ ❤♦✇ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❞✐♠✐♥✐s❤❡s t❤r♦✉❣❤

❞✐✛✉s✐♦♥✳ ❉✐✛❡r❡♥t ❣r♦✇t❤ r❛t❡s ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ✐s♦❧❛t❡❞ t❡rt✐❛r✐❡s ❝♦♠♣❛r❡❞

t♦ t❤❡ t❡rt✐❛r✐❡s ✇❤✐❝❤ ❝♦♠♣❡t❡ ❞✐r❡❝t❧② ✇✐t❤ s❡❝♦♥❞❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s✳

❚❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t❤❛t t❤r♦✉❣❤ t❤❡ s✐♠♣❧✐❢②✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s

r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ s♦❧✉t❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✜❡❧❞ ❛♥❞ ♣❛rt✐❝❧❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣②✱ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥

s♣❡❡❞ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ❢❛st❡r t❤❛♥ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧❧② ❡①♣❧✐❝✐t ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ♦❢ ♠✐✲

❝r♦str✉❝t✉r❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❬✶✾✱ ✷✵❪✳ ❆♥♦t❤❡r ❜❡♥❡✜t ✐s t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡

❦✐♥❡t✐❝s ♦❢ ❛ st❛t✐st✐❝❛❧❧② r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ♣r♦✈❡

❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ ♣❛rt✐❝❧❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ t❤❛t ♦❝❝✉r

❞✉r✐♥❣ t②♣✐❝❛❧ ❤❡❛t tr❡❛t♠❡♥ts ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ♥✐❝❦❡❧ ❜❛s❡❞ s✉♣❡r❛❧❧♦②s✳ ❚❤❡ ❧✐♠✐✲

t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛r✐s❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ t❤❡

♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣②✱ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✐♥ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ❉❡s♣✐t❡ t❤❡s❡ ✐s✲

s✉❡s✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❝❛♣t✉r✐♥❣ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥ s✐③❡ ♦❢ t❤❡

❞✐✛❡r❡♥t ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❛❝❝✉r❛❝②✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✲

✐s❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ γ′ ❞✐s♣❡rs✐♦♥s ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❤❡❛t tr❡❛t❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳

❙❡❝t✐♦♥ ✸ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧ ❞❡t❛✐❧✐♥❣ ❤♦✇ t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ t❤❡

✐s♦❧❛t❡❞ t❡rt✐❛r② ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ ❙❡❝t✐♦♥ ♦✉t❧✐♥✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♠✲

♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✺ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ s✉❜✲s♦❧✈✉s

❛♥❞ s✉♣❡r✲s♦❧✈✉s ❙❙❚✱ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ ✐s♦t❤❡r♠❛❧ ❛❣✐♥❣✳ ❙❡❝t✐♦♥s ✻ ❛♥❞ ✼ ❞✐s❝✉ss

❛♥❞ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ♣❛♣❡r✳

✻



✷✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧

✷✳✶✳ ▼❡t❛❧❧✉r❣✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s

❚✇♦ ✈❛r✐❛♥ts ♦❢ t❤❡ ♥✐❝❦❡❧ ❜❛s❡❞ s✉♣❡r❛❧❧♦② ❘❘✶✵✵✵ ✇❡r❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s st✉❞②❀

✜♥❡✲❣r❛✐♥ ❘❘✶✵✵✵ ✐♥ t❤❡ ❛s✲❢♦r❣❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦❛rs❡✲❣r❛✐♥ ❘❘✶✵✵✵ ✐♥ t❤❡

❛s✲❤❡❛t tr❡❛t❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳

❚❤❡ ❝♦❛rs❡✲❣r❛✐♥ ✈❛r✐❛♥t ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛ s♦❧✐❞ s♦❧✉t✐♦♥ tr❡❛t♠❡♥t

❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ❛ ✷❤ ❛❣✐♥❣ ❛t ✶✶✼✵◦❈ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ✶✻❤ ❛t ✼✻✵◦❈ t♦ t❤❡ ❛s✲❢♦r❣❡❞ ❝♦♥✲

❞✐t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❘❘✶✵✵✵ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✳ ❚❤❡ ❛s✲❢♦r❣❡❞

❝♦✉♣♦♥s ✇❡r❡ ✉s❡❞ t♦ ❡①❛♠✐♥❡ s✉❜✲s♦❧✈✉s ❛♥❞ s✉♣❡r✲s♦❧✈✉s ❤❡❛t tr❡❛t♠❡♥ts✱ ❢♦❧✲

❧♦✇❡❞ ❜② ❡✐t❤❡r ❛♥ ❛✐r✲q✉❡♥❝❤ ♦r ❢✉r♥❛❝❡✲q✉❡♥❝❤✳ ❚❤❡ ❝♦❛rs❡✲❣r❛✐♥❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧

✇❛s ✉s❡❞ t♦ st✉❞② t❤❡ ❛❣✐♥❣ ❦✐♥❡t✐❝s ♦❢ t❤❡ t❡rt✐❛r② ❛♥❞ s❡❝♦♥❞❛r② ♣❛rt✐❝❧❡ ♣♦♣✲

✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐s♦t❤❡r♠❛❧ ❛❣✐♥❣ ❛t t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ♦❢ ✼✵✵◦❈✱ ✼✺✵◦❈ ❛♥❞

✽✵✵◦❈ ❢♦r t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧s ♦❢ ✺✵ ❤♦✉rs✱ ✶✵✵ ❤♦✉rs ❛♥❞ ✺✵✵ ❤♦✉rs✳

❙❝❛♥♥✐♥❣ ❊❧❡❝tr♦♥ ▼✐❝r♦s❝♦♣② ✭❙❊▼✮ ❛♥❞ ❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❊❧❡❝tr♦♥ ▼✐❝r♦s❝♦♣②

✭❚❊▼✮ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤s t♦ q✉❛♥t✐❢② t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ s✐③❡

❛♥❞ ✈♦❧✉♠❡ ❭❛r❡❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥s✳ ❚❊▼ ❤❛s ❜❡❡♥ ♥❡❝❡ss❛r②

t♦ ♠❡❛s✉r❡ s♠❛❧❧ t❡rt✐❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤ ❣r❡❛t❡r ❛❝❝✉r❛❝②✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢

t❡rt✐❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s ✉s✐♥❣ ❙❊▼ ✐s ❧✐♠✐t❡❞ ❜② ❡rr♦r ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❡t❝❤✐♥❣ ❛♥❞ ♣♦♦r

r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ s✉❝❤ s♠❛❧❧ ♣❛rt✐❝❧❡s✳

❚❤❡ ❙❊▼ s♣❡❝✐♠❡♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r❡♣❛r❡❞ ✉s✐♥❣ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ♠❡t❛❧❧♦❣r❛♣❤✐❝

♣r❡♣❛r❛t✐♦♥✱ ✉s✐♥❣ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦❝❤❡♠✐❝❛❧ ❡t❝❤ t♦ r❡♠♦✈❡ t❤❡ γ ❛♥❞ r❡✈❡❛❧ t❤❡ γ′

♣❛rt✐❝❧❡s ❬✷✶❪✳ ❚❤✐s ✐♥✈♦❧✈❡s ♠♦✉♥t✐♥❣ ❡❛❝❤ s♣❡❝✐♠❡♥ ✐♥ ❇❛❦❡❧✐t❡✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ❛♣✲

♣❧②✐♥❣ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛❜r❛s✐✈❡ ❛♥❞ ♣♦❧✐s❤✐♥❣ st❡♣s t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ s✉r❢❛❝❡ s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r

♠✐❝r♦❣r❛♣❤②✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ r❡✈❡❛❧ γ′ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥s ✇❡r❡ ❡❧❡❝tr♦❝❤❡♠✐✲

❝❛❧❧② ❡t❝❤❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ✶✵✪ ♦rt❤♦♣❤♦s♣❤♦r✐❝ ❛❝✐❞ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ ✇❛t❡r✳ ❆ ✈♦❧t❛❣❡ ♦❢

✷✳✺ ❱dc ✇❛s ❛♣♣❧✐❡❞ ❢♦r ✶✲✷ s❡❝♦♥❞s t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ s❤❛❧❧♦✇ ❡t❝❤✱ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❢♦r t❤❡

❝✉rr❡♥t ✐♠❛❣❡ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❇❛❝❦s❝❛tt❡r ❛♥❞ s❡❝♦♥❞❛r② ❡❧❡❝tr♦♥ ✐♠❛❣❡s ✇❡r❡ t❛❦❡♥

✉s✐♥❣ ❛ ❏❡♦❧ ❏❙▼✲✼✵✵✵❋ ❙❊▼✳

❚❊▼ s❛♠♣❧❡s ✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❛❦✐♥❣ t❤✐♥ s❧✐❝❡s ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✵✳✸ ♠♠

✐♥ t❤✐❝❦♥❡ss ❢r♦♠ t❤❡ s❛♠♣❧❡s ✉s✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦✲❞✐s❝❤❛r❣❡ ♠❛❝❤✐♥✐♥❣✳ ❉✐s❝s ♦❢ ✸ ♠♠

✼



❚❛❜❧❡ ✶✿ ◆♦♠✐♥❛❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❘❘✶✵✵✵ ✭❛t✳✪✮

❆❧ ❇ ❈ ❈♦ ❈r ❍❢ ▼♦ ◆✐ ❚❛ ❚✐ ❩r

✻✳✸✺ ✵✳✵✽ ✵✳✶✸ ✶✼✳✾✹ ✶✻✳✹✾ ✵✳✶✻ ✷✳✾✽ ❜❛❧❛♥❝❡ ✵✳✻✸ ✹✳✷✾ ✵✳✵✹

❞✐❛♠❡t❡r ✇❡r❡ ♣✉♥❝❤❡❞ ❢r♦♠ t❤❡s❡ s❧✐❝❡s ❛♥❞ ♠❛♥✉❛❧❧② ❣r♦✉♥❞ t♦ ✽✵ ✲ ✶✵✵ µ♠

t❤✐❝❦♥❡ss✳ ❚❤❡ ❢♦✐❧s ✇❡r❡ ♣r❡♣❛r❡❞ ❜② t✇✐♥✲❥❡t ❡❧❡❝tr♦✲♣♦❧✐s❤✐♥❣ ✉s✐♥❣ ❛ ❙tr✉❡rs

❚❡♥✉P♦❧✲✸✳ ❚❤❡ ♣♦❧✐s❤✐♥❣ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ✉s❡❞ ❝♦♥s✐st❡❞ ♦❢ ✶✵ ✈♦❧✳✪ ♦❢ P❡r❝❤❧♦r✐❝ ❛❝✐❞

✇✐t❤ ✾✵ ✈♦❧✳✪ ♦❢ ❡t❤❛♥♦❧✳ ❚❤❡ ♣♦❧✐s❤✐♥❣ ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛t ✲✷✺◦❈✱ ❛t ✷✵❱ ❛♥❞

✵✳✺❆ ✉♥t✐❧ ❛ ❤♦❧❡ ❛♣♣❡❛r❡❞✳

✷✳✷✳ ❈❤❛r❛❝t❡r✐s❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ γ′ ❞✐s♣❡rs✐♦♥s

◗✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ✐♠❛❣❡ ❛♥❛❧②s✐s ❤❛s ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ t♦ ♠❡❛s✉r❡ ♣❛rt✐❝❧❡ r❛❞✐✉s

❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ ❛r❡❛ ❢r❛❝t✐♦♥s ❛♥❞ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❙❊▼ ❛♥❞ ❚❊▼ ♠✐❝r♦✲

❣r❛♣❤s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦❝❡ss❡❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ✐♠❛❣✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡s❝r✐❜❡❞

❜② P❛②t♦♥ et al. ❬✷✶❪ ✉s✐♥❣ ❡✐t❤❡r ■♠❛❣❡❏ ❬✷✷❪ ♦r t❤❡ ▼❆❚▲❆❇ ■♠❛❣❡ Pr♦❝❡ss✐♥❣

❚♦♦❧❜♦① ❬✷✸❪✳ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❛r❡❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ❢r♦♠ ❙❊▼ ✐♠❛❣❡s

❝❛♥ ❤❛✈❡ ❡rr♦rs ❛s ❤✐❣❤ ❛s ±✺%✳

❚❤❡ ❙❊▼ ❛♥❞ ❚❊▼ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤s s❤♦✇ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ γ✬

❞✐s♣❡rs✐♦♥✳ ❚❤❡ ❙❊▼ ✐♠❛❣❡s s❤♦✇ ❛ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡✱ ✇❤✐❧st

t❤❡ ❚❊▼ ✐♠❛❣❡s ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ❡❧❡✈❛t✐♦♥ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ✸❉ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡✳ ❙t❡r❡♦❧♦❣✲

✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❡①✐st t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ ✸❉ ♣❛rt✐❝❧❡ r❛❞✐✉s ❢r♦♠ ✷❉ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❙❊▼ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤s✳ ❊♠♣✐r✐❝❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❛♣✲

♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ ♠❡❛♥ ✸❉ ♣❛rt✐❝❧❡ r❛❞✐✉s ❢r♦♠ t❤❡ ♠❡❛♥ ✷❉ ♣❛rt✐❝❧❡ r❛❞✐✉s ❬✷✹❪✳

■❢ t❤❡ ✷❉ ♣❛rt✐❝❧❡ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐s❡❞ ✇✐t❤ s✉✣❝✐❡♥t ❞❡t❛✐❧✱

♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ♠❛② ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ ✸❉ ❞✐s♣❡rs✐♦♥

❢r♦♠ ✷❉ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❬✷✺❪✳ ❋✐❣✉r❡ ✶ ✐❧❧✉str❛t❡s ✇❤❛t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥

❛♥ ❙❊▼ ✇❤❡♥ ❡①❛♠✐♥✐♥❣ ❛ s②st❡♠ ♦❢ s♣❤❡r✐❝❛❧ ♥♦♥✲♣❡♥❡tr❛t✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❚❤❡

❡t❝❤✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡s ✇❤❛t ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❙❊▼ ✐♥ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✇❛②s❀

✭✐✮ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♠❛✐♥❧② ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❛r❡ ❢✉rt❤❡r ❡①♣♦s❡❞ ❛s

t❤❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ♠❛tr✐① ✐s r❡♠♦✈❡❞✱ ✭✐✐✮ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♠❛✐♥❧② ❝✉t ❛✇❛②

❞✉r✐♥❣ ❣r✐♥❞✐♥❣ ❛♥❞ ♣♦❧✐s❤✐♥❣ ♠❛② ❜❡ r❡♠♦✈❡❞ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❛s t❤❡ s✉♣♣♦rt✐♥❣

✽



❋✐❣✉r❡ ✶✿ ✭❛✮ ❆ ✸❉ ♣❛rt✐❝❧❡ s②st❡♠ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ s♣❤❡r✐❝❛❧ ♥♦♥✲♣❡♥❡tr❛t✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ❛♥❞ ❛

❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❣r♦✉♥❞ ❞✉r✐♥❣ ♠❡t❛❧❧✉r❣✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣✳ ✭❜✮ ❚❤❡

❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ❝r❡❛t❡❞ ❛❢t❡r ❝✉tt✐♥❣✱ ❣r✐♥❞✐♥❣✱ ♣♦❧✐s❤✐♥❣ ❛♥❞ ❡t❝❤✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳

✭❝✮ ❆♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❛♣♣❡❛r ♦♥ t❤❡ ❙❊▼✳

♠❛tr✐① ✐s ❡t❝❤❡❞ ❛✇❛②✱ ❛♥❞ ✭✐✐✐✮ t❤❡ ❡t❝❤✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① ♠❛② r❡✈❡❛❧ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧

♣❛rt✐❝❧❡s ♣r❡s❡♥t ❥✉st ❜❡♥❡❛t❤ t❤❡ s✉r❢❛❝❡✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❛♥ ❙❊▼ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤ ♦❢ ❛♥ ❡t❝❤❡❞ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ❛♣♣❡❛rs ❞✐✛❡r❡♥t

t♦ ✇❤❛t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥s ♦❢ s♣❤❡r✐❝❛❧ ♣❛r✲

t✐❝❧❡s ❝r❡❛t❡❞ ❢r♦♠ ❛ ♣❧❛♥❛r ❝✉t t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥

❋✐❣✉r❡ ✷ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❡t❝❤✐♥❣ ✉♣♦♥ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✷❉ ♣❛rt✐✲

❝❧❡ r❛❞✐✉s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✭P❘❉✮✳ ❚❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ❜②

❣❡♥❡r❛t✐♥❣ r❛♥❞♦♠ ❡♥s❡♠❜❧❡s ♦❢ ✸❉ ♣❛rt✐❝❧❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥s ❛♥❞ ❡①❛♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ♣❛r✲

t✐❝❧❡s ❢♦✉♥❞ ♦♥ ❛ ♣❧❛♥❡ ❝✉tt✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡✳ ❚❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❝✉t

✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞✱ s✐♠✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❡t❝❤✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✇✐t❤ s♦♠❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❜❡✐♥❣ r❡♠♦✈❡❞

❛♥❞ ♦t❤❡rs ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ❧❛r❣❡r✳ ❆s t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♠❛tr✐① r❡♠♦✈❡❞ ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞✱

t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝❤❛♥❣❡s s❤❛♣❡✳ ❆♥♦t❤❡r ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t ❙❊▼

❝❛♥♥♦t ❛❝❝✉r❛t❡❧② ❝❛♣t✉r❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❜❡❧♦✇ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❧✐♠✐t✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✇❤② ❚❊▼ ✐s

♥❡❡❞❡❞ ❢♦r ❝❤❛r❛❝t❡r✐s✐♥❣ s♠❛❧❧ ♣❛rt✐❝❧❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s✳

❋✐❣✉r❡ ✸ ✐❧❧✉str❛t❡s ✇❤❛t ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❛ ❚❊▼ s❛♠♣❧❡✱ ✇❤❡r❡ ❋✐❣✉r❡ ✸

✭❛✮ s❤♦✇s t❤❡ t❤r❡❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡ s②st❡♠ ♦❢ ♥♦♥✲♣❡♥❡tr❛t✐♥❣ s♣❤❡r✐❝❛❧

♣❛rt✐❝❧❡s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❛ ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❚❊▼ s❛♠♣❧❡✳ ❋✐❣✉r❡ ✭❜✮ ✐❧❧✉str❛t❡s

t❤❡ ✈✐❡✇ ♦❜s❡r✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❚❊▼✱ ❧♦♦❦✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳

P❘❉ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐s❡ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥s✳ ▲❡t t❤❡ s✐③❡

♦❢ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ r❛❞✐✉s ♦❢ ❛ ❝✐r❝❧❡ ♦r s♣❤❡r❡ ♦❢ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t
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❋✐❣✉r❡ ✷✿ ❚❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❡t❝❤✐♥❣ ✉♣♦♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡ r❛❞✐✉s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✭P❘❉✮ ❢r♦♠

❛ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡✳

❋✐❣✉r❡ ✸✿ ✭❛✮ ❆ ✸❉ ♣❛rt✐❝❧❡ s②st❡♠ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ s♣❤❡r✐❝❛❧ ♥♦♥✲♣❡♥❡tr❛t✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇❤❡r❡

t❤❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ✸❉ ❞♦♠❛✐♥ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❚❊▼ s♣❡❝✐♠❡♥ ✭❜✮ ❚❤❡ ✈✐❡✇

♦❜s❡r✈❡❞ ✇❤❡♥ ❡①❛♠✐♥✐♥❣ s✉❝❤ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❛ ❚❊▼✳
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❛r❡❛ ♦r ✈♦❧✉♠❡ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ✇❤❡t❤❡r ✇❡ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ♦r t❤❡ ✸❉ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡✳ ❍✐st♦❣r❛♠s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❣❡♥❡r❛t❡❞

❢r♦♠ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t r❛❞✐✐ ❢r♦♠ ❙❊▼ ❛♥❞ ❚❊▼ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤s✳

❉✐✛❡r❡♥t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞

❢r♦♠ ❙❊▼ ❛♥❞ ❚❊▼✳ ▲❡t F2D(r)dr ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤ ❛

r❛❞✐✉s ✈❛r②✐♥❣ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝❧♦s❡❞ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ [r, r + dr] ❢♦✉♥❞ ✇✐t❤✐♥ ❛ ✉♥✐t ❛r❡❛✳

❙✐♠✐❧❛r❧②✱ F3D(R)dR ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t② ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ❢♦✉♥❞ ✇✐t❤✐♥ ❛

✉♥✐t ✈♦❧✉♠❡ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤ ❛ r❛❞✐✉s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝❧♦s❡❞ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢

[R,R+ dR]✳ ❚❤❡ ❛r❡❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ s♣❤❡r✐❝❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡

❡q✉✐✈❛❧❡♥t✱ ❛♥❞ ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s

φ2D = π

∫

∞

0

r2F2D(r) dr

φ3D =
4π

3

∫

∞

0

R3F3D(R) dR

✭✶✮

✇❤❡r❡ φ2D ❛♥❞ φ3D ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❛r❡❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s f2D(r)dr ❛♥❞ f3D(R)dR ❛r❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥s

❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ F2D(r)dr ❛♥❞ F3D(R)dR✳ ▲❡t H2D(r) ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❤✐st♦❣r❛♠

♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ♣❛rt✐❝❧❡ r❛❞✐✐ ❢r♦♠ ❛♥ ❙❊▼ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤✳ ❚❤❡ r❛❞✐✉s ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②

❢✉♥❝t✐♦♥s f2D(r)dr ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❤✐st♦❣r❛♠ ❛s s❤♦✇♥ ❜❡❧♦✇

f2D(r) = H2D(r)

[
∫

∞

0

H2D(r′) dr′
]

−1

✭✷✮

❙✐♠✐❧❛r❧②

f3D(R) = H3D(R)

[
∫

∞

0

H3D(R′) dR′

]

−1

✭✸✮

■❢ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦r ❛r❡❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐s ❦♥♦✇♥✱ t❤❡ r❛❞✐✉s ♣r♦❜✲

❛❜✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦rr❡❝t❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ F2D(r)dr ❛♥❞ F3D(R)dR✳ ❋♦r

❡①❛♠♣❧❡

F2D(r) = φ2Df2D(r)

[

π

∫

∞

0

f2D(r′)[r′]2 dr′
]

−1

✭✹✮

❛♥❞ t♦ ❝♦♥✈❡rt f3D t♦ F3D

F3D(R) = φ3Df3D(R)

[

4π

3

∫

∞

0

f3D(R′)[R′]3 dR′

]

−1

✭✺✮

✶✶



❚❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❛r❡❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❢r♦♠ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ✐♠❛❣❡ ❛♥❛❧②s✐s

♦❢ ❙❊▼ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤s ✇✐t❤ s♦♠❡ ❡rr♦r✳ ❚❤❡ ❡rr♦r ♠❛② ❛r✐s❡ ❢r♦♠ ❞❡❢❡❝ts ✐♥tr♦✲

❞✉❝❡❞ ❞✉r✐♥❣ ♠❡t❛❧❧✉r❣✐❝❛❧ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥✱ ♦✈❡r ♦r ✉♥❞❡r ❡t❝❤✐♥❣✱ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥

❛♥❞ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ ❛❝❝✉r❛t❡❧② ❞❡t❡❝t t❤❡ ❡❞❣❡s ♦❢

t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡✳

❆ ♠❡t❤♦❞ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ s✐③❡ ❛♥❞ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥

♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ❢r♦♠ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❚❊▼ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤s✳ ❚❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛✐♠s t♦ r❡✲

❝♦♥str✉❝t t❤❡ ✸❉ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ✉t✐❧✐s✐♥❣ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢r♦♠ t❤❡

❚❊▼ ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ ❜✉✐❧❞s ✉♣♦♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ❙♦♥❞❡r❡❣❣❡r ❬✷✻❪✳

❙♦♥❞❡r❡❣❣❡r ❬✷✻❪ ✉s❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥s t♦ ✈❡r✐❢② t❤❡

❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ s✐③❡ ❛♥❞ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞

✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ✐t❡r❛t✐✈❡❧②

❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥✱ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡s ❞✐r❡❝t❧② ✇✐t❤ t❤❡ ❚❊▼

♠✐❝r♦❣r❛♣❤s✳ ❚❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❚❊▼ s♣❡❝✐♠❡♥ ♠✉st ❜❡ ❦♥♦✇♥ ❛♥❞ ❝❛♥

❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t✲❜❡❛♠✲❡❧❡❝tr♦♥✲❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❬✷✼❪✳ ❆s

✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✱ t❤❡ ❚❊▼ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤s s❤♦✇s ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤✐♥

❛ ✸❉ ✈♦❧✉♠❡✳ ❙♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ ♣❛rt✐❛❧❧② ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡✱ ❛s t❤❡② ❤❛✈❡

❜❡❡♥ ❝✉t ✇❤❡♥ ❝r❡❛t✐♥❣ t❤❡ ❚❊▼ s♣❡❝✐♠❡♥✳

❚♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r t❤✐s ♠❡t❤♦❞✱ t❤❡ ❚❊▼ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤s

❛r❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ t✇✐❝❡✳ ❚❤❡ ✜rst st❡♣ ✐s t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ✸❉ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s

❢r♦♠ t❤❡ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤✱ ❛♥❞ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡✹❛✮✳ ■♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡

✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡✱ ❝r❡❛t✐♥❣ ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡ r❛❞✐✐✳

❚❤❡s❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛r❡ ♥♦t t❤❡ tr✉❡ ✸❉ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ❛s s♦♠❡ ♣❛rt✐❝❧❡s

♠❛② ♥♦t ❜❡ t♦t❛❧❧② ♣r❡s❡♥t ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❚❊▼ s♣❡❝✐♠❡♥✳ ❇② ❦♥♦✇✐♥❣ t❤❡ ❚❊▼

❢♦✐❧ t❤✐❝❦♥❡ss✱ t❤❡ ✸❉ s✐③❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡ r❛✲

❞✐✉s ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧②✱ ❛♥❞ r❛♥❞♦♠❧②

♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡♠ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❚❊▼ s♣❡❝✐♠❡♥✳ ❚❤❡ ❧❛r❣❡st r❛❞✐✉s

♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❚❊▼ ✈♦❧✉♠❡ ✐s t❤❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✱ ❝r❡❛t✐♥❣ ❛ ❞✐str✐❜✉✲

t✐♦♥ ♦❢ ❝✉t ♣❛rt✐❝❧❡s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❞❛t❛ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❚❊▼

♠✐❝r♦❣r❛♣❤✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳ ❚❤❡ ❛♣♣r♦①✲

✐♠❛t❡❞ ✸❉ ♣❛rt✐❝❧❡ s✐③❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❥✉st❡❞ ✉♥t✐❧ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ✐s ❝❛♣t✉r❡❞

✶✷



❋✐❣✉r❡ ✹✿ ❛✮ ❆ ✢♦✇❝❤❛rt ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ st❡♣s t❛❦❡♥ t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ ✸❉ s✐③❡ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s

❢r♦♠ ❚❊▼ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤s✳ ❜✮ ❆ ✢♦✇❝❤❛rt ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ st❡♣s t❛❦❡♥ t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡

❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ❢r♦♠ ❚❊▼ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤s✳

❛❞❡q✉❛t❡❧②✳

❚❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❡♣ ✐s t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ♣❛r✲

t✐❝❧❡s✱ ❛♥❞ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡✹❜✮✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✸❉ s✐③❡

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ t❤r❡❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥s ❛r❡ t❤❡♥ ❣❡♥❡r✲

❛t❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥s ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❚❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡

✈♦❧✉♠❡ ❝r❡❛t❡❞ ✐s ♠❛❞❡ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❡ ❚❊▼ s♣❡❝✐✲

♠❡♥ t❤✐❝❦♥❡ss✳ ❚❤❡ ♠❛s❦ ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ t❤❡♥ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ♦♥t♦ ❛♥

❡❧❡✈❛t✐♦♥ ✈✐❡✇✱ r❡❝r❡❛t✐♥❣ ✇❤❛t ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❚❊▼ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤✳ ❚❤❡ ❛r❡❛

❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✐s t❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❛r❡❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡❞ ❢r♦♠

✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❚❊▼ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤✳ ❆♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♣r♦❝❡ss ✐s t❤❡♥ ✉s❡❞ t♦

✶✸



❋✐❣✉r❡ ✺✿ ❚❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ✸❉ P❘❉ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞❛r② ♣❛rt✐❝❧❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐str✐✲

❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♠❛①✐♠✉♠ ♣❛rt✐❝❧❡ r❛❞✐✐ t♦t❛❧❧② ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❚❊▼ t❤✐❝❦♥❡ss✳ ❚❤✐s ✐s ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤

❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ♠❡❛s✉r❡❞ ❢r♦♠ ❚❊▼ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤s✳

✶✹



❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s t❤❛t ❜❡st r❡♣r♦❞✉❝❡s t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞

❛r❡❛ ❢r❛❝t✐♦♥✳ ❊rr♦r ✐s ✐♥❝✉rr❡❞ ❛s t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❚❊▼ s♣❡❝✐♠❡♥ ✐s ♥♦t

✉♥✐❢♦r♠✳ ❚❤✐s ❡rr♦r ❝❛♥ ❜❡ q✉❛♥t✐✜❡❞ ❜② r❡♣❡❛t✐♥❣ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❢♦r t❤❡ ✉♣♣❡r

❛♥❞ ❧♦✇❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ t❤✐❝❦♥❡ss✳

❚❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❚❊▼ ❛♥❞ ❙❊▼ ❛♥❛❧②s✐s ❝❛♥ ❜❡ ❞✐s♣❧❛②❡❞

t♦❣❡t❤❡r ❜② ❡✐t❤❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ✸❉ ♣❛rt✐❝❧❡ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s

♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❙❊▼ ✐♠❛❣❡s✱ ♦r ❜② ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ✷❉ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥❛❧ ❞❛t❛ ❢r♦♠ t❤❡

❚❊▼ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳

❚❤❡ ✸❉→✷❉ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧② ❛s ❢♦❧❧♦✇s ❬✷✽❪✱

f2D(r) =
1

Mc

∫

∞

0

f3D(R)

R
√
R2 − r2

dR ✭✻✮

✇❤❡r❡ r ✐s t❤❡ r❛❞✐✉s ♦❢ t❤❡ ✷❉ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r❡st✱ ❛♥❞ R ✐s t❤❡ ✸❉ r❛❞✐✉s

♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ Mc ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t ✉s❡❞ t♦ ❡♥s✉r❡ ✉♥✐t② ♦❢ t❤❡ ③❡r♦t❤ ♠♦♠❡♥t ♦❢

t❤❡ f2D ❢✉♥❝t✐♦♥ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱ t❤❡ f2D(r) ♠❛② ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ❬✷✺❪✳

■t ✐s ❞✐✣❝✉❧t t♦ ✈✐❡✇ ♠✉❧t✐✲♠♦❞❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡ r❛❞✐✉s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✉s✐♥❣

❡✐t❤❡r t❤❡ F2D(r) ♦r F3D(R) ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t② ❝♦♥✲

❝❡♥tr❛t✐♦♥s ♦❢ F3D(R) ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛rt✐❝❧❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ❝❛♥ ✈❛r② ❜② ♦r❞❡rs

♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡✱ ♠❛❦✐♥❣ ✐t ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❛♣♣❧② ❛ ❧♦❣❛r✐t❤♠ t♦ t❤❡ ②✲❛①✐s t♦ ✈✐❡✇

❛❧❧ ♣❛rt✐❝❧❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s✳ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ t❤❡

❛r❡❛✴✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ r❡❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ G2D(r) ❛♥❞ G3D(R) ❢✉♥❝t✐♦♥s✱

r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡② ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s s❤♦✇♥ ❜❡❧♦✇

G2D(r) = πr2F2D(r) ✭✼✮

G3D(R) =
4π

3
R3F3D(R) ✭✽✮

✷✳✸✳ ❙♦❧✐❞ s♦❧✉t✐♦♥ tr❡❛t♠❡♥t

❚❡st s♣❡❝✐♠❡♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝✉t ❢r♦♠ ❛ ❢♦r❣❡❞ ❞✐s❝ ♦❢ ❘❘✶✵✵✵✱ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜②

❘♦❧❧s✲❘♦②❝❡ ♣❧❝✳ ❚❤❡ ❝♦✉♣♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s✉❜❥❡❝t t♦ s♦❧✐❞ s♦❧✉t✐♦♥ ❤❡❛t tr❡❛t✲

♠❡♥ts ✭❙❙❚✮ ❛t t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ♦❢ ❡✐t❤❡r ✶✶✷✵◦❈ ♦r ✶✶✻✵◦❈ ❢♦r ✷ ❤♦✉rs✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞

✶✺



❜② ❛♥ ❛✐r✲❝♦♦❧ ♦r ❛ ❢✉r♥❛❝❡ ❝♦♦❧✳ ❚❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥s ✇❡r❡ ♠♦♥✲

✐t♦r❡❞ ✉s✐♥❣ ◆✲t②♣❡ t❤❡r♠♦❝♦✉♣❧❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡r❡ ✐♥s❡rt❡❞ ✐♥t♦ ✶♠♠ ❞❡❡♣ ❤♦❧❡s✱

❛♥❞ s❡❝✉r❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡r♠❛❧ ❝❡♠❡♥t✳ ❚❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❤✐st♦r② ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ s♣❡❝✐✲

♠❡♥s ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳ ❋✐❣✉r❡ ✼ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❛s✲❢♦r❣❡❞ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡

❛♥❞ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛❢t❡r ❛♥ ❛✐r ❝♦♦❧ ❛♥❞ ❢✉r♥❛❝❡ ❝♦♦❧ ❢r♦♠ ❛

s✉❜✲s♦❧✈✉s s♦❧✐❞ s♦❧✉t✐♦♥ tr❡❛t♠❡♥t✳ ❋✐❣✉r❡ ✽ s❤♦✇s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤s

t❛❦❡♥ ♦❢ s♣❡❝✐♠❡♥s ❛❢t❡r ❛ s✉♣❡r✲s♦❧✈✉s ❙❙❚ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛♥ ❛✐r q✉❡♥❝❤ ♦r ❢✉r♥❛❝❡

q✉❡♥❝❤✳

❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❢r♦♠ t❤❡ ❙❊▼ ❛♥❞ ❚❊▼ ❞❛t❛ ❛r❡ s✉♠♠❛r✐s❡❞ ✐♥ ❚❛✲

❜❧❡ ✷✳ ❚❤❡ s❧♦✇❡r ❝♦♦❧✐♥❣ r❛t❡s ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❜♦t❤ s✉❜✲s♦❧✈✉s ❛♥❞ s✉♣❡r✲s♦❧✈✉s

❝♦♥❞✐t✐♦♥s r❡s✉❧t ✐♥ ❧❛r❣❡r s❡❝♦♥❞❛r② ❛♥❞ t❡rt✐❛r② ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s✳ ❚❤❡ s✉❜✲s♦❧✈✉s

❢✉r♥❛❝❡ ❝♦♦❧❡❞ s❡❝♦♥❞❛r② ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s ❛r❡ r♦✉❣❤❧② ❤❛❧❢ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❢✉r♥❛❝❡

❝♦♦❧❡❞ s✉♣❡r✲s♦❧✈✉s s♣❡❝✐♠❡♥✳ ❚❤❡ ❛r❡❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ♣r✐♠❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ t❤❡

s✉❜✲s♦❧✈✉s ❢✉r♥❛❝❡ ❝♦♦❧❡❞ s♣❡❝✐♠❡♥ ❤❛s ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ s✉❜✲s♦❧✈✉s

❛✐r ❝♦♦❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♣r✐♠❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s ❤❛✈❡ ❣r♦✇♥ ❞✉r✐♥❣ t❤❡

❢✉r♥❛❝❡ ❝♦♦❧✳ ❚❤❡ ❛r❡❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ s❡❝♦♥❞❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s ✐s ❣r❡❛t❡r ✐♥ t❤❡ ❛✐r✲❝♦♦❧❡❞

❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❢✉r♥❛❝❡ ❝♦♦❧❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r ❜♦t❤ s✉❜ ❛♥❞ s✉♣❡r✲

s♦❧✈✉s ❙❙❚ ❤❡❛t tr❡❛t♠❡♥ts✳ ❚❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ t❡rt✐❛r② ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s ✐s ❣r❡❛t❡r ✐♥

t❤❡ ❢✉r♥❛❝❡ ❝♦♦❧❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❛✐r✲❝♦♦❧❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❤♦✇❡✈❡r t❤❡

tr❡♥❞ ✐♥ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥s ❞✐✛❡rs✳ ❋♦r t❤❡ s✉❜✲s♦❧✈✉s ❙❙❚ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ❛♥ ❛✐r✲❝♦♦❧

r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ❤✐❣❤❡r ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❡rt✐❛r② ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s✳ ❋♦r s✉♣❡r✲s♦❧✈✉s

❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ t❤✐s tr❡♥❞ ✐s r❡✈❡rs❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❢✉r♥❛❝❡ ❝♦♦❧❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❤❛✈✐♥❣ ❛

❤✐❣❤❡r ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❡rt✐❛r② γ′✳

✷✳✹✳ ■s♦t❤❡r♠❛❧ ❛❣✐♥❣

■s♦t❤❡r♠❛❧ ❛❣✐♥❣ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ s♣❡❝✐♠❡♥s ♦❢ ❛s✲❤❡❛t tr❡❛t❡❞ ❝♦❛rs❡✲

❣r❛✐♥ ❘❘✶✵✵✵✳ ❙❊▼ ✐♠❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡

✾✳ ❋✐❣✉r❡s ✶✵ ❛♥❞ ✶✶ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤s t❛❦❡♥ ♦❢ t❤❡ ❛❣❡❞ s♣❡❝✐♠❡♥s

❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡s ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❢♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞❛r② ❛♥❞ t❡rt✐❛r②

♣❛rt✐❝❧❡s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❙t❛t✐st✐❝❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞❛r② ❛♥❞ t❡rt✐❛r② ♣❛rt✐❝❧❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥s

✶✻



❚❛❜❧❡ ✷✿ ❙✉♠♠❛r② ♦❢ ♠❡❛s✉r❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥s ✐♥ ❙❙❚ s♣❡❝✐♠❡♥s✳ ❚❤✐s ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ❛s✲

r❡❝❡✐✈❡❞ ❢♦r❣❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ❛♥❞ s♦❧✐❞ s♦❧✉t✐♦♥ tr❡❛t❡❞ ✭❙❙❚✮ s♣❡❝✐♠❡♥s ❤❡❛t tr❡❛t❡❞ ❛❜♦✈❡ ❛♥❞

❜❡❧♦✇ t❤❡ γ✬ s♦❧✈✉s t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❢♦r ✷❤✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❡✐t❤❡r ❛♥ ❛✐r ❝♦♦❧ ✭❆❈✮ ♦r ❢✉r♥❛❝❡ ❝♦♦❧

✭❋❈✮

❈♦♥❞✐t✐♦♥

Pr✐♠❛r② ❙❡❝♦♥❞❛r② ❚❡rt✐❛r②

φ2D 〈R2D〉 φ3D 〈R3D〉 φ3D 〈R3D〉
✭✪✮ ✭♥♠✮ ✭✪✮ ✭♥♠✮ ✭✪✮ ✭♥♠✮

❆s✲❢♦r❣❡❞ ✷✺ ✺✷✹ ✶✻✳✵ ✹✹✳✻ ✶✳✹ ✺✳✺

✶✶✷✵◦❈ ❙❙❚ ✰ ❆❈ ✾ ✻✵✽ ✸✹✳✶ ✸✾✳✻ ✶✳✾ ✹✳✵

✶✶✷✵◦❈ ❙❙❚ ✰ ❋❈ ✶✹✳✺ ✺✵✷ ✸✵✳✺ ✻✺✳✻ ✵✳✺ ✼✳✻

✶✶✻✵◦❈ ❙❙❚ ✰ ❆❈ ✵ ✵ ✹✹✳✾ ✹✹ ✵✳✷ ✽✳✺

✶✶✻✵◦❈ ❙❙❚ ✰ ❋❈ ✵ ✵ ✹✶✳✸ ✶✶✷ ✸✳✵ ✷✷✳✹

❋✐❣✉r❡ ✻✿ ❚❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❤✐st♦r② ♦❢ t❤❡ ❛✮ s✉❜✲s♦❧✈✉s ❤❡❛t tr❡❛t♠❡♥ts ❛♥❞ ❜✮ t❤❡ s✉♣❡r✲s♦❧✈✉s

❤❡❛t tr❡❛t♠❡♥ts✳

✶✼



❋✐❣✉r❡ ✼✿ ▼✐❝r♦❣r❛♣❤s ♦❢ t❤❡ γ✬ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ t❤❡ ✭❛✮ ❢♦r❣❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ✭❜✮ s✉❜✲s♦❧✈✉s ❙❙❚ ❛♥❞

❛✐r ❝♦♦❧❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✭❝✮ t❤❡ s✉❜✲s♦❧✈✉s ❙❙❚ ❛♥❞ ❢✉r♥❛❝❡ ❝♦♦❧❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❧❡❢t ✐♠❛❣❡s

❛r❡ ❙❊▼ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r ♠✐❝r♦❣r❛♣❤s ✇❛♥❞ t❤❡ r✐❣❤t ✐♠❛❣❡s ❛r❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❚❊▼ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤s✳

❚❤❡ ❙❊▼ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤s s❤♦✇ t❤❡ ♣r✐♠❛r② ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s✱ ✇❤✐❧st t❤❡ ❚❊▼ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤s s❤♦✇ ❜♦t❤

t❤❡ s❡❝♦♥❞❛r② ❛♥❞ t❡rt✐❛r② ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s✳

✶✽



❋✐❣✉r❡ ✽✿ ▼✐❝r♦❣r❛♣❤s ♦❢ t❤❡ γ✬ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ t❤❡ ✭❛✮ s✉♣❡r✲s♦❧✈✉s ❙❙❚ ❛♥❞ ❛✐r ❝♦♦❧❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱

❛♥❞ ✭❜✮ t❤❡ s✉♣❡r✲s♦❧✈✉s ❙❙❚ ❛♥❞ ❢✉r♥❛❝❡ ❝♦♦❧❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❚❤❡ t♦♣ r✐❣❤t ✐♠❛❣❡ ✐s t❛❦❡♥ ❢r♦♠

❛ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❚❊▼ s❛♠♣❧❡✱ ✇❤✐❧st t❤❡ ♦t❤❡rs ❛r❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r ❙❊▼ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤s✳

✶✾



❋✐❣✉r❡ ✾✿ ❙❊▼ s❡❝♦♥❞❛r② ❡❧❡❝tr♦♥ ✐♠❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ❛s✲r❡❝❡✐✈❡❞ ❝♦❛rs❡ ❣r❛✐♥ ❘❘✶✵✵✵ s♣❡❝✐♠❡♥s

s❤♦✇✐♥❣ ✭❛✮ t❤❡ s❡❝♦♥❞❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ❛♥❞ ✭❜✮ t❤❡ t❡rt✐❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s✳

❛r❡ s✉♠♠❛r✐s❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞❛r② ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s s❤♦✇ s♠❛❧❧ ❝❤❛♥❣❡s

✐♥ s✐③❡ ❛❢t❡r ✺✵✵❤ ♦❢ ❛❣✐♥❣ ❛t ✼✵✵◦❈✳ ◆♦t✐❝❡❛❜❧❡ ❝♦❛rs❡♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞❛r②

♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ❞✉r✐♥❣ ✐s♦t❤❡r♠❛❧ ❛❣✐♥❣ ❛t ✽✵✵◦❈✳ ❆t ✼✵✵◦❈ ❛♥❞ ✼✺✵ ◦❈

t❤❡ t❡rt✐❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ s✐③❡ ❞✉r✐♥❣ ✐s♦t❤❡r♠❛❧ ❛❣✐♥❣ ✇✐t❤✐♥ ❛♥ ❡①♣♦s✉r❡

t✐♠❡ ♦❢ ✺✵✵❤✳ ❆t ✽✵✵◦❈ t❤❡ t❡rt✐❛r② ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s ❤❛✈❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ✐♥ ♠❡❛♥ s✐③❡

❛❢t❡r ✶✵✵❤✱ ❤♦✇❡✈❡r ❤❛✈❡ ❞✐ss♦❧✈❡❞ ❛❢t❡r ✺✵✵❤✳ ❆t ✼✵✵◦❈ ❛ s♠❛❧❧ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥

t❡rt✐❛r② ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞✱ ❤♦✇❡✈❡r ❛❢t❡r ❛♥ ❡①♣♦s✉r❡ ♦❢ ✺✵✵❤ ❛t t❤✐s

t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❝❤❛♥❣❡✳ ❆t ✼✺✵◦❈✱ t❤❡ t❡rt✐❛r② ❞✐ss♦❧✈❡s

s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②✱ r❡❞✉❝✐♥❣ ❢r♦♠ ✾✪ t♦ ✷✳✼✪ ❛❢t❡r ✺✵✵❤✳ ❚❤❡ t❡rt✐❛r② ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s

❤❛✈❡ ❢✉❧❧② ❞✐ss♦❧✈❡❞ ❛❢t❡r ✺✵✵❤ ❛t ✽✵✵◦❈✳

❋✐❣✉r❡ ✶✷❛✮ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣r♦♣❡rt② ❞✐❛❣r❛♠ ❢♦r ❘❘✶✵✵✵✱

✉s✐♥❣ t❤❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ❞❛t❛❜❛s❡ ❚❚◆✐✽✳ ❚❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥s ❛t

✼✵✵ ◦❈✱ ✼✺✵◦❈ ❛♥❞ ✽✵✵◦❈ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✷ ❛r❡ ✹✻✳✷✪✱ ✹✺✳✸✪✱ ❛♥❞ ✹✹✳✶✪✱ r❡✲

s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ❞✐ss♦❧✉t✐♦♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ t❡rt✐❛r② γ′ ❝❛♥ ❜❡ ♣❛rt✐❛❧❧② ❛ttr✐❜✉t❡❞

t♦ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ γ′ ♣❤❛s❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❡♠♣❡r❛✲

t✉r❡✱ ✇✐t❤ t❤❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ❞❛t❛❜❛s❡ s✉❣❣❡st✐♥❣ ❛ ✷✳✶✪ ❞r♦♣ ✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠

♣❤❛s❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳ ❚❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣

r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❡rt✐❛r② γ′ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ✐s ❧✐❦❡❧② ❛ r❡s✉❧t ♦❢

❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ❣r♦✇t❤ ❜❡t✇❡❡♥ s❡❝♦♥❞❛r② ❛♥❞ t❡rt✐❛r② ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s✳

✷✵



❋✐❣✉r❡ ✶✵✿ ❙❊▼ s❡❝♦♥❞❛r② ❡❧❡❝tr♦♥ ✐♠❛❣❡s ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞❛r② γ✬ ❛❢t❡r ✐s♦t❤❡r♠❛❧ ❛❣✐♥❣ ❝♦❛rs❡✲

❣r❛✐♥ ❘❘✶✵✵✵ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡s ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✳

✷✶



❋✐❣✉r❡ ✶✶✿ ❙❊▼ s❡❝♦♥❞❛r② ❡❧❡❝tr♦♥ ✐♠❛❣❡s ♦❢ t❤❡ t❡rt✐❛r② γ✬ ❛❢t❡r ✐s♦t❤❡r♠❛❧ ❛❣✐♥❣ ❝♦❛rs❡✲

❣r❛✐♥ ❘❘✶✵✵✵ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡s ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✳

✷✷



❚❛❜❧❡ ✸✿ ❙✉♠♠❛r② ♦❢ t❤❡ γ✬ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ✐s♦t❤❡r♠❛❧❧② ❛❣❡❞ ❝♦❛rs❡ ❣r❛✐♥ ❘❘✶✵✵✵✳

❙♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❚❊▼ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤s✱

✇❤✐❧st ♦t❤❡rs ❢r♦♠ ❙❊▼ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤s✳

❈♦♥❞✐t✐♦♥
▼❡❛s✉r❡♠❡♥t

t❡❝❤♥✐q✉❡

❙❡❝♦♥❞❛r② ❚❡rt✐❛r②

φ ✭✪✮ 〈R〉 ✭♥♠✮ φ ✭✪✮ 〈R〉 ✭♥♠✮

❆s✲r❡❝❡✐✈❡❞ ❚❊▼ ✸✼✳✽ ✽✼✳✵ ✽✳✸ ✶✵✳✺

✼✵✵◦❈ ❢♦r ✺✵❤ ❚❊▼ ✸✻✳✻ ✽✽✳✺ ✾✳✹ ✶✶✳✺

✼✵✵◦❈ ❢♦r ✶✵✵❤ ❚❊▼ ✸✻✳✷ ✾✶✳✵ ✾✳✾ ✶✸✳✺

✼✵✵◦❈ ❢♦r ✺✵✵❤ ❚❊▼ ✸✼✳✸ ✾✾✳✺ ✽✳✽ ✶✻✳✺

✼✺✵◦❈ ❢♦r ✺✵❤ ❙❊▼ ✸✻✳✵ ✶✵✸✳✵ ✾✳✵ ✶✼✳✵

✼✺✵◦❈ ❢♦r ✶✵✵❤ ❚❊▼ ✸✾✳✽ ✾✹✳✺ ✺✳✷ ✷✵✳✺

✼✺✵◦❈ ❢♦r ✺✵✵❤ ❙❊▼ ✹✷✳✸ ✶✵✶✳✺ ✷✳✼ ✷✸✳✺

✽✵✵◦❈ ❢♦r ✺✵❤ ❙❊▼ ✹✷✳✵ ✾✼✳✺ ✶✳✺ ✷✺✳✵

✽✵✵◦❈ ❢♦r ✶✵✵❤ ❚❊▼ ✹✷✳✼ ✶✵✶✳✵ ✵✳✽ ✸✵✳✵

✽✵✵◦❈ ❢♦r ✺✵✵❤ ❙❊▼ ✹✸✳✺ ✶✶✷✳✵ ✵✳✵ ✵✳✵

✸✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣

✸✳✶✳ ▼❡❛♥✲✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣

■♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ tr❡❛t❡❞ ❛s s♣❤❡r✐❝❛❧ ✇✐t❤ t❤❡✐r

❣r♦✇t❤ r❛t❡ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ s✐③❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐①

❛♥❞ ♣❛rt✐❝❧❡ ♣❤❛s❡s✳ ▲❡t t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ F(R, t)dR ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ t❤r❡❡

❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ r❛❞✐✉s ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛t ❛ ❣✐✈❡♥ t✐♠❡✱ t✳ ❙t❛t✐st✐❝❛❧

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r❡st r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ ♠♦✲

♠❡♥ts ♦❢ F(R, t) ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ R

Nv(t) =

∫

∞

0

F(R, t) dR

〈R(t)〉 =
∫

∞

0

RF dR

[
∫

∞

0

F(R, t) dR

]

−1

φ(t) =
4π

3

∫

∞

0

R3F(R, t) dR

✭✾✮

✷✸



❚❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t②

❡q✉❛t✐♦♥

∂F(R, t)

∂t
+

∂F(R, t)V (R, t)

∂R
= Ḟ+(R, t)− Ḟ−(R, t) ✭✶✵✮

✇❤❡r❡ Ḟ+(R, t) ❛♥❞ Ḟ−(R, t) r❡❢❡r t♦ s♦✉r❝❡ ❛♥❞ s✐♥❦ t❡r♠s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡

❣❡♥❡r❛❧✐s❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ❞❡s❝r✐♣t✐✈❡ ♦❢ ❖st✇❛❧❞ r✐♣❡♥✐♥❣ ❦✐♥❡t✐❝s ✐s

V (R, t) =
A(t)

R

(

1

Rc(t)
− 1

R

)

z(R, t) ✭✶✶✮

✇❤❡r❡ t❤❡ t❡r♠ A(t) ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧♦②✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥ts ❛t t❤❡

♣❛rt✐❝❧❡✲♠❛tr✐① ✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ❚❤❡ t❡r♠ Rc ✐s t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡ r❛❞✐✉s✱ ✇✐t❤ ♣❛r✲

t✐❝❧❡s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤✐s ✈❛❧✉❡ ❞✐ss♦❧✈✐♥❣ ❛♥❞ t❤♦s❡ ❧❛r❣❡r ❣r♦✇✐♥❣✳ ❚❤❡ t❡r♠

z(R, t) ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣ ♦❢ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✜❡❧❞s ❜❡t✇❡❡♥ ♥❡✐❣❤✲

❜♦✉r✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡ ❣r♦✇t❤ ❦✐♥❡t✐❝s✳ ▼❛rq✉s❡❡ ❛♥❞ ❘♦ss ❬✷✾❪

❞❡r✐✈❡❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❢❛❝t♦r

z(R, t) = 1 +R
√

4πNv〈R〉 ✭✶✷✮

❆ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ r❛t❡ ♠❛② ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥

t❤❡♦r②✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❤♦♠♦❣❡♥♦✉s ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ♦❢ s♣❤❡r✐❝❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡s ❬✸✵❪✳ ❚❤❡ tr❛♥✲

s✐❡♥t ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ r❛t❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❆♥❞❡rs♦♥ et al. ❬✶✹❪✱

Ḟ+(R, t) = Zβ∗Nc(R) exp

(−∆G∗

kbT

)

Pinc ✭✶✸✮

✇❤❡r❡ t❤❡ Z t❡r♠ r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ❩❡❧❞♦✈✐t❝❤ ❢❛❝t♦r✱ β∗ ✐s t❤❡ ❛t♦♠✐❝ ❛tt❛❝❤♠❡♥t

r❛t❡✱ Nc(R) ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t② ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ ♥✉❝❧❡✐✱ ❛♥❞ ∆G∗ ✐s t❤❡

♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❜❛rr✐❡r✳ ❚❤❡ t❡r♠s kb ❛♥❞ T r❡❢❡r t♦ t❤❡ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞

t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ Pinc ✐s t❤❡ ♥✉❝❧❡✐ ✐♥❝✉❜❛t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②

❛♥❞ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

Pinc = exp

(−τ

t

)

✭✶✹✮

✇❤❡r❡ τ ✐s t❤❡ ✐♥❝✉❜❛t✐♦♥ t✐♠❡✳

✸✳✷✳ P❛rt✐❝❧❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥

❚♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥✱ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ♥✉❝❧❡✲

❛t✐♦♥ ❜❛rr✐❡r✱ ∆G∗✱ t❤❡ ❛t♦♠✐❝ ❛tt❛❝❤♠❡♥t r❛t❡✱ β∗ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t② ♦❢

✷✹



♥✉❝❧❡✐✱ Nc ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ♠❛❦❡s ✉s❡ ♦❢ ❙✈♦❜♦❞❛ et al.✬s ❬✶✵❪ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ❛t♦♠✐❝ ❛tt❛❝❤♠❡♥t r❛t❡ ❛♥❞ ✉s❡s t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ✇❛✈❡❢♦r♠ ❛❞♦♣t❡❞ ❜② ❏♦✉

et al. ❬✶✷❪ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♥✉❝❧❡✐✳

❚❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❜❛rr✐❡r ❢♦r s♣❤❡r✐❝❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐s

∆G∗ =
16π

3

σ3

(∆Gc − U)
2 ✭✶✺✮

✇❤❡r❡ U ✐s t❤❡ ♠✐s✜t str❛✐♥ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ∆Gc ✐s t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❞r✐✈✐♥❣ ❢♦r❝❡

∆Gc = −
n
∑

i=1

cki (µki − µ0i) ✭✶✻✮

µki ❛♥❞ µ0i ❛r❡ t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❛♥❞ ♠❛tr✐① ♣❤❛s❡s✱

r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❢♦r ❛♥ ❛❧❧♦② ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ n ♠❛♥② ❛❧❧♦②✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧

❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ it❤ ❛❧❧♦②✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♠❛tr✐① ❛♥❞ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐s ❣✐✈❡♥

❜② c0i ❛♥❞ cki✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❚❤❡ ♠✐s✜t str❛✐♥ ❡♥❡r❣② ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜②

U =
ε20E

(1− v)
✭✶✼✮

✇❤❡r❡ E ✐s t❤❡ ❨♦✉♥❣✬s ♠♦❞✉❧✉s✱ v ✐s P♦✐ss♦♥✬s r❛t✐♦✱ ❛♥❞ ε0 ✐s t❤❡ ♠✐s✜t ✈♦❧✲

✉♠❡ str❛✐♥✳ ❙✈♦❜♦❞❛ et al.✬s ❬✶✵❪ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠✉❧t✐❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛t♦♠✐❝

❛tt❛❝❤♠❡♥t r❛t❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

β∗ =
4πR2

c

a4Vm
θ ✭✶✽✮

✇❤❡r❡ Rc ✐s t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡ r❛❞✐✉s✱ a ✐s t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❛♥❞ Vm ✐s t❤❡

♠♦❧❛r ✈♦❧✉♠❡✳ ❚❤❡ t❡r♠ θ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

θ =

[

n
∑

i=1

(cki − c0i)
2

c0iD0i

]

−1

✭✶✾✮

✇❤❡r❡ D0i ✐s t❤❡ ❞✐✛✉s✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ it❤ ❡❧❡♠❡♥t ✐♥ t❤❡ ♠❛tr✐①✳ ❏♦✉ et al. ❬✶✷❪

✉s❡❞ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ✇❛✈❡❢♦r♠ s❤♦✇♥ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✷✵ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

♦❢ ♥✉❝❧❡✐✱ ✇❤❡r❡ N0 ✐s t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ ♥✉❝❧❡✐ s✐t❡s ❛♥❞ δ ✐s t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢

t❤❡ ♥✉❝❧❡✐ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

Nc(R) =
N0

δ
√
2π

exp

(

− (R−Rc)
2

2δ2

)

✭✷✵✮

✷✺



❆♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r δ ♠❛② ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❩❡❧❞♦✈✐t❝❤ ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❚❤❡ ❩❡❧✲

❞♦✈✐t❝❤ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s ❞❡s❝r✐♣t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ✢❛t♥❡ss ♦❢ ∂G/∂R ❛t Rc ❛♥❞ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

Z =

√

Ω2σ

4π2kBTR4
c

✭✷✶✮

✇❤❡r❡ kB ✐s ❇♦❧t③♠❛♥♥✬s ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ Ω ✐s t❤❡ ❛t♦♠✐❝ ✈♦❧✉♠❡✳ ■t ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞

❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ✇✐❞t❤✱ ∆R✱ ♦❢ ❛ t❤❡r♠❛❧ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥ kbT ❢r♦♠ Rc✳ ❚❤❡

✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛② ❜❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ ∆R✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✷✷✳

δ =

(

3Ω

2(π)3/2
1

Z

)
1

3

✭✷✷✮

❚❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝✉❜❛t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢r♦♠

❆♥❞❡rs♦♥ et al. ❬✶✹❪

dPinc

dt
=

τ

teq
Pinc

[

1

teq
+

(

1

θ

dθ

dT
− 2

Rc

dRc

dT
+

1

σ

dσ

dT
− 1

)

dT

dt

]

✭✷✸✮

✇❤❡r❡ Pinc(t) > 0 ❛♥❞ Pinc(t) < 1✳ ❚❤❡ t❡r♠ teq ✐s t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✐♥❝✉❜❛t✐♦♥

t✐♠❡ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ ✐♥t❡r❡st

teq = − τ

ln(Pinc)
✭✷✹✮

✸✳✸✳ ❚❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❣r♦✇t❤ r❛t❡

❙✈♦❜♦❞❛ et al.✬s ❬✶✵❪ ❞❡r✐✈❡❞ ❛ ♠✉❧t✐✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ♣r❡❝✐♣✐t❛✲

t✐♦♥ ❦✐♥❡t✐❝s ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ N ♠♦❧❡s ✇✐t❤ n ♠❛♥② ❛❧❧♦②✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥ts ❛♥❞ ❛

❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ m ♠❛♥② ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦

✐♥❝❧✉❞❡ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❣r❛❞✐❡♥ts ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♠❛tr✐①

❞✉r✐♥❣ r❡❣✐♠❡s ♦❢ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❣r♦✇t❤✳ ❙✈♦❜♦❞❛ et al.✬s ❬✶✵❪ ♣❛rt✐❝❧❡ ❣r♦✇t❤

r❛t❡ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ❡①tr❡♠✉♠ ♣r✐♥❝✐♣❧❡

❬✶✵❪✱ ✇❤✐❝❤ st❛t❡s t❤❛t
∂G

∂Rk
= −1

2

∂Q

∂Ṙk

✭✷✺✮

✇❤❡r❡ G ✐s t❤❡ ●✐❜❜s ❡♥❡r❣② ❛♥❞ Rk ✐s t❤❡ r❛❞✐✉s ♦❢ t❤❡ kt❤ ♣❛rt✐❝❧❡✳ Ṙk ✐s

t❤❡ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ♦❢ t❤❡ kt❤ ♣❛rt✐❝❧❡ ❛♥❞ Q ✐s t❤❡ t♦t❛❧ r❛t❡ ♦❢ ●✐❜❜s ❡♥❡r❣②

❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ❜② Q = Q1 +Q2 +Q3✳ ❚❤❡ t❤r❡❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s t♦ t❤❡ r❛t❡ ♦❢

❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ●✐❜❜s ❢r❡❡ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❜② ❙✈♦❜♦❞❛ et al.✬s ❬✶✵❪ ❛r❡

✷✻



✶✳ ❚❤❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r❢❛❝❡s ❞r✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♠♦❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡s✳

✷✳ ❚❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♦❢ ❝❤❡♠✐❝❛❧ s♣❡❝✐❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡✳

✸✳ ❚❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♦❢ ❝❤❡♠✐❝❛❧ s♣❡❝✐❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♠❛tr✐①✳

❚❤❡ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ r❛t❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②

Q1 =

m
∑

k=1

4πR2
kṘ

2
k

Mk

Q2 =

m
∑

k=1

n
∑

i=1

4πRgTR
5
k ċ

2
ki

45ckiDki

Q3 =

m
∑

k=1

n
∑

i=1

∫ Z

Rk

RgT

c0iD0i
4πr2J2

kidr

✭✷✻✮

✇❤❡r❡ Mk ✐s t❤❡ ♠♦❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡✱ Rg ✐s t❤❡ ❣❛s ❝♦♥st❛♥t✱ ❛♥❞ T ✐s

t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡ ❞✐✛✉s✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ it❤ ❛❧❧♦②✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t

✐s ❣✐✈❡♥ ❜② D0i ❛♥❞ Dki ❢♦r t❤❡ ♠❛tr✐① ❛♥❞ ♣❛rt✐❝❧❡ ♣❤❛s❡s✳ ❚❤❡ t❤✐r❞ r❛t❡

♦❢ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥✱ Q3✱ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ●✐❜❜s ❢r❡❡ ❡♥❡r❣② t❤r♦✉❣❤

❞✐✛✉s✐♦♥ ♦❢ s♣❡❝✐❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♠❛tr✐①✳ ▲❡t x ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡

♣❛rt✐❝❧❡ ❝❡♥tr❡ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡ Rk✳ ❚❤❡ ❞✐✛✉s✐✈❡ ✢✉① ❡♥t❡r✐♥❣ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐s ❛ss✉♠❡❞

t♦ ❜❡ r❛❞✐❛❧ ❛♥❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜②

Jki = J∗

ki

R2
k

x2

Z3 − x3

Z3 −R3
k

✭✷✼✮

✇❤❡r❡ x ✈❛r✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ Rk ❛♥❞ Z✳ ❚❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ Z ❞❡✜♥❡s t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❣r❛✲

❞✐❡♥t ❝r❡❛t❡❞ ❜② s♦❧✉t❡s ❛❜s♦r❜❡❞ ♦r ❡♠✐tt❡❞ ❜② t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♠❛tr✐①✳

❙✉❜st✐t✉t✐♥❣ ❊q✉❛t✐♦♥ ✷✼ ✐♥t♦ Q3 ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ s❡t ✷✻ ❣✐✈❡s✱

Q3 =

m
∑

k=1

n
∑

i=1

RgT

c0iD0i
4π(J∗

ki)
2R4

k

∫ Z

Rk

1

x2

(

Z3 − x3

Z3 −R3
k

)2

dx ✭✷✽✮

❚❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ Z ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉♣❡r✲s❛t✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡

❢♦r♠✐♥❣ s♣❡❝✐❡s ❬✸✶❪✳ ▲❡t Z = R(1 + ξi)✱ ✇❤❡r❡ ξi ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ξi = ωi/(2λi)

❛♥❞ ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❈❤❡♥ et al. ❬✽❪✳ ❚❤❡

t❡r♠ ✐s ♠♦❞✐✜❡❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❝❡♥tr❡✳ ωi ✐s t❤❡

❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss s✉♣❡r✲s❛t✉r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✱

ωi =
c0i − c̄0i
c̄ki − c̄0i

✭✷✾✮

✷✼



✇❤❡r❡ c̄0i ❛♥❞ c̄ki ❛r❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ❛t t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡✲♠❛tr✐① ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡

♠❛tr✐① ❛♥❞ ♣❛rt✐❝❧❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ t❡r♠ λi ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ t♦ s❛t✐s❢②

2λi − 2λ3
i

√
πexp(λ2

i )erfc(λi) = ωi ✭✸✵✮

❙✈♦❜♦❞❛ et al.✬s ❬✶✵❪ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✢✉① ❛t t❤❡

♣❛rt✐❝❧❡✲♠❛tr✐① ✐♥t❡r❢❛❝❡

J∗

ki = Ṙk (cki − c0i) +
Rk ċki
3

✭✸✶✮

❊q✉❛t✐♦♥ ✸✶ ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ s✉❜st✐t✉t❡❞ ✐♥t♦ ❊q✉❛t✐♦♥ ✷✽✳ ❚❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡

✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② Z = R(1 + ξi) = RΛi✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡

✐♥t❡❣r❛❧

Q3 =

m
∑

k=1

n
∑

i=1

RgT

c0iD0i
4πR3

kχi

(

Ṙk (cki − c0i) +
Rk ċki
3

)2

χi =
Λ6
i − 9/5Λ5

i + Λ3
i − 1/5

(Λ3
i − 1)2

✭✸✷✮

❚❤❡ t♦t❛❧ r❛t❡ ♦❢ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ●✐❜❜s ❡♥❡r❣② ✐s ♥♦✇ ❣✐✈❡♥ ❜②

Q =

m
∑

k=1

4πR2
kṘ

2
k

Mk
+

m
∑

k=1

n
∑

i=1

4πRgTR
5
k ċ

2
ki

45ckiDki

+

m
∑

k=1

n
∑

i=1

RgT

c0iD0i
4πR3

kχi

(

Ṙk (cki − c0i) +
Rk ċki
3

)2
✭✸✸✮

❚❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ ❊q✉❛t✐♦♥ ✸✸ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ Ṙk ✐s

∂Q

∂Ṙk

=

m
∑

k=1

8πR2
kṘk

Mk
+

n
∑

i=1

RgT

c0iD0i
4πR3

kṘkχi (cki − c0i)
2

+
8πRgTR

4
k

3

n
∑

i=1

χi (cki − c0i) ċki
c0iD0i

✭✸✹✮

❚❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ●✐❜❜s ❢r❡❡ ❡♥❡r❣② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ Rk ✐s

∂G

∂Rk
= 8πRkσ + 4πR2

k (∆Gc − U) ✭✸✺✮

❚❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s✉❜st✐t✉t✐♥❣ ❊q✉❛t✐♦♥s ✸✺ ❛♥❞ ✸✹ ✐♥t♦

❊q✉❛t✐♦♥ ✷✺✱ ❛♥❞ t❤❡♥ r❡❛rr❛♥❣✐♥❣ ❢♦r Ṙk✳

✷✽



❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t ċki ❤❛s ❛ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ✐♠♣❛❝t ✉♣♦♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❣r♦✇t❤ r❛t❡

❬✶✵❪✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ ♣❛rt✐❝❧❡ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥

❊q✉❛t✐♦♥ ✶✶ ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞

Rc =
2σ

∆Gc − U

A =
2σ

RgT
θ

✭✸✻✮

❚❤❡ t❡r♠ θ ✐s ♥♦✇ ✉♣❞❛t❡❞ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ χi

θ =

[

n
∑

i=1

χi(cki − c0i)
2

c0iD0i

]

−1

χi =
Λ6
i − 9/5Λ5

i + Λ3
i − 1/5

(Λ3
i − 1)2

✭✸✼✮

❚❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ t❡r♠ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❛t♦♠✐❝ ❛tt❛❝❤♠❡♥t r❛t❡✱ s❤♦✇♥

✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✶✽✳ ❙❡tt✐♥❣ χi = 1 r❡❝♦✈❡rs ❙✈♦❜♦❞❛ et al.✬s ❬✶✵❪ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡

❣r♦✇t❤ r❛t❡✳

✸✳✹✳ ■s♦❧❛t❡❞ t❡rt✐❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s

❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❝♦❛rs❡♥✐♥❣ ❦✐♥❡t✐❝s ❞✉r✐♥❣ ✐s♦t❤❡r♠❛❧ ❛❣✐♥❣ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✲

✉r❡s ✶✶ s❤♦✇ t❤❛t ❞✉r✐♥❣ ❛❣✐♥❣ ❛t ✼✵✵◦❈ t❤❡ t❡rt✐❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ r❡❧❛t✐✈❡❧②

st❛❜❧❡ ✉♥❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✇❤❡r❡ ❖st✇❛❧❞ r✐♣❡♥✐♥❣ ✇♦✉❧❞ s✉❣❣❡st t❤❡② s❤♦✉❧❞ ❞✐s✲

s♦❧✈❡✳

▼❡❛♥✲✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧s ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♠❛tr✐① ❤❛s r❡❛❝❤❡❞

❛ q✉❛s✐✲st❛t✐❝ st❛t❡✱ ❤♦✇❡✈❡r ❙✐♥❣❤ et al. ❬✸✷❪ ❛♥❞ ▲✐ et al. ❬✶✼❪ ❤❛✈❡ ♦❜s❡r✈❡❞

❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♠❛tr✐① ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛rt✐❝❧❡

♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ✇❤❡♥ ❡①❛♠✐♥✐♥❣ q✉❡♥❝❤❡❞ s♣❡❝✐♠❡♥s ♦❢ t❤❡ ♥✐❝❦❡❧ ❜❛s❡❞ s✉♣❡r❛❧❧♦②

❘❡♥❡✽✽❉❚ ❛♥❞ ❋●❍✾✻✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ▲✐ et al. ❬✶✼❪ ❛♥❞ ❘❛❞✐s et al. ❬✶✽❪ ♦❜s❡r✈❡❞

❞❡♣❧❡t✐♦♥ ③♦♥❡s s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ t❤❡ s❡❝♦♥❞❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤ t❤❡ t❡rt✐❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s

♥✉❝❧❡❛t✐♥❣ t❤❡ s✉♣❡r✲s❛t✉r❛t❡❞ r❡❣✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ s❡❝♦♥❞❛r② ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s✳ ❚❤❡

❞✐✛❡r❡♥t ♠❛tr✐① ❛♥❞ ♣❛rt✐❝❧❡ ❝❤❡♠✐str✐❡s ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ s❡❝♦♥❞❛r② ❛♥❞ t❡rt✐❛r②

❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts ✇♦✉❧❞ ❛❧t❡r t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❞r✐✈✐♥❣ ❢♦r❝❡ ❢♦r t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s✱

✐♠♣❛❝t✐♥❣ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ t❡rt✐❛r② ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s✳ ❯♥t✐❧ t❤❡ ❞❡♣❧❡t✐♦♥ ③♦♥❡s

✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♠❛tr✐① ❤♦♠♦❣❡♥✐s❡✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞❛r② ❛♥❞ t❡rt✐❛r② ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s ✇♦✉❧❞ ♥♦t

✷✾



❜❡ ✐♥ ❞✐r❡❝t ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥✳ ❚❡rt✐❛r② ❢r❡❡ ③♦♥❡s s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ t❤❡ s❡❝♦♥❞❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s

❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✶✳ ❈❤❡♥ et al. ❬✹❪ ♠❡❛s✉r❡❞ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥

❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞❛r② ❛♥❞ t❡rt✐❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ q✉❡♥❝❤❡❞ ❘❘✶✵✵✵✱

s✉❣❣❡st✐♥❣ t❤❛t s✐♠✐❧❛r ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❝❝✉rs ✐♥ ❘❘✶✵✵✵✳

❆ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥

♦❢ ✐s♦❧❛t❡❞ ♣♦❝❦❡ts ♦❢ t❡rt✐❛r② ✇❤✐❝❤ ❞♦ ♥♦t ❞✐r❡❝t❧② ❝♦♠♣❡t❡ ✇✐t❤ s❡❝♦♥❞❛r②

♣❛rt✐❝❧❡s ❢♦r s♦❧✉t❡✳ ▲❡t η ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ✐s♦❧❛t❡❞ t❡rt✐❛r② ✳ ■t ✐s

❛ss✉♠❡❞ t❤❛t η ❡✈♦❧✈❡s t❤r♦✉❣❤ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❛♥ ❆✈r❛♠✐ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛s s❤♦✇♥

❜❡❧♦✇

η(t) = exp (−Ktn)

K = D0exp

(−Qv

RgT

) ✭✸✽✮

✇❤❡r❡ D0✱ Qv✱ ❛♥❞ n ❛r❡ t❤❡ ❞✐✛✉s✐✈✐t② ❝♦♥st❛♥t✱ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ t❤❡

❡①♣♦♥❡♥t t❡r♠ ✇❤✐❝❤ ❞❡✜♥❡ ❤♦✇ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ✐s♦❧❛t❡❞ t❡rt✐❛r② ❡✈♦❧✈❡ ✇✐t❤

t✐♠❡✳ ❚❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

η̇(t) = −K n tn−1
eq η(t)

teq =

(−log(η)

K

)
1

n
✭✸✾✮

✇❤❡r❡ η(t) > 0 ❛♥❞ η(t) < 1✳

▲❡t t❤❡ γ′ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s ❜❡ s♣❧✐t ✐♥t♦ s❡♣❛r❛t❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s t♦ ❞✐st✐♥✲

❣✉✐s❤ t❤❡ ♣r✐♠❛r②✱ s❡❝♦♥❞❛r②✱ t❡rt✐❛r②✱ ❛♥❞ ✐s♦❧❛t❡❞ t❡rt✐❛r② ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡✱ ❣✐✈❡♥

❜② Fp✱ Fs✱ Ft✱ ❛♥❞ F∗

t r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ■t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t ❞✉r✐♥❣ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥✱ η = 1✱

❛♥❞ η ♦♥❧② ❡✈♦❧✈❡s ✇❤❡♥ Rc > 〈R∗

t 〉✱ ✇❤❡r❡ 〈Rt〉 ✐s t❤❡ ♠❡❛♥ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ✐s♦✲

❧❛t❡❞ t❡rt✐❛r② ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s✳ ❆❧❧ ♥✉❝❧❡❛t❡❞ t❡rt✐❛r② ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡

✐s♦❧❛t❡❞✳ ❲❤❡♥ η ✐s ❡✈♦❧✈✐♥❣✱ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝s ♦❢ t❤❡ ✐s♦❧❛t❡❞ t❡rt✐❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡

❣✐✈❡♥ ❜②

∂F∗

t (R, t)

∂t
+

∂F∗

t (R, t)V ∗(R, t)

∂R
= Ḟ∗+

t (R, t)− Ḟ∗−

t (R, t)− Q̇−(R, t) ✭✹✵✮

✇❤❡r❡ Ḟ∗+
t (R, t) ❛♥❞ Ḟ∗−

t (R, t) ❛r❡ s♦✉r❝❡ ❛♥❞ s✐♥❦ t❡r♠s ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ♥✉✲

❝❧❡❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐ss♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❡rt✐❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ t❡r♠ Q̇−(R, t)

✸✵



✐s ❛ s✐♥❦ t❡r♠ ❛♥❞ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ r❛t❡ ❛t ✇❤✐❝❤ ✐s♦❧❛t❡❞ t❡rt✐❛r✐❡s st❛rt t♦ ✐♥t❡r❛❝t

❞✐r❡❝t❧② ✇✐t❤ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥✱ ❛♥❞ ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜②

Q̇−(R, t) = −η̇F∗

t (R, t) ✭✹✶✮

❆ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② s♦✉r❝❡ t❡r♠ ✐s ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ❛❞✈❡❝t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r t❡rt✐❛r②

♣❛rt✐❝❧❡s✱ Ft(R, t)

∂Ft(R, t)

∂t
+

∂Ft(R, t)V (R, t)

∂R
= −Ḟ−

t (R, t) + Q̇+(R, t) ✭✹✷✮

✇❤❡r❡ Q̇+(R, t) = −Q̇−(R, t)✳ ❚❤❡ ✐s♦❧❛t❡❞ t❡rt✐❛r② ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦

❡✈♦❧✈❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡✐r ♦✇♥ ♣❛rt✐❝❧❡ ❣r♦✇t❤ r❛t❡

V ∗(R, t) =
A∗(t)

R

(

1

R∗

c(t)
− 1

R

)

z(R, t) ✭✹✸✮

✇❤❡r❡ A∗(t) = CA(t)✳ ❚❤❡ ❝♦♥st❛♥t C ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t♦ r❡✢❡❝t t❤❡ ✐♠♣❛❝t

♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❧♦❝❛❧ ❝❤❡♠✐str✐❡s ❛♥❞ t❤✉s t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ st❛t❡s ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡

r❡❣✐♦♥s ♦❢ ✐s♦❧❛t❡❞ t❡rt✐❛r② ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥✳

❚❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡ r❛❞✐✉s ♦❢ t❤❡ ✐s♦❧❛t❡❞ t❡rt✐❛r② ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞

❛ss✉♠✐♥❣ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ s♦❧✉t❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✐s♦❧❛t❡❞ t❡rt✐❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ t❤✉s

❛ ❝♦♥st❛♥t ✐s♦❧❛t❡❞ t❡rt✐❛r② ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥✳ ❋♦r ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ t❤❛t

❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ ❢♦r♠ s❤♦✇♥ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✹✸✱ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡

r❛❞✐✉s ❛ss✉♠✐♥❣ ❛ ❝♦♥st❛♥t ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ✐s

R∗

c(t) =

∫

∞

0
F∗

t (R, t)R z(R, t)dR
∫

∞

0
F∗

t (R, t) z(R, t)dR
✭✹✹✮

❋♦r ❛ ❞✐❧✉t❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s✱ z(R, t) ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✉♥✐t②✱ ❛♥❞ t❤❡

❝r✐t✐❝❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡ r❛❞✐✉s ♦❢ ❛ ❝♦❛rs❡♥✐♥❣ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♠❡❛♥ ♣❛rt✐❝❧❡

r❛❞✐✉s✳ ❚❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❊q✉❛t✐♦♥ ✹✹ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛♣♣❡♥❞✐①✳

✹✳ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥

❚❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ❛♥❞ ❞✐✛✉s✐✈✐t✐❡s ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉✲

❧❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❚❚◆✐✽ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ❞❛t❛❜❛s❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞
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❋✐❣✉r❡ ✶✷✿ ❛✮ ❚❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣r♦♣❡rt② ❞✐❛❣r❛♠ ❢♦r t❤❡ γ′ ❛♥❞ γ ♣❤❛s❡s ✉s✐♥❣

t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹ ❛♥❞ t❤❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ❞❛t❛❜❛s❡ ❚❚◆✐✽✳ ❜✮ ❚❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ γ′

❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❢♦r γ′ ❢♦r♠✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥ts ✉s✐♥❣ t❤❡ ❚❚◆✐✽ ❞❛t❛❜❛s❡✳

❚❛❜❧❡ ✹✿ ❙✐♠♣❧✐✜❡❞ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❘❘✶✵✵✵ ✭❛t✪✮

❆❧ ❈♦ ❈r ❍❢ ▼♦ ◆✐ ❚❛ ❚✐ ❩r

✻✳✸✺ ✶✼✳✾✹ ✶✻✳✹✾ ✵✳✶✻ ✷✳✾✽ ❜❛❧ ✵✳✻✸ ✹✳✷✾ ✵✳✵✹

✇✐t❤ t❤❡ ▼❖❇◆✐✶ ♠♦❜✐❧✐t② ❞❛t❛❜❛s❡✳ ❚❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✲

✐♥❣ t❤❡ ❚◗ ❋❖❘❚❘❆◆ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ s♦❢t✇❛r❡ ❚❤❡r♠♦❈❛❧❝ ❬✸✸❪✳

❆ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s❝r✐♣t✐✈❡ ♦❢ ❘❘✶✵✵✵ ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞✱ ❛♥❞ ✐s

♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳

❚❤❡ γ′ ♣r♦♣❡rt② ❞✐❛❣r❛♠ ❛♥❞ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ γ′ ❢♦r♠✲

❡rs ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✷ ❛✮ ❛♥❞ ❜✮✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡

❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ❛r❡ ✐♥ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts

♦❢ ❑✐t❛❣✉❤✐ et al. ❬✸✹❪✳ ❚❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❛♣♣❧② ❛♥ ❡♥❡r❣② ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ✲

✼✶✳✸✽❏✴♠♦❧ t♦ t❤❡ γ′ ♣❤❛s❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ s♦❧✈✉s t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ ∼ ✶✶✺✵◦❈✳

❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ C ✐s ✉s❡❞ ✐♥

❊q✉❛t✐♦♥ s❡t ✹✸✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧ ❡♥❡r❣②✱ ❨♦✉♥❣ ♠♦❞✉❧✉s✱ ❛♥❞ P♦✐ss♦♥✬s r❛t✐♦

❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✉s✐♥❣ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❛❜s♦❧✉t❡ t❡♠♣❡r❛✲

t✉r❡✳ ❚❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✻✱ ❛♥❞ ✉s❡ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧
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❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐♥ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✹✺✳

x =

n
∑

i=0

aiT
i ✭✹✺✮

❚❤❡ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧ ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❜② s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥t✐♥✉✐t②

❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r ♣r✐♠❛r②✱ s❡❝♦♥❞❛r②✱ ✐s♦❧❛t❡❞ t❡rt✐❛r②✱ ❛♥❞ t❡rt✐❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s✱ r❡✲

s♣❡❝t✐✈❡❧②

∂Fp(R, t)

∂t
+

∂Fp(R, t)V (R, t)

∂R
= −Ḟp(R, t)+

∂Fs(R, t)

∂t
+

∂Fs(R, t)V (R, t)

∂R
= H Ḟ+

s (R, t)− Ḟ−

s (R, t)

∂F∗

t (R, t)

∂t
+

∂F∗

t (R, t)V ∗(R, t)

∂R
= (1−H) Ḟ∗+

t (R, t)− ˙F∗−

t (R, t)− Q̇−(R, t)

∂Ft(R, t)

∂t
+

∂Ft(R, t)V (R, t)

∂R
= −Ḟ−

t (R, t) + Q̇+(R, t)

✭✹✻✮

❚❤❡ ♠♦❞❡❧ r❡q✉✐r❡s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ P❘❉ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢♦r ❡❛❝❤ t②♣❡ ♦❢ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡

❛♥❞ s✐♠✉❧❛t❡s t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ♦❢ s❡❝♦♥❞❛r② ❛♥❞ t❡rt✐❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s ❞✉r✐♥❣ ❛ s♦❧✐❞✲

s♦❧✉t✐♦♥ tr❡❛t♠❡♥t✳ ❚❤❡ t❡r♠ H ✐s ❛ ❍❡❛✈✐s✐❞❡ st❡♣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✉s❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡

t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ ♥✉❝❧❡❛t✐♥❣ ✐s♦❧❛t❡❞ t❡rt✐❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥st❡❛❞ ♦❢ s❡❝♦♥❞❛r②

♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❚❤❡ ❞❡❢❛✉❧t ✈❛❧✉❡ ❢♦r H ✐s ✉♥✐t②✱ ❛♥❞ ❤❛s ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ③❡r♦ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣

✉♣♦♥ t✇♦ ❝r✐t❡r✐❛❀ ❚❤❡ ✜rst ❝r✐t❡r✐❛ ✉s❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✇❤❡t❤❡r t♦ ♠❛❦❡ t❤❡

tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ s❡❝♦♥❞❛r② t♦ t❡rt✐❛r② ♣❛rt✐❝❧❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ✐s t♦ ❝❤❡❝❦ ✇❤❡t❤❡r t❤❡

♠❡❛♥ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s ❤❛s ❡①❝❡❡❞❡❞ ✷✺♥♠✳ ❆♥♦t❤❡r ❝r✐t❡r✐❛ ✉s❡s

t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞❛r② ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❡①❝❡❡❞✐♥❣ ✶✪ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛♥

s❡❝♦♥❞❛r② ♣❛rt✐❝❧❡ r❛❞✐✉s ❡①❝❡❡❞✐♥❣ ✺♥♠✳ ■❢ ❛♥② ♦❢ t❤❡ ❝r✐t❡r✐❛ ❛r❡ ♠❡t✱ ✐s♦❧❛t❡❞

t❡rt✐❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ ♥✉❝❧❡❛t❡❞ r❛t❤❡r t❤❛♥ s❡❝♦♥❞❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤ H = 0✳

■t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✜❡❧❞s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥s ♦❢ ✐s♦❧❛t❡❞ t❡rt✐❛r②

♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s ❛r❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② ✢❛t s♦ t❤❛t t❤❡ z(R, t) ❢❛❝t♦r ❢♦r ✐s♦❧❛t❡❞ t❡rt✐❛r②

♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② ✉♥✐t②✱ ❛♥❞ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ χi ❢♦r t❤❡ ✐s♦❧❛t❡❞ t❡rt✐❛r②

♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s ✐s ❛❧s♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② ✉♥✐t②✳ ❚❤❡ ♠❡❛♥ ♣❛rt✐❝❧❡ r❛❞✐✉s ❛♥❞ ♣❛rt✐❝❧❡

❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ t❤❛t ❡♥t❡rs t❤❡ z(r, t) ❢❛❝t♦r s❤♦✇♥ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✶✷ ✉s❡s ♠♦♠❡♥ts

t❛❦❡♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ♣r✐♠❛r②✱ s❡❝♦♥❞❛r②✱ ❛♥❞ t❡rt✐❛r② ♣❛rt✐❝❧❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
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❚❛❜❧❡ ✺✿ ▼♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✿ ❚❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧ ❡♥❡r❣②✱ σ✱ ✐s ❣✐✈❡♥

✐♥ ❑❡❧✈✐♥✳

❱❛r✐❛❜❧❡ ❱❛❧✉❡ ❯♥✐ts

Mv ✼✳✹✹❊✲✵✻ ♠3✴♠♦❧

C ✵✳✺ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss

Dv ✷✳✵❡✷✹ ✶✴s

Qv ✻✺✵ ❦❏✴♠♦❧

n ✶✳✺ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss

❚❛❜❧❡ ✻✿ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧ ❡♥❡r❣② σ✱ t❤❡ ❨♦✉♥❣ ♠♦❞✉❧✉s E✱ t❤❡

P♦✐ss♦♥✬s r❛t✐♦ v✱ ❛♥❞ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ ♠✐s✜t ε0✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧ ❡♥❡r❣② ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ Jm−2✱ ❛♥❞ t❤❡

❨♦✉♥❣ ♠♦❞✉❧✉s ✐♥ GPa✳ ❚❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❑❡❧✈✐♥✳

a0 a1 a2 a3 a4

σ ✹✳✼✽✶✵✸✾✵✽❊✲✵✷ ✲✷✳✻✻✹✸✵❊✲✵✺ ✵ ✵ ✵

E ✶✳✾✽✷✾❊✰✵✷ ✷✳✶✹✻✼❊✲✵✶ ✲✺✳✽✸✽✺❊✲✵✹ ✺✳✶✼✹✺❊✲✵✼ ✲✶✳✻✽✼✼❊✲✶✵

v ✷✳✹✺✹✺❊✲✵✶ ✹✳✵✽✾✻❊✲✵✹ ✲✺✳✷✽✸✹❊✲✵✼ ✷✳✹✸✼✵❊✲✶✵ ✲✶✳✼✸✷✽❊✲✶✺

ε0 ✾✳✾✺✽✹✹❊✲✵✹ ✲ ✻✳✾✵✺✶✷❊✲✵✼ ✲ ✶✳✸✽✵✻✽❊✲✵✾ ✶✳✺✺✾✸✹❊✲✶✷ ✲✸✳✸✶✹✸✾❊✲✶✻

❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ♦♠✐tt✐♥❣ t❤❡ ✐s♦❧❛t❡❞ t❡rt✐❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s✳

❚❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ♣❛rt✐❝❧❡ ❣r♦✇t❤ r❛t❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ r❛t❡ ❛r❡

♥♦r♠❛❧✐s❡❞ ❛♥❞ r❡❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦✉t❧✐♥❡❞ ❜② ❆♥❞❡rs♦♥ et al.

❬✶✹❪✳ ❚❤❡ ❛❞✈❡❝t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ s♦❧✈❡❞ ✉s✐♥❣ ✜♥✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❝❤❡♠❡

❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❆♥❞❡rs♦♥ et al. ❬✶✸❪✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✉s❡❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥

❢♦❧❧♦✇s t❤❛t ♦❢ ❏♦✉ et al. ❬✶✷❪✱ ✉s✐♥❣ ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡

✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥ s✐③❡ ♦❢ st❛❜❧❡ ♥✉❝❧❡✐✳ ❚❤✐s r❡q✉✐r❡s ❛ s✉✣❝✐❡♥t❧② ✜♥❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ r❛❞✐✉s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ♥✉❝❧❡✐ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

❛❝❝✉r❛t❡❧②✳
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✺✳ ❘❡s✉❧ts

✺✳✶✳ ❙♦❧✐❞ s♦❧✉t✐♦♥ tr❡❛t♠❡♥t

❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs

♦✉t❧✐♥❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹ t♦ t❤❡ ❤❡❛t tr❡❛t♠❡♥ts s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳ ❆ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥

♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✶✹ ❛♥❞ ✶✺✱

❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ s✉❜✲s♦❧✈✉s ❙❙❚ ❛♥❞ s✉♣❡r✲s♦❧✈✉s ❙❙❚ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧

♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ✐s ✐♥ t❤❡ ❛s✲❢♦r❣❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✼ ❛✮✳

❚❤❡ ❋✐❣✉r❡s ❞✐s♣❧❛② t❤❡ P❘❉s ✉s✐♥❣ ❜♦t❤ G2D ❛♥❞ G3D ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣

❊q✉❛t✐♦♥s ✼ ❛♥❞ ✽✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❋✐❣✉r❡ ✶✸ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ✸❉ P❘❉

♦❢ t❤❡ ❛s✲❢♦r❣❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r ✉s❡ ✐♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❋✐❣✉r❡s ✶✹ ❛✮ ❛♥❞ ❜✮ ❝♦♠♣❛r❡

t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ❢♦r t❤❡ ❛✐r✲❝♦♦❧❡❞ s♣❡❝✐♠❡♥✱ ✇❤✐❧st

✜❣✉r❡s ❝✮ ❛♥❞ ❞✮ ✐s ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢✉r♥❛❝❡ ❝♦♦❧❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❋✐❣✉r❡s ❜✮

❛♥❞ ❞✮ ❝♦♠♣❛r❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❙❊▼ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ✷❉ P❘❉

❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ♣r✐♠❛r② ❞✐s♣❡rs✐♦♥✳ ❋✐❣✉r❡ ✶✺ ❛✮ ❝♦♠♣❛r❡s t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❛♥❞

♠❡❛s✉r❡❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❛✐r✲❝♦♦❧ ❛❢t❡r ❛ s✉♣❡r✲s♦❧✈✉s ❙❙❚✱ ✇❤✐❧st ❋✐❣✉r❡

❜✮ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❢♦r t❤❡ ❢✉r♥❛❝❡ ❝♦♦❧✳

❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝❛♣t✉r❡s t❤❡ ♣r✐♠❛r② ♣❛rt✐❝❧❡ P❘❉s ✇✐t❤ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t✱ ❤♦✇✲

❡✈❡r ✉♥❞❡r ♣r❡❞✐❝ts t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞❛r② ♣❛rt✐❝❧❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s✉❜✲

s♦❧✈✉s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ✐♥ ❝❛♣t✉r✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛♥ s✐③❡s

♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞❛r② ❛♥❞ t❡rt✐❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ t❤❡ s✉♣❡r✲s♦❧✈✉s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ■♥ ❛❧❧

♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✱ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❞✐s♣❡rs✐♦♥s ❛r❡ ♥❛rr♦✇❡r ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦

♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳

❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ❤❡❧♣s r❛t✐♦♥❛❧✐s❡ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝s ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞❛r② ❛♥❞ t❡rt✐❛r② ♣r❡✲

❝✐♣✐t❛t❡s ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳ ❚❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ γ′ ❢♦r♠✐♥❣ ❛❧❧♦②

❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ♠❛tr✐① ❞✉r✐♥❣ q✉❡♥❝❤✐♥❣ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✻✱ ✇❤❡r❡ ❋✐❣✉r❡

✶✻ ❛✮ ❛♥❞ ❜✮ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❢♦r s✉♣❡r✲s♦❧✈✉s ❙❙❚s✱ ❛♥❞ ❋✐❣✉r❡s ❝✮ ❛♥❞ ❞✮

❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ s✉❜✲s♦❧✈✉s ❙❙❚s✳ ❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♠❛tr✐① s✉♣❡r✲s❛t✉r❛t✐♦♥ ✐s ❤✐❣❤❡r ✐♥ t❤❡

s✉♣❡r✲s♦❧✈✉s ❤❡❛t tr❡❛t♠❡♥ts ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ s✉❜✲s♦❧✈✉s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡

♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♣r✐♠❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s t❤❛t r❡❞✉❝❡ t❤❡ s♦❧✉t❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ ❢♦r♠ s❡❝♦♥❞❛r②

❛♥❞ t❡rt✐❛r② ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s✳ ❋♦r ❋✐❣✉r❡ ✶✻ ❛✮ ❛♥❞ ❜✮✱ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ ♠❛tr✐①
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s✉♣❡r✲s❛t✉r❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s✳ ❋♦r ❋✐❣✉r❡

✶✻ ❝✮ ❛♥❞ ❞✮✱ t❤❡ ❣r♦✇t❤ ♦❢ ♣r✐♠❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s ❛❜s♦r❜s ♠❛tr✐① s✉♣❡r✲s❛t✉r❛t✐♦♥✱

r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ s♦❧✉t❡ ❛♥❞ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❞r✐✈✐♥❣ ❢♦r❝❡ ❢♦r ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥✳

❚❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ♣r✐♠❛r② ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s ✐s r❡✢❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛t

✇❤✐❝❤ t❤❡ s❡❝♦♥❞❛r② ❛♥❞ t❡rt✐❛r② ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s ❛r❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ t♦ ♥✉❝❧❡❛t❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s

♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✼✳ ❋♦r t❤❡ s✉♣❡r✲s♦❧✈✉s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞❛r② ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s

♥✉❝❧❡❛t❡ ❛t ❛ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ ∼✶✶✹✷◦❈✱ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ s✉❜✲s♦❧✈✉s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t❤❡

s❡❝♦♥❞❛r② ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s ♥✉❝❧❡❛t❡ ❛t ∼✶✶✶✵◦❈✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞❛r② ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s ✐♥ t❤❡

❛✐r ❝♦♦❧❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ t♦ ♥✉❝❧❡❛t❡ ❛t t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ∼✷◦❈ ❧♦✇❡r t❤❛♥

t❤❡ ❢✉r♥❛❝❡ ❝♦♦❧❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳❚❤❡ s♠❛❧❧ ❞❡❧❛② ✐s ❛ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ✐♥❝✉❜❛t✐♦♥ t✐♠❡

✇❤✐❝❤ ❤❛s ❛ ❣r❡❛t❡r ✐♠♣❛❝t ✉♣♦♥ q✉❡♥❝❤❡s t❤❛t ❤❛✈❡ ❛ ❢❛st❡r ❝♦♦❧✐♥❣ r❛t❡✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞❛r② ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❢✉r♥❛❝❡ ❝♦♦❧❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ♣r❡✲

❞✐❝t❡❞ t♦ ♥✉❝❧❡❛t❡ ❛♥❞ ❣r♦✇ q✉✐❝❦❧② t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥✳

❆s t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞r♦♣s✱ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s r❡❛❝❤ ❛ st❛t❡ ✇❤❡r❡ t❤❡✐r ❝♦♥t✐♥✉❡❞

❣r♦✇t❤ ❝❛♥♥♦t ❦❡❡♣ ✉♣ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ♠❛tr✐① s✉♣❡r✲s❛t✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r❡❝✐♣✐✲

t❛t❡ ❢♦r♠✐♥❣ s♦❧✉t❡✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ♠❛tr✐① s♦❧✉t❡ s✉♣❡r✲s❛t✉r❛t✐♦♥ r❡❛❝❤❡s ❛ s✉✣❝✐❡♥t

❛♠♦✉♥t ❛♥❞ t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❞r✐✈✐♥❣ ❢♦r❝❡ ✐s ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤✱ t❤❡ t❡rt✐❛r② ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s

❜❡❣✐♥ t♦ ♥✉❝❧❡❛t❡ ❛♥❞ ❣r♦✇✳

❚❤❡ t❡rt✐❛r② ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s ❛r❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ t♦ ♥✉❝❧❡❛t❡ ❛t ❤✐❣❤❡r t❡♠♣❡r❛t✉r❡s

✐♥ t❤❡ ❛✐r q✉❡♥❝❤❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✽✶✺✲✽✸✵◦❈✮ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❢✉r♥❛❝❡ ❝♦♦❧❡❞ ❝♦♥✲

❞✐t✐♦♥s ✭✻✺✵ ✲ ✻✾✵◦❈✮✳ ❉❡s♣✐t❡ t❤❡ t❡rt✐❛r② ♥✉❝❧❡❛t✐♥❣ ❛t ❛ ❤✐❣❤❡r t❡♠♣❡r❛t✉r❡

✐♥ t❤❡ ❛✐r ❝♦♦❧❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ t❤❡ t❡rt✐❛r② ✐♥ t❤❡ ❢✉r♥❛❝❡ ❝♦♦❧❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡

♣r❡❞✐❝t❡❞ t♦ ❣r♦✇ t♦ ❧❛r❣❡r ♠❡❛♥ s✐③❡s ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ t❤❡ ❛✐r ❝♦♦❧❡❞ ❝♦♥❞✐✲

t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ t❡rt✐❛r② ✐♥ t❤❡ ❢✉r♥❛❝❡ ❝♦♦❧❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ❡①♣♦s❡❞

t♦ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ✇❤❡r❡ t❤❡② ❝❛♥ ❣r♦✇ ❛♥❞ ❝♦❛rs❡♥ ❢♦r ❛ ❣r❡❛t❡r ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡✳

❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✐♥❞✐❝❛t❡ ❛ ❧❛r❣❡r ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❡rt✐❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥

t❤❡ ❢✉r♥❛❝❡ ❝♦♦❧❡❞ s✉♣❡r✲s♦❧✈✉s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❢✉r♥❛❝❡ ❝♦♦❧❡❞ s✉❜✲

s♦❧✈✉s ❢✉r♥❛❝❡ ❝♦♦❧❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ s✉❣❣❡sts t❤❛t t❤✐s ♠❛② ❜❡ ❞✉❡ t♦

t❤❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❧❛r❣❡r s❡❝♦♥❞❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ t❤❡ s✉♣❡r✲s♦❧✈✉s ❢✉r♥❛❝❡ ❝♦♦❧❡❞

❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✇❤♦s❡ ❣r♦✇t❤ ❦✐♥❡t✐❝s ✇♦✉❧❞ ❜❡ s❧✉❣❣✐s❤✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r ❛ ❣r❡❛t❡r ❜✉✐❧❞

✉♣ ♦❢ s✉♣❡r✲s❛t✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ❢♦r♠✐♥❣ s♦❧✉t❡s✱ ❛♥❞ t❤✉s ♠♦r❡ t❡rt✐❛r②
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❚❛❜❧❡ ✼✿ ❚❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ s❡❝♦♥❞❛r② ❛♥❞ t❡rt✐❛r② ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ♣♦♣✉❧❛✲

t✐♦♥s ♥✉❝❧❡❛t❡✳

❍❡❛t tr❡❛t♠❡♥t
◆✉❝❧❡❛t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✭❭❞❡❣r❡❡ ❈✮

❙❡❝♦♥❞❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s ❚❡rt✐❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s

❙✉♣❡r✲s♦❧✈✉s ❙❙❚ ✰ ❆✐r q✉❡♥❝❤ ✶✶✹✷✳✹ ✽✷✼✳✽

❙✉♣❡r✲s♦❧✈✉s ❙❙❚ ✰ ❋✉r♥❛❝❡ q✉❡♥❝❤ ✶✶✹✸✳✼ ✻✽✾✳✾

❙✉❜✲s♦❧✈✉s ❙❙❚ ✰ ❆✐r q✉❡♥❝❤ ✶✶✵✽✳✻ ✽✶✻✳✼

❙✉❜✲s♦❧✈✉s ❙❙❚ ✰ ❋✉r♥❛❝❡ q✉❡♥❝❤ ✶✶✶✶✳✶ ✻✹✽✳✹

♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s✳ ❚❤❡ s♠❛❧❧❡r s❡❝♦♥❞❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ t❤❡ s✉❜✲s♦❧✈✉s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✇♦✉❧❞

❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❣r♦✇ ❛♥❞ ❛❜s♦r❜ ♠♦r❡ s♦❧✉t❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ q✉❡♥❝❤ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ t❤❡

s✉♣❡r✲s♦❧✈✉s ❢✉r♥❛❝❡ ❝♦♦❧❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳

✺✳✷✳ ❆❣✐♥❣

❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦❛rs❡✲❣r❛✐♥ ❘❘✶✵✵✵ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✾✳ ❚❤❡

❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ✸❉ P❘❉ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞❛r② ❛♥❞ t❡rt✐❛r② ♣❛rt✐❝❧❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ✐s

s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✼✳ ❚❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❛❣✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ t❤✐s ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✐s ♣r❡✲

s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✽✱ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛♥❞ ♣r❡❞✐❝t❡❞ P❘❉s✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧

♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❛♥❞ t❡rt✐❛r② ❞❛t❛ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❚❊▼ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦♥✈❡rt❡❞ ✐♥t♦ F2D

✉s✐♥❣ ❊q✉❛t✐♦♥ ✻✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✾ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❛r❡❛ ❢r❛❝✲

t✐♦♥ r❡❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✼✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝❛♣t✉r❡s t❤❡ ❝♦❛rs❡♥✐♥❣ ♦❢

❜♦t❤ t❤❡ s❡❝♦♥❞❛r② ❛♥❞ t❡rt✐❛r② ♣❛rt✐❝❧❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❛❝❝✉r❛❝②✳

❚❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ t❡rt✐❛r② ♣❛rt✐❝❧❡ r❛❞✐✉s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✽ ❝✮ ✐s

♥♦t ❝❛♣t✉r❡❞✳ ❚❤❡ ✇✐❞❡r ❜✐♠♦❞❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❡rt✐❛r② ♠❛② ❜❡ ❛ r❡s✉❧t ♦❢

❝♦❛❧❡s❝❡♥❝❡✳

✻✳ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

✻✳✶✳ ❚❡rt✐❛r② ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ❦✐♥❡t✐❝s

❋✐❣✉r❡ ✶✾ ❝♦♠♣❛r❡s t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡❞ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❡rt✐❛r✐❡s

❞✉r✐♥❣ ✐s♦t❤❡r♠❛❧ ❛❣✐♥❣ ♦❢ ❛s✲❤❡❛t tr❡❛t❡❞ ❝♦❛rs❡ ❣r❛✐♥ ❘❘✶✵✵✵✳ ❚✇♦ ✈❛r✐✲

❛♥ts ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞❀ ♦♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ tr❡❛t♠❡♥t ♦❢
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❋✐❣✉r❡ ✶✸✿ ❚❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ✸❉ P❘❉ ✐♥ t❤❡ ❛s✲❢♦r❣❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❋✐❣✉r❡ ❛✮ ❝♦♠♣❛r❡s t❤❡

♠❡❛s✉r❡❞ ♣r✐♠❛r② P❘❉ ❢r♦♠ ❙❊▼ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤s ✇✐t❤ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ P❘❉ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡ ❝r♦ss

s❡❝t✐♦♥s✳ ❋✐❣✉r❡ ❜✮ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ✸❉ P❘❉ ❢♦r ♣r✐♠❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s✱ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡

❛ss♦❝✐❛t❡❞ P❘❉ ♦❢ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥s✳ ❋✐❣✉r❡s ❝✮ ❛♥❞ ❞✮ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ✸❉ P❘❉s ❢♦r

s❡❝♦♥❞❛r② ❛♥❞ t❡rt✐❛r② ♣❛rt✐❝❧❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ✉s✐♥❣ ❚❊▼ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤s✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✹✿ ❆ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡❞ P❘❉s ❢♦r s✉❜✲s♦❧✈✉s ❙❙❚ ✇✐t❤

❋✐❣✉r❡s ❛✮ ❛♥❞ ❜✮ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r ❛♥ ❛✐r ❝♦♦❧ ❛♥❞ ❋✐❣✉r❡s ❝✮ ❛♥❞ ❞✮ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts

❢♦r t❤❡ ❢✉r♥❛❝❡ ❝♦♦❧✳ ❋✐❣✉r❡s ❛✮ ❛♥❞ ❝✮ ❝♦♠♣❛r❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❞❛t❛ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❛♥❛❧②s✐s

♦❢ ❚❊▼ ❞❛t❛✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ✸❉ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s✳

❋✐❣✉r❡ ✶✺✿ ❆ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❞✐s♣❡rs✐♦♥s ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣

❛ s✉♣❡r✲s♦❧✈✉s ❙❙❚ ✇✐t❤ ❡✐t❤❡r ❛✮ ❛♥ ❛✐r ❝♦♦❧✱ ♦r ❜✮ ❛ ❢✉r♥❛❝❡ ❝♦♦❧✳ ❋✐❣✉r❡ ❛✮ ❝♦♠♣❛r❡s t❤❡

✸❉ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s✱ ✉t✐❧✐s✐♥❣ ❞❛t❛ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❚❊▼ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤s✱ ✇❤✐❧st ❋✐❣✉r❡ ❜✮

❝❛❧❝✉❧❛t❡s t❤❡ ✷❉ P❘❉ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❢♦r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ❞❛t❛ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠

❙❊▼ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤s✳

✸✾



❋✐❣✉r❡ ✶✻✿ ❚❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ ❙❙❚ ❛♥❞ q✉❡♥❝❤ ❢r♦♠

❛ s✉♣❡r✲s♦❧✈✉s t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ❛ s✉❜✲s♦❧✈✉s t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❋✐❣✉r❡s ❛✮ ❛♥❞ ❜✮ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡

❙❙❚ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ ❢✉r♥❛❝❡ q✉❡♥❝❤ ❛♥❞ ❛✐r q✉❡♥❝❤✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❋✐❣✉r❡s ❝✮ ❛♥❞ ❞✮ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛

s✉❜✲s♦❧✈✉s ❙❙❚ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ ❢✉r♥❛❝❡ q✉❡♥❝❤ ❛♥❞ ❛✐r q✉❡♥❝❤✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

✹✵



❋✐❣✉r❡ ✶✼✿ ❚❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ P❘❉ ❞❡s❝r✐♣t✐✈❡ ♦❢ ❝♦❛rs❡✲❣r❛✐♥ ❘❘✶✵✵✵ ❢♦r ✉s❡

✐♥ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣✳ ❋✐❣✉r❡ ❛✮ ❝♦♠♣❛r❡s t❤❡ P❘❉ ♠❡❛s✉r❡❞ ❢r♦♠ ❙❊▼ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤s

✇✐t❤ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❞✐s♣❡rs✐♦♥✳ ❋✐❣✉r❡ ❜✮ s❤♦✇s t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ✸❉ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡

❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✷❉ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥s✳ ❋✐❣✉r❡ ❝✮ s❤♦✇s t❤❡ P❘❉ ✉s❡❞ t♦ ❝❛♣t✉r❡

t❤❡ ✸❉ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ t❡rt✐❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s✳

❋✐❣✉r❡ ✶✽✿ ❆ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛♥❞ ♣r❡❞✐❝t❡❞ P❘❉s ❞✉r✐♥❣ ✐s♦t❤❡r♠❛❧ ❛❣✐♥❣ ♦❢

❝♦❛rs❡✲❣r❛✐♥ ❘❘✶✵✵✵✳ ❚❤❡ t❡rt✐❛r② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s s❤♦✇♥ ✐♥ ❣r❡② ♦r✐❣✐♥❛t❡ ❢r♦♠ ❙❊▼ ♠✐❝r♦✲

❣r❛♣❤s✳

✹✶



t❤❡ t❡rt✐❛r② ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s✱ ❛♥❞ ♦♥❡ ✇✐t❤♦✉t✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ✧❆♥❞❡rs♦♥

et al. ✭✷✵✷✵✮✧ ❛♥❞ ✧❆♥❞❡rs♦♥ et al. ✭✷✵✶✽✮✧✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❉✉r✐♥❣ ❝♦❛rs❡♥✐♥❣✱

t❤❡ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝ts ♠✐♥✐♠❛❧ s♦❧✉t❡ s✉♣❡r s❛t✉r❛t✐♦♥ ✐♥

t❤❡ ♠❛tr✐①✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ χi ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✸✼ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✉♥✐t②✱ ❛♥❞ t❤❡

♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝ts s✐♠✐❧❛r ❜❡❤❛✈✐♦✉r t♦ t❤❛t ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❆♥❞❡rs♦♥ et al. ❬✶✹❪ ❞✉r✲

✐♥❣ ❝♦❛rs❡♥✐♥❣✳ ❋✐❣✉r❡ ✶✾ ❛✮✱ ❜✮✱ ❛♥❞ ❝✮ s❤♦✇ t❤❡ ❝♦❛rs❡♥✐♥❣ ❦✐♥❡t✐❝s ❛t ✼✵✵◦❈✱

✼✺✵◦❈ ❛♥❞ ✽✵✵◦❈✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✲

✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❡rt✐❛r✐❡s ✐s ♣r❡❞✐❝t❡❞ t♦ ❞❡❝r❡❛s❡ ❢r♦♠ t❤❡

♦♥s❡t ♦❢ ❛❣✐♥❣✱ ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ t❡rt✐❛r② ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s

♦❜s❡r✈❡❞ ❛t ✼✵✵◦❈✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts s✉❣❣❡st ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❡rt✐❛r② ✈♦❧✉♠❡

❢r❛❝t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ ❛❣✐♥❣ ❛t ✼✵✵◦❈✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ❞♦❡s ♥♦t ❝❛♣t✉r❡ t❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦✉r✱

✇✐t❤ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s r❛♣✐❞❧② ❣r♦✇✐♥❣ t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠

✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥✳ ❋✐❣✉r❡ ✶✾ ❝✮ s❤♦✇s t✇♦ ❞r♦♣s ✐♥ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❡r✲

t✐❛r② ✇❤❡♥ ❡①❛♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✳ ❚❤✐s

❜❡❤❛✈✐♦✉r ✐s ❝❛✉s❡❞ ❜② ❛ s❤✐❢t ❢r♦♠ ❝♦❛rs❡♥✐♥❣ t♦ ❞✐ss♦❧✉t✐♦♥ ❦✐♥❡t✐❝s ♦❢ t❤❡

t❡rt✐❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s ❛s η ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ③❡r♦✳

■t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❛t t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✐s st✐❧❧ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ r❡❣✐♠❡ ♦❢

❣r♦✇t❤ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❛❣✐♥❣ ❤❡❛t tr❡❛t♠❡♥ts ❡①❛♠✐♥❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✳ Pr❡❝✐♣✐t❛t❡

❢♦r♠✐♥❣ s♦❧✉t❡ ♠❛② ❜❡ tr❛♣♣❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❞❡♣❧❡t✐♦♥ ③♦♥❡s t❤❛t ❞❡✈❡❧♦♣ ❞✉r✲

✐♥❣ t❤❡ q✉❡♥❝❤✳ ❉✉r✐♥❣ ❛❣✐♥❣✱ t❤❡ tr❛♣♣❡❞ s♦❧✉t❡ ✇♦✉❧❞ s❧♦✇❧② ❞✐✛✉s❡ t♦ t❤❡

s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ t❡rt✐❛r② t♦ ❣r♦✇ r❛t❤❡r t❤❛♥ ❞✐ss♦❧✈❡✳

❖t❤❡r ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥s t❤❛t ♠❛② ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ t❡rt✐❛r② ♣❛rt✐✲

❝❧❡s ✐♥❝❧✉❞❡ ❧♦❝❛❧ s♣❛t✐❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✐♥ ❜♦t❤ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❧❛tt✐❝❡ ❞✐st♦rt✐♦♥✳ ■t

✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡

♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ❛s t❤❡② ♥✉❝❧❡❛t❡ ❛♥❞ ❣r♦✇ ✐♥ ❛ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣♦✲

s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ✈❛r② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛t ✇❤✐❝❤

t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ♥✉❝❧❡❛t❡✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s ❡✈♦❧✈❡ t♦✇❛r❞s ❛

❞②♥❛♠✐❝ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ❤♦✇❡✈❡r t❤❡ ❧❛r❣❡r ♣❛rt✐❝❧❡s t❛❦❡ ❧♦♥❣❡r t♦ ❝❤❛♥❣❡ ❝♦♠♣♦✲

s✐t✐♦♥ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❜❡✐♥❣ ❧♦❝❦❡❞ ✐♥✳ ❚❤❡ t❡rt✐❛r②

♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s ❤❛✈❡ ❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♥❣

t♦ t❤❡✐r st❛❜✐❧✐t②✳ ❙✈♦❜♦❞❛ et al.✬s ❬✶✵❪ ♠♦❞❡❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ❛❜✐❧✐t②

✹✷



t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ❆ ❦❡② ❞❡t❛✐❧ s✉❝❤ ❛

♠♦❞❡❧ ❧❛❝❦s ✐s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ♠❛tr✐① ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♥❡✐❣❤❜♦✉r✐♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t

♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❤♦✇ t❤❡ ♠❛tr✐① ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡✈♦❧✈❡s ✇✐t❤ t✐♠❡✳ ❚❤❡

♠❛tr✐① ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ♥♦t st❛② st❛t✐❝✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡♣❧❡t✐♦♥ ③♦♥❡s ❤♦♠♦❣❡♥✐③❡

❞✉r✐♥❣ ❡①♣♦s✉r❡ t♦ ❡❧❡✈❛t❡❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❚❤❡ s✐♠♣❧❡st ♠♦❞❡❧ t❤❛t ❝❛♣t✉r❡s

t❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦✉r ❛r❡ t❤❡ ✶❉ ♣❤❛s❡ ✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❑✐t❛s❤✐♠❛ et al. ❬✸✺❪

❛♥❞ ❋❧❡❝❦ et al. ❬✸✻❪✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦✛❡rs t❤❡ ❜❡♥❡✜ts ♦❢ ❝❛♣t✉r✐♥❣ ❝♦❛❧❡s❝❡♥❝❡

❡✈❡♥ts✱ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡♣❧❡t✐♦♥ ③♦♥❡✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡

✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ♠✐s✜t str❛✐♥ ❡♥❡r❣② ✉♣♦♥ ♣❛rt✐❝❧❡ t❤❡ ❣r♦✇t❤ r❛t❡✱ ❛♥❞ ❝❛♣t✉r✲

✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✜❡❧❞s ❡①♣❧✐❝✐t❧②✳ ❆ ✶❉ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ st✐❧❧ r❡q✉✐r❡s

s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦t❡♥✲

t✐❛❧s ✇✐t❤ s✉✣❝✐❡♥t r❡s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♣r♦✜❧❡s ♦❢ ❛ st❛t✐st✐❝❛❧❧②

r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s✳

❚❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ♠✐s✜t str❛✐♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ❜❡t✇❡❡♥ s❡❝♦♥❞❛r② ♣r❡❝✐♣✐✲

t❛t❡s ❝♦✉❧❞ s❧♦✇ t❤❡✐r ❣r♦✇t❤✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉❡❞ ❣r♦✇t❤ ❛♥❞ st❛❜✐❧✐t②

♦❢ t❤❡ t❡rt✐❛r② ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s✳ ❚❤♦r♥t♦♥ et al. ❬✸✼❪ ❝♦✐♥❡❞ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✧✐♥✈❡rs❡

❝♦❛rs❡♥✐♥❣✧ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ s❝❡♥❛r✐♦ ✇❤❡r❡ ❛ s♠❛❧❧❡r ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ❣r♦✇s ❛t t❤❡

❡①♣❡♥s❡ ♦❢ ❛ ❧❛r❣❡r ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ❞✉❡ t♦ ❡♥❡r❣② ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❝♦♥tr✐✲

❜✉t✐♦♥s ❢r♦♠ ❜♦t❤ ✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ❡❧❛st✐❝ ♠✐s✜t ❡♥❡r❣②✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞❛r②

♣❛rt✐❝❧❡s ♠❛② ❣r♦✇ ✐♥t♦ ❝✉❜♦✐❞❛❧ ❣❡♦♠❡tr② r❛t❤❡r t❤❛♥ ❝♦♥t✐♥✉✐♥❣ t♦ ❣r♦✇ ✐s♦✲

t♦♣✐❝❛❧❧②✱ r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡✐r ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ t❡rt✐❛r② ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s✳

❈♦❛❧❡s❝❡♥❝❡ ♦❢ t❡rt✐❛r② ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s ✇♦✉❧❞ ❛❧❧♦✇ t❤❡✐r s✐③❡ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ q✉✐❝❦❧②✱

♣r♦❧♦♥❣✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❞✐ss♦❧✈❡ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s ✇❤❡♥ t❤❡② ❡✈❡♥t✉❛❧❧②

❝♦♠❡ ✐♥t♦ ❞✐r❡❝t ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ✇✐t❤ s❡❝♦♥❞❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s ❢♦r s♦❧✉t❡✳

❆♥♦t❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ❦✐♥❡t✐❝s ❛s ❛ ❞✐r❡❝t ❢✉♥❝t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡✬s ✐♠♠❡❞✐❛t❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t t❤r♦✉❣❤ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❛rr❛♥❣❡✲

♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s ❬✸✽✱ ✸✾❪✳ ❚❤❡ ❝❧✉st❡r❡❞ t❡rt✐❛r② ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s ✇♦✉❧❞ ❝♦♠✲

♣❡t❡ ✇✐t❤ t❤❡✐r ✐♠♠❡❞✐❛t❡ ♥❡✐❣❤❜♦✉rs r❛t❤❡r t❤❛♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ✉♥t✐❧

t❤❡ s❡❝♦♥❞❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s ❣r♦✇ t♦ ❞✐r❡❝t❧② ❝♦♠♣❡t❡ ✇✐t❤ t❤❡ t❡rt✐❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s✳

❆ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ C ♣❛r❛♠❡t❡r ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝s ♦❢

✐s♦❧❛t❡❞ t❡rt✐❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✹✸✳ ❚❤❡ ♥❡❡❞ ❢♦r t❤✐s r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ ❦✐♥❡t✐❝s

✹✸



♠❛② ❛r✐s❡ ❢r♦♠ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s✳ ❈♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❛r❡ ❦♥♦✇♥ t♦

❞❡✈❡❧♦♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ γ′ ✐♥ ❘❘✶✵✵✵ ❬✹❪✳ ■t ✐s ❧✐❦❡❧② t❤❛t t❤❡

❢❛st ❞✐✛✉s✐♥❣ γ′ ❢♦r♠✐♥❣ s♦❧✉t❡s ❛r❡ q✉✐❝❦❧② ❛❜s♦r❜❡❞ ❜② s❡❝♦♥❞❛r② ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s✳

❚❤❡ t❡rt✐❛r② γ′ ❛r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ❢♦r♠ ❢r♦♠ t❤❡ s❧♦✇❡r ❞✐✛✉s✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥ts r❡♠❛✐♥✐♥❣

✐♥ t❤❡ ♠❛tr✐①✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ t❤❡✐r s❧♦✇❡r ❣r♦✇t❤ ❦✐♥❡t✐❝s✳ ❆r❞❡❧❧

❛♥❞ ❖③♦❧✐♥s ❬✹✵❪ ♣r♦♣♦s❡❞ t❤❛t ❞✉r✐♥❣ ❝❡rt❛✐♥ r❡❣✐♠❡s✱ t❤❡ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ♦❢ ❛

♣❛rt✐❝❧❡ ♠❛② ❜❡ ❧✐♠✐t❡❞ ❜② t❤❡ r❛t❡ ❛t ✇❤✐❝❤ s♦❧✉t❡ ✐s ❛❜s♦r❜❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡

♣❛rt✐❝❧❡✴♠❛tr✐① ✐♥t❡r❢❛❝❡ ♦♣♣♦s❡❞ t♦ t❤❡ r❛t❡ ❛t ✇❤✐❝❤ s♦❧✉t❡ ❞✐✛✉s❡s t❤r♦✉❣❤

t❤❡ ♠❛tr✐①✳ ❚❤✐s ♠❛② ❡①♣❧❛✐♥ ♦r ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ t❤❡ ♥❡❡❞ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ t❡rt✐❛r②

♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ❜② t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t C✳ P❧♦t♥✐❦♦✈ et al. ❬✹✶❪ ❤❛✈❡ ♦❜s❡r✈❡❞

t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ γ✴γ′ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞✉r✐♥❣ ❝♦❛rs❡♥✐♥❣ ♦❢ γ′ ✐♥ ❜✐♥❛r② ◆✐✲❆❧ ❛❧❧♦②s✳

❚❤✐s ✇♦✉❧❞ s✉❣❣❡st t❤❛t t❤❡ t❡rt✐❛r② ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s ❤❛✈❡ ❛ ❧❛r❣❡r ✐♥t❡r❢❛❝❡✱ ✇✐t❤

s❧♦✇❡r ❦✐♥❡t✐❝s ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❚r❛♥s✲■♥t❡r❢❛❝❡ ❞✐✛✉s✐♦♥✲❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ✭❚■❉❈✮ ♠♦❞❡❧

❬✹✵❪✳

■t ✐s ❧✐❦❡❧② t❤❛t ❛❧❧ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ st❛✲

❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ t❡rt✐❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s✳

✻✳✷✳ Ps✉❡❞♦✲❜✐♥❛r② ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s

❚❤✐s ✇♦r❦ ❤❛s ✉t✐❧✐s❡❞ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ❛♥❞ ♠♦❜✐❧✐t② ❞❛t❛❜❛s❡s t♦

❞❡t❡r♠✐♥❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ❦✐♥❡t✐❝s✱ ❤♦✇❡✈❡r ❛ ♣s❡✉❞♦✲❜✐♥❛r② ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♠❛② ❜❡

✉t✐❧✐s❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❜♦t❤ t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❞r✐✈✐♥❣ ❢♦r❝❡ ❛♥❞ ♠♦❜✐❧✐t② ♣❛r❛♠❡t❡rs

❬✹✷❪✳ ❚❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❞r✐✈✐♥❣ ❢♦r❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② ❬✹✸❪

∆Gc =
(Cγ − Cγ′)RgT ln (Cγ/Cm)

(1− Cγ)Tf

Tf = 1 +
∂v

∂Cγ

✭✹✼✮

✇❤❡r❡ Cγ ❛♥❞ Cγ′ ❛r❡ t❤❡ s✉♠♠❛t✐♦♥ ♦❢ γ′ ❢♦r♠✐♥❣ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s

✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♠❛tr✐① ❛♥❞ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ t❡r♠ v ✐s t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ❛♥❞ Tf

✐s t❤❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ❢❛❝t♦r✳ Cm ✐s t❤❡ ♣s❡✉❞♦✲❜✐♥❛r② s♦❧✉t❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡

❢♦r♠✐♥❣ s♣❡❝✐❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♠❛tr✐①✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠

Cm =
Cb − φC ′

γ

1− φ
✭✹✽✮

✹✹



❋✐❣✉r❡ ✶✾✿ ❆ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡❞ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢

t❡rt✐❛r② ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❦✐♥❡t✐❝s ❛t ❛✮ ✼✵✵◦❈✱ ❜✮ ✼✺✵◦❈✱ ❛♥❞ ❝✮ ✽✵✵◦❈✳ ❚❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s

✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧ ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ❛❣❛✐♥st t❤♦s❡ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ tr❡❛t♠❡♥t

♦❢ t❤❡ ✐s♦❧❛t❡❞ t❡rt✐❛r② ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s✳

✹✺



Cb ✐s t❤❡ ❜✉❧❦ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡ ❢♦r♠✐♥❣ s♣❡❝✐❡s✳ ❚❤❡ ❜✐♥❛r② ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡

θ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ ❜♦t❤ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❣r♦✇ r❛t❡ ❛♥❞ ❛t♦♠✐❝ ❛tt❛❝❤♠❡♥t

r❛t❡ ✭❊q✉❛t✐♦♥s ✶✽ ❛♥❞ ✸✻✮✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ s✉♣❡r✲s❛t✉r❛t✐♦♥ t❡r♠ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜❡❧♦✇

θ = χmCmDvVm ✭✹✾✮

✇❤❡r❡ χm ✐s t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡ t❡r♠ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♣s❡✉❞♦✲❜✐♥❛r② ♠❛tr✐①

❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ Dv ✐s t❤❡ r❛t❡ ❧✐♠✐t✐♥❣ ❞✐✛✉s✐✈✐t②✳ ❚❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣s❡✉❞♦

❜✐♥❛r② ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② s✉♠♠✐♥❣ t❤❡ γ′ ❢♦r♠❡rs ✭❆❧✱ ❍❢✱

❚❛✱ ❛♥❞ ❚✐ ✐♥ ❘❘✶✵✵✵✮ ❢r♦♠ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❢♦r γ′ ❛♥❞ γ ✐♥ ❘❘✶✵✵✵

✉s✐♥❣ t❤❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ❞❛t❛❜❛s❡ ❚❚◆✐✽ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✷ ❜✮✳ ❚❤❡ ❝❤❡♠✲

✐❝❛❧ ❞r✐✈✐♥❣ ❢♦r❝❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ ❊q✉❛t✐♦♥ ✶✻ ❛♥❞ ✹✼ ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡

✷✵ ❛✮✱ ❜✮ ❛♥❞ ❝✮ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥s ♦❢ γ′ ✉♣ t♦ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✈♦❧✲

✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❢♦r t❤r❡❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✳ ❚❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❛ss❡ss❡❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥

♥♦r♠❛❧✐s❡❞ ❜② t❤❡ s♦❧✈✉s t❡♠♣❡r❛t✉r❡ Ts✳ ❚❤❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ❢❛❝t♦r ✇❛s s❡t

t♦ Tf = 1 ❢♦r t❤❡ ♣s❡✉❞♦✲❜✐♥❛r② ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❞r✐✈✐♥❣ ❢♦r❝❡✳ ❆t ❤✐❣❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡

t❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ s✐♠✐❧❛r ❛s s❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✵ ❝✮✱ ❤♦✇❡✈❡r t❤❡ tr❡♥❞ ✐♥ ❜❡❤❛✈✐♦✉r

❞❡✈✐❛t❡s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❛t ❧♦✇❡r t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ❛s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✵ ❛✮✳ ❚❤❡

♠✉❧t✐✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❞r✐✈✐♥❣ ❢♦r❝❡ ✐s ❝❛♣t✉r✐♥❣ ✐♥t❡r❛❝✲

t✐♦♥ ❡✛❡❝ts ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛❧❧♦②✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥ts ✇❤✐❝❤ ✐s ♠✐ss✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♣s❡✉❞♦✲❜✐♥❛r②

❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡s❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s r❡❞✉❝❡ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥

t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❬✹✹❪✳ ❆ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ❢❛❝t♦r

s❤♦✇♥ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✹✼ ♠❛② r❡s♦❧✈❡ t❤✐s ❞❡✜❝✐❡♥❝②✳

❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣s❡✉❞♦✲❜✐♥❛r② ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s

❢♦r t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❞r✐✈✐♥❣ ❢♦r❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❜✐❧✐t② t❡r♠ s❤♦✇♥ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥s ✹✼

❛♥❞ ✹✾✮✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❞✐✛✉s✐✈✐t② ❛♥❞ ✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧ ❡♥❡r❣② ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ t♦

❝❛♣t✉r❡ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞❛r② ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✵ ❞✮ ❛♥❞ ❡✮ ❝♦♠♣❛r❡s

t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ ❞✐s♣❡rs✐♦♥s ✇✐t❤ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✉s✐♥❣ ❜♦t❤ t❤❡ ♠✉❧t✐✲

❝♦♠♣♦♥❡♥t ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣s❡✉❞♦✲❜✐♥❛r② ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❛✐r

❝♦♦❧❡❞ ❛♥❞ ❢✉r♥❛❝❡ ❝♦♦❧❡❞ s✉♣❡r✲s♦❧✈✉s ❙❙❚ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♣s❡✉❞♦✲❜✐♥❛r②

❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣r❡❞✐❝ts ❧❛r❣❡r s❡❝♦♥❞❛r② ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s ✐♥ t❤❡ ❢✉r♥❛❝❡ ❝♦♦❧❡❞ ❝♦♥✲

❞✐t✐♦♥ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✵ ❡✮✱ ❤♦✇❡✈❡r ✐s st✐❧❧ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❞❛t❛✳ ❉✐✛❡r❡♥❝❡s ❛r❡

✹✻



❋✐❣✉r❡ ✷✵✿ ❛✮✱ ❜✮ ❛♥❞ ❝✮ ❚❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❞r✐✈✐♥❣ ❢♦r❝❡ ❢♦r t❤❡ γ → γ′ ♣❤❛s❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♠✲

♣❛r✐♥❣ t❤❡ ♠✉❧t✐✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛♥❞ ♣s❡✉❞♦✲❜✐♥❛r② ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s s❤♦✇♥ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥s ✶✻ ❛♥❞

✹✼✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ①✲❛①✐s s❤♦✇s t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ♥♦r♠❛❧✐s❡❞ ❜② t❤❡ ❡q✉✐✲

❧✐❜r✐✉♠ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛r❡ s❤♦✇♥ ❛s ❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦❧✈✉s

t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ γ′ ✐♥ γ ✭Ts ∼✶✶✺✵◦❈✮✳ ❞✮ ❆ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛♥❞ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❞✐s♣❡r✲

s✐♦♥s ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❢✉r♥❛❝❡ ❝♦♦❧❡❞ s✉♣❡r✲s♦❧✈✉s ❙❙❚ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠✉❧t✐✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛♥❞ ♣s❡✉❞♦✲

❜✐♥❛r② ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❡✮ ❆ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛♥❞ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❞✐s♣❡rs✐♦♥s

❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❛✐r✲❝♦♦❧❡❞ s✉♣❡r✲s♦❧✈✉s ❙❙❚ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠✉❧t✐✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛♥❞ ♣s❡✉❞♦✲❜✐♥❛r②

❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❛❧s♦ ♦❜s❡r✈❡❞ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ t❡rt✐❛r② ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s✱ ✇✐t❤ t❤❡ ♣s❡✉❞♦✲❜✐♥❛r②

❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ ❧❛r❣❡r t❡rt✐❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❛✐r ❝♦♦❧❡❞

s♣❡❝✐♠❡♥✱ ❛♥❞ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❡rt✐❛r② ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s ❢♦r t❤❡ ❢✉r♥❛❝❡

❝♦♦❧❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ♠✉❧t✐✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

❝❤❡♠✐❝❛❧ ❞r✐✈✐♥❣ ❢♦r❝❡ ❛♥❞ ❞✐✛✉s✐✈✐t✐❡s ✉s✐♥❣ t❤❡ ❚❚◆✐✽ ❛♥❞ ▼❖❇◆✐✶ ❞❛t❛❜❛s❡s

✐s s✉❝❝❡ss❢✉❧ ✐♥ ❝❛♣t✉r✐♥❣ ❡✛❡❝ts ❛r✐s✐♥❣ ❢r♦♠ str♦♥❣ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡r♠♦✲

❞②♥❛♠✐❝ ❛♥❞ ❦✐♥❡t✐❝ ❡✛❡❝ts ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♠✐ss✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♣s❡✉❞♦✲❜✐♥❛r② ❛♣♣r♦①✐✲

♠❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ γ′ ❦✐♥❡t✐❝s ✐♥ ❘❘✶✵✵✵✳

✹✼



✼✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

❼ ❚❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ ❦✐♥❡t✐❝s ♦❢ γ′ ✐♥ t❤❡ ◆✐ ❜❛s❡❞ s✉♣❡r❛❧❧♦② ❘❘✶✵✵✵ ❤❛s

❜❡❡♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐s❡❞✱ ❡①❛♠✐♥✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s r❡❧❡✈❛♥t t♦ ❛❧❧♦② ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛♥❞

s❡r✈✐❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥ ❛❡r♦s♣❛❝❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳

❼ ❆ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦❧❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❛t❛ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❙❊▼

❛♥❞ ❚❊▼ ❢♦r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡

❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❛ ♥❡✇ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ s✐③❡ ❛♥❞ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥

♦❢ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s ❢r♦♠ ❚❊▼ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤s ❛♥❞ ❛♥ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡

✸❉→✷❉ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ P❘❉ ❢✉♥❝t✐♦♥✳

❼ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ t❡rt✐❛r② ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s ❞✉r✐♥❣ ✐s♦t❤❡r♠❛❧ ❛❣✐♥❣ ♦❢ ❛s✲

❤❡❛t tr❡❛t❡❞ ❝♦✉rs❡ ❣r❛✐♥ ❘❘✶✵✵✵ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡s❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❝♦❛rs❡♥ ❞✉r✲

✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✇❤❡r❡ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s s✉❣❣❡sts t❤❛t t❤❡②

s❤♦✉❧❞ ❞✐ss♦❧✈❡✳

❼ ❆ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t❤❛t ❝❛♣t✉r❡s

t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❝♦❛rs❡♥✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ t❤❡ t❡rt✐❛r② ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s✳ ❈♦♥t✐♥✉✐t②

❡q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♣❛rt✐❝❧❡ ❣r♦✇t❤ r❛t❡s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ t②♣❡ ♦❢ ♣r❡❝✐♣✲

✐t❛t❡✱ ❛♥❞ ❛r❡ ❧✐♥❦❡❞ ✉s✐♥❣ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ s♦✉r❝❡ ❛♥❞ s✐♥❦ t❡r♠s✳ ❆♥ ❆✈r❛♠✐

♣❛r❛♠❡t❡r ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ✐s♦❧❛t❡❞ t❡rt✐❛r② ♣r❡✲

❝✐♣✐t❛t❡s✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ r❡❣✐♠❡ ♦❢ ❝♦❛rs❡♥✐♥❣✱ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡ r❛❞✐✉s ♦❢

t❤❡ ✐s♦❧❛t❡❞ t❡rt✐❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢

s♦❧✉t❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✐s♦❧❛t❡❞ t❡rt✐❛r② ♣❛rt✐❝❧❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳

❆♣♣❡♥❞✐①✿ ❉❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡ r❛❞✐✉s ♦❢ ❛ ❝♦❛rs❡♥✲

✐♥❣ ❞✐s♣❡rs✐♦♥

❉✉r✐♥❣ ❝♦❛rs❡♥✐♥❣ ♦❢ ❛ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥✱ s♦❧✉t❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ♣❤❛s❡

✐s ❝♦♥s❡r✈❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ r❡♠❛✐♥s ❝♦♥st❛♥t✳ ❚❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ✈♦❧✉♠❡

❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

dφ

dt
=

4π

3

d

dt

∫

∞

0

F R3 dR ✭✺✵✮

✹✽



P❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❧❡❛❞s t♦

dφ

dt
=

4π

3

∫

∞

0

(

dF
dt

R3 dR+ 3F R2 V dR+ F R3 d

dR
(dR)

)

✭✺✶✮

✇❤❡r❡ V ✐s t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❣r♦✇t❤ r❛t❡✳ ❲❡ ❝❛♥ ♠❛❦❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣

d

dR
(dR) =

∂V

∂R
dR ✭✺✷✮

❙✉❜st✐t✉t✐♥❣ ❊q✉❛t✐♦♥ ✺✷ ✐♥t♦ ❊q✉❛t✐♦♥ ✺✶ ❣✐✈❡s

dφ

dt
=

4π

3

∫

∞

0

(

dF
dt

R3 dR+ 3F R2 V dR+ F R3 ∂V

∂R
dR

)

✭✺✸✮

❚❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ F ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

dF
dt

=
∂F
∂t

+ V
∂F
∂R

✭✺✹✮

❊q✉❛t✐♦♥ ✺✹ ♠❛② ❜❡ s✉❜st✐t✉t❡❞ ✐♥t♦ ❊q✉❛t✐♦♥ ✺✸ ❛♥❞ t❤❡♥ ❜② ❣r♦✉♣✐♥❣

t❡r♠s ✇❡ ❛rr✐✈❡ ❛t

dφ

dt
=

4π

3

∫

∞

0

{(

∂F
∂t

+ V
∂F
∂R

+ F ∂V

∂R

)

R3 + 3FR2V

}

dR ✭✺✺✮

❚❤✐s ♠❛② ❜❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛✐♥ r✉❧❡

dφ

dt
=

4π

3

∫

∞

0

{(

∂F
∂t

+
∂

∂R
(FV )

)

R3 + 3FR2V

}

dR ✭✺✻✮

❚❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ❡q✉❛t✐♦♥ ❣♦✈❡r♥✐♥❣ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ❦✐♥❡t✐❝s ♠❛② ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜②

∂F
∂t

+
∂

∂R
(FV ) = I ✭✺✼✮

✇❤❡r❡ t❤❡ t❡r♠ I ❣r♦✉♣s t♦❣❡t❤❡r s♦✉r❝❡ ❛♥❞ s✐♥❦ t❡r♠s ✭Ḟ+(R, t) ❛♥❞

Ḟ−(R, t) ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✶✵✮✳ ❙✉❜st✐t✉t✐♥❣ ❊q✉❛t✐♦♥ ✺✼ ✐♥t♦ ❊q✉❛t✐♦♥ ✺✻ ❛♥❞ t❤❡♥

s❡♣❛r❛t✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❣✐✈❡s

dφ

dt
=

4π

3

∫

∞

0

I R3 dR+ 4π

∫

∞

0

F R2 V dR ✭✺✽✮

✹✾



❚❤❡ ✜rst ✐♥t❡❣r❛❧ s❤♦✇s ❤♦✇ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❝❤❛♥❣❡s ❛s ❛ r❡s♣♦♥s❡ t♦

❛♥② s♦✉r❝❡ ❛♥❞ s✐♥❦ t❡r♠s✱ s✉❝❤ ❛s ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐♥t❡❣r❛❧ ✐s t❤❡ ❝❤❛♥❣❡

✐♥ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❛s ❛ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❣r♦✇t❤ r❛t❡✱ V ✳ ❉✉r✐♥❣ ❝♦❛rs❡♥✐♥❣✱

I = 0 ❛♥❞ dφ
dt = 0 s✐♠♣❧✐❢②✐♥❣ ❊q✉❛t✐♦♥ ✺✽ t♦

∫

∞

0

F R2 V dR = 0 ✭✺✾✮

❆♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡ r❛❞✐✉s ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✐♥s❡rt❡❞ t❤❡

❣❡♥❡r✐❝ ❢♦r♠ ❢♦r t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✶✶ ✐♥t♦ ❊q✉❛t✐♦♥

✺✾✱ ❛♥❞ r❡❛rr❛♥❣✐♥❣ ❢♦r Rc

Rc =

∫

∞

0
F R z dR

∫

∞

0
F z dR

✭✻✵✮

❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡♠❡♥ts

❲❡ t❤❛♥❦ t❤❡ ❆❡r♦s♣❛❝❡ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣② ■♥st✐t✉t❡ ✭❆❚■✮ ❢♦r ❢✉♥❞✐♥❣ t❤✐s ✇♦r❦

t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ▼❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ P♦rt❢♦❧✐♦ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ✭♣r♦❥❡❝t ♥✉♠❜❡r ✶✶✸✵✽✹✮✳ ❚❤❡

❛✉t❤♦rs ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ s❤♦✇ t❤❡✐r ❣r❛t✐t✉❞❡ t♦ t❤❡ ❘♦❧❧s✲❘♦②❝❡ ♣r♦❝❡ss ♠♦❞❡❧❧✐♥❣

t❡❛♠ ❢♦r t❡❝❤♥✐❝❛❧ s✉♣♣♦rt✳ ❆ s♣❡❝✐❛❧ t❤❛♥❦s t♦ Pr♦❢❡ss♦r ❈❛t❤✐❡ ❘❛❡ ❛♥❞ ❉r

❍♦♥ ❚♦♥❣ P❛♥❣ ❢♦r t❤❡✐r ❛ss✐st❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❚❊▼ s♣❡❝✐♠❡♥s✳

❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ❡①♣r❡ss t❤❡✐r ❛♣♣r❡❝✐❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ r❡✈✐❡✇❡rs ♦❢ t❤❡ ♠❛♥✉s❝r✐♣t ✇❤♦

♠❛❞❡ str♦♥❣ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s t♦ ✐♠♣r♦✈✐♥❣ t❤✐s ✇♦r❦✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❞❡s❝r✐❜❡❞

✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❇✐r♠✐♥❣❤❛♠✬s ❇❧✉❡❇❊❆❘

❍P❈ s❡r✈✐❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❍✐❣❤ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ s❡r✈✐❝❡ t♦ t❤❡
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