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Аннотация. В работе проводится вычисление эффективного коэффициента теплопроводности для бинар-
ной полупроводниковой гетероструктуры на примере сверхрешетки GaAs/AlAs для различных периодов 
слоев и при различных температурах окружающей среды. На рассматриваемых масштабах использование 
моделей, основанных на законе Фурье, сильно ограничено, т. к. они не учитывают квантовомеханические 
свойства материалов, что дает сильное расхождение с экспериментальными данными. С другой стороны, 
использование методов молекулярной динамики позволяет получить точные решения, но они существенно 
более требовательны к вычислительным ресурсам и требуют решение нетривиальной задачи подбора по-
тенциала. При рассмотрении наноструктур хорошие результаты показали методы, основанные на решении 
кинетического уравнения Больцмана для фононов, они позволяют получить достаточно точное решение, при 
этом обладая меньшей вычислительной сложностью, чем методы молекулярной динамики. Для расчета ко-
эффициента теплопроводности в работе используется модель модального подавления, аппроксимирующая 
решение кинетического уравнения Больцмана для фононов. Дисперсионные параметры и параметры рас-
сеяния фононов получены из первопринципных расчетов. В работе учитываются двух фононные, связанные 
с изотопичеким беспорядком и барьерные, и трех фононные процессы рассеяния. Для повышения точности 
вычислений, в работе учитывается неоднородность распределения материалов по слоям сверхрешетки. 
Проведено сравнение полученных результатов с экспериментальными данными, продемонстрировано 
хорошее соответствие.
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Введение

В настоящее время, изучение вопросов тепло-
вого переноса в полупроводниковых гетерострукту-
рах является одним из приоритетных направлений 
исследований в микроэлектронике. Это связано с 
постоянным ростом частотных характеристик эле-
ментной базы, что совместно с миниатюризацией 
электроники влечет за собой увеличение удельной 
выделяемой тепловой энергии, которую требуется 
отводить, чтобы поддерживать работоспособность 
устройств [1—3].

При рассмотрении наноразмерных структур 
использование известных подходов к моделирова-
нию теплопереноса с использованием закона Фурье 
сильно ограничено, так как при этом не учитыва-
ются квантовомеханические свойства материалов в 
связи с чем полученные результаты зачастую плохо 
согласуются с экспериментальными данными [2]. 
Значительно более точные расчеты можно получить 
с использованием методов молекулярной динами-

ки [4, 5], что, в свою очередь, сопряжено с высокой 
вычислительной сложностью алгоритмов, а также c 
нетривиальной задачей подбора параметров потен-
циалов межатомного взаимодействия [6] для моде-
лирования конкретных структур и процессов.

Определенным компромиссом в смысле вычис-
лительной сложности и учета микроскопических 
эффектов можно считать моделирование теплопере-
носа на основе кинетического уравнения Больцма-
на. Отдельно стоит выделить гибридные подходы, в 
частности в работе [7] применяется вычислительная 
схема на основе кинетического уравнения для срав-
нительно узкой зоны нагрева, где преобладает бал-
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листический перенос тепла, и закон Фурье для об-
ласти диффузного распространения тепла. При этом 
требуется согласование на границах расчетных зон, 
что усложняет алгоритм. Однако в рассматриваемой 
задаче авторам удалось получить существенный 
прирост скорости, при незначительном уменьшении 
точности решения. 

При моделировании теплопереноса в полу-
проводниковых гетероструктурах особый интерес 
представляет кинетическое уравнение Больцмана 
для фононов, т. к. они являются основными перенос-
чиками тепла в полупроводниках и диэлектриках. 
При этом одна из проблем при построении вычис-
лительных алгоритмов связана с учетом рассеяния 
фононов. В общем случае приходится рассматривать 
сложное интегродифференциальное уравнение. 
Однако во многих случаях, при решении уравнения 
Больцмана достаточно учитывать лишь приближе-
ния времени релаксации, что существенно упроща-
ет задачу [1, 4].

В такой постановке необходимо решить вопрос, 
связанный с получением данных по параметрам 
релаксации. Ранее они рассчитывались полуэмпи-
рически с учетом согласования модельных вычис-
лений с результатами экспериментов. Несмотря на 
определенные успехи, данный поход весьма трудо-
затратен, в связи с чем в основном моделировались 
структуры из простых материалов (как правило, 
кремний и германий) [8—10]. Значительный прорыв 
в данном вопросе произошел при комбинировании 
методов с использованием кинетического уравнения 
с первопринципными расчетами [1, 11, 12]. При этом 
требуемые характеристики фононов могут быть по-
лучены не из аппроксимации экспериментальных 
данных, а из первопринципных вычислений, что 
значительно повышает точность вычислений, от-
крывает возможности эффективного предсказания 
свойств моделируемых материалов при этом мини-
мизируя различные допущения.

Метод расчета

В работе проводится вычисление эффектив-
ного коэффициента теплопроводности бинарной 
гетероструктуры — сверхрешетки. Для этого ис-
пользуется подход описанный в работе [11]. Расчет 
ведется в приближении виртуального кристалла [14, 
15]. В отсутствии температурного градиента и иных 
термодинамических сил система находится в тепло-
вом равновесии и распределение фононов подчинено 
закону Бозе—Эйнштейна:

  (1)

где ω — частота; kB — постоянная Больцмана;  — 
редуцированная постоянная Планка; T — темпера-

тура. При наличии теплового градиента распреде-
ление фононов отклоняется от равновесного и может 
быть описано кинетическим уравнением Больцмана 
для фононов, которое в приближении времени ре-
лаксации имеет вид:

  
(2)

где f — неизвестная функция распределения фоно-
нов; v — групповые скорости фононов; ∇T — темпе-
ратурный градиент; τ0 — время релаксации. Время 
релаксации τ0 отражает процессы рассеяния фоно-
нов. В работе учитываются следующие типы:

1. Упругое: рассеяние связанное с изотопиче-
ским беспорядком и барьерное рассеяние;

2. Ангармонические процессы: трехфононные 
взаимодействия, абсорбция (2 фонона сливаются в 
1) и эмиссия (один фонон распадается на 2).

Стоит отметить, что это не все существую-
щие типы рассеяния, в частности не учитывают-
ся электрон−фононные взаимодействия, четырех 
фононные процессы, рассеяние на границе и т. д., 
однако их вклад достаточно мал, чтобы им можно 
было пренебречь [16]. С учетом рассматриваемых 
типов рассеяния время релаксации может быть вы-
ражено как

  

(3)

где индекс λ включает в себя индекс фононной ветви 
p и волновой вектор q; τ+, τ– — влияние процессов 
абсорбции и эмиссии, соответственно; τa — вклад от 
изотопического беспорядка; τb — барьерное рассея-
ние. Расчет времени релаксации от трехфононных 
процессов проводятся по формулам [16, 17]:

  
 (4)

 (5)

где δ — дельта−функция Дирака. Вычисления ве-
дутся для дискретизированной зоны Бриллюэна: 
однородной решетки q−точек. Матрица рассеяния 
V рассчитывается как [18] 

  (6)

где i, j, k — атомные индексы; α, β, γ — координаты; 
m — массы атомов; ijk

αβγΦ  — ангармонические си-
ловые константы; eα

λ  — компонент α собственного 
вектора моды λ.

Расчет барьерного члена τb производится в соот-
ветствии с работой [19]. Важно отметить, что влия-
ние барьерного компонента не зависит от послойного 
распределения составных веществ в сверхрешетке, 
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в отличие от τa. Расчет времени релаксации τa про-
изводится по формулам

  (7)

  (8)

где X — относительная концентрация второго ма-
териала в слое. Разрешенные частоты фононов ω 
и собственные векторы e, могут быть получены из 
уравнения [18]:

  (9)

где Djk — динамическая матрица, которая для поляр-
ных материалов может быть вычислена как [18, 20]

  (10)

  (11)

  (12)

где Фjk — гармонические силовые константы; Z — 
тензор эффективных зарядов Борна[22]; ε — диэ-
лектрический тензор.

Таким образом, из первопринципных расчетов 
требуется получить: кристаллическую структуру 
рассматриваемых материалов, гармонические и 
ангармонические силовые константы, диэлектриче-
ский тензор и тензор эффективных зарядов Борна; 
после чего, используя формулы (3)—(12) можно вы-
числить время релаксации τ0.

Расчет эффективного коэффициента теплопро-
водности можно произвести с помощью функции 
модального подавления, дискретная форма которой 
имеет вид [1]

  (13)

где θ — угол между групповой скоростью и направ-
лением теплопереноса, функция подавления S для 
коэффициента эффективной теплопроводности 
перпендикулярной направлению роста (cross−plane) 
гетероструктуры вычисляется как [11]:

  (14)

где число Кнудсена K для структуры шириной L 
и длина свободного пробега Λ, могут быть вычис-
лены

  (15)

  (16)

Расчет коэффициента теплопроводности па-
раллельной росту гетероструктуры (in−plane) при-
водится в [1].

Результаты расчетов, обсуждение

В качестве примера приложения описанной 
техники рассмотрим расчет теплопроводности би-
нарной гетероструктуры GaAs/AlAs для различных 
периодов сверхрешетки. В результате первоприн-
ципных расчетов получены: расположения атомов, 
пространственные производные потенциальной 
энергии 2 и 3−го порядка, диэлектрический тензор 
и эффективные заряды Борна. Перечисленные па-
раметры получены из открытой библиотеки проекта 
ALMA (http://www.almabte.eu/index.php/database/). 
Моделирование велось с использованием программ-
ного пакета almaBTE [1] для GaAs/AlAs на решетке 
24 × 24 × 24 [14]. Результаты расчетов и данные экспе-
римента [23] для различных периодов сверхрешетки 
представлены ниже на рис. 1. Для сравнения: при 
300 К коэффициент теплопроводности при GaAs 
равен 56 Вт/(м ⋅ К), а AlAs — 90 Вт/(м ⋅ К).

Как видно из рис. 1, полученные вычислитель-
ные данные достаточно хорошо согласуются с ре-
зультатам экспериментов [23], что позволяет судить 
об эффективности подхода. Стоит отметить, что в 
данном случае моделировались гетероструктуры 
с идеальными границами, в реальности, в процес-
се выращивании гетероструктур формируются 
интерфейсы с достаточно сложной формой, что 
оказывает эффект на результирующую теплопро-
водность. Таким образом, в частности, можно объ-
яснить сравнительно низкую точность для образца 
с периодом 10 × 10.

Для увеличения точности расчетов требуется 
наличие профиля послойного распределения со-
ставных веществ в гетероструктуре, в таком случае 
это может быть учтено в формуле (8). В настоящей 
работе они выбирались полуэмпирически из опи-
сания эксперимента в [23]. Выбранные профили и 
полученный результат показаны на рис. 2.

Как видно из рис. 2, точность решения значи-
тельно увеличилась: если для идеального профиля 
(см. рис. 2, а) абсолютное среднеквадратичное от-
клонение от результатов экспериментов составляло 
5,2 Вт/(м ⋅ К) (относительное 21 %), то для выбран-
ных концентраций (см. рис. 2, б и в) они составили 
0,76 Вт/(м ⋅ К) (относительное 3 %) и 1,1 Вт/(м ⋅ К) 
(относительное 4 %), соответственно. Более прямо-
линейный и точный подход заключается в экспери-
ментальном установлении профиля распределения, 
что продемонстрировано в работе [19] для гетеро-
структуры InAs/GaAs.
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Аппроксимационная нейросетевая модель

Для получения промежуточных значений эф-
фективного коэффициента теплопроводности удоб-
но воспользоваться аппроксимационными моделя-
ми. Воспользуемся двумерной моделью, которая на 
вход получает ширины слоев и температуру, а на 
выходе выдает приближенное значение коэффици-
ента κ. В частности, можно воспользоваться сетями 
радиально базисных функций, т. к. они обеспечива-
ют высокую точность при сравнительно небольшом 
количестве базисов [24, 25], в этом случае прибли-
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Рис. 1. Сравнение рассчитанного (BTE — Boltzmann Transport Equation) и экспериментально полученного в работе [23] эффек-
тивного коэффициента теплопроводности для различных периодов сверхрешетки GaAs/AlAs

Fig. 1. Comparison of the calculated (BTE) and experimentally [23] effective coefficient of thermal conductivity for different periods of 
the GaAs/AlAs superlattice

Рис. 2. Расчет эффективного коэффициента теплопроводности для 
сверхрешетки GaAs/AlAs с периодом 10 × 10:
а—в — выбранные профили концентрации AlAs в периоде сверх-
решетки; г — уточненный результат для различных профилей рас-
пределения AlAs

Fig. 2. Calculation of the effective coefficient of thermal conductivity for a 
GaAs/AlAs superlattice with a period of 10 × 10:
(а, б, в) selected profiles of AlAs concentration in the superlattice pe-
riod, (г) refined result for different AlAs distribution profiles

женное значение эффективного коэффициента те-
плопроводности можно выразить в виде:

  (17)

где m — число базисов аппроксимации; ε — «ши-
рина» базиса; r — координата, включающая T и 
L; r0 — центр базиса. Перед проведением расчетов 
целесообразно произвести обезразмеривание, т. к. 
в противном случае в одном уравнении будут раз-
норазмерные величины T и L. При этом, будем ва-
рьировать только весовые коэффициенты, а центры 

г
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базисов и «ширины» останутся фиксированными, 
тогда получаем линейную систему

 AX = B (18)

где матрица A содержит вычисления базисных 
функций в n контрольных точках:

  (19)

где для безразмерных L и T:

  (20)

вектор X состоит из искомых значений весовых ко-
эффициентов

 X = [ω1, ω2, …, ωm]T,  (21)

а в векторе B располагаются вычисленные значе-
ния эффективной теплопроводности в контрольных 
точках

 B = [κ1, κ2, …, κn]T.  (22)

Тогда при минимизации по методу наименьших 
квадратов получаем

 X = (ATA)−1ATB. (23)

Отметим, что при использовании более ком-
пактной нейросетевой модели для подбора всех 
параметров можно применить методы нелинейной 
оптимизации [27], но это требует выбора начального 
приближения, а также решения вопроса глобального 
поиска оптимума. В качестве радиально−базисных 
функций в работе рассматривались:

  мультиквадрики [26],  (24)

  функции Гаусса, (25)

   обратные мультиквадрики. (26)

Также были рассмотрены классические и нор-
мализованные [27, 28] радиально−базисные сети

  (27)

В таблице представлены результаты вычисле-
ний среднеквадратичного отклонения построенной 
нейросетевой модели от вычисленных в контроль-
ных точках значений для различного числа и типа 
базисов. При расчетах центры базисов размещались 
по сетке с равным шагом в рассматриваемой области 
L, T. Параметр «ширины» выбран единичный.

Из таблицы видно, что достаточно высокая точ-
ность аппроксимации появляется при 49 нейронах 
в сети (7 × 7), при этом относительная погрешность 
имеет порядок 1—2 %. Для минимально рассма-
триваемой сети из 4 нейронов (2 × 2) погрешность 
на уровне 12—15 % в зависимости от радиально−
базисной функции. Отметим, что нормализация 
сетей с гауссовой функцией для случая 8 × 8 дала 
двукратное уменьшение погрешности.

Заключение

В работе был проведен расчет эффективного 
коэффициента теплопроводности многослойной ге-
тероструктуры с использованием функции модаль-
ного подавления на примере бинарных гетерострук-
тур GaAs/AlAs. Проведено сравнение вычисленных 
значений с экспериментальными данными, показана 
хорошая точность метода. Продемонстрировано, что 
учет послойного распределения материалов гете-
роструктуры существенно повышает соответствие 

экспериментальных и вычисленных 
данных. По результатам расчетов по-
строена аппроксимационная нейро-
сетевая модель на основе радиально−
базисных функций, рассмотрено 
влияние на точность выбора базисных 
функций, а также числа нейроэле-
ментов и нормализации выхода при-
ближающей модели. Для рассматри-
ваемой задачи хорошая точность до-
стигнута для сети из 49 нейронов.
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Calculation of the effective thermal conductivity of a superlattice based 
on the Boltzmann transport equation using fi rst−principle calculations
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2 Moscow Aviation Institute (National Research University), 4 Volokolamskoe shosse, Moscow, 125993, Russia

Abstract. In this work, we calculate the effective thermal conductivity coefficient for a binary semiconductor heterostruc-
ture using the GaAs/AlAs superlattice as an example. Different periods of layers and different ambient temperatures are 
considered. At the scale under consideration, the use of models based on the Fourier law is very limited, since they do not 
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take into account the quantum−mechanical properties of materials, which gives a strong discrepancy with experimental 
data. On the other hand, the use of molecular dynamics methods allows us to obtain accurate solutions, but they are sig-
nificantly more demanding on computing resources and also require solving a non−trivial problem of potential selection. 
When considering nanostructures, good results were shown by methods based on the solution of the Boltzmann transport 
equation for phonons; they allow one to obtain a fairly accurate solution, while having less computational complexity than 
molecular dynamics methods. To calculate the thermal conductivity coefficient, a modal suppression model is used that 
approximates the solution of the Boltzmann transport equation for phonons. The dispersion parameters and phonon scat-
tering parameters are obtained from first−principle calculations. The work takes into account 2−phonon (associated with 
isotopic disorder and barriers) and 3−phonon scattering processes. To increase the accuracy of calculations, the non−digital 
profile of the distribution of materials among the layers of the superlattice is taken into account. The obtained results are 
compared with experimental data showing good agreement.

Keywords: thermal conductivity coefficient, superlattice, semiconductor heterostructure
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