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Abstrak

Total edge-magic graph G adalah pemetaan bijektif f : VU E —
1,2,3, -+ ,p+ g sedemikian hingga f(u)+ f(e)+ f(v) adalah konstan
tidak tergantung dari e = (u,v) € E. Total edge-magic graph G
dikatakan super edge-magic jika f(V(G)) = 1,2,3,---,p. Dalam hal
ini sifat super edge-magic dimiliki oleh beberapa graf yang memuat
cycle ganjil. Salah satunya adalah graf planar (P,UkK;)+ Na dengan
k>1.

Dalam makalah ini dikembangkan suatu teorema baru ten-
tang keberlakuan planar graph (P> U kKi) + Ny dari Py
menjadi Pop,n = 1,2,---. Juga ditunjukkan range dari kon-
stanta magic total edge-magic labeling graph (P U kK1)(+)Na.
Katakunci: Total edge-magic, super edge-magic, consecutive.

1. Pendahuluan

graf adalah suatu cabang dari matematika yang pada akhir-akhir ini ber-
kembang pesat. Salah satu bagian dari graf yang banyak diminati adalah
graph labeling. graph labeling adalah pemberian nilai (integer positif) pada
verter, edge, atau verter dan edge. Ada beberapa macam labeling, yaitu
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labeling yang domainnya berupa himpunan werter, himpunan edge, atau
keduanya, dan dinamakan dengan vertex labeling, edge labeling dan total
labeling.

Penelitian labeling pertama kali dinamakan magic valuation yang dike-
nalkan oleh A.Kotzig dan A.Rosa (1970) dan berkembang sampai sekarang
dengan berbagai macam nama. Salah satu jenis graph labeling adalah ma-
gic labeling yaitu vertex labeling dan edge labeling dari suatu graf dengan
himpunan bilangan integer positif yang memenuhi sifat penjumlahannya
adalah konstan.

Total edge-magic labeling dari (p,q) — graph G adalah fungsi bijek-
tif f: V(G)U E(G) — 1,2,3,--- ,p+ q sedemikian hingga untuk setiap
xy € E(G) dengan z,y € V(G) berlaku f(x) + f(zy) + f(y) = k, k adalah
suatu konstanta. Konstanta k disebut bilangan ajaib [7]. Jika G mempu-
nyai sifat total edge-magic labeling, maka G disebut total edge-magic gra-
ph. Super edge-magic labeling dari (p,q) — graph G adalah fungsi bijektif
f:V(G)UE(G) — 1,2,3,--- , p sedemikian hingga untuk setiap zy € E(G)
dengan z,y € V(G) berlaku f(x)+ f(zy) + f(y) = k, k adalah suatu kon-
stanta, dan memenuhi sifat f(V(G)) = 1,2,3,--- ,p. Konstanta k disebut
bilangan ajaib [3]. Jika G mempunyai sifat super edge-magic labeling, maka
G disebut super edge-magic graph.

Pengkajian mengenai total edge-magic graph dan super edge-magic gra-
ph secara kontinu telah dilakukan. Misalnya Craft dan Tesar [2] serta
Godbord dan Slater [6] menunjukkan bahwa semua cycle adalah total edge-
magic. Sedangkan Enomoto dkk. [3] menunjukkan bahwa graph cycle ada-
lah super edge-magic jika dan hanya jika n ganjil. Sin-Min Lee dan Alexan-
der Nien-Tsu Lee [8] menunjukkan bahwa graf planar (P,URK;)+No, h > 1,
adalah super edge-magic.

Sebuah himpunan bagian S dari bilangan integer dikatakan consecutive
jika S terdiri atas bilangan integer yang berurutan. Chen [1] menunjukkan
bahwa sebuah graf G adalah super edge-magic jika dan hanya jika terda-
pat suatu vertex labeling f sedemikian hingga dua himpunan f(V(G)) dan
fw)+ f(v) : (u,v) € E(G) keduanya adalah consecutive. Secara terpisah
Figueroa-Centeno dkk. [5] juga memberikan hasil yang sama. Mereka me-
nunjukkan bahwa jika f : V(G) — 1,2,3,--- ,p adalah fungsi bijektif dari
(p,q) — graph G dan S = f(u) + f(v) : wv € E adalah consecutive dengan
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s = min(S), maka f dapat diperluas menjadi super edge-magic labeling
dari G didefinisikan oleh f(uv) =p+q+s— f(u) — f(v) untuk semua edge
wv € E(G). Jadi jelaslah bahwa untuk menunjukkan super edge-magic
labeling graph cukup dengan vertex labeling yang menyebabkan concecuti-
ve. Contoh dari concecutive labeling yang menyebabkan super edge-magic
labeling dapat dilihat pada Gambar 1.

Consecutive labeling Super edge-magic labeling.
Gambar 1: Consecutive Labeling dan Super Edge-Magic Labeling

Suatu graf G dikatakan terhubung jika dapat dibuat lintasan yang
menghubungkan setiap dua wverter pada graf tersebut. Graph terhubung
yang membentuk cycle disebut graph cycle dilambangkan dengan C,, se-
dangkan graf terhubung yang tidak mengandung cycle disebut graf pohon.
Salah satu bentuk khusus dari graf pohon adalah graf lintasan dilambangk-
an dengan P,. Graf yang setiap verteznya terhubung dinamakan graf kom-
plit dilambangkan dengan K,,. Graf yang hanya terdiri dari simpul-simpul
saja sebanyak m dinamakan graph Number dilambangkan dengan N,, [9]

2. Graf yang Memuat Beberapa Cycle Ganjil

Suatu graf yang didalamnya memuat cycle ganjil dapat dibangun oleh bebe-
rapa graf dengan operasi-operasi tertentu. Dalam hal ini operasi yang digu-
nakan adalah U, + atau (+). Untuk operasi U dan + dapat dilihat pada [9],
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sedangkan untuk operasi (+) akan didefinisikan pada graf terkait. Misalkan
Py, (+) Ny, adalah graf dengan p = 2n +m dan ¢ = 2(m +n) — 1.

V<P2n(+)Nm> = {Ul, V2, 5,020, Y1, Y2, - - ym}

dengan
V(Pap) = {v1,v2,- -+ ,v2n}

dan
V(Nm) = {y17y27 e J/m}

E(Pon(+)Nim) = E(PynU{(v1,91), (v1,92), - 5 (01, Ym) }, { (V2n, Y1), (van, y2)

) (7)2717 ym)})

[5] menunjukkan bahwa Pa(+)N,, super edge-magic untuk semua m > 1.
Dalam hal ini Sin-Min Lee dan Alexander Nien-Tsu Lee [8] mengembangk-
an keberlakuan P, menjadi P, seperti yang ditunjukkan dalam teorema
berikut

Teorema 2.1 Graf Po,(+)N,, adalah super edge-magic untuk semua
n,m > 1 [8]

Graf planar (P, U hK7) + Ny adalah graf dengan p = h + 4 dan 2h + 5.
V((P2UhAKy) + No) = {21, 22,1, %2 -+, Tn, Y1, Y2}
dengan
V(P) = {21, 22}, V(hK1) = {1, 22,2}, V(N2) = {y1, 92}
dan

E((P;URKy) + No) = {(21,22), (21,41), (22,91), (21, 92), (22, y2), (z1,y1),
(902,211)7"' 7(xh,yl)’(xlaﬁ%)v(x2,y2)a"' 7($h7y2)}-

Graf planar (P, U hK7) + Ny ini memuat 2C5 dan hCy.

Teorema 2.2 Untuk h > 1, graf planar PoUhK1)+ N2 adalah super edge-
magic[8]
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Gambar 2: Consecutive labeling yang menyebabkan Super edge-magic labe-
ling dari P, UhhK7 + No

Contoh 2.3 Consecutive labeling yang menyebabkan super edge-magic la-
beling dari (P, U hK1) + Ny ditunjukkan pada Gambar 2

Graf (Pop, URK7)(+)N2,n =1,2,3,--- adalah graph dengan p = 2n +
h+ 2 dan ¢ = 2n 4+ 2h + 3.

V((Pap, URKL)(+)N2) = {21, 22, -+, Zon, 1, T2, -+, Th,y Y1, Y2}
dengan
V(PQTL) - {215225 "')ZQH})V(h’Kl) == {$151‘27 o 'xh}u V(N2) - {ylva}
dan

E((P2n URK1)(+)N2) = E(P2n) U{(21,91), (220, 91)5 (21, Y2) (220, Y2), (21, 91),
(sz,y1), Tty (xh,yl); (xlayZ)v (anyQ)a Ty (.’t}“yg)}.

Graf ini mempunyai 2Cs, 41 dan hCjy.

Gambaran secara umum dari graf (Ps, UhK;)(+)Ns dapat dilihat pada Gam-
bar 3.
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Teorema 2.4 Graf (Py, UhK1)(+)Noy,n =1,2,3,--- adalah graf super edge ma-
gic.

Bukti Didefinisikan labeling f : V((Pan, U hK7)(+)N2) — {1,2,3,---,2(n +
1) + h} sebagai berikut :

1 =1
2(n+1)+k =1
f(r)=9 (n+1)—[(t/2) r=z,t=1,35..,2n—1.
2n+1)+k—3 r=2zy,u=2,4,6,..2n
n+s+1 r=xs,8=1,2,3,....,k

Jelas bahwa f akan menyebabkan consecutive labeling pada setiap edge dari
(Pop, U RK7)(+)Na. Jadi (Pay, U hK7)(+)No adalah super edge-magic. Teorema
2.4 adalah pengembangan dari Teorema 2.2 (yang dihasilkan Sin-Min Lee dan A.
Nien-Tsu Lee[8].Hal ini dapat ditunjukkan sebagai berikut: Ambil n = 1, Teorema
2.4 akan berbentuk (Ps, UhK7)(+)N2 dengan

V((P2n U hKl)(+)N2) = {Zl,ZQ,.Tl,J?Q, o axhaybyQ}
dan

E((Pap URK1)(+)N2) = {(21, 22), (21,91), (22, 91), (22, ¥2), (T1,y1),
(90273/1)» t (xhvyl)a ($1y2)a (252, yg), T ($h7y2)}

dimana keadaan ini sama dengan (Pa, U hK7)(+)N2. Jadi Teorema 2.2 adalah
keadaan khusus dari Teorema 2.4 dengan n = 1.

Contoh 2.5 Super edge-magic dari (PyU3K1)(+)N2 dan (Ps U5K7)(+)Ny di-
tunjukkan pada Gambar 3 dan Gambar 77.

3. Range dari Konstanta Magic

Range dari konstanta magic yang akan dibahas disini adalah range dari total edge-
magic labeling graph (Pap, U hK1)(+)Na,n = 1,2,3,--- seperti yang ditunjukkan
dalam teorema-teorema berikut :

Teorema 3.1 Graf (Poy U hK1)(+)Nayn = 1,2,3,--- adalah edge-magic total
labeling dengan range dari konstanta magicnya.

10n2 + 5h% 4+ 27n + 22h + 14nh + 25 << 14n2 + 13h% + 45n + 41h + 28nh + 29
2n +2h + 3 ST 2n +2h + 3
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Gambar 3: graf (P, U hK7)(+)Na

Bukti Misalkan S,: jumlah —textitlabel vertex dan S.: jumlah label edge da-
lam edge-magic total labeling f dengan konstanta magic h di G. Jumlah vertex di
G adalah p = 2n + h + 2 dan jumlah edge di G adalah ¢ = 2n + 2h + 3, sehingga
jumlah konstanta magic h di G adalah :

(2n + 2h + 3)k =25, + Se + (label)z; + (label)zay, + h(label)y; + (label)ys
=142+ +@n+3h+5)+
Sy + (label)z; + (label)zay, + h(label)y; + (label)ys
(4n + 3h + 5)(4n + 3h + 6)

Sy + (label)zy + (label)za, + h(label)y, + (label)ys

Label kecil pada wertex S, = 14+ 24 --- + (2n + h + 2) =

2 2)(2
(2nt+h+2)@n+h+3) ambil label terkecil untuk y;,ys terkecil ya-

2
itu 1, 2 dan 21, 29, terkecil yang lain yaitu 3,4 sehingga persamaan menjadi

(4n—|—3h+5)(4n+3h+6)+(2n+h+2)(2n—|—h—l—3)

h
5 2 +3h+7

(2n+2h+3)k >

atau
10n2 4+ 5h2 + 27n + 22h + 14nh + 25

(2n+h+3)
Label besar pada vertex S, = (2n+2h+4)+((2n+2h+5)+- - -+ (4n+3h+5)

k>
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(2n+ h +2)(6n + 5h +9)
2
Ambil label terbesar untuk (y1, y2) terbesar yaitu ((4n+3h+5), (4n+3h+4))
dan z1, z9, terbesar yang lain yaitu ((4n 4+ 3h+3), (4n + 3h + 2)), sehingga
Persamaan (3.1) menjadi :

An+3h+5)(4n+3h+6
2n + 20 + 3k < Un + +)2(n+ )
2n+ h+2)(6n+5h+9
@nthy )é”+ 9 | (8n+ 6h +9) + (8n+ 6h +5)
atau
Lo 14n? 4+ 13h? + 45n + 41h + 28nh + 29
= 2n+2h +3
jadi
10n2 4+ 5h% 4+ 27n + 22h + 14nh + 25 k< 14n2 + 13h% + 45n + 41h + 28nh + 29
on + 2h + 3 s on+2h + 3

4. Kesimpulan

Dari uraian di atas maka dapat diambil kesimpulan yaitu :
1. Graf (Py, URK:)(+)Na,n =1,2,3,--- adalah super edge-magic

2. Super edge-magic planar graph (Py UhK;)+ Ny adalah keadaan khusus dari
(P2p, U hK1)(+)N2 dengan mengambil n =1

3. Graf (Py, URK1)(+)N2,n =1,2,3,--- adalah edge-magic total labeling de-
ngan range dari konstanta magicnya :

10n2 + 5h% 4+ 27n + 22h + 14nh + 25 k< 14n2 + 13h% + 45n + 41h + 28nh + 29
on + 2h + 3 s on+2h+3
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