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Resumen

El objetivo de esta investigacion fue analizar el desarrollo del pensamiento tedrico de
estudiantes de grado undécimo, en un proceso de objetivacion del limite de una funcién en un
punto. En esa misma linea, la pregunta de investigacion que orient0 esta tesis es, ¢como puede
desarrollarse el pensamiento tedrico de estudiantes de grado undécimo, en un proceso de
objetivacion del concepto de limite de una funcion? Como parte de la basqueda de la respuesta a
la pregunta de investigacion empleé una metodologia a la luz del paradigma cualitativo, bajo un
enfoque critico-dialéctico y desde una investigacion participante. Asi, analicé el desarrollo del
pensamiento tedrico desde el método dialéctico, en tres estudiantes de la institucion oficial en la
gue soy maestra y donde realice el trabajo de campo. En esa via, disefié ocho Actividades
Orientadoras de Ensefianza que se enmarcan en la Teoria de la Actividad. En la investigacion,
teji un marco teorico resultante de una imbricacion entre la Teoria de la Objetivacion (Radford,
2006, 2008, 2013, 2014,2017 y 2018), el desarrollo del pensamiento tedrico (Vigotsky, 1989,
1991; Kopnin, 1978; Davidov, 1982, 1988 y Moura, 1998, 2010) y el concepto de limite de una
funcion real de variable real (Caraca, 1951; Laurentiev y Nikolski, 1976; Boyer, 1999; Eves,
2011 y Cantoral y Farfan, 2003, entre otros). Este tejido tuvo como fundamento epistemoldgico
el materialismo historico-dialéctico. Asi, bajo los presupuestos ontoldgicos, gnoseoldgicos y
epistemoldgicos que asumi en el marco teérico, comprendi que la aproximacién paulatina de
cada una de las estudiantes al limite de una funcion, en sus procesos de objetivacion a través del
desarrollo de las Actividades Orientadoras de Ensefianza, posibilitd un nivel de desarrollo de su
pensamiento tedrico. Esto es, un pensamiento que amplia la dimension del objeto matematico a

un método que exige entender el fendmeno de estudio en movimiento.
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Desde el materialismo historico-dialéctico, el desarrollo del pensamiento en general —y
del pensamiento tedrico en particular— no puede abordarse en términos absolutistas; admite
gradaciones. Gradaciones (no lineales) que obedecen al mismo carécter dialéctico del desarrollo
de todo fendbmeno —natural o social- En ese sentido, puedo afirmar que cada una de las
estudiantes protagonistas de la investigacion alcanzé un nivel tedrico en el proceso de desarrollo
de su pensamiento. Un nivel —inacabado —determinado por las condiciones individuales de cada
estudiante (en una dialéctica yo/ otro) y, por lo tanto, por sus formas particulares de aproximarse

al objeto cultural.

Palabras-clave: Teoria de la Actividad; Materialismo Dialéctico; Movimiento; Funcién

de Variable Real, Apropiacién, Conciencia.
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Abstract

The present study analyzed the development of theoretical thinking in eleventh-grade
students during a process of objectification of limit of a function at a point. In the same direction,
emerged the research question: How could eleventh-grade students develop a theoretical
thinking during a process of objectification of the concept of limit of a function? | used a
qualitative methodology and participative research under a critical-dialectical approach. Thus,
from a dialectical method, I analyzed such a development in three students from a public school
where | am a mathematics teacher and did the fieldwork. For that purpose, | designed Eight
Teaching-Orienteering Activities within the framework of the Activity Theory. Along this
research process, | hatched a theoretical framework resulting from an imbrication between the
objectification of the knowledge theory (Radford, 2006, 2008, 2013, 2014,2017), the
development of Theoretical Thinking (Vigotsky, 1989, 1991; Kopnin, 1978; Davidov, 1982,
1988 y Moura, 1998, 2010) and the concept of Limit of a Real-valued Function of a Real
Variable (Caraca, 1951; Laurentiev y Nikolski, 1976; Boyer, 1999; Eves, 2011 y Cantoral y
Farfan, 2003, among others). This hatch had historical-dialectical materialism as its
epistemological foundation. Hence, under ontological, gnoseological and epistemological
assumptions, | understood that the progressive approximation to the concept of limit of a function
by the students made it possible to develop theoretical thinking through the development of the
Teaching-Orienteering Activities. That is to say, a way of thinking which broadens the
dimension of the mathematical object into a method that demands to understand the phenomenon
of study in movement, an inherent characteristic to this way of thinking.

From the perspective of historical-dialectical materialism, the development of thinking in

general —and of theoretical thinking in particular- cannot be approached as an absolute; it admits
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(non-linear) gradations belonging to the dialectical characteristic of the development of all —
natural or social- phenomena. Therefore, | can assure that each student in this research reached a
certain theoretical level in the process of development of their thinking. Un —unfinished- level
determined by their particular conditions (in a I/other dialectics) and consequently, by their

particular ways to approach the cultural object.

Key-words: Activity Theory; Dialectical Materialism; Movement; Function of Real

Variable; Appropriation; Awareness.
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Desarvrollo del pensamiento teorico de estudiantes de grado undécimo en un proceso de
objetivacion del concepto de limite de una funcion

Presentacion

Para la matematica eurocéntrica, el concepto de limite de una funcién fue —y continta
siendo— pilar fundamental para la comprension y creacion de conceptos asociados a la variacion
y, en general, al cambio. Su importancia ha sido tal, que al dia de hoy sigue siendo parte del
curriculo escolar de nivel medio en diferentes paises. Sin embargo, por lo general, se aborda de
manera tal, que propende por el dominio algoritmico de limite, mas no por su conceptualizacion.
Esto no posibilita a los estudiantes dotar dicho objeto matematico de sentido y significado, a la
vez que les posibilite el desarrollo de su pensamiento. Por lo tanto, la vinculacién del limite al
curriculo en este nivel escolar se ha traducido en una problematica motivo de analisis de diversos

investigadores.

En esa linea, es mi apuesta en esta tesis doctoral, con el materialismo dialéctico como
cimiento epistemoldgico, analizar el desarrollo del pensamiento tedrico de estudiantes de grado
undécimo, en un proceso de objetivacion del limite de una funcién en un punto, mediado por
Actividades Orientadoras de Ensefianza. Como parte de esa apuesta, me interesé problematizar
la situacién actual de la ensefianza escolar en el contexto del que formo parte activa, como
maestra de una institucion educativa oficial de Medellin, Colombia. Asi, dirigi mis busquedas
hacia una posible solucion de la problematica apoyandome en un marco teérico y un disefio
metodoldgico acorde a mis posturas ontologicas, gnoseologicas, epistemoldgicas y

metodoldgicas.

En consecuencia, plantee el disefio metodoldgico desde un paradigma cualitativo, bajo un
enfoque critico-dialéctico. Realicé el trabajo de campo con tres estudiantes de undécimo grado

de una institucion educativa publica del municipio de Medellin. La produccion conjunta de
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registros y datos provino de las interacciones directas con las estudiantes, a través de las

Actividades Orientadoras de Ensefianza (Moura 2010) en el marco de la Teoria de la Actividad.

El marco tedrico fue el resultado de un tejido entre la teoria de la objetivacion desde
Radford (2006, 2008, 2013, 2014, 2017); el desarrollo del pensamiento tedrico desde autores
como Vigotsky (1989, 1991), Kopnin (1978), Davidov (1982, 1988) y Moura (1998, 2010) v, el
concepto de limite de una funcion que abordé desde Caraca (1951), Laurentiev y Nikolski

(1976), Boyer (1999), y Cantoral y Farfan (2003), entre otros.

Al respecto, considero que la incorporacion de objetos matematicos pertenecientes al
célculo, como el de limite, al curriculo propuesto para la escuela, genera una cadena de
problemas tedricos y practicos que debe abordarse desde otras apuestas ontolégicas,
gnoseoldgicas, epistemoldgicas y metodoldgicas. Estas Apuestas estan dirigidas a una ensefianza
desarrollante segun la propuesta de Davidov (1988) y Kopnin (1978). Es decir, una ensefianza
que fomente en los estudiantes un pensamiento por medio del cual se acerquen al estudio de
fendmenos a través de una actividad mental que mediatice su proceso de comprension, por
medio de procesos de andlisis y sintesis de las condiciones en que (y por qué) se producen; esto
es, un pensamiento tedrico. Este pensamiento tiene formas especificas de generalizacion y
abstraccion que posibilitan a los estudiantes la apropiacion de conceptos tedricos depositados en

la cultura.

En el primer capitulo que conforma este trabajo y que denominé “Sobre la investigacion”,
planteé el problema de la investigacion a la luz de las presupuestos ontoldgicos, gnoseologicos,
epistemologicos y metodoldgicos. Estos presupuestos sustentaron la busqueda de la respuesta a

la pregunta que oriento esta tesis: “;como puede desarrollarse el pensamiento tedrico de
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estudiantes de grado undécimo, en un proceso de objetivacidn del concepto de limite de una
funcién? La pregunta esta en concordancia con el objetivo. Luego hice un breve recorrido de los
principales momentos de la construccién del concepto del limite en su devenir histérico. El
capitulo finaliza con un apartado en el que argumenté el disefio metodoldgico y expliqué la
postura epistemoldgica que soporta el disefio de las actividades que direccionaron los encuentros
con las estudiantes en el aula, y que fueron el eje para la produccién conjunta de registros y

datos.

El segundo capitulo lo denominé “El Movimiento: Caracter indefectible de la naturaleza”,
titulo que corresponde a la primera categoria de anélisis emergente. En él, argumenté la tesis
referente al movimiento, tanto mecanico como en general, el cual es la esencia —en dialéctica con
el cambio- de los fendmenos naturales y sociales; por lo tanto, es la génesis de constructos
tedricos como el limite de una funcidn. Las estudiantes explicitaron el caracter mutable de la

naturaleza, desde sus particularidades, a través del transcurso de todas las actividades propuestas.

La denominacion del tercer capitulo obedecié al nombre de la segunda categoria
emergente, “Limite de Una Funcion Real de Variable Real: una Manera Particular de Conocer la
Mutabilidad de los Fendmenos”. En él, desde el método dialéctico, analizo cdmo las estudiantes
protagonistas de la investigacion desarrollaron —en diferentes niveles— un pensamiento tedrico en
el proceso de objetivacion del concepto de limite de una funcion de variable real en un punto, a

través del desarrollo de las Actividades Orientadoras de Ensefianza.

En el ultimo capitulo expongo las conclusiones de la investigacion que se obtuvieron del

analisis del desarrollo del pensamiento tedrico de las estudiantes, en un proceso de objetivacion
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del concepto de limite de una funcién de variable real en un punto. De esta forma, respondo a la

pregunta que motivo la realizacion de esta investigacion.
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Sobre la investigacion

Planteamiento del problema

La definicion axiomética de limite ha llegado a las aulas con el propoésito de fundamentar
la matematica escolar en el nivel medio, conllevando a la organizacién de los contenidos bajo la
influencia de la estructura formal del Anélisis Matemaético, como lo anotan Molfino y Buendia
(2010). Esta organizacion curricular se traduce —en general— en una ensefianza que propicia la
memorizacion de técnicas algoritmicas para el calculo del limite, mas no la apropiacién de su
concepto?’; una ensefianza que, ademas, no posibilita el desarrollo del pensamiento tedrico de los
estudiantes. Este hecho se transforma en una problematica que se hace evidente —especialmente—
en las dificultades a las que se enfrentan los estudiantes en el proceso de aprendizaje de dicho

concepto matematico.

En esa direccidn, concuerdo con Cantoral (1995) cuando plantea que una de las causas de
la problematica del aprendizaje de conceptos del calculo en la escuela radica, en primer lugar, en
que antes de enfrentarse a éstos los estudiantes aprenden una matematica elemental asequible a
ellos y, luego, de forma abrupta, se encuentran ante una matematica avanzada que exige un alto
nivel de abstraccion. En segundo lugar, dice este autor, es el contenido mismo del calculo
propuesto en el curriculo. Es decir, el calculo escolar contiene ideas nuevas —para los
estudiantes— como el cambio y la variacion, variacion instantanea, procesos infinitos y limites;

ideas que exigen de unas herramientas matematicas de un nivel superior. Ademas, este contenido

1 Mi comprension sobre los términos apropiacién y concepto, la explicaré posteriormente.
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se ensefia en un orden casi inmodificable: primero numeros reales, segundo funciones, tercero

limites, cuarto continuidad, quinto derivadas y, por ultimo, integrales (Cantoral, 1995).

Al respecto, Cantoral y Farfan (2003) exponen que la inclusion de saberes al sistema
curricular escolar bajo la estructura formal de la matemaética, sin considerar el contexto al cual
seran incluidos ni el contexto histdrico en el que dichos saberes fueron originados, conduce a una
serie de problemas en cuanto a sus procesos de ensefianza y aprendizaje. Estos problemas
requieren la implementacion de estrategias diferentes a las que se usan cominmente; que

favorezcan el aprendizaje de los conceptos fundamentales del calculo.

Concuerdo con Blazquez, Ortega, Gatica, y Benegas (2006) cuando plantean que el
concepto de limite surgid histéricamente de las matematicas y no de la didactica. Los autores se

refieren a la evolucion de este concepto:

Se distingue la necesidad de explicitarlo y formalizarlo, que se utiliza de manera implicita
desde la época griega, y no llega a su forma actual hasta el siglo X1X, en parte para
validar algunos resultados obtenidos y en parte para demostrar otros mas generales (p.

193).

En la misma linea, considero que el proceso de formalizacion del calculo, consolidado
por necesidades concretas en periodos historicos concretos, ha crecido con el avance de las
matematicas, pero al mismo tiempo ha interpuesto una distancia considerable entre objetos
matematicos —como el limite de una funcion, por ejemplo—y su aprendizaje por parte de los
estudiantes del ciclo de ensefianza media, al ser llevado al aula sin adaptaciones curriculares

pertinentes para su ensefianza en el contexto escolar.
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La vinculacion del limite al curriculo escolar de nivel medio de secundaria y al primer
nivel universitario se ha transformado en un motivo de analisis de diversos investigadores y
desde diversas perspectivas. Es abundante la literatura existente al respecto y en la que se ha
concluido que la ensefianza del concepto de limite desde el formalismo, en los niveles de

educacion mencionados, dificulta su comprension.

Una de las perspectivas desde la que se ha estudiado esta dificultad es la que aborda el
concepto de obstaculo epistemoldgico. En esta perspectiva se encuentran, entre otras, las
investigaciones de Cornu (1982) y Sierpinska (1985). Sierpinska realiza un anélisis de los
obstaculos presentes en la comprension del limite de una funcion a través de la historia —en un
marco topoldgico—y los compara con los que identificd en el proceso de comprension de dicho
concepto en los estudiantes que participaron de la investigacion que realiz6. Sierpinska (1985)
elabord una lista de obstaculos epistemolégicos relativos al concepto limite: “Horror al infinito”;
“Obstaculos vinculados al concepto de funcion”; “Obstaculos geométricos”; “Obstaculos
16gicos” y “Obstaculo de los simbolos”. Estos obstaculos, segln esta autora, son dificiles de
superar dada la naturaleza misma del concepto, mas, es fundamental identificarlos como punto

de partida de investigaciones posteriores en busqueda de una posible superacion.

Similarmente, Cornu (1982) —en un marco numérico— presenta una clasificacion de
obstaculos en la conceptualizacién del limite de una funcion, a partir de la comparacion entre
aquellos que identificd en el devenir histérico del concepto y la investigacion que desarrollo: La
nocion metafisica del concepto de limite; La nocion de lo infinitamente pequefio e infinitamente
grande; ¢El limite puede ser alcanzado?; La transposicion numerica. Como uno de los resultados

de su investigacion, el autor enuncia la importancia de organizar la ensefianza del objeto limite
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por medio de acciones mutuas entre maestro y estudiante en cuanto a la construccién de su
concepto; construccion de caracter complejo mas por el modo de conocer del sujeto que por la
estructura misma del objeto. Asi, a fin de superar los obstaculos presentes en el proceso de
aprendizaje, Cornu (1982) plantea la necesidad de proponer a los estudiantes problemas
matematicos en las que éstos confronten lo que ¢l denomina “concepciones espontaneas” con las

propias del objeto matemaético.

Sin desconocer la importancia del concepto de obstaculo epistemoldgico en el campo
investigativo —y didactico— respecto a la comprension del limite de una funcion, no abordaré
tal concepto en el presente trabajo de investigacion. Mi decision obedece a que dicho concepto
hace parte de un marco teérico que no coincide con mis presupuestos ontologicos y
epistemoldgicos en educacion matemaética. Esto es, desde el materialismo historico-dialéctico y
desde la Teoria de la Objetivacién se considera, entre otras cosas, que los posibles impedimentos
que puedan presentar los estudiantes en su proceso de aprendizaje obedecen a causas de orden
social y cultural. De esta manera, el caracter cambiante y particular de cada individuo,
determinado por y desde la cultura de la que hace parte activa, determina a su vez una forma
particular de aprender. Asi, —desde mis comprensiones— se me dificulta aceptar que los
impedimentos que puedan presentarse en el proceso de aprendizaje pertenezcan sélo al plano

mental y que puedan ser clasificables dentro de categorias estaticas.

Entre las investigaciones orientadas a realizar un estudio cognitivo referente al concepto
de limite funcional en el aula se encuentran las realizadas por, Tall (1992); Delgado (1995,
1998); Blazquez y Ortega (2002); Blazquez et al (2006); Pons (2014) y Fernandez (2015), entre

otras.



Desarvrollo del pensamiento teorico de estudiantes de grado undécimo en un proceso de
objetivacion del concepto de limite de una funcion

Delgado (1998), por ejemplo, estudia la secuenciacién y control de obstaculos y
dificultades conceptuales, con el proposito de desarrollar los esquemas conceptuales de
estudiantes de un curso de calculo a nivel universitario en la construccion de los conceptos de
limite y continuidad. Para la realizacion del estudio de la evolucion conceptual, Delgado plantea
situaciones didacticas que generaran conflictos con los esquemas y asi, poder analizar el cambio
de éstos en el proceso de ensefianza y aprendizaje. La investigacion en mencion se inscribe en
“la ingenieria didactica” (en el sentido de Artigue, 1988). En esa linea, Delgado (1998) considera
la concepcion, realizacion, observacion y el analisis de una secuencia didactica, para indagar
sobre la evolucién de los esquemas en torno a los conceptos de limite y continuidad. El autor
concluye que a partir de ciertas situaciones didacticas se puede tener un control del cambio

conceptual de los estudiantes y, por lo tanto, realizar una ensefianza mas eficiente y eficaz.

Blazquez y Ortega (2002) plantean la problematica en torno a la dificultad que presentan
los estudiantes, en general, para la conceptualizacion del limite. Segun los autores la
problemaética es generada basicamente por la introduccién de la definicion formal del limite en el
nivel de secundaria. Como solucion viable a dicha problemaética, Blazquez y Ortega (2002)
proponen una definicién de limite de una funcion que sin apartarse totalmente de la definicién de
Weierstrass, simplifica el formalismo, al basarse en la definicion de D" Alembert. Asi, los
investigadores proponen una definicion de limite como aproximacion 6ptima. En su
investigacion, los autores observaron que la mayoria de los estudiantes solucionaron las
situaciones propuestas por medio de la definicion basada en la aproximacion optima y que adn
aquellos que emplearon la definicion métrica en la solucion de los problemas planteados,
también utilizaron la definicion de limite como aproximacion optima. Por lo tanto, Blazquez y

Ortega (2002) concluyen que la definicion del limite finito en un punto como aproximacion
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Optima es més comprensible por los estudiantes, que la definicidén formal, debido a su

simplicidad.

Blazquez et al. (2006), contrastan la conceptualizacion métrica de limite, dada por
Weierstrass —que segun los autores es la que generalmente se adopta en la ensefianza del limite—,
con la conceptualizacion como aproximacion 6ptima, dada por Blazquez y Ortega (2002). En su
investigacion, los autores formularon el objetivo de establecer cuél de las dos
conceptualizaciones puede ser mas adecuada para la ensefianza y aprendizaje inicial del
concepto, en estudiantes de primeros cursos universitarios de licenciaturas como matematicas,
fisica, estadistica, ingenierias y econdmicas-empresariales. Los investigadores concluyen que el
limite comprendido como aproximacion dptima puede acarrear dificultad a los estudiantes en
cuanto a la identificacion de la mejor aproximacién, aunque presenta dificultades de aprendizaje
menores que la conceptualizacién métrica, cuyo formalismo les impide entender su significado y,

por lo tanto, retenerla por mayor tiempo.

La lectura de los autores que he mencionado a lo largo de este apartado me ha
posibilitado reflexionar sobre la pertinencia, o no, de la ensefianza del concepto de limite en el
contexto escolar de la educacion media en el ambito educativo colombiano. Coincido con los
autores abordados en que, la incorporacion de este concepto al curriculo conlleva a una serie de
problemas tedricos y practicos que deben discutirse desde otras apuestas epistemoldgicas,
gnoseoldgicas, metodoldgicas y ontologicas a las tradicionales —como, por ejemplo, la
planteada por Blazquez y Ortega (2002)— Considero que dichas apuestas deben, ademas, estar

dirigidas hacia una ensefianza que posibilite un aprendizaje con significado y sentido para los
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estudiantes de forma que, a su vez, fomente el desarrollo de su pensamiento (en el sentido

propuesto por Davidov (1988) y Kopnin (1978), que discutiré méas adelante).
Al respecto, Davidov (1988) expresa que:

La escuela debe ensefiar a los estudiantes a pensar, es decir, a desarrollar activamente en
ellos los fundamentos del pensamiento contemporaneo, para lo cual es necesario

organizar una ensenanza que impulse el desarrollo (Ilamémosla “desarrollante™). (p.3)

Para este autor, una ensefianza desarrollante es aquella que forma en los estudiantes un
pensamiento tedrico; un pensamiento que posibilite pensar teéricamente. Es decir, comprender y
dominar el proceso de origen y desarrollo de las cosas por medio del analisis de las condiciones
en que se producen las mismas. Dicho pensamiento tiene formas especificas de generalizacion y

abstraccion que posibilitan a los estudiantes la formacion de conceptos.

Planteamientos como el de Davidov (1988) me generan inquietudes que cobran un sentido
problematizador, como por ejemplo: ¢en realidad posibilitamos el desarrollo de este tipo de
pensamiento en nuestros estudiantes? Ademas, ¢es ese el interés de nuestro sistema escolar? En
ese sentido, trabajos como los de Cantoral (1995) y Blazquez et al. (2006), mas mi experiencia
como maestra que ensefia estos temas, me permiten afirmar que no todo proceso de
escolarizacion conlleva al desarrollo intelectual del sujeto y, ademas, en algunas ocasiones,

puede suceder lo contrario.

Por su parte, Davidov (1988) afirma que en la escuela se practica una ensefianza que no
propende por el pensamiento tedrico. En su lugar, la escuela fomenta en los estudiantes un
pensamiento empirico. Es decir, un pensamiento que, al igual que el tedrico, tiene formas

especificas de generalizacion y abstraccion, pero que, en la mayoria de los casos, éstas
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constituyen obstaculos para la formacion de conceptos. EI mismo autor plantea como el
contenido curricular y los métodos del sistema escolar tradicional en general, orientan la

formacion de los escolares hacia este tipo de pensamiento. En palabras de Davidov (1988):

En la literatura psicodidactica y sobre métodos de ensefianza, la generalizacion [empirica]
se caracteriza como la via fundamental para la formacion de conceptos en los escolares.
La formacidn, en los nifios, de las generalizaciones [empiricas] conceptuales se considera

una de las finalidades principales de la ensefianza escolar (p. 101).

Asi, el pensamiento empirico dificulta la aproximacion teorica de los estudiantes al saber.
De esta manera, para Davidov (1988), la ensefianza escolar influye poco en el desarrollo de las

capacidades intelectivas de los estudiantes.

En este sentido, desde mi practica pedagdgica como maestra de matematicas escolares,
me pregunto también por el tipo de pensamiento que fomento en los estudiantes y por la manera
en que propicio su aproximacion a los objetos matematicos. Me pregunto si estaré posibilitando
el desarrollo de su capacidad intelectual de tal forma que adquieran teéricamente —en el sentido
de Davidov (1988)— los saberes matematicos propuestos en el curriculo escolar. En particular,
me hago este cuestionamiento en relacion con el concepto de limite de una funcion, dada la
importancia que se le da a su ensefianza en el grado undécimo —en el &mbito colombiano-y la

dificultad de su aprendizaje.

De acuerdo con lo expuesto, la pregunta orientadora de este proyecto de investigacion es:
¢coémo puede desarrollarse el pensamiento tedrico de estudiantes de grado undécimo, en un

proceso de objetivacion del concepto de limite de una funcion?



13
Desarvrollo del pensamiento teorico de estudiantes de grado undécimo en un proceso de
objetivacion del concepto de limite de una funcion

La gestacion del concepto de limite de una funcion real de variable real: un breve recorrido

historico

Como todo concepto matematico, el concepto de limite es una construccion social
producto de un devenir en el que interviene un colectivo con caracteristicas propias de cada
momento historico-cultural. EI concepto se construye con el fin de solucionar problemas
resultantes de la actividad humana en el interior de cada colectivo. Asi, es posible identificar la
gestacion del concepto limite en diferentes momentos, cada uno de ellos con particularidades

inherentes al contexto de la época.

Al respecto, existen varias investigaciones sobre la conceptualizacion del limite de una
funcion en estudiantes de secundaria y del primer nivel universitario (Delgado, 1998, Blazquez y
Ortega, 2002; Blazquez, Ortega, Gatica y Benegas, 2006; Molfino y Buendia, 2010; Pons, 2014,
entre otras), que han abordado su desarrollo histérico y han realizado diversas clasificaciones de

su construccion para comprenderlo.

A partir de la asuncion de algunos autores que han reconstruido la historia de las
matematicas (Caraca, 1951; Aleksandrov, 1976, Laurentiev y Nikolski, 1976; Boyer, 1993,
1999; Kline, 2000; Eves, 2011 y Mol, 2013) y la consideracion de las investigaciones
anteriormente mencionadas, me aproximé a diferentes momentos histdricos del concepto limite
para crear un hilvanado desde mis posturas ontoldgicas, gnoseoldgicas y epistemologicas. Este

hilvanado se presenta a continuacion.
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La antigua Grecia: en busqueda de la ordenacion del cosmos.

En concordancia con Caraca (1951), Boyer (1999) y Eves (2011), entre los siglos VIl y
VI a.C. el desarrollo del comercio—especialmente maritimo— en las colonias griegas del Asia
Menor genero6 una clase de sujeto que trascendio las actividades practicas sociales hacia
actividades intelectuales. Estas practicas le posibilitaron ir de la satisfaccion de las necesidades
de supervivencia hasta el planteamiento de preguntas —entre muchas otras— sobre su entorno,
sobre el origen y desarrollo de los fendmenos —naturales y sociales— que observaba y que

modificaban su vida. Al respecto, Eves (2011) plantea:

La vision estatica del oriente antiguo sobre las cosas se tornd insostenible y, en una
atmosfera de racionalismo creciente, el hombre comenzé a indagar como y por qué. [...]
Los procesos empiricos del oriente antiguo, suficientes para responder cuestiones en la

forma del como, ahora no bastaban para las indagaciones cientificas en la forma del por

qué. (p. 94)

En consecuencia, las condiciones particulares —materiales, sociales y econdmicas— de ese
momento socio-histdrico constituyeron un individuo que se preguntaba por la posibilidad de la
existencia de un principio Unico que determinara la creacion y funcionamiento del universo,

entendido como ‘el mundo césmico y mundo social” (Caraga 1951, p.64).

Esta pregunta tuvo diferentes respuestas acordes con la cosmogonia particular de cada
escuela filosofica de la época. Por ejemplo, los filésofos de las colonias jonicas del Asia Menor,
especificamente de la region de Mileto, afirmaron la existencia de un principio Unico, creador de

los fendbmenos naturales, permanente y dador de vida. Para Tales (ca. 624-548 a.C.), este
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principio universal era el agua; para Anaximandro (ca. 611-545 a.C.), lo indeterminado y para

Anaximenes (fl. ca. 545 a.C.), el aire (Caraga, 1951).

Para los fil6sofos de Mileto el principio que regia el universo era de caracter inmutable,
mientras que para Heréclito de Efeso (ca. 534 —484 a.C.), el fuego era el elemento substancial
que posibilitaba el movimiento y la transformacion de todas las cosas; el mundo estaba en
permanente devenir, pues en él las cosas se transformaban en otras, como resultado de la

evolucion generada por la lucha de contrarios existentes en la naturaleza (Caraga, 1951).

Por su parte, para la escuela pitagorica —liderada por Pitagoras de Samos (ca. 580-500
a.C.)— el principio del universo era el numero. Con su lema “todo es nimero” (Boyer 1999,
p.79), los pitagdricos formularon una ordenacion matematica del universo en la que todo podia
predecirse y predeterminarse a partir de leyes matematicas, pues el caricter conmensurable de las
cosas posibilitaba entender el funcionamiento del cosmos. Aunque no es posible afirmar con
exactitud quién fue el primero que descubrié la inconmensurabilidad de segmentos, contenida en
los planteamientos de los pitagdricos, este hecho desmoron6 su ordenacion numeérica del
universo, generando asi —especialmente para los pitagoricos—incertidumbre e inestabilidad pues,

lo finito y estable dejé de serlo a partir de dicho descubrimiento.

Para la escuela eleatica —seguidores de Parménides de Elea (fl. ca. 460 a.C.)— el principio
que regia el universo era “la unidad y permanencia del ser”” (Boyer, 1999, p.108). Mientras que
para los pitagoricos todos los fendmenos estaban constituidos por unidades numéricas o
geométricas —monadas— Y, por lo tanto, el movimiento se generaba por medio de “una sucesion

de estados particulares” (Caraga, 1951, p.215), para los eleaticos, desde su postura estatica de lo
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existente, el movimiento era un fenémeno inteligible. Un argumento de Zenon de Elea (fl. ca.

450 a.C.), uno de los discipulos de Parménides mas conocido es el siguiente:

No se trata de saber si hay 0 no movimiento en el mundo, sino de saber si él es
comprensible, esto es, compatible con la explicacién racional que damos del universo.
Nosotros, eleatas, no lo comprendemos, no conseguimos hallar coherencia con el resto de
la explicacion racional. Pero ustedes, pitagoricos, dicen comprender y nadan solamente
en contradicciones. Una de dos: en un segmento de recta o hay un namero finito de
mdnadas o hay una infinidad. Veamos el primer caso; consideremos una flecha en
movimiento recorriendo un segmento de recta: en cada instante, la punta de la flecha
ocupa un lugar; la ubicacién de una moénada. Pero, ¢qué pasa entre un lugar y el
siguiente? Nada. Porque no existiendo nada entre dos ménadas consecutivas, no puede
decirse cosa alguna sobre un movimiento que se realice donde nada existe. Conclusion:
iel movimiento de la flecha es una sucesion de inmovilidades! (Zendn de Elea,

referenciado por Caraca, 1951, p. 78).

En concordancia con Boyer (1999) y Caraca, (1951), Zenon de Elea influyé en los
matematicos de la época, especialmente mediante sus paradojas. El argumentaba la
imposibilidad de la comprension del movimiento desde la epistemologia pitagorica — ya fuese
por la consideracion del carécter indefinido de la divisibilidad del espacio y del tiempo, o por la
consideracion de que la divisibilidad del espacio y del tiempo culmina en particulas indivisibles
(mdnadas)—. Contrario a la postura pitagorica, Zenon de Elea planteaba el movimiento como un
continuo inexplicable. Como resultado historico, tanto las paradojas de Zenon como el fendomeno

de la inconmensurabilidad impusieron el caracter discreto al campo numérico y el caracter
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continuo a las magnitudes geométricas, dando protagonismo a estas ultimas y hallando a la

figura —estatica— no al nUmero, como una posible respuesta a la esencia del universo.

Segun Caraca, (1951) y Eves (2011), entre los siglos V y IV a.C, Atenas se transformo en
la metrdpolis hegemdnica y representativa de la cultura griega por su papel protagénico en la
guerra persa. Esta cultura tenia un marcado interés hacia el saber, que ademas se demandaba por
los intereses econdmicos y politicos de la clase comerciante y artesanal cuyo poder se
acrecentaba de forma notoria. Como lo plantea Caraca, estaban dadas las condiciones adecuadas
para que la ciencia despuntara, pues, de un lado estaban los que sustentaban las necesidades
bésicas de manera holgada por una economia amplia y préspera y de otro lado existia otra clase

de ciudadanos creada, segun esta civilizacion, para pensar.

Esta superestructura cre6, a su vez, marcadas diferencias sociales en las cuales quienes
estaban inscritos en el saber se posicionaron en una escala superior respecto a los que no lo
estaban. Atenas fue entonces la cuna del arte, la ciencia y la filosofia griega, que gestaba un
individuo nuevo reproductor de la ideologia ateniense del momento; un individuo que era
peldafo fundamental de la nueva superestructura. Un representante de este nuevo individuo fue,
sin duda, el filésofo griego que, preso del horror al cambio, al movimiento y a lo impredecible,
se sumergio en el estudio de lo finito, de lo predecible e inmutable desde su propio mundo
interior, refugiandose de la realidad exterior. Parménides, oriundo de las costas de Elea, fue uno
de estos destacados filosofos que estaba en contra de las ideas que postulaban la realidad y la

verdad en términos de movimiento. Al respecto Caraga afirma:

Parmenides distinguia aquello que era objeto puramente de la razon—Ilo que €l llamaba la

verdad—de lo que era dado por la observacion, por los sentidos— lo que €l denominaba



18
Desarvrollo del pensamiento teorico de estudiantes de grado undécimo en un proceso de
objetivacion del concepto de limite de una funcion

la opinion. Oponiendo asi la razén a la opinion, Parménides, abrié un debate, de una
importancia y alcance excepcionales, que hasta hoy tienen trabajando intimamente a todo
el movimiento cientifico—Ilas relaciones entre la razon y la experiencia, entre la teoria y

la préctica, el debate del idealismo y el materialismo.

A lo existente él le reconoce, en la parte del poema dedicado a la verdad, las
caracteristicas siguientes—unidad, homogeneidad, continuidad, inmovilidad y eternidad,;
relegando para la opinion del vulgo todos aquellos atributos que por ventura contrariasen

estos. (p.76)

Segun Caraca, parte de esta construccion estaba dirigida a la Escuela Pitagoérica, pero
también Parménides cuestionaba las ideas de Heréclito quien veia en la transformacion y en el

devenir, la esencia de las cosas.

Bajo estas condiciones politicas, econémicas y sociales, la filosofia griega —encabezada
por los socraticos— tomo un nuevo rumbo. Coincido con Caraga (1951) al afirmar que en este
nuevo rumbo y como herencia de las posturas filosoficas de los eleatas, el saber era estratificado
entre ideas y opiniones, de forma tal que la clase pensante se aproximaba al saber del mundo
material a partir del mundo de las ideas, mientras que el hombre comun sélo podia formarse una

opinion del primero y nunca podria conocerlo.

Tal aristocratizacion del saber se enmarcd, principalmente, en el idealismo platénico en el
cual la matematica al igual que toda la ciencia podia explicar el mundo material solo mediante el
sistema de las ideas. Es decir, para el platonismo, las cosas eran solo el reflejo de las ideas, pues

el mundo sensible, el mundo material, solo podia ser comprendido y determinado por la razon
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como unica dadora de verdad; verdad que, ademas, era absoluta. Al respecto, Kline (2000)

afirma:

Platon insistia en que la realidad y la inteligibilidad del mundo fisico s6lo podian ser
aprehendidas por medio de las matemaéticas del mundo ideal. No habia duda de que este
mundo estaba matematicamente estructurado. Al respecto, Plutarco nos refiere la famosa

frase de Platon: “Dios geometriza eternamente”. (p. 17)

En esa misma linea, y en consonancia con Caraca (1951), en dicho momento histérico
donde la ideologia de Platon era dominante, los pensadores en Grecia se caracterizaban por una
tendencia general a renunciar al estudio cuantitativo y dindmico de los fendmenos naturales; a lo
cambiante —tal como el concepto de variable y por lo tanto al de funcién—; a lo impredecible e
indeterminado y como consecuencia, al estudio de procesos infinitos, implicitos en las paradojas
de Zenon y en la inconmensurabilidad. Sin embargo, existian personajes como Eudoxo y
Arquitas, que demostraron resultados matematicos utilizando argumentos fisicos, con la
consecuencia de ser criticados por el maestro: “Y Platon, indignado denunciaba tales
demostraciones como una corrupcion de la geometria, puesto que usaban hechos sensibles en
lugar de razonamientos puros” (Kline, 2000, p.17). Aunque estas tensiones posiblemente
influyeran para que los grandes aportes de estos pensadores se desarrollaran de un modo méas
lento para la historia, las construcciones realizadas en sus trabajos no se vieron frustradas, como

lo expreso a continuacion.

Eudoxo de Cnido (408-355 a.C.) —discipulo de Platén—y Arquimedes de Siracusa (287-
212 a.C.) quienes abordaron conceptos del calculo al buscar soluciones a problemas geométricos

que implicaban relaciones entre magnitudes geométricas (Boyer, 1993,1999).
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El matematico y astronomo Eudoxo de Cnido formul6 un axioma de proporciones entre
magnitudes inconmensurables: EI Método de Exhaucidn. Al respecto, varios autores (Boyer,
1993, 1999; Eves 2011 y Mol, 2013) reportan que con este método —tratado en el libro V de los
elementos de Euclides— Eudoxo solucioné el problema de la comparacion de figuras curvilineas
y rectilineas. Este método fue aceptado entre la comunidad académica de la época y siglos
después, se considerd como el primer paso de la construccion de la teoria del calculo diferencial
e integral. Por su parte, Hipocrates de Chios (fl. 460 a.C.), interesado en resolver la cuadratura
del circulo —uno de los tres problemas clasicos de la antigiiedad— planteaba la cuadratura de las
lunulas, siendo asi el primer griego en abordar el problema de la medida de figuras curvilineas
mediante proporciones. Sin embargo, a diferencia de Eudoxo, Hipocrates abordd el problema
solamente en el campo de magnitudes conmensurables, lo que confirma al método de Exhaucion

de Eudoxo como el primer peldafio hacia la construccion del célculo.

El método de Eudoxo se conoce hoy como Axioma o propiedad de Arquimedes —
desarrollado en sus obras: Sobre la esfera y el cilindro y en La cuadratura de la parébola—y

plantea que:

Dadas dos magnitudes que tengan una razon (es decir, que sean del mismo tipo y ninguna
de las dos sea cero), entonces se puede encontrar un multiplo de cualquiera de ellas que

exceda a la otra (Boyer, 1999, p.128).

En concordancia con Kline (2000), las razones y proporciones contenidas en el axioma de
Eudoxo, contempladas en el dominio geométrico, posibilitaron para la época, dar una

explicacion al problema de los inconmensurables al definir una razon de magnitudes —y a partir
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de ella una proporcion— entre conmensurables e inconmensurables. Segin Boyer (1999, p.129),

este axioma equivale en términos actuales a:

Si M es una magnitud dada, € es otra magnitud del mismo tipo arbitraria, dada también,
y r es un numero tal que 1/2 < r < 1, entonces podemos encontrar un entero positivo
N tal que M (1 — r)" < € para todo nimero natural # > V. Es decir, la propiedad de

Exhauscion es equivalente a la afirmacion que, en términos modernos, nos asegura que:

IimM(A-r)"=0

n—-oo

Por lo tanto, es posible formular el método de Exhaucién de Eudoxo en el lenguaje del
célculo. Considero importante resaltar que este teorema, bajo la éptica de lenguaje del célculo se
torna dindmico porque adquiere la posibilidad de cuantificar —-mediante aproximaciones

sucesivas— la relacion entre magnitudes geomeétricas.

Afos mas tarde, segun Kline (2000, p. 24), llega el que se podria considerar como el
segundo gran periodo de la cultura griega: “;Hasta qué punto tuvieron éxito los griegos en la
ejecucidn de su plan para obtener leyes matematicas del universo? Ha llegado hasta nosotros lo
esencial de las matematicas creadas por hombres como Euclides, Apolonio, Arquimedes y
Claudio Tolomeo™; pertenecientes al llamado periodo helenistico o alejandrino (300 a.C - 600
d.C). Es indudable que fue otra época del florecimiento del pensamiento matematico griego, en
la cual el plan de explicar la naturaleza se dio entre otros, por los avances destacados para la
época en astronomia, en ingenieria y en mecanica, en armonia con los compendios de Euclides.
Durante muchos siglos estas ideas han constituido las bases de la ciencia occidental, que se

movilizan entre acuerdos y contradicciones continuas.
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Es importante destacar que hubo diversas dificultades para asumir la idea de infinito y la
consecuente dificultad para abordarlo cuantitativamente fue, posiblemente, una de las causas que
alejaron a matematicos griegos de la creacion del calculo y por ende del concepto de limite de
una funcion. El célculo se concibid en siglos posteriores para explicar fendmenos en movimiento

que fueron el interés de los matematicos griegos del periodo alejandrino.

El hecho de que el pensamiento griego no haya alcanzado a desarrollar los fundamentos
que plated de la mano de grandes pensadores, se explica principalmente por causas asociadas a
los conflictos sociales de la época, donde las invasiones de otros pueblos borraron gran parte de
la memoria heredada de la cultura griega, como lo expresa Kline (2000, p. 35) ...y durante seis
meses, los bafios de Alejandria fueron calentados mediante la quema de rollos de pergamino”.
Situacién que acontecid durante lo que se considera el golpe final de la civilizacion griega

cuando fue invadida por los musulmanes en el afio 640 d.C.
Finales del Medioevo al siglo XV1I: hacia la cuantificacion del movimiento.

Como uno de los resultados del intercambio cultural y comercial con oriente proximo, la
Europa de finales de la Baja Edad Media amplié su campo visual mediante la apropiacién de las
construcciones matematicas realizadas por los pueblos hindues y, especialmente, arabes. Asi,
coincidiendo con Boyer (1999) y Mol (2013), a finales del Medioevo, las matematicas europeas
emergieron de un largo periodo de aletargamiento, en gran medida, gracias a la adopcion y
resignificacion del sistema de numeracion hindu-arabigo; la aceptacion del cero como nimero y

el desarrollo simbdlico proporcionado por el algebra.

Dentro del momento historico referido en el parrafo anterior, destaco los aportes hechos

por el fisico y matematico frances Nicole Oresme (1323-1382) en cuanto a la construccion del
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célculo. Aunque en este periodo, como en el periodo griego, el calculo se presenta de manera

implicita, es posible identificar elementos primitivos de esta rama de la matemética occidental.

Los fildsofos escolésticos reflexionaron sobre fendmenos tales como la velocidad y la
variacion de la temperatura de un cuerpo. Como resultado de dichas reflexiones y aunque no
contaran con las herramientas matematicas suficientes para la cuantificacion de lo observado,
construyeron, segiin Boyer (1999), “un importante teorema relativo al valor medio de una forma
uniformemente disforme, es decir, tal que la velocidad de cambio de dicha forma es constante”
(p- 339). A partir de estas elaboraciones, aproximadamente un siglo después, Oresme construyé
un diagrama en el que represento la variacion de dichos fendmenos, de manera analoga a la que

utilizamos en el presente para representar funciones.

lHustracion 1. Diagrama sobre “Latitud de Formas” de Oresme
(Boyer, 1999, p. 339).

En este diagrama Oresme plasmé una relacion entre el cambio de velocidad y de tiempo,
en cuya recta horizontal representaba la variacion de instantes de tiempo —a los que nombro
longitudes— y para cada instante traz6 un segmento perpendicular a cada uno de estos —
segmentos que nomind latitudes—. De esta forma, cada longitud representaba el cambio de
velocidad en dicho instante. Tal representacion, conocida con el nombre “Latitud de las formas”
(Boyer, 1999, p.341) cobro gran importancia en cuanto al estudio del movimiento mecanico,

desde la época de Oresme hasta la época de Galileo Galilei (1564-1642).
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Laurentiev y Nikolski (1976) indican que el final de la Edad Media fue un momento
socio-histdrico en el que se requeria transformar el estudio matematico de las leyes del
movimiento, toda vez que —como derivacion de las reflexiones de algunos pensadores de
momentos histdricos anteriores— se comprendié que el estado de inmovilidad es inexistente en la
naturaleza y que, por lo tanto, el cambio es incesante. Dentro de las razones de esta comprension
se encuentran las exploraciones realizadas en diferentes campos, entre ellos el geogréfico y el

artistico.

Una de las exploraciones mas trascendentales fue la del Ilamado Nuevo Mundo, que
posibilitd la ampliacion de las fronteras geograficas y mentales de la época. Sin duda alguna, otra
de ellas fue la que hicieron personajes como Leonardo da Vinci (1452-1519), Miguel Angel
(1475-1564) y Rafael (1483-1520), quienes resignificaron el concepto de arte con sus
innovadoras creaciones. Ya a mediados del siglo XVI, la cosmogonia de la Europa se sorprendia
ante la caida del sistema solar ptolemaico y el nacimiento de la teoria heliocéntrica de Nicolas
Copérnico (1473-1543) que fue desarrollada y complementada posteriormente por Johann Kepler
(1571-1630) y Galileo Galilei (1564-1642) en el siglo XVII. Se generd una revolucion

paradigmatica de la astronomia y una expansion del campo visual del momento.

Kepler y Galileo representaron un papel importante en cuanto a la génesis del calculo.
Tanto para ambos cientificos como para Stevin (1548-1620), el desarrollo de sus teorias en la
astronomia y la fisica los condujo a razonamientos sobre lo infinitamente pequefio y lo
infinitamente grande (Boyer, 1999; Eves 2011 y Mol 2013). Esto puede considerarse, segun
Boyer (1999), como “el ntcleo de lo que iba a llamarse mas tarde calculo o analisis

infinitesimal” (p. 406). Asi, por ejemplo, en la demostracion acerca de que el centro de gravedad
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de un tridangulo se sitla sobre una mediana, Stevin —en su obra de 1586, Estatica— se referia a
diferencias entre los posibles paralelogramos inscritos en un triangulo, de maneras “tan pequefias
como se quiera” (Boyer, 1999, p. 409). En la misma linea, en su trabajo sobre fluidos, el mismo
cientifico se aproximaba implicitamente a la idea de limite mediante “una sucesion de nimeros

que tendian a un valor limite” (Ibidem).

Tanto en su Astronomia Nova, en 1609, como en su Stereometria doliorum, en 1615,
Kepler propuso el concepto de infinitésimo para calcular areas y volimenes asumiendo que los
cuerpos estaban conformados por elementos infinitamente pequefios de areas o volimenes ya
conocidos. Por su parte, en sus obras, ‘Los dos sistemas principales del mundo’ (1632), y, ‘Las
dos nuevas ciencias’ (1638), Galileo recurrié con frecuencia a propiedades de lo infinitamente
grande y lo infinitamente pequefio, dandole mayor importancia a este Gltimo debido a su
aplicabilidad en sus elaboraciones sobre la dindmica; concepto en el que utilizé y desarroll6

matematicamente “La Latitud de las formas de Oresme” (Boyer, 1993, 1999).

Bonaventura Cavalieri (1598-1647), alumno de Galileo, sintetiz6 y desarrollé el legado
de Oresme, Kepler y Galileo. En su ‘Geometria indivisibilibus continuorum nova
quadamrationepromota’ (1635), —en la busqueda de una solucién al problema de calculo de
areas y volumenes— formul6 que: un area se puede considerar formada por segmentos rectilineos
o “indivisibles”, y que un volumen s6lido se puede considerar analogamente como compuesto de
secciones o areas que son indivisibles o volimenes “cuasi atdmicos” (Boyer, 1999, p. 416). De
acuerdo con Boyer (1993, 1999) y con Eves (2011), Cavalieri, sin saberlo, empled el método de

Arquimedes en sus planteamientos, aunque de una forma mas préactica. Asi, los indivisibles de
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Cavalieri se transformaron en un instrumento para calcular &reas y volimenes y, a la vez, una de

las bases del calculo integral. Kline (2000) plantea que:

En uno de sus libros (seis ejercicios de geometria, 1947), “explicaba” que el area en
cuestion est compuesta de indivisibles, de la misma forma que un collar esta hecho de
cuentas, una tela de hilos y un libro de paginas. Con este concepto se las arregl6 para

comparar dos areas o dos volumenes y obtener las relaciones correctas. (p. 158)

Sus contradictores lo acusaban de poca claridad para sustentar su idea de indivisibles,
areas o volumenes finitos constituidos por un numero infinito de elementos. Aunque, segin
Kline (2000) también hubo quien defendiera sus planteamientos: “Pascal defendio a
Cavalieri...afirmaba que la geometria de los indivisibles y la geometria clasica estaban de
acuerdo” (p. 160). Lo que significaba, seguin Kline, que los resultados obtenidos aplicando los
principios de los indivisibles, se podian obtener también por los métodos clésicos de la geometria

griega.

En ese mismo periodo socio-historico y tal como lo hicieron los mateméaticos nombrados
anteriormente —retomando los constructos de matematicos anteriores— es que llega a la escena
Pierre de Fermat (1601-1661) para hacer importantes aportes a la matematica de la Europa
moderna, tanto en la cocreacion de la geometria analitica, como en la creacion —intuitiva— del
célculo. Segun Boyer (1993), Fermat fue el creador del célculo diferencial por medio de su
método para hallar maximos y minimos de curvas polinémicas de la forma y = f(x). Su método
consistio en comparar el valor de f(x) cuando es muy proximo a f(x + E) haciendo a E tan
pequefio que en una cumbre o0 en un valle era posible igualar los valores de ambas funciones.

Luego de considerar f(x) = f(x + E), Fermat lo divide entre E y hace E = 0. Asi, segun Boyer
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(1993; 1999), Fermat podia hallar las abscisas de los puntos méximos y minimos de f(x). Boyer

(1999, p. 440) plantea que “el método de Fermat es equivalente a calcular”:
lim f(x + E) = f(x) =0

De este modo, se observa que la solucion de esta ecuacion es lo que hoy se denomina la
derivada de la funcién f(x). Concuerdo con Boyer (1993, 199) y Eves (2011) cuando expresan
que el método de maximos y minimos de Fermat constituye la esencia del analisis infinitesimal.

Sin duda, Fermat se ubica como uno de sus grandes precursores.

El siglo XVI1I —historicamente llamado “El siglo de los genios”— fue una época en la que
se rompieron grandes paradigmas y, por lo tanto, de suma importancia para el desarrollo de las
ciencias en general, y de la matematica occidental en particular. Al respecto, Kline (2000)

plantea:

El rebelde siglo XVI1I habia encontrado un mundo cualitativo cuyo estudio recibia ayuda
de la descripcion matematica. Y legaba a la posteridad un mundo cuantitativo y
matematico que sustituia la concrecion del mundo fisico por férmulas matematicas. Era el
comienzo de la matematizacion de la naturaleza que se ha desarrollado hasta nuestros

dias. (p.71)

En esa linea, los matematicos del siglo XVII, segun Laurentiev y Nikolski (1976),
dedujeron de forma paulatina que se podian agrupar en dos categorias tanto los problemas
derivados del movimiento —considerando la interdependencia entre las variables involucradas en
los fendmenos fluentes— como los problemas geométricos irresolubles mediante la aritmética, el
algebra y la geometria elemental. La primera categoria involucraba problemas relacionados con

el calculo de la velocidad instantanea de un cuerpo que no presentaba movimiento uniforme —lo
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que posteriormente se transformaria en calculo diferencial—; y, en la segunda categoria se
encontraba lo referente al calculo de areas y volimenes —lo que posteriormente se transformaria
en célculo integral—. Estos problemas, que surgieron de diferente manera desde la antigua

Grecia, fueron el embrién del analisis infinitesimal.

En armonia con autores como Laurentiev y Nikolski, 1976; Boyer, 1999; Eves, 2011; y
Mol, 2013, a mediados del siglo XV1I se hacia necesaria una sistematizacion de los resultados
que, hasta ese momento, se encontraban de manera aislada. Era este un momento en el que
parecia haberse perdido el horror al infinito y en el que era de gran interés para la ciencia
cuantificar la naturaleza en general y en especial el movimiento, interés generado por el

desarrollo industrial y comercial de la época.

Respondiendo a esa necesidad, Isaac Newton (1642-1727) y Gottfried Wilhelm Leibniz
(1646-1716), de forma independiente, partieron de los trabajos sobre andlisis infinitesimal que
realizaron sus antecesores, los unificaron y los desarrollaron a un nivel tal, que se les ha
reconocido en la historia como los inventores del célculo.

Concordando con Boyer (1993, 1999), Eves (2011) y Mol (2013), Isaac Newton —alumno
de Isaac Barrow (1630-1677), quien desarrollé un método para resolver problemas relativos a
tangentes, similar al propuesto por Fermat, se sumergi6 en la comprension del movimiento de los
cuerpos y su posible derivacion en procesos infinitos. Desde esa Optica, formul6 funciones en
términos de series infinitas y construyd un método que le posibilitaria hallar la velocidad de
cambio —lo que denominaba fluxién— de magnitudes que varian de manera continua —lo que
denominaba como fluentes— tales como longitud, area, volumen, temperatura, entre otras. En la

matematica que Newton desarroll6 mediante sus metodos para resolver problemas, provenientes
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especialmente del campo de la fisica, el limite de una funcidn se encontraba de manera implicita

y se demostraba desde el campo geométrico, no desde una fundamentacién logica (Kline, 2000).
En su obra Philosophiae naturalis principia mathematica (1687), Newton expresa:

Las razones Ultimas, en las cuales las cantidades desaparecen, no son, estrictamente
hablando, razones de cantidades Ultimas, sino limites a los que las razones de esas
cantidades, decrecientes sin limite, se aproximan, y que, aunque puedan estar mas cerca
que cualquier diferencia dada, no pueden ser sobrepasados ni alcanzados antes de que las

cantidades hayan disminuido indefinidamente (Kline, 2000, p.161).

La cita anterior, que se refiere al método de las razones primeras y ultimas entre
cantidades, evidencia como la matemética de Newton esta enriquecida por una mirada no estatica
en la que conceptos como limite —aunque de una manera implicita— son formulados desde el
movimiento, desde la fluencia; caracteristica inherente al célculo.

Stewart (1998, p.83) plantea que desde la época de los griegos, siempre hubo un interés
por lo relacionado con las tangentes de las curvas en determinados puntos, interés que se
desarrolla ampliamente con el célculo:

Cuando Newton y Leibniz estaban desarrollando el calculo, abordaron el problema

aplicando una geometria semejante. La ecuacion de la parabola es y = x2. El problema

principal consiste en hallar la pendiente de su recta tangente en x. Veamos a continuacion
la linea de razonamiento de Newton. Hagamos que el valor de x se incremente

ligeramente pasando a ser x+0. Como consecuencia, x? pasa a ser (x + 0)?. La razon de
los incrementos es, por consiguiente, el cociente entre la diferencia de los cuadrados y la

diferencia de los valores de x, es decir
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[(x +0)? — x?|/[(x + 0) — x]
Que simplificando se obtiene:

[20x + 0?]
0

=2x+o0

Al hacer que o (con un simbolo méas pequefio, como lo representaba Newton) tienda a 0
(el nimero real), entonces la pendiente tiende a 2x. Newton llamaba a la pendiente la fluxion de
la fluente x2. Anota Stewart (1998) que Leibniz utilizé argumentos similares, donde lo que
cambiaba era la notacién, en lugar del simbolo o de Newton, Leibniz utiliz6 el simbolo dx.

Un critico en el asunto de tratar las fluxiones como una razon fue el obispo Berkeley,

[20x+0?]

pues como en el ejemplo anterior: ambas cantidades en la razon se desvanecian,

dejando el sinsentido de 0/0. Con este dilema exhibia Berkeley, segin Stewart (1998) un
razonamiento en términos aritméticos como:

Dado que 1x0 = 0, tenemos que 0/0 = 1; pero también 2x0 = 0, luego 0/0 = 2. De la

misma manera se puede “demostrar” que 0/0 = x, para cualquier X que queramos tomar.

Entonces, ¢cdmo es que parece que el método de Newton funciona? Segun Berkeley, esto

es debido a que hay errores que se compensan entre si (p. 84)

Los argumentos de Berkeley fueron contundentes y bien argumentados; dejé de
manifiesto para la época que habia inconsistencias importantes que deberian superarse, pues esto
de “compensar” errores en los procedimientos era como negar el error del error. Stewart (1998)
expresa: “Berkeley insistia en pensar como un algebrista para el que o era alguna constante
definida”. Para Newton no era el caso, o era una variable que se podia acercar a 0, tanto como se

quisiese.
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Boyer (1999) afirma que Leibniz —en su proceso de creacion del calculo— luego de
estudiar las series infinitas y el triangulo armonico, se interesd en las obras de Pascal (sobre la
cicloide y otros aspectos del anélisis infinitesimal). Leibniz hallé en sus estudios una relacion
entre la tangente de una curva y la razon entre las diferencias de las ordenadas con las abscisas,
cuando tales diferencias se hacian infinitamente pequefias. Asi mismo, formulé que las
cuadraturas dependen de la suma de las ordenadas o de los rectangulos infinitamente pequefios
que conforman un érea. Estas elucubraciones, entre muchas otras, le llevaron a la elaboracion de
un método general para solucionar problemas —como el de las cuadraturas o el de las tangentes—
que se consideraban insolubles hasta ese momento. De esta forma, Leibniz concluyo que la
integracion —calculus summatorius (Boyer, 1999, p. 506) como proceso sumatorio es inverso al
proceso de diferenciacion —calculus differentialis (idem) —.

En el proceso de creacion de su método, Leibniz se intereso, ademas, por desarrollar un
simbolismo matematico que hiciera accesible el analisis infinitesimal de diferentes fendmenos
que involucraban la variacion y el cambio. Por ejemplo, respecto a los trabajos sobre calculo

diferencial e integral, Boyer (1999) afirma:

Después de varios ensayos se decidio a representar por dx y dy las diferencias mas
pequefias posibles (o diferenciales) de la x y la y, aunque inicialmente habia usado en su
lugar x/d e y/d para indicar la disminucién del grado. Al principio, por otro lado,
escribia simplemente omn. (es decir, “todas las y”’) para representar la suma de las

ordenadas bajo una curva, pero mas tarde utilizé el simbolo [ y, y posteriormente adn el

[y dx. (p. 506)
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Dentro de los aportes que Leibniz hizo a la construccion del calculo y a otras ramas de la
matematica occidental, su simbolismo contiene una practicidad tal, que es el utilizado hoy en dia

en la ensefianza del anélisis infinitesimal.

El calculo de Newton y Leibniz fue trascendental en el desarrollo de la matemética
posterior debido a la posibilidad que brind6 para abordar el estudio de los fendmenos en
movimiento. Sin embargo, algunos de los cientificos contemporaneos a ambos matematicos
criticaron sus teorias porque las consideraban carentes de rigor l6gico. En esa misma linea, y
concordando con Boyer (1999), Kline (2000) y Eves (2011), la falta de claridad en conceptos
como primeras y Ultimas razones en el trabajo de Newton e infinitesimales en la obra de Leibniz,
aumento la dificultad para que la nueva epistemologia de la matematica de ese momento socio-
historico fuera comprendido a profundidad. De esa forma, segun Kline (2000), el siglo XVII

finalizaba con un célculo en un estado ain confuso.
Del siglo XV 111 hasta inicios del siglo XX: hacia el rigor l6gico del analisis.

El siglo XV111 se ha caracterizado histéricamente como un siglo de revoluciones. A
mediados del siglo, las nuevas demandas en la industria trajeron consigo un conjunto de
transformaciones econémicas, tecnoldgicas y sociales propias de un capitalismo en desarrollo. El
final del siglo se encuentra ante el estallido de una nueva revolucién generada por una politica
expansionista que dio origen a un nuevo orden social y economico. De esta manera, tanto la
revolucion industrial como la revolucion francesa generaron una nueva superestructura que, a su
vez, transformo al individuo moderno en un individuo que se movilizaba entre las
contradicciones de una aristocracia en declive y una burguesia floreciente (Aleksandrov, 1976;

Boyer1999).
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En esa misma linea, el matemético de mediados del siglo XV 111 debia responder a una
ideologia de cambio, revolucién y guerra. Sus construcciones matematicas debian tener un
caracter préctico que no albergara dudas en sus postulados; debian ser objetivas y ofrecer
certeza. Esas matematicas debian enmarcarse en un rigor l6gico. Es en este ambiente politico y
social que se destacaron cientificos como los Bernoulli, Euler, y D’ Alembert, entre muchos
otros, que partieron del legado matematico de finales del siglo XV1I e hicieron grandes aportes a
la matemética eurocéntrica.

Leonhard Euler (1707-1783) contribuyo a las diferentes ramas de la matematica
eurocentrica del siglo XVIII, entre ellas, a la fundamentacion del Analisis. Alumno de Jean
Bernoulli (1667-1748), Euler parti6 de la teoria de fluxiones de Newton y del calculo diferencial
de Leibniz, los sintetiz6 y cred una rama que posibilitd estudiar los procesos infinitos de una
forma mas general que la existente hasta el momento: el Andlisis. En su libro Introductio in

analys ininfinitorum (1748), Euler define una funcién como:

Cualquier expresion analitica formada con la cantidad variable y con nimeros y
cantidades “constantes”...Euler consider6 a veces una funcion, de una manera menos
formal y més general, como la relacion entre las dos coordenadas de los puntos de una

curva trazada “a mano alzada” en el plano (Boyer, 1999, p. 558).

Tal como lo exponen Boyer (1999) y Mol (2013), mediante esta definicion, Euler se
referia a las funciones algebraicas y las funciones trascendentes elementales a las cuales les dio
un tratamiento analitico. Aunque Oresme habia considerado, de manera implicita, la idea de
funcion mediante su ‘Latitud de las Formas’, fue a partir del planteamiento de funcion de Euler

que este objeto se considerd como la idea fundamental del Andlisis. En Introductio in analys
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ininfinitorum, Euler también hizo una generalizacion del tratamiento de Newton, Leibniz y los
Bernoulli hacia las series infinitas; aunque no siempre considero la posibilidad de convergencia,
lo que genero cierta desconfianza entre algunos matematicos contemporaneos y algunos que le
sucedieron. En cuanto a su abordaje de lo infinitesimal, Euler considero las cantidades
infinitamente grandes como las magnitudes inversas a aquellas infinitamente pequefias. Asi,
anteponiendo una vision aritmética frente a la geométrica, Euler considero el infinito como una

cantidad de mayor tamafo que cualquier otra cantidad finita (Boyer, 1999).

Por su parte, profundizando en los trabajos de Newton, Jean Le Rond D”Alembert (1717-
1783) abordo el concepto de razones primeras y ultimas y lo interpretd “como limites y no como
una primera o Ultima razén de dos cantidades que estan exactamente surgiendo al ser o
desvaneciéndose, respectivamente” (Boyer, 1999, p. 567). De esta forma, D’ Alembert fue uno de
los primeros matematicos que construyo6 una definicion explicita de limite y que, ademas, planted
la importancia de este concepto como fundamento del calculo y, por lo tanto, del Andlisis.

Dentro de sus escritos en la Encyclopédie (1751-1772), D" Alembert formulé:

Se dice que una cantidad es limite de otra cantidad, cuando la segunda puede aproximarse
a la primera con una diferencia menor que cualquier cantidad dada, por pequefia que se
pueda suponer, aunque la cantidad que se aproxima no pueda sobrepasar nunca la
cantidad que es aproximada [...] La teoria de limites es la base de la verdadera metafisica

del célculo diferencial [...]. (Kline, 2000, p. 209).

Aunque D" Alembert planteo el concepto de limite como cimiento del Analisis incluso en
su abordaje del infinito (Eves, 2011); lo consideraba infinitamente grande en términos de limites,

negando la existencia del infinito actual. Sin embargo, el lenguaje no formal que empleo en su
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definicion de limite impidié que sus contemporaneos la consideraran como un concepto
matematico sélido, al punto que los escritores de texto de finales del siglo XV 11 continuaron
utilizando los conceptos y lenguaje del analisis infinitesimal de Leibniz y Newton y no el de

D”Alembert (Boyer, 1999).

Si bien es cierto que la historia no es un tejido lineal en donde se puede identificar
claramente el final de un periodo y el inicio de otro, considero valido afirmar que el siglo XI1X
fue, en ciertos aspectos, una extension del siglo XVIII. Por ejemplo, nos encontramos con una
segunda revolucion industrial que respondia a las exigencias de una sociedad que, inmersa en un
capitalismo industrial, demandaba avances tecnoldgicos en bldsqueda de un permanente
crecimiento econémico. En ese nuevo ambiente econdmico-social, el capitalismo europeo se
expandid por el mundo. En esa nueva superestructura, el individuo contemporéaneo hizo y hace
ahora parte de una maquinaria y, por lo tanto, de una representacion del librecambio, de la

eficiencia y la eficacia. El rigor en todas las ciencias se hacia apremiante.

Como parte del nuevo orden del siglo X1X, los matematicos se dedicaron a consolidar la
fundamentacion I6gica del calculo que inicid en el siglo anterior. Segin Kline (2000), a
comienzos del siglo XIX, Bolzano, Abel y Cauchy condujeron sus trabajos hacia el rigor del
célculo. Sin embargo, fue Augustin-Louis Cauchy (1789-1857) quien tuvo el reconocimiento
entre la comunidad cientifica como el precursor de la fundamentacién del Andlisis, debido al
prestigio del que gozaba por ser profesor de la Ecole Polytechnique. En su obra Cours d’Analyse
de I’Ecole Royale Polytechnique (1821), Cauchy planted la fundamentacion del andlisis sobre el
concepto de limite de D" Alembert, sobre cimientos numéricos —los nameros reales— dandole al

célculo infinitesimal la estructura que posee en el presente. Es decir, el limite como la base sobre
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la que se construyeron conceptos tales como: continuidad de funciones, convergencia de series,
derivada e integral. En esa linea, Cauchy fue el primero en considerar al limite como un objeto y
no, solamente, como un método para definir otros conceptos del anélisis. De ese modo,

apartandose del abordaje geométrico Cauchy plante6 el concepto de limite como:

Cuando los sucesivos valores que toma una variable se aproximan indefinidamente a un
valor fijo, de manera que terminan por diferir de él en tan poco como queramos, a este

ultimo valor se Ilama el limite de todos los demés (Boyer, 1999, p.646).

Tanto la definicién de limite de Cauchy, como su definicion de infinitésimo, “Diremos
que una cantidad variable se hace infinitamente pequefia, cuando su valor numérico disminuye
indefinidamente de manera que converge hacia el limite cero” (Boyer, 1999, p. 647), dan cuenta
de un abordaje dindmico al Analisis, siendo los conceptos de funcién y de limite de una funcion

los pilares para el estudio de diferentes fenGmenos en movimiento.

De igual forma, interesado en la fundamentacion del analisis pero, a diferencia de

Cauchy, desde una mirada estatica, Karl Weierstrass (1815-1897) defini¢ el limite de la siguiente

forma:

Si, dado cualquier &, existe un n, tal que para 0 < n < 1, ladiferencia f(xo + n) — L
es menor en valor absoluto que &, entonces se dice que L es el limite de f(x) para x = x,.

(Boyer, 1999, p. 696).

La definicion anterior fue presentada por su discipulo Eduard Heine en su obra Elemente,
en 1872. Concordando con Boyer (1999), Kline (2000) y Eves (2011), la definicion de limite de
Weierstrass sintetizd la basqueda de rigor l0gico en el andlisis durante siglos, al independizar el

limite de concepciones geométricas y de aquellas que implicaran movimiento y cambio; su base
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fueron los nimeros reales sin hacer alusion a cantidades que varian y que se aproximan a un

valor.

El abordaje estatico del concepto de limite empleado por Weierstrass se ha considerado
objetivo porque desecho la expresion empleada por Cauchy, “tan poco como queramos’; siendo
aceptado por la comunidad matemaética en general incluso hasta el presente. Al respecto

interpreta Stewart (1998):

Karl Weierstrass puso orden en el embrollo —y francamente es un alivio—por el
procedimiento de tomarse en serio la expresion “tan cerca como se quiera”. ;Como de cerca se
quiere? Weierstrass considero la variable, no como una cantidad que cambia de forma activa,
sino simplemente como un simbolo estatico para cualquier miembro de conjunto de valores
posibles. [...] Esto es como un juego: “si t me dices como de cerca quieres que esté f(x) de L,
entonces yo te digo como de cerca tiene que estar x de a”. (Stewart, 1998, p.87)

Boyer (1999) plantea que en el siglo XX la n de Weierstrass fue sustituida por la letra 6,
siendo, en esencia, la definicién dada por Weierstrass la empleada en las definiciones de limite

de una funcidn de variable real en los libros de texto.

En el siglo XX, el formalismo matematico experimentd un gran auge pues se hizo
indispensable una matematica que posibilitara la solucion de problemas surgidos en un ambiente
de guerras mundiales y que trajera consigo avances cientificos y tecnolégicos en campos nunca
explorados. La matematica, y por lo tanto el calculo, se encontrd en un nivel con mayor
abstraccién, propio de una nueva epistemologia que respondio a las exigencia de la época. En
correspondencia con esa epistemologia, el concepto de limite propuesto por Weierstrass, aunque

con variaciones, cobrdé mayor vigencia, siendo estudiado desde el campo de la topologia.
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Después de este recorrido historico, cabe decir que el concepto de limite se ha gestado de
diversos modos desde la antigiiedad hasta nuestros dias, acorde a las demandas y caracteristicas
de cada periodo historico. Inicialmente, desde una aproximacion implicita y estatica, fue un
instrumento matematico surgido en la busqueda de la organizacién del cosmos. Posteriormente,
su aproximacion, explicita y dindmica, respondié a la demanda de un mundo volcado hacia la
ruptura de lo inamovible, propio de una ideologia antropocéntrica —sine qua non del nuevo orden
capitalista— para luego volver a un estudio estatico enmarcado, ahora, en el rigor l6gico de las

particularidades de un sujeto contemporaneo.

Asi, el limite de una funcién, como concepto clave en la consolidacién de otros conceptos
que posibilitan el estudio del cambio ha sido, a su vez, producto de una epistemologia cambiante

a través de la historia.
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Disefio metodologico

Realicé el presente estudio desde un paradigma cualitativo, bajo un enfoque critico-
dialéctico. Me inscribi en el paradigma cualitativo debido al interés por interpretar y comunicar
la realidad particular de un sujeto a partir de mi asuncién epistemolégica. Esta realidad, en el
sentido de Denzin, Guba y Lincoln (1994), esta formada por factores socio-politicos y
econdmicos, a través de un devenir histdrico. Es una realidad constituida por el sujeto que le
pertenece y, al mismo tiempo, constituyente de él. Este sujeto es —el estudiante—el que yo como
sujeto investigador, desde mi realidad particular, pretendi estudiar en el contexto escolar por
medio de una participacion activa en el aula. Para Denzin y Lincoln (2012) la investigacion

cualitativa es:

[...] una actividad situada, que ubica al observador en el mundo. Consiste en una serie de
practicas materiales e interpretativas que hacen visible el mundo y lo transforman,
convirtiéndolo en una serie de representaciones [...]. En este nivel la investigacion

cualitativa implica un enfoque interpretativo y naturalista del mundo [...]. (p 48)

En consecuencia, procuré superar las descripciones e interpretaciones generales de
fendmenos presentes en los procesos de ensefianza y en los procesos de aprendizaje del saber
matematico, particularmente, en cuanto a la aproximacion? tedrica al concepto de limite de una

funcion por parte del sujeto estudiante, investigado en su contexto natural.

2Empleo el término aproximacion, en primer lugar, como un acercamiento gradual y continuo que por lo tanto
contiene al movimiento como esencia. En segundo lugar, mas, en la misma linea, como un proceso; ho como un
producto acabado. Esto es, como un acercamiento paulatino a un objeto que ha sido constituido histérica y
culturalmente antes del encuentro del sujeto con dicho objeto.
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A la luz del enfoque critico-dialéctico me basé, en primer lugar, en el concepto de
dialéctica asumido por Kopnin (1978). Para este autor la dialéctica se concibe como un método
de conocimiento de la esencia de los fenémenos de la realidad, fendmenos —naturales y sociales—
que estan en permanente interrelacion, movimiento y cambio. Por lo tanto, basarme en el
concepto de dialéctica significd aproximarme al entendimiento de los aspectos constituyentes de
la realidad del sujeto/objeto de estudio. El sujeto es un ser social, historico y creador de su propia

realidad en interrelacion con los otros.

En segundo lugar, concebi la relacién sujeto/objeto de conocimiento, segun los
planteamientos de Sanchez (1998). Esto es una relacidn que se entiende como unidad y no como
relacion bipolar. Es decir, sujeto/objeto se comprenden como participes activos del conocimiento
en la dialéctica existente entre ambos. En esta linea, elegi analizar la dialéctica entre el sujeto
estudiante y el desarrollo de su pensamiento tedrico en el proceso de objetivacion del limite de

una funcion.

De acuerdo con los planteamientos de Radford (2008), en el proceso de objetivacion del
objeto —hallado en la cultura— el sujeto lo modifica y, a su vez, es modificado por dicho objeto
mediante un proceso de subjetivacion; hecho que evidencia la naturaleza transformadora de
dicha relacion. De ese modo, puedo decir que, en tercer lugar, y en concordancia con lo anterior,

basé mi analisis en el caracter transformador del paradigma critico-dialéctico.

Produccion conjunta de registro y datos.

Para la produccion conjunta de registros y datos parti de ocho Actividades Orientadoras

de Ensefianza (Moura, 1998, 2010) realizadas por tres estudiantes de grado undécimo de una
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institucion femenina, de caracter oficial, de la ciudad de Medellin, Colombia. He de aclarar que
Eliza, Dana y Ana, las tres estudiantes protagonistas de la investigacion (con dieciséis y 17 afios
de edad), contaron con la autorizacién de sus padres y madres para participar de la investigacion.
Las Actividades Orientadoras de Ensefianza las planteé a las estudiantes —tanto a las
protagonistas de la investigacion como a las demas integrantes del grupo de undécimo grado—
para desarrollar en el aula de clase, donde me desempefio como maestra y en el que actué como

investigadora participante.

Las Actividades Orientadoras de Ensefianza, propuestas por Moura (1998, 2010) y su
equipo de colaboradores, se enmarcan en la teoria de la actividad. En este sentido, la actividad
puede interpretarse como un proceso de humanizacion a través del cual, el sujeto identifica las
necesidades que surgen de su relacion con el entorno. En los parrafos siguientes expongo algunas

ideas que fundamentan dicha teoria.

En su intento por dominar la naturaleza y de obtener los elementos indispensables para su
supervivencia, el hombre y la mujer —en su devenir histdrico— son sujetos de una actividad vital
que les posibilita alcanzar un fin esperado. Es en la actividad donde el cerebro se forma como
base material de los procesos mentales, superando su nivel de animalidad para posibilitarle al ser
humano un lugar dentro del nicleo social que se gesta en la actividad misma. Como lo expresan
Cedro y Moura (2008), “La historia del desarrollo humano demuestra que el hombre es
esencialmente un ser de naturaleza social, es decir, su fuente de hominizacién proviene de su

vida en sociedad, en el seno de la cultura generada por su grupo social a través del tiempo”

(p.56).
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Al respecto, Engels (1961) plantea que:

...El animal utiliza la naturaleza exterior e introduce cambios en ella pura y simplemente
con su presencia, mientras que el hombre, mediante sus cambios, la hace servir a sus
fines, la domina. Es esta la suprema y esencial diferencia entre el hombre y los demés

animales; diferencia debida también al trabajo (p. 151).

Es solo a través del trabajo —“actividad especificamente humana” (Leontiev, 1984, p.
77)— que el hombre (en sentido genérico) se transforma en humano. Es a través del trabajo que el
hombre se separa de la naturaleza y, en su busqueda por suplir sus necesidades, transforma su
cuerpo, desarrolla su cerebro y su psiquis. Leontiev (1978) afirma que en este proceso de
transformacion, el ser humano es un sujeto del “proceso social de trabajo” (p. 262), determinado
por condiciones bioldgicas en las que sus 6rganos se adaptan a las condiciones externas, y por

condiciones socio-historicas que rigen el desarrollo de la misma actividad.

Concordando con algunos autores (Marx y Engels, 1974; Kopnin®, 1978; Petrovski, 1980;
Davidov, 1988), en el proceso de la actividad —que es de caracter social- los seres humanos
reproducen los objetos hallados en la naturaleza y posteriormente, crean aquellos que no se
encuentran directamente en ella, pero que consideran necesarios para su supervivencia, su
desarrollo individual y social. Como sujeto de un proceso social en la produccion de condiciones
de vida, el hombre se torna humano en la busqueda de la satisfaccion de sus necesidades por

medio de una labor colectiva, generando asi relaciones humanas que, a su vez, generan nuevas

3Las citas textuales que empleo a lo largo de todo el texto de los idiomas portugués e inglés, son traducciones de mi
autoria.
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necesidades segun la complejidad social tejida. Engels (1961) resalta el carécter vital y perenne

de la actividad humana mediante el siguiente planteamiento:

Solamente el hombre consigue poner su impronta en la naturaleza, no sélo trasladando las
plantas y los animales, sino haciendo cambiar, ademas, el aspecto, el clima de su medio,
mas aln, haciendo cambiar las mismas plantas y los mismos animales de tal modo, que
las consecuencias de su actividad s6lo pueden llegar a desaparecer con la extincion

general del globo terraqueo (p.15).

El ser humano interactta sobre el entorno con el fin de suplir las diferentes necesidades
que surgen en dicha interaccion. Este mundo sensible es en realidad “actividad sensible” (Marx y
Engels, 1974, p.49) pues, ante ¢l, el ser humano no es un simple receptor, o un “recipiente pasivo
de informacion del medio ambiente” (Wertsch, 1993, p. 25), sino un sujeto que actlia
permanentemente. De este modo, para suplir sus necesidades, el ser humano transforma el
entorno y, en un acto de superacion de la inmediatez de su interaccion, se transforma a si mismo
por medio de la actividad. Esta se realiza en cooperacion con los demas integrantes de su
comunidad, con aquellos con quienes se constituye en un ser social. En ese sentido, Marx (2010),

afirma que:

El proceso de trabajo, tal como lo hemos presentado en sus elementos simples y
abstractos, es una actividad orientada a un fin, el de la produccién de valores de uso,
apropiacion de lo natural para las necesidades humanas, condicion general del
metabolismo entre el hombre y la naturaleza, eterna condicion natural de la vida humana
y por tanto independiente de toda forma de esa vida, y comun, por el contrario, a todas

sus formas de sociedad (p.223).
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De esta forma, la actividad podria entenderse como el producto de un conjunto de
acciones intencionales orientadas a un fin, en la relacion ser humano/naturaleza, como las formas
de organizacion acorde con los intereses particulares de cada cultura. En la actividad, los seres
humanos “crean los objetos que satisfagan sus necesidades e igualmente los medios de

produccion de esos objetos (...)” (Leontiev, 2004, p. 283).

La actividad contiene aspectos como: una necesidad, un motivo, unas acciones y unas
operaciones. La necesidad surge desde y en la cultura, y a su vez genera un motivo; unas
acciones; unas operaciones que concretizan las acciones y posibilitan alcanzar el objetivo. Segln
Leontiev (1978, 1984), referirse al concepto actividad es referirse a ella en términos generales.
Sin embargo, concordando con el mismo autor, implicitamente nos referimos a actividades
particulares, pues cada actividad esta en correspondencia con una necesidad particular del sujeto
—un sujeto constituido por la cultura de la que hace parte— encontrandose en dialéctica con el
objeto, reproduciéndose en una actividad modificada —bajo condiciones distintas— cuando se
satisface la necesidad. Los tipos de actividad se diferencian fundamentalmente por el objeto,
siendo éste quien la orienta; “el objeto de la actividad es su verdadero motivo...no hay actividad

sin motivo” (Leontiev, 1984, p.84).

Otro aspecto esencial de la actividad es la accion. Las acciones son las formas
fundamentales como se manifiesta la actividad, de modo que al estar orientadas al fin de la
actividad materializan la actividad misma. Es decir, la actividad sin accion, o conjunto de éstas,
no podria darse. Como lo ejemplifica Leontiev (1984), “La actividad laboral existe en las
acciones laborales, la actividad de estudio en las acciones de estudio, la actividad de

comunicacion en las acciones (actos) de comunicacion, etcétera” (p.83).
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Segun este autor, la accion tiene dos aspectos: un aspecto intencional que esta dirigido al
logro del fin de la actividad y un aspecto operativo que se define por las condiciones requeridas
para lograrlo. Por lo tanto, las acciones cristalizan la actividad al estar relacionadas con el fin de
la actividad, pero operan bajo condiciones particulares que a la vez posibilitan su ejecucion. Asi
como la actividad no puede prescindir de las acciones, las acciones no pueden prescindir de las

operaciones.
Leontiev (1984) plantea al respecto que:

Por lo general la actividad se realiza mediante un conjunto de acciones que estan
subordinadas a fines parciales que pueden ser deslindados del fin general; ademas, un
caso tipico en los peldafios mas elevados del desarrollo es que el papel del fin general lo
cumple un motivo del que se ha tomado conciencia, y que gracias a que se tiene

conciencia de él se ha convertido en motivo-fin. (p. 84).

De esta manera se devela la conexion entre los componentes de la actividad humana, una
conexion que, lejos de ser aditiva, presenta una estructura dialécticamente conformada en la que
cada uno de ellos forma el todo de la actividad, transformandose y fundiéndose unos en otros
durante el desarrollo de la actividad misma, acorde con el desarrollo y transformacion de la

sociedad y la cultura de la que el individuo hace parte activa.

Autores como Moura (1998, 2010) han (re)significado la teoria de la actividad en
practicas sociales como la educacion y, especificamente, en la educacion matematica. Como
resultado de su trabajo, nace la Actividad Orientadora de Ensefianza para la organizacion de la
ensefianza y del aprendizaje. Esta se fundamenta en la perspectiva historico-cultural de la

educacion y surge como una opcion para la actividad de ensefianza. Segin Moura et al. (2010) la
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Actividad Orientadora de Ensefianza es a la vez un reto para el maestro. En palabras de los

autores:

El desafio que se presenta al maestro se relaciona con la organizacion de la ensefianza, de
modo que el proceso educativo escolar se constituya como actividad para el estudiante y el
maestro. Para el estudiante, como estudio y para el maestro como trabajo (...). La
Actividad Orientadora de Ensefianza mantiene la estructura de la actividad propuesta por
Leontiev al indicar una necesidad (apropiacion de la cultura), un motivo real (apropiacion
del saber histéricamente acumulado), objetivos (ensefiar y aprender) y propone acciones

que consideran las condiciones objetivas de la institucion escolar (p.96).

La Actividad Orientadora de Ensefianza es una particularidad de la actividad, en la cual
tanto el maestro como el estudiante son sujetos de la actividad misma, pero con necesidades v,
por ende, motivos diferentes. Mientras el maestro tiene la necesidad de ensefiar, el estudiante
tiene la necesidad de aprender, hecho que genera objetivos divergentes. Considero que el gran
desafio para el maestro es reconocerse como sujeto de la actividad de ensefianza. Ese
reconocimiento conlleva a identificar que es en €l en quien recae la responsabilidad de encontrar
la manera de que el objeto, resultante de la necesidad, de la actividad, coincida con el objeto del
estudiante en su actividad de aprendizaje. Esto es, que su objeto de ensefianza se convierta en el
objeto de aprendizaje del estudiante, como lo plantean Moura et al. (2010). Es decir, el maestro
tiene el desafio de orientar su ensefianza hacia una practica en la que el aula se transforme en un
espacio dinamizador que estimule la necesidad de aprendizaje del estudiante, del objeto —

matematico en este caso— de la actividad.
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Concuerdo con Moura et al. (2010) cuando afirman que el maestro, al transformar su
proceso de ensefianza en actividad de ensefianza, se convierte en un aprendiz constante de
saberes tedricos que le posibilitan generar acciones que, a su vez, le posibilitan al estudiante
aproximarse al saber existente en la cultura y, por tanto, el desarrollo del pensamiento tedrico.
No pretendo afirmar que exista una relacion directa y lineal entre la ensefianza, vista desde la
teoria de la actividad, y el desarrollo del pensamiento tedrico del estudiante, sino que prefiero
considerar que la actividad de ensefianza es un factor fundamental en el desarrollo psiquico de
los individuos (en este caso de los estudiantes). En este sentido, el maestro se convierte también
en un sujeto reflexivo sobre su propia practica, sobre su papel en el sistema escolar vy,
particularmente, su papel como representante de la cultura. En esa medida, considero que la
Actividad Orientadora de Ensefianza es posibilitadora del aprendizaje del mismo maestro y, en

consecuencia, se constituye como agente transformador.

Moura et al. (2010) plantean que la Actividad Orientadora de Ensefianza cumple un papel

mediador. En sus palabras:

(...) Reafirmamos que la Actividad Orientadora de Ensefianza es la mediacion en la
actividad del maestro que tiene como necesidad la ensefianza de un contenido, al sujeto en
actividad cuyo objetivo es la apropiacion de ese contenido entendido como un objetivo
social. En esa perspectiva, la Actividad Orientadora de Ensefianza se constituye en un
modo general de organizacion de la ensefianza, en que su contenido principal es el
conocimiento tedrico y su objeto es la constitucion del pensamiento tedrico del individuo

en el movimiento de apropiacion del conocimiento. (p.100).
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Asi, para que las acciones del estudiante en el aula sean acciones pertenecientes a la
actividad —actividad de aprendizaje—, las acciones del maestro deben mediar su actuar con el

objeto de saber a aprender, deben generar la necesidad de aproximarse al concepto.
Para Vigotsky (2013c), el concepto:

Es el reflejo objetivo de las cosas en sus aspectos esenciales y diversos; se forma como
resultado de la elaboracion racional de las representaciones, como resultado de haber
descubierto los nexos y las relaciones de dicho objeto con otros, incluye en si, por tanto,

un largo proceso de pensamiento y conocimiento que, diriase, esta concentrado en él.
(p-80).

Asi, acorde con lo anterior y con Kopnin (1978), el concepto es un reflejo que lejos de ser
la fiel copia del objeto material es una transformacién de dicho objeto en uno nuevo —en la
conciencia del sujeto— como resultante de una elaboracién racional de sus diversas
manifestaciones. Asi mismo, el concepto posibilita identificar la unidad de las contradicciones
internas del objeto que develan su esencia y, por lo tanto, conocerlo en profundidad. En esa linea,
las acciones del maestro deben ser sistematicas, intencionales y contextualizadas, de forma tal

que motive la aproximacion de los estudiantes al concepto.

La Actividad Orientadora de Ensefianza sugiere pensar, planear y desarrollar los
encuentros en el aula de clase, de tal manera que se generen interacciones —entre el maestro y el

estudiante— que posibiliten (re)significar el saber matematico socialmente construido.

Moura et al. (2010) sugieren que en la Actividad Orientadora de Ensefianza las
necesidades, los motivos y las acciones, son movilizados por lo que los autores Ilaman una

“situacion desencadenadora de aprendizaje”. Esta situacion es propuesta por el maestro, y sus
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acciones deben motivar acciones en los estudiantes, dirigidas hacia la busqueda de la solucion de
la situacion desencadenadora. De esa manera, segin Moura et al. (2010), el estudiante se ira
aproximando al concepto y, ademas, a un modo general de aproximarse a él. En esa linea, la
situacion desencadenadora contendra la esencia del objeto a estudiar; es decir, posibilitara la

apropiacion del concepto.

A la luz de este marco teorico, disefié ocho Actividades Orientadoras de Ensefianza como
medio para el desarrollo del pensamiento tedrico en el proceso de objetivacion del limite de una
funcidn de las estudiantes y a su vez, para la produccion conjunta de registros y datos. Las ocho
Actividades Orientadoras de Ensefianza fueron realizadas desde el mes de julio hasta el mes de
octubre de 2017 en los encuentros de clase habituales y, dirigidos por mi como maestra y como
investigadora participante. Cada una de las Actividades Orientadoras de Ensefianza requiri6 de
dos sesiones como minimo para su realizacion. Ademaés del tiempo necesitado para el desarrollo
en el interior de los grupos conformados por las estudiantes, cada Actividad Orientadora de
Ensefianza tuvo un espacio de socializacion grupal, accién que consideré fundamental en el

proceso de objetivacion.

Segun Moura y Lanner de Moura (1998), referenciados por Moura et al. (2010), la
situacion desencadenadora de aprendizaje puede tener como recurso metodolégico el juego, las
situaciones emergentes de la cotidianidad o la historia virtual del concepto. Este ultimo, segln
los autores, enfrenta al estudiante ante una situacion-problema similar a la vivida por el ser

humano en el momento historico de construccion del concepto tedrico a estudiar en la actividad.

Partiendo de lo anterior, la primera Actividad Orientadora de Ensefianza que disefié y

que denominé “Determinacion de la posicion de un cuerpo en un instante dado”, estuvo
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movilizada por una situacién desencadenadora de aprendizaje bajo el recurso de historia virtual.
El motivo de la Actividad Orientadora de Ensefianza fue determinar la posicion exacta de un
movil en un instante dado, el cual fue un problema con el que se enfrentaron cientificos del siglo
XVII ante un legado en el que el movimiento era estudiado de manera estéatica, dado que éste era
considerado como una “sucesion de estados particulares de un movil” (Caraga, 195, p.215). Este
problema conllevo a la necesidad de crear un instrumento para solucionarlo —el infinitésimo®-.
La aplicacion del nombrado instrumento en el estudio de lo que sucede en cierto punto en
interdependencia con puntos “arbitrariamente proximos” (Caraga, 1984, p. 218) y su posterior

desarrollo, posibilitd la creacion del concepto de limite.

Asi, en la primera Actividad Orientadora de Ensefianza enmarcada dentro de la historia
virtual, tuve como objetivo posibilitar a las estudiantes la deduccion del movimiento —mecanico—
como un continuo, al realizar ciertas acciones y operaciones en las que enfrentaran la
imposibilidad de hallar la posicién exacta del movil en cierto instante, y, por lo tanto, generar en
ellas la necesidad de crear estrategias para solucionar el problema. Estas estrategias les

permitirian vislumbrar de forma implicita el infinitésimo como una posible solucion.

La Actividad Orientadora de Ensefianza se realizé en dos momentos. En el primero, de
caracter préctico, las estudiantes debian conformar grupos de trabajo para resolver la situacion
desencadenadora de aprendizaje y presentarla por medio de una guia que orientd dicha
actividad. La guia contenia por escrito las acciones y las operaciones sugeridas en via al alcance

del objetivo.

4 La definicion de este concepto, desde Caraga (1984) la presento en la segunda categoria de analisis.
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El segundo momento de la Actividad Orientadora de Ensefianza, realizado en otra sesion,
consto de las respuestas por escrito de las estudiantes a las preguntas de la guia y su posterior

socializacion. Las respuestas surgieron al interior de sus respectivos grupos de trabajo.

A continuacion presento la guia referida.

FSTITRC KN ECU CATR LOSEMER VILLEGAS OE SARTOS
SECAETASA OF EDUCADION ¥ CULTOHA GE MEDELLIN
Cidiga Ders SI5HDOCISE ( Esaciscida Aproiscidn E230 del 902001 it

Woenkmes): Fecha:

Determinacidn de la Pasieldn de un Cuerpe en un Tnatante Dads
Objetive

Obeervar ol despleazamiento de un movil en s hnes recta v analizar mm punto de su
rayecioria &n un nstante.

Materialex

Una manguera de nivel, de im metre de longind.
Coloranta.

Silicana

Crancmetra.

Papel milimestrado.

Tzhlz de madera o carton paja.

Con tu equipo da rebajo, sigue las mstrucciones dadas a contiruacion.

1. hlids =l ti=mpo gue tards el cusrpao (la arknjs) en hacer todo el recorrido. Fepite al
procedimisnto las weces necesarizs para sproximarts 2 on date precizo. Anots los
resuliados.

;El tiempo es al mizro an todas las vecssT Argomenta.

2. Hallz la distancia recomida por el movil cada 2 segundos, en toda su trayectoria.
Fegits el procedimdents las vecs: necesariss pars sprocdiarte 3 s dats preciza.
Amnata las razultados.

3, ;Puedes kallar la posicion exacts dal movil justo 2 los 8 sapundos de su recomrida?

En czzo de que asi sez, anots el resultado —o resultados, en caso de qua lo repitsz—v
erplica como lo hallsste.

En caso comtrario, busca —v emples— esirategias para hallsr el resultado (o
resultados) lo mas proximo peeible a ko pedido. Anota el resultado (o resultados) ¥
engplica las estrategias empleadas.

llustracion 2. Guia de la actividad “Determinacion de un movil en un instante dado”

El objetivo de la segunda y tercera Actividad Orientadora de Ensefianza fue propiciar en
las estudiantes la generacion de un movimiento por el cual produjeran los datos de su

contemplacion directa —resultante de las operaciones realizadas en la primera Actividad
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Orientadora de Ensefianza —, del resultado inicial de sus percepciones y los transformaran en un
nuevo objeto mental, en una imagen cognitiva resultante de un analisis profundo del fenémeno.
Este fue un objetivo alcanzable por acciones direccionadas a que las estudiantes establecieran
relaciones entre diferentes aspectos del fendmeno a estudiar —el desplazamiento de un mévil en
una trayectoria rectilinea— con elementos matematicos que posibilitaran su estudio. Y, en esa

medida, comenzaran a elevar su pensamiento de un nivel empirico a un nivel tedrico.

De este modo, la guia escrita que orientd las acciones de las estudiantes de la segunda
Actividad Orientadora de Ensefianza, la cual denominé “Analisis de la posicion de un cuerpo en
un instante dado-1”, estuvo conformada por preguntas donde pretendi problematizar el

movimiento desde y por medio del concepto de funcion real de variable real.

La guia escrita que oriento la tercera Actividad Orientadora de Ensefianza y que, en
continuidad con la anterior, denominé, “Analisis de la posicion de un cuerpo en un instante dado-
2”, contenia preguntas por medio de las cuales pretendi, ademas de lo expuesto en el parrafo
anterior, generar en las estudiantes una reflexion mas profunda sobre propiedades de la recta
Real tales como densidad y continuidad. Y, de este modo, las estudiantes comenzaran a
aproximarse al concepto de infinitésimo de manera intuitiva, concepto fundamental en la

concepcién dindmica de limite de una funcion.

Presento a continuacion las guias referenciadas:
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| | BECRETARIA DE EDUCKCION Y CULTURA DE MEDELLIN
'-.,_':ﬂf::, Cadigs Dase 1061001288 ) Resaluaiin Aprabanidn 2259 del 23M02HA

Hombre{s): Fecha:

S—_—

= RETITUCION EDUCATIA LORENZA VILLEGAS DE BANTDS
[ o

Andlisis de la Posicién de un Cuerpo en un Instante Dadoe-1

Die acnardo a los datos obtenidos en la actividad practica, rezuelve los pumtos planteadoz 2
contmuacion.

1. ;Cual piensas que 2= el fancmeno fizico
—principal- que sz manifiesta am o] zistema
burbuja-manguera’?

2. ;ldentificaz magnitudas fizicas
presentes durante el recomido de la burbwa?

i CualesT?

3. ;ldentificaz varizblas mvolucradas en el
fanomeno fisico dade” Argumenta.

4. ;Hallaz relacion entrs laz magnitudes
fisicas v las +varable: gue identificaste?
Tastifiea tu respussta.

5. Explica el dezplazanuento del cuerpo (la burbuja) en la manguera.

lHustracion 3 Guia de la actividad “Analisis de la posicidn de un cuerpo en un instante dado-1”
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i RETITUCION EDUCATAA LORENZE VILLEGAS DE BANTOS

|' 'ﬁ BECRETARIA DE EDUGACION Y CULTURA DE MEDELLIH

x‘___._..-' Cddigo Dame HEM0128E | Resolusibn Aprobaoadn 3359 del 201023
Homhbra(z): Fecha:

Andlisis de la Posicidn de un Cuerpo en un Instante Dado-2

De acuerdo a loz datos obtenides en la actividad practica v a lo que razpondiste en 2 taller
antarior, rezuslve los pontos plantsados a continuacion.

1. Construye unz grafica en la que ze obzerven los resultados del pumto 2 v del punto 3
de la actividad practica. Dezcribe la zrafica.

2. ;Plensaz que existe una fincidn entre las vanahles
que identificasta’ Explica.

3. ;Puedes hallar una exprazion algsbraiea qua
represante la ralacion (o funcion) existente enfre las
variables que identificaste”

De ser ast, hazlo v explica que relacion tiens con la
grafica que realizaste en el punto 1.

4. ;Cuanto: nimeros reales crees gue existen entra I‘x
cimeo décomas de segundo antes de loz & zagundos -
exactos v, cince décimas de sepundo después de loz i
3 zepundos exactos de tiempe transcurrido en 2l -
azcenso de la burbuja? ;Por que?

3. ;Cuil piansaz que ez &l valor (o valores) de tiempo mas proximo a & sepumdos?
;Cudl piensas que es el valor{es) de la posicion gue le comesponde a dichels)
valories) de tiempo? Explica.

lHustracion 4. Guia de la actividad “Analisis de la posicion de un cuerpo en un instante dado-2”

Mediante la cuarta Actividad Orientadora de Ensefianza que denominé “;Como ha sido
el desarrollo de tu estatura?”, tracé el objetivo de aproximar a las estudiantes al concepto de
funcion —especificamente el concepto de variable real- buscando fomentar el desarrollo del

pensamiento tedrico de las estudiantes. En esta Actividad Orientadora de Ensefianza, el
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movimiento, como eje central del concepto de infinitésimo y por lo tanto de limite de una funcién
en un punto, estuvo presente en uno de los aspectos del desarrollo fisico de las estudiantes: su
estatura. Ademas, tuve como objetivo posibilitar a las estudiantes una forma de aproximarse a un
fendmeno natural particular desde un saber matematico depositado en la cultura. Por lo tanto,
dispuse las condiciones materiales que generaran, en las estudiantes, un movimiento entre el
significado social histéricamente construido del objeto —funcidén-y un sentido hallado por cada

una de ellas desde su experiencia vital y personal.

A continuacion, presento la guia que oriento la actividad.

ELLN

2261 | Resoluaién Aprobaciin 2259 gel 2010V

Nombra(sz) Fecha

éChmo ha side el desarrollo de tu estatura?

Partiendo d= los datos que tienss registrados sobre tu estatura, desde tus primeros afios de
vida hasta ] presents, responda vo! resuelve los signientes pumntos:

1. Eealiza tu curva de cracimianto. - - o

2. Explica el dezamrello de tu estatura hasta ol prezenta. e e

3. Begun la Organizacion Mundial de la Salud (OME) - 7P g — .
la estatura esperada— aproximada— de ma persoma - | '/// il :
{*Talla Diana Familiar™), considerando la estatura de e 1;'_-:.-’:' -
los padres en centimetros, es: ! //."’ AT

: / S 4 ! -
o 525 a0 e

(Estaturz de 1z madre + Estatura del padre) = 8,5, para nifios. . / i i

2 AT e

(Estatura de 12 madre + Estatara del padre) - 6.5, para nifias. 3 F3d e

2 i= poC o ak
Segin la OMS, el resultado pueds variar en Som. i (B
Partiendo de la formula antsrior v de to estatura > - .
m =25

prazents, ;plensas que esta formula es valida en tu
caso? Explica.

4. ;Cuiles variablez identificas en la curva de tu crecomiento? ;Plenzas que existe una
funcidn entra las variables identificadas? Arpumenta.

Ly

Construye unz grafica en lz que esté representada la relacion existents entre las
variables que idsntificaste (=1 plensas que existe), desde tus primeros afios de vida
Explica laz principales caracteristicas da la grafica resultants.

lustracion 5. Guia de la actividad “;Cémo ha sido el desarrollo de tu estatura?”
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En la misma direccion de la Actividad Orientadora de Ensefianza anteriormente expuesta,
disefié la quinta Actividad Orientadora de Ensefianza, denominada “Cual era tu estatura
aproximada cuando...” Para ello, planifiqué la situacion desencadenadora de aprendizaje en un
contexto cotidiano como recurso metodoldgico, en el sentido de Moura y Lanner de Moura
(1998) referenciados por Moura et al. (2010). Es decir, planifiqué una situacion
desencadenadora de aprendizaje que enfrentara a las estudiantes ante una situacion propia de su
cotidianidad para que en la busqueda de la solucién dotaran de sentido personal el significado

cultural presente en el objeto matematico de la situacion.

En este sentido, en primer lugar, tuve la intencionalidad de generar en las estudiantes la
necesidad de problematizar, a la luz de conceptos del calculo, un aspecto de sus vidas y dotarlo
de significado y sentido al realizar las acciones. En segundo lugar, posibilité la aproximacion de
las estudiantes al concepto de infinitésimo —en dialéctica con el concepto de limite de una
funcién en un punto— por medio de la representacion gréafica de la evolucion de sus estaturas y de
la determinacion de cierta estatura en una edad determinada. A continuacion, presento la guia

correspondiente.
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Nombre(z):

¢Cudl era fu estatura aproximada cuando_?

Partiendo del punto 5) de la actividad anterior, resuelve y/o responde los
signientes puntos:

1. Luego de observar detenidamente la grafica, jcudl es el valor
minitno ¥ cudl es el maximo que toma la fimcion? Explica.

2. Cudl era el valor de tu estatura el dia:

3. pque hiciste la primera comunion?
b. ;que celebraste tus quince afios?

lustracion 6. Guia de la actividad “Cudl era tu estatura aproximada cuando...”

La sexta Actividad Orientadora de Ensefianza denominada “;Limite?”” estuvo constituida
por otra Actividad Orientadora de Ensefianza, disefiada y desarrollada por las estudiantes, tres
meses antes del trabajo de campo. Dicha Actividad Orientadora de Ensefianza tuvo como motivo
el disefio ficticio de un tanque para almacenamiento de agua cuyo objetivo fue que las
estudiantes reconocieran, representaran y explicaran leyes cuantitativas en una situacién de
variacion, como fundamento del concepto de funcion. Al tomar como punto de partida una
Actividad Orientadora de Ensefianza anterior, mi intencion fue problematizar el mismo objeto
matematico —funcién— en una situacion y un contexto ya conocidos, a través de un nuevo motivo
que generara en ellas la necesidad de realizar acciones diferentes a las que se realizaron meses
atras para solucionar la situacion-problema. Las acciones y operaciones de las estudiantes
deberian ir direccionadas hacia un analisis infinitesimal. De esta forma, mi objetivo con esta

actividad fue, en esencia, movilizar el pensamiento de las estudiantes mediatizado por la
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transformacion del objeto y, por lo tanto, de la actividad misma. A continuacion, presento las

guias correspondientes a las dos Actividades Orientadoras de Ensefianza

z_'é/.

1.

"
L

-
3.

INSTITLCEON EDUCATIVA LORENZA VILLEGAS DE SANTOS
_ SECRETARLA DE EDUCACION ¥ CULTURSA DE MEDELLIN
Codigo Dene 105001003253 § Reaclecaon Aprobacion 5235 del Z3H02001

MNombre(s): Fecha-

LLimite?

Partiendo de la actividad realizada anteriormente llamada: “Tanque para
Almacenamiento de Agua”, responde yo resuelve los siguientes puntos.

Representa, en Geogebral o en hojas milimetradas, la situacion planteada.
Explica el tipo de funcidn resultante v svs principales caracteristicas.

Identifica el valor del drea cudndo el valer del lado es:
a 1m
b. 25m
c. 3
d. 35m

Halla los valores:
a f(2.31)

bl 4,12}
c. £(6,51)

. iCual es el valor del drea, cuando el lado del tangue se aproxima a 3,609 m?

lustracion 7. Segunda parte de la guia de la actividad “;Limite?
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Tangue para Almacenamiento de Agua

Ex cierto bamio de puestra cindad =2 Tequisre disefiar un tangue de base cuadrada para
almacenarmiento de agua. Como parte del disefio, 1z arquitects desea
saber los valores del area de #u basa cuamdo sl lado toma ciertos valores.

Parz ello, Iz arqnitscta utilizs la tafla mostrada 2 continnacian

Tado (m) Arenins)

]

0.3

1

L5

2

5
9 &
AN Tt -
.-'R.: 1] '1I';5_ 4.5
HY gl 33
b= - N

Dia scuardo 2l plentesmisnts dal problems v 2 la inforreacion dada en la tebla:
1. zCuzles zon las variahles invohecrades en el problema? Tustifica m respuesta.

I. Enesta simacion, podnz decirse gue una de las varizhles, depende da la otra]
Explica.
zCnantos valores de drea le comresponde a cada lada?

L

4. PFezliza la rapresentacion grafica (em un plano cartazsizna) de la relacidn entra las
vartablaz.

Hallz 1ma exprezian enslitica que repressnte la relacion entre las variahlas.

LA

llustracion 8. Primera parte de la guia de la actividad “; Limite?

La Actividad Orientadora de Ensefianza N°7 la denominé “Limite de una Funcion”. En
ésta, el limite de una funcion se presenta de manera explicita a través de diferentes sistemas de
signos como alfanumeéricos y graficos. El uso de diferentes sistemas semioticos de
representacion tuvo como intencién que las estudiantes se aproximaran a estos y descubrieran
nexos existentes tanto entre sus aspectos constitutivos internos (criterio de unicidad, la
posibilidad de la no existencia, limites infinitos y al infinito, entre, otros) como con otros objetos

tales como funcién e infinitésimo. Por lo tanto, mediante esta Actividad Orientadora de
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Ensefianza continué propiciando condiciones para el proceso de objetivacion del concepto limite

de una funcidn por parte de las estudiantes, mediante las acciones contenidas de forma implicita

en las preguntas de la guia. A continuacion, presento la guia.

—

.

-

n

Limite di una Funcidn

i |
de ohsenvar la atericr, % cada ma de las sigw
Lusgo pafia Tespends iguientes

e verdadern, 000, y justfica m respuess.

Lm0 = Lim o)
L f00 = bim f09)

)= Lim fix)

I Sl fmcion

fix=ln

& Halis sa rereseenacion grefice
b. s positle hallar o valor d2 1)7 Exlice

Limite de una Funcidn

3. (DOReerva cade una de b sieieatss prafices v alln ol loeice di b fencion, i

e, W bo indicade bajo d cade sz de s

F

‘FYTEEE 1 2 i 5 6 7

Emfix: lim fin lim fio

La situacion desencadenadora de aprendizaje contenida en la séptima Actividad

lustracion 9. Guia de la actividad “Limite de una Funcion”

Orientadora de Ensefianza, que denominé “Limite de una Funcion en un punto”, consté de Seis

situaciones-problema enmarcadas en diversos contextos. En cada una de ellas, el limite de una

funcion fue presentado —de forma directa o indirecta— en dialéctica con el concepto de funcion de
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variable real. En esa medida, en el disefio de esta Actividad Orientadora de Ensefianza tuve
como objetivo que el concepto de limite de una funcion se transformara en un medio esencial de
sus procesos de reflexion cuando las estudiantes realizaran operaciones para solucionar las
situaciones planteadas. Es decir, que, en su actividad mental, operaran con el concepto —rasgo
caracteristico del pensamiento tedrico— elaborado en su proceso de objetivacion durante el

desarrollo de todas las Actividades Orientadoras de Ensefianza del trabajo de campo.

A continuacion, presento la guia que orientd la Actividad Orientadora de Ensefianza en

mencion.

Limite de una Funcion en un Punto

1. Como sabemos, la= doz unidadss de medida de la tempershira mas weades gom:
FahrEﬂJ:.mt{’ZF‘,lTCe‘lsLm (FC) —o cemtigrados — Sebemoz ademsds, que entre
ambas unidades existe la siguienta relacian:

F=18C—+52
En donde C &3 |2 temperatura en grados Celsius, F es: L2 temperaiura en
grado: Fabrerheit y 32 es 2] punto de comgelacion del azua (en °F)

Dartiendo de la relacicn satericr v de que: al pusto de ebullician dal agos ez de
1007C (212°F) v suo pumo de congslaciom ez de 070 (32°F), gsoual es la
temmperatira del agn=, en srados Fahrenhsit, en cierto mormemto e ogos un
termdmetro marca valores goe tienden a 20°C7

[ =]

Bﬁeahﬂmﬁﬂlﬂmmmmmmbvanahh
e tlende 2] valor de I Se sabe goe 13 variable dependiente equitale
2l cubo de la variable independieate spmentada en 3 unidades,

3. Seala funcidn:
Flxp=3x —1,
halla Lim £(x]}

4. La sizuiente fancidn represemta la forma en guoe se| presenta cierto fendmeno.
Hallz el valor del himmite de la fancidn e la vecindad dal 3.

2
Frxy==2

r—3

3. Del estundio da certo fendmeno nanmal se dedujo 1z fimcidn que ko represesta,
Coya expresion analitica es la siguiente:

3—x sixz=—1
Ea e [ —=
Flxy= x® + 2x sLx = —1

Se dessa saber el valor posible da la fumcidn cuando la variable independiente
toma valores permenecientsas a la vecindad del -1 Fesaelve la sitascidn.

G, Fesponde las sisuientes premnytas.
a pQumé entiendes por Hmite de 1ma fincicn en vm pormto?
b Qe entiendes por infinitésima?
c. :Hallas relacian entre infinjtesinon + lrmite de uma famcion? Explica.

lHustracion 10. Guia de la actividad “Limite de una Funcioén en un punto”
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A partir de las Actividades Orientadoras de Ensefianza vislumbré una posibilidad para
desarrollar el pensamiento tedrico en las estudiantes. Por esta razon, dichas actividades fueron el

pilar epistemoldgico del trabajo de campo de este proyecto de tesis.

Mi intencionalidad fue analizar como podia desarrollarse el pensamiento tedrico de
estudiantes de grado undécimo, en su proceso de objetivacion del concepto de limite de una
funcién. En consecuencia, elegi las tres estudiantes que participaron de esta investigacion como
protagonistas, atendiendo a sus intereses hacia el area, hacia la investigacién y hacia el desarrollo

de las Actividades Orientadoras de Ensefianza propuestas.

Considero importante explicitar que realicé la produccion de registros y de datos durante
las clases en las que las estudiantes desarrollaron las Actividades Orientadoras de Ensefianza
propuestas. Asi, desde mi observacion participante asumi el papel de “Quilt maker 0 Bricoleur”
(Denzin y Lincoln, 2012, p.49) ya que tomé partes de la realidad que observé, utilizando
diferentes herramientas y técnicas, y las uni al interpretarlas —desde mi subjetividad— para

construir un hilvanado de los datos en los diferentes momentos del trabajo de campo.
Los instrumentos y registros que usé para el hilvanado fueron:

Videograbaciones y audios de los encuentros en el aula.
Fotografias que posibilitaron evidenciar diferentes episodios.

Un diario en el que plasmé mis reflexiones como investigadora.

vV VvV VYV 'V

Otros registros (escritos, orales) producidos por las estudiantes y derivados del

desarrollo de las Actividades Orientadoras de Ensefianza.
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Andlisis de los datos.

Realicé un estudio de casos, bajo las consideraciones de Yin (1984, 2010) y una
triangulacion entre los datos, mi mirada como investigadora y el marco teérico para analizar
dichos datos. Yin (2010) plantea que un estudio de casos “(...) investiga un fendémeno
contemporaneo en profundidad y en su contexto de vida real, especialmente cuando los limites
entre el fendomeno y el contexto no son claramente evidentes”. De esta manera, empleé el estudio
de casos, no como método, sino como una herramienta de analisis porque me interesé en
interpretar un fendmeno particular en las condiciones naturales en las que se dio la relacion entre
el sujeto protagonista de la investigacion y el objeto de saber matematico, mediados por las

particularidades de la cultura que los constituye.

Analicé el caso de las tres estudiantes protagonistas del proyecto de tesis en concordancia
con Yin (2010) cuando plantea que el caso “debe ser un fenémeno de la vida real, no una
abstraccion...” (p. 53). Asi, el objeto de estudio fue la manera en que las estudiantes
desarrollaron el pensamiento tedrico en el proceso de objetivacion del concepto de limite, en el
contexto escolar al que pertenecian. Para ampliar mis comprensiones sobre dicho contexto

consideré factores sociales, culturales e historicos (factores constitutivos de ese contexto).

Las unidades de andlisis fueron los enunciados de las estudiantes protagonistas de la
investigacion, presentes en las acciones y operaciones realizadas por éstas en el desarrollo de las
Actividades Orientadoras de Ensefianza. Parafraseando a Bajtin (2009), las diversas actividades
humanas estan relacionadas con el lenguaje y, especificamente, con el uso de una lengua que es
llevada a cabo en forma de enunciados. Para Bajtin el enunciado es “la unidad real de la

comunicacion discursiva” (2009, p. 260). Asi, es a través de él que el sujeto constituye su
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discurso; manifiesta su voz. En este sentido, a través de los enunciados —verbales y gestuales— las
estudiantes expresaron, de diferentes maneras, la aproximacion paulatina a la esencia del objeto
limite mediante las diferentes acciones y operaciones que realizaron en el marco de las
actividades por mi propuestas; siendo, por lo tanto, las acciones — y operaciones— el factor

determinante de cada enunciado.

Como mencioné antes, adopté una triangulacion entre: uno, los datos producidos y
registrados en el trabajo de campo a través del hilvanado explicado en el apartado anterior; dos,
los resultados de mis observaciones, movidas al ritmo de lo hallado en los episodios resultantes
de los encuentros en el aula (evidenciados en las unidades de andlisis); y, tres, entre los
fundamentos ontoldgicos, gnoseoldgicos, epistemoldgicos y metodoldgicos que asumi durante el
proceso investigativo, construidos a través y desde las bases tedricas abordadas. Es decir, en la
triangulacion imbriqué diferentes elementos que se transformaron en las diversas voces de y para
mi analisis.

En esa misma linea y en la direccion de mis supuestos epistemoldgicos y metodoldgicos,
considero que el analisis de la complejidad de un fendmeno perteneciente al campo de la
educacion y especificamente al de la actividad de aprendizaje (Moura, 1998), como en este caso,
debe hacerse bajo el cristal de la l6gica dialéctica ya que un fendmeno como este es de
naturaleza fluctuante, no estatica. Esto es, en primer lugar, comprender el fenémeno como un
todo conformado por partes que estan en una unidad dialéctica y que, por lo tanto, estan en
permanente cambio, pues los sujetos implicados en él —en este caso, las estudiantes protagonistas
del proyecto y el contexto—, son a la vez de naturaleza cambiante. En segundo lugar, y en

concordancia con el primero, el analisis en si fue igualmente mutable ya que lo debi ampliar y
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(re)direccionar algunas veces, acorde con el tejido de voces convergentes en él. Por tales
razones, concuerdo con Richardson y Pierre, referenciados por Denzin y Lincoln (2012), cuando

exponen que:

(...) La figura central de la investigacion cualitativa deberia ser el cristal y no el
tridngulo. (...) Los cristales crecen, cambian, se modifican (...) Son prismas que reflejan
externalidades y las refractan en su propio interior, creando diferentes colores, patrones y

escalas, arrojandolos en diferentes direcciones. (p. 53)

Inscrita en la investigacion cualitativa, a la luz del enfoque critico-dialéctico y desde el
rol de Quilt Maker, a través de mi prisma de investigadora interpreté la esencia de los elementos
constitutivos del proceso en el que las estudiantes se aproximaron —desde su subjetividad— al
concepto de limite de una funcion y analicé el desarrollo de su pensamiento teérico imbricado a

un proceso de objetivacion.
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El movimiento: Caracter indefectible de la naturaleza

El constante intento del ser humano por comprender y dominar la naturaleza, a traves del
devenir historico, lo ha motivado a crear diferentes ciencias. Sin embargo, y coincidiendo con
varios autores (Aleksandrov, 1976; Engels, 1961; Boyer, 1999; entre otros), es a partir de finales
de la edad media e inicios de la edad moderna, que las ciencias eurocéntricas dieron sus primeros
grandes pasos, como consecuencia de la busqueda de una explicacion a las diferentes
manifestaciones de cambio y movimiento en fendmenos fisicos y astronomicos de la época. Es
asi como el sujeto moderno aventurado a investigar la naturaleza con una postura mas amplia
que la heredada de la época medieval es quien, rompiendo el orden establecido, construyo

nuevas formas para entender lo aparentemente inexplicable.

Como parte de esa construccion surgié la mecanica, que se hacia indispensable para
solucionar problemas surgidos en torno al desplazamiento de los cuerpos terrestres y cosmicos.
En la basqueda de explicaciones satisfactorias, a la par con la mecénica, la matematica present6
un gran desarrollo. De esta manera, en la modernidad, aparecio en escena la matemaética del
cambio y el movimiento, cuantificando lo que se habia considerado incuantificable hasta

entonces.

En consecuencia, bajo el entendimiento de que las cosas estan en constante movimiento,
los cientificos Newton y Leibniz sintetizaron parte del saber matematico construido por sus
antecesores y crearon herramientas matematicas —tales como el infinitésimo y con él, el concepto

de limite de una funcion— que posibilitaron analizar el caracter continuo del movimiento.

Desde mi perspectiva epistemoldgica, gnoseoldgica y ontologica, comprendo el

movimiento como un aspecto esencial de la materia —realidad objetiva existente— cuyo elemento
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consustancial es el cambio; es impensable el movimiento sin el cambio (y viceversa). En esa

direccion, desde la I6gica dialéctica, Engels (1961) afirma que:

(...) Lamateria se mueve en un ciclo perenne, ciclo que probablemente describe
su Orbita en periodos de tiempo para los que nuestro afio terrestre ya no ofrece una pauta
de medida suficiente; en el que el tiempo del mas alto desarrollo, el tiempo de la vida
orgénica y, mas aun, el de la vida consciente de si misma y de la naturaleza, resulta
medido tan brevemente como el espacio en el que se hacen valer la vida y la conciencia;
en el que toda modalidad finita de existencia de la materia, ya sea sol o nebulosa, animal
concreto o especie animal, combinacion o disociacion quimica, es igualmente perecedera
y en el que nada hay eterno fuera de la materia en eterno movimiento y de las leyes con

arreglo a las cuales se mueve y cambia. (p.20)

En la presente categoria, tomo como eje central el movimiento a partir de la dialéctica
materialista toda vez que ésta, como uno de mis pilares epistemoldgicos, gnoseoldgicos y
ontoldgicos, me posibilita entender la concatenacion de los factores asociados al objeto de
estudio de esta tesis: desarrollo del pensamiento de las estudiantes de grado undécimo. Por
consiguiente, empleando el método dialéctico, analizo en esta categoria diferentes momentos en
que las estudiantes protagonistas de la investigacion identificaron el movimiento como condicién
sine qua non del limite de una funcién de variable real. Asi mismo, analizo el movimiento del
pensamiento de las estudiantes durante las Actividades Orientadoras de Ensefianza (Moura,

1998, 2010) que disefié para el trabajo de campo.

Moura, Aradjo, Dias, Panossian y Dias (2010) plantean que, en la Actividad Orientadora

de Ensefianza, las necesidades, los motivos, los objetivos y las acciones son movilizados por una
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situacion desencadenadora de aprendizaje; situacion que es propuesta por el maestro. Asi, las
acciones del maestro estan dirigidas a la solucién de la situacion desencadenadora considerando
las condiciones materiales, los recursos metodolégicos, el objeto de saber, los sujetos y el

contexto cultural del que estos ultimos hacen parte.

La primera Actividad Orientadora de Ensefianza que disefié, y que las estudiantes
desarrollaron después, estuvo movilizada por una situacion desencadenadora de aprendizaje
bajo el recurso de historia virtual (como se explicé en el apartado correspondiente al disefio
metodoldgico), ya que el motivo de la Actividad Orientadora de Ensefianza fue determinar la
posicion exacta de un movil en un instante dado. Este fue un problema con el que se enfrentaron
los cientificos del siglo XV1I ante una tradicion cientifica que consideraba el movimiento como
Una “sucesion de estados particulares de un mévil” (Caraga, 195, p.215), lo que conllevaba a

estudiarlo de una manera estatica.

Asi, en la primera Actividad Orientadora de Ensefianza, enmarcada dentro de la historia
virtual, tuve como objetivo posibilitar a las estudiantes la deduccion del movimiento —mecanico—
como un continuo. De manera tal, que en la medida en que las estudiantes resolvieran la
situacién desencadenadora de aprendizaje mediante el empleo de diferentes estrategias
comenzaran a aproximarse al concepto de infinitésimo de manera intuitiva; concepto

fundamental en la concepcién dinamica de limite de una funcion.

Esta Actividad Orientadora de Ensefianza denominada “Determinacion de la posicion de
un cuerpo en un instante dado” fue realizada en dos momentos. El primero tuvo un caracter
experimental. En él, las estudiantes resolvieron en grupo la situacion desencadenadora de

aprendizaje de la guia (esta guia fue presentada en el apartado correspondiente a la metodologia
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de la investigacion). Mi intencionalidad del trabajo en grupos fue la de posibilitar la reflexion
individual a partir de la voz del otro, en torno a las acciones y operaciones a realizar
conjuntamente, en la basqueda de soluciones al problema comun. Como parte de la organizacion
de dicha Actividad Orientadora de Ensefianza sugeri a las estudiantes que conformaran equipos
de tres o cuatro integrantes, en linea con mi apuesta epistemoldgica sobre el aprendizaje. Es
decir, el aprendizaje como un proceso social en el que se da un “encuentro consciente” (Radford,
2013, p. 39) entre el individuo y el objeto cultural a partir de su interaccion con el otro —con todo
lo que no soy yo (Bajtin, 2004, 2009)—. Un yo que, en términos bajtinianos, no puede concebirse
sino con la presencia activa del otro pues su esencia es completamente social. Es decir, un yo que
se constituye a partir de las diferentes voces de los otros; otros que, en alguna medida, le

posibilitan aprender.

Asi, en este primer momento tuve, ademas, la intencionalidad que las estudiantes
reflexionaran sobre un objeto que les presenté en forma “concreto-sensorial” (Kopnin, 1978),
como una fuente de conocimiento para posibilitar el movimiento de su pensamiento hacia un
nivel de concrecién racional. El segundo momento const6 de las respuestas que las estudiantes
dieron a las preguntas planteadas por escrito en sus respectivos grupos de trabajo, para

socializarlas después en el aula, ante toda la clase.

Es claro, que el desarrollo del pensamiento no se da en momentos sensoriales y racionales
separados; ambos actdan en unidad, como un todo. En esa linea, presento los dos momentos de la
Actividad Orientadora de Ensefianza solamente para mostrar la forma como distribui el tiempo

de las sesiones de clase con el fin de organizar la actividad de ensefianza.
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llustracion 11. “Determinacion de un mévil en un instante dado”-Momento préctico. (11 de julio de 2017)

A continuacion, presento un episodio de la primera Actividad Orientadora de Ensefianza
correspondiente al primer momento, a través de las voces de las estudiantes protagonistas de la
investigacién —Eliza, Dana y Ana—. Este episodio ocurri6 en el desarrollo de la parte practica 'y
a través de las respuestas escritas a las preguntas que formulé en el taller escrito que contenia las
acciones y operaciones sugeridas. Considero importante aclarar que Eliza no participé en la

conformacién del grupo de trabajo de Dana y Ana en esta actividad.

Durante el desarrollo de la parte experimental de la Actividad Orientadora de Ensefianza,
le pregunté a cada uno de los subgrupos sobre el fendémeno fisico principal que identificaban en
el sistema burbuja-manguera. En las siguientes lineas presento un fragmento del dialogo con los

dos subgrupos de los que hicieron parte las estudiantes participantes de la investigacion.
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Maestra: ¢ Cudl piensas que es el fendmeno fisico principal que podemos observar?
Dana: La distancia.

Ana: La velocidad de la burbuja.

Maestra: ¢Por qué? —Dirigiendome a ambas estudiantes.

Dana: Porque es la distancia que esta recorriendo la burbuja. Eh...el tiempo

también, pues el tiempo siempre nos acompafia, el tiempo no se detiene.

Ana: Si, también el tiempo, entonces es la velocidad. Tiene tiempo y distancia.
Dana: Si, la velocidad.
Maestra: Y, ¢cOmo la estan analizando?, ¢ qué estan teniendo en cuenta para saber con

qué velocidad va la burbuja?

Ana: Uhmm...no sé. Ah, no, eso no es. Es el movimiento.

Maestra: ¢Por qué?

Ana: Porque es lo que estamos viendo. La burbujita se desplaza por la manguera.
Dana: Ah, si, si. Pero también tiene velocidad, ¢cierto? —dirigiéndose a mi—
Maestra: ¢ Qué dices Ana?

Ana: Obvio. Pero lo principal, lo que vemos, es que la burbuja se estd moviendo.
Maestra: Listo. Continten, por favor. En un momento vuelvo.

El didlogo en el subgrupo del que Eliza hizo parte fue:

Maestra: ¢ Cual piensas que es el fendmeno fisico principal que podemos observar?
Eliza: El movimiento de la burbuja.

Maestra: ¢Por qué?
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Eliza: Porque es el cambio que la burbuja hace en su recorrido. En ningin momento,
la burbuja para.

Maestra: Cuando dices cambio de la burbuja ¢a qué te refieres?

Eliza: Pues que la burbuja no esta siempre en la misma parte, se mueve hasta que

llega a la parte final de la manguera.

Frente a sus respuestas, sus comparieras de equipo asintieron con un movimiento de

cabeza.

Mediante la pregunta formulada, las estudiantes se enfrentaron al objeto de saber de una
manera activa, de tal forma que reflexionaron sobre un fendmeno —el movimiento rectilineo— que
no habian descubierto. En ese momento mi voz adquirié un caracter mediador entre las
estudiantes —sujetos de la actividad—y el fendmeno —objeto de la actividad-. Las estudiantes
interactuaron con el objeto de una manera diferente. Ante la necesidad de responder la pregunta,
el objeto se transformd en un objeto de conocimiento que, en consecuencia, las introdujo en una
actividad intelectual. Es decir, en las estudiantes hubo una movilizacion de una de las funciones

psiquicas superiores: el pensamiento.

Desde el materialismo historico, el pensamiento es consecuencia de la dialéctica existente
entre el sujeto y la realidad objetiva. Es decir, entre el sujeto y el mundo material que éste habita;
mundo que existe independientemente de la interaccion con él, de su conocimiento por parte del
sujeto. Parafraseando a Kopnin (1978), el mundo material es todo aquello —cosa, proceso,
fenomeno— que existe fuera de nuestra conciencia y que, por lo tanto, no estad impregnado de

subjetividades.
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Luria (1984b) afirma que el pensamiento es “una forma compleja de actividad cognitiva”
(p.305) que es orientada a un fin y que se adapta a las diversas situaciones cambiantes del
entorno social del sujeto. De tal manera, el pensamiento es un proceso intelectual selectivo que
surge cuando el sujeto tiene un motivo generado por la necesidad de hallar solucion a

determinada situacion resultante de la interaccion activa con la realidad objetiva.

En esa misma linea, Kopnin (1978) define pensamiento como una actividad subjetiva que
posibilita conocer las leyes de la naturaleza y de la sociedad. En palabras de este autor, el
pensamiento es “el reflejo de la realidad [...] es un modo de conocimiento de la realidad
objetiva, por el hombre” (p. 121). Dicho reflejo, de acuerdo con el mismo autor, es uno de los
resultados de la actividad del ser humano que posibilita comprender las propiedades de cierto

objeto o fendbmeno en movimiento.

El reflejo, lejos de ser una fiel copia del objeto material, es un proceso creativo del sujeto
en el que reproduce el objeto en forma de ideas. “Las ideas son iméagenes segun las cuales el
hombre crea de los objetos existentes nuevos objetos; asi se reflejaran en las ideas las
propiedades y leyes de la realidad objetiva” (Kopnin, 1978, p. 122). En esa direccion, las ideas
no pueden ser estaticas, en tanto que son imagenes de una realidad que tampoco lo es y, ademas,
son éstas las que constituyen la conciencia del sujeto. Asi, comprendo el reflejo como una
actividad subjetiva y creativa por la que el individuo transforma mentalmente la realidad objetiva
durante la actividad préactica social. Concordando con Kopnin (1978), entender el pensamiento
como reflejo conlleva, ademas, entender la dialéctica existente entre lo objetivo y lo subjetivo
propio de él, toda vez que en el proceso del pensamiento se crea una imagen subjetiva del mundo

objetivo.
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En cuanto a la subjetividad del pensamiento, el mismo autor plantea que, en primer lugar,
se refiere siempre a un sujeto, es decir, la manera en que existe el objeto en el pensamiento
depende de un sujeto. En segundo lugar, el resultado de la subjetividad crea una imagen de lo

ideal del objeto, no el objeto mismo.

El pensamiento es objetivo por dos condiciones: la primera, porque lo es su contenido —
la realidad objetiva— vy, la segunda, por ser el resultado de la actividad social, no del resultado
de la actividad de un individuo apartado del colectivo (Kopnin, 1978). El pensamiento es,
ademas, una actividad intelectual —en el plano mental- que resulta de la actividad préactica —en la
experiencia sensorial inmediata— del ser humano. Es por esta razén que el producto principal del
pensamiento es la formacidn de ideas, las cuales se producen acordes a la particularidad del
desarrollo del pensamiento. Esto es, “el movimiento del pensamiento consiste en el desarrollo de
la imagen cognitiva, en el movimiento de lo desconocido a lo conocido” (Kopnin, 1978, p. 129).

Asi, el desarrollo del pensamiento esta en dialéctica con su movimiento particular.

En los dialogos anteriores se evidencia que Anay Dana crearon una idea individual del
objeto de estudio a partir de la actividad practica grupal; ellas formaron “ideas matematicas”
(Vergel, 2014, p.10). En su interaccién con el objeto, y permeada por las voces de su maestra y
de sus compafieras de grupo, cada estudiante formé una imagen cognitiva del objeto material
Ante la pregunta sobre el fendmeno principal observado la respuesta de Dana —la distancia —
posiblemente se debio a un resultado surgido de la contemplacion directa, derivada de una de las
operaciones que las estudiantes debian realizar segun la guia escrita. Sin embargo, ante las
respuestas dadas por Ana y una nueva solicitud de mi parte de una argumentacion, Dana hizo un

movimiento entre el objeto de su contemplacion y su percepcion, generando una nueva reflexion
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que la llevo a expresar: Ah, si, si. Es decir, Dana cred una nueva imagen a partir de las voces de
su maestra y de su compariera de grupo. Asi mismo, cuando Dana expreso: pero también tiene
velocidad, ¢ cierto?, ella relaciono la nueva imagen creada con un concepto perteneciente al
campo de la fisica —la velocidad de un cuerpo en trayectoria rectilinea— construido en un
momento historico anterior a su reflexion. Este es un concepto histérico producto de un saber
cultural heredado de generaciones anteriores a la que Dana y sus comparieras pertenecen. En ese

sentido, Leontiev (2004), plantea:

Esta fuera de cuestion que la experiencia individual del hombre, por més rica que sea,
baste para producir la formacion de un pensamiento 16gico o matematico abstracto y los
sistemas conceptuales correspondientes. Seria preciso no una vida, sino mil. De hecho, el
pensamiento y el saber de una generacion se forman a partir de la apropiacion de los

resultados de la actividad cognitiva de las generaciones precedentes. (p. 284)

En el desarrollo practico de la Actividad Orientadora de Ensefianza nombrada, Dana
dedujo que la burbuja llevaba una velocidad y, luego modifico su reflexion a partir de las
respuestas de Ana a la pregunta que le formulé. En este mismo sentido, en el segundo momento
de la Actividad Orientadora de Ensefianza —momento en que las estudiantes resolvieron las
preguntas en forma escrita— la repuesta de Ana evidencié el movimiento de su pensamiento
entre un antes y un después de abordar el objeto de estudio en un momento colectivo. Mi

afirmacion se corrobora a través de la ilustracion 12 que expongo a continuacion.
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lHustracién 12. Respuesta de Ana. “Determinacion de un maévil en un instante dado”-segundo momento. (18 de julio
de 2017)

Las experiencias individuales tanto de Dana como de Ana al enfrentarse al objeto —un
objeto que en el presente es la sintesis de toda una construccion historica y cultural— estuvieron
constituidas tanto por las intersubjetividades resultantes de la actividad que realizaron, como por
un saber matematico —producto de la actividad de momentos socio-histéricos anteriores—

preexistente al ahora.

La actividad en la que las estudiantes se sumergieron les propicié cierto nivel de
pensamiento. Por ejemplo, cuando Ana expreso: es el movimiento...Porque es lo que estamos
viendo; la burbujita se desplaza por la manguera, el asociarlo al cambio como argumento
fundamental e identificar el movimiento mismo como fenémeno principal, dio cuenta de un
reflejo del objeto como producto de su apropiacién particular de la actividad mental heredada de

la cultura que la constituye como sujeto de dicha actividad.

De forma similar, Eliza —en su proceso particular de pensamiento— identifico el
movimiento como fendmeno principal manifiesto en la actividad, al parecer, con mayor claridad
que Anay Dana, pues respondio: el movimiento de la burbuja, justo después de la formulacion
de la pregunta. Al igual que Ana, Eliza relaciono el cambio como condicion de la existencia del

movimiento; reflexion que se evidencio cuando explicd el sentido que cobro para ella el cambio
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en el desplazamiento de la burbuja. En sus palabras, (...) la burbuja no esta siempre en la misma

parte, se mueve hasta que llega a la parte final de la manguera.

Eliza, Dana y Ana manifestaron a través de la palabra sus formas individuales de
actividad mental, a partir del desarrollo de una actividad practica grupal en torno a un concepto
que ha sido construido de forma histérica. En ese sentido, Davidov (1988) define el pensamiento
como una “funciéon desarrollada histéricamente por su verdadero sujeto (la sociedad), que es
apropiada por el individuo” (p.115). Es decir, en el proceso del pensamiento intervienen dos
sujetos: uno, un sujeto social, que es quien se humaniza por medio del desarrollo de la actividad
practica de acuerdo con sus necesidades y la forma cultural como las satisface. Y, dos, un sujeto
individual que es quien refleja o refracta el pensamiento social, cultural e historicamente

elaborado, de acuerdo con su manera particular de relacionarse con la realidad.

Por lo tanto, comprendo el pensamiento como el vinculo individual y dindmico de un
sujeto con la realidad de la que hace parte, en tanto que lo relaciona con ella activamente, y éste
es, a la vez, el producto de la interaccion misma. Sin embargo, es un vinculo que contiene una
historicidad y una elaboracion social previa al momento en el que el sujeto lo crea. En esta
direccion, comprendo el pensamiento como una accion intencional del sujeto sobre un objeto,
cuyo resultado es un nuevo objeto transformado en el plano de la conciencia. Me refiero aqui a
una accion intencional como aquella que hace parte fundamental de la actividad mental-
intelectual que realiza el sujeto, resultante de la actividad practica humana que posibilita la

capacidad de razonamiento, de comprender el objeto de la actividad.
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En el episodio en mencion y en el momento de la parte préctica referida, presenté a las
estudiantes, en forma escrita, unas acciones y una pregunta que muestro a continuacion, con la

intencionalidad de continuar involucrandolas en una actividad de aprendizaje.

Mide el tiempo que tarda el cuerpo (la burbuja) en hacer todo el recorrido. Repite el
procedimiento las veces necesarias para aproximarte a un dato preciso. Anota los resultados.

¢Obtuviste el mismo valor del tiempo en las veces que lo mediste? Argumenta.

lustracién 13. “Determinacion de un movil en un instante dado”-Momento préctico. (11 de julio de 2017)

A continuacion, presento la respuesta de Eliza —en el segundo momento- resultante de las

acciones realizadas en colaboracién con sus compafieras de actividad.
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lustracion 14. Respuesta de Eliza. “Determinacion de un movil en un instante dado”-Segundo momento. (18 de
julio de 2017)

Eliza cre6 una tabla con los resultados de dos de los productos de las acciones de la
Actividad Orientadora de Ensefianza: la medicion del tiempo que tardd el maévil (la burbuja) en
recorrer la trayectoria rectilinea (la manguera) y los valores obtenidos. Aunque la tabla de Eliza
no atendio6 a una forma canonica de presentar los datos, se convirtio en un soporte para

reflexionar sobre el producto de las operaciones y, por lo tanto, sobre el fendmeno de estudio.

En cuanto a la pregunta sobre el tiempo que tardaba la burbuja en realizar su recorrido,
Eliza asocio la variabilidad de los datos con el caracter cambiante del tiempo como razén
principal y las operaciones que realizaron ella y sus compafieras de actividad, tales como la
manipulacion del sistema burbuja-manguera y el manejo del cronémetro. A su vez, de manera

intuitiva, Eliza expreso el caracter continuo del tiempo e identificd su variacion de manera

cualitativa.

Por su parte, Dana respondid lo siguiente:
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lHustracidn 15. Respuesta de Dana. “Determinacion de un movil en un instante dado”-Segundo momento.
(18 de julio de 2017)

Al igual que Eliza, Dana construyd una tabla con los valores que hall6 con sus
comparieras de actividad sobre la medicion de los intervalos de tiempo tomado por el movil en
recorrer la distancia total. En su reflexion, “en algunas ocasiones nos pudimos aproximar a
intervalos similares, pero no exactos, ya que la burbuja nunca se detuvo”’, Dana identificé el
caracter continuo del movimiento y por lo tanto su dificultad para medir los intervalos de tiempo
en las condiciones materiales de la actividad practica. Este hecho se corroboré en el momento de

la socializacion de la Actividad Orientadora de Ensefianza, cuando ella expreso:

Es que, ahi [los resultados diferentes del valor del tiempo] es cuando Ilegamos al
momento de decir las hipotesis. O sea, de como es el movimiento de la persona que esta
volteando la tabla, la que estd mirando el cronémetro, la que escribe. Porque
obviamente, la que esta mirando el cronémetro y observa, mientras le dice a la que esta
midiendo, le dice “ya”, pues no siempre lo va a hacer con la misma rapidez (Dana,

“Determinacion de la posicion de un cuerpo en un instante dado”, 18 de julio de 2017).
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Dana esperaba obtener el mismo valor del tiempo todas las veces que tomé su medida,
pues en su reflexion subraya lo que ella refiere como inexactitud. Esa inexactitud las llevo, a ella
y a sus compafieras, a hacer ciertas aproximaciones, que nombré como intervalos -de tiempo-
con el fin de hallar lo mé&s cercano a lo que esperaban obtener. Dana esperaba obtener los
mismos resultados todas las veces que midi6 el tiempo debido, posiblemente, a que en su
relacion establecida con el objeto de estudio primaron juicios aislados como resultado de la mera

descripcion del fenémeno, lo cual obedece a un pensamiento empirico.

Como parte de mi proceso de comprension y analisis del proceso de aproximacion de las
estudiantes al fenémeno fisico estudiado, continué mi hilvanado teérico mediante el concepto de

pensamiento empirico, al cual me referiré en los siguientes parrafos.

El materialismo historico ha propuesto romper la dicotomia, normalmente existente, entre
la actividad externa (practica) y la actividad interna (mental, intelectual), a través de la
comprension de ambas como formas de la actividad, que estan en permanente dialéctica. Esta
dialéctica se manifiesta en la transformacién mutua, constante y reciproca entre ambas,
conservando los mismos aspectos de la actividad humana, actividad fuente de procesos psiquicos

superiores tales como la conciencia y el pensamiento. Al respecto, Leontiev (1984) enuncia:

Hoy se opera ante nuestros 0jos un entrelazamiento y una aproximacion cada vez
mas estrecha de la actividad externa y la interna: el trabajo fisico, ejecutor de la
transformacion préactica de los objetos materiales, se “intelectualiza” cada vez mas,
abarcando el cumplimiento de las mas complejas acciones mentales; al mismo tiempo, el

trabajo del investigador moderno —que es una actividad especificamente cognoscitiva,
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intelectual por excellence— se colma cada vez mas de procesos que, por su forma, son

acciones externas. (p.80)

De acuerdo con Davidov (1988), la actividad practica humana, entre otras cosas,
desarrolla la actividad mental y, con ella, la capacidad del ser humano de expresar mediante

diversos sistemas semidticos el objeto o fendmeno —idealizado— que analiza.

Si la idealizacién de ese objeto (o fendmeno) material se realiza de una forma primaria,
solamente a partir de los aspectos observados sensorialmente y utilizando la palabra como
principal forma de expresion, en lugar de diferentes sistemas semidticos, entonces el proceso
mental involucrado es el pensamiento empirico. Asi, el pensamiento empirico, segiin Davidov
(1988 p. 123), es la “(...) forma transformada y expresada verbalmente de la actividad de los
organos de los sentidos, enlazada con la vida real; es el derivado directo de la actividad objetal-
sensorial de las personas”. Es decir, el pensamiento empirico posibilita una aproximacion directa
al mundo material, conocer la realidad inmediata, su aspecto presente en el momento de la

interaccion.

Concuerdo con Kopnin (1978) cuando expresa que en el pensamiento empirico, el objeto
se representa por sus manifestaciones externas, tan solo como resultado de la contemplacién
hecha por el sujeto. Asi, en la forma l6gica del pensamiento empirico, su contenido fundamental
es el juicio de lo observado, generado de forma aislada y emitido mediante un solo término, lo
cual no posibilita identificar las particularidades esenciales del objeto, la conexion interna de sus

aspectos.

Puede afirmarse que en el pensamiento empirico es caracteristico el uso de la palabra para

dar a la interaccion perceptual la forma de universalidad abstracta, como apunta Davidov (1988).
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Esta universalidad, basada en la repetitividad, verbaliza lo percibido en forma de juicios, lo que
constituye el fundamento de los procesos de generalizacion y abstraccion empiricas. Los juicios
son el resultado de asociaciones simples que se producen “como una fotografia colectiva de los
objetos existentes en nuestra memoria” (Vigotsky, 2013c, p. 79). Es decir, los juicios estan
formados desde una abstraccion cadtica y mecanica que, por lo tanto, no conlleva, en si, a
acciones mentales que posibiliten hallar las interrelaciones internas del sistema complejo e

integral en el que se sumergen los fendmenos de la realidad objetiva.

En cuanto a la generalizacién empirica, ésta puede entenderse, segin Davidov (1998),
como el movimiento que muestra solo las caracteristicas comunes de un objeto o fenémeno en
relacion a la clase de objetos de la que hace parte. Lo general consiste en hallar ese algo que se
repite; es lo invariante de las propiedades del objeto en analisis, constituyéndose en lo esencial,

en el concepto mismo.

De acuerdo con Davidov (1988), la generalizacién empirica se encuentra estrechamente
relacionada con el proceso de abstraccion ya que, para identificar una cualidad comun de un
objeto, se requiere hacer una separacion de otras de sus cualidades. Esto permite al estudiante,
segun dicho autor, “convertir la cualidad general en un objeto independiente y especial de las
siguientes acciones —la cualidad general se designa con alguna palabra—" (p.102). Asi, en esta
perspectiva, lo general se considera s6lo como lo igual o semejante en el grupo de objetos o
fendmeno abordado; lo esencial se interpreta como el rasgo distintivo de la clase de objetos,

como lo que permite formar el concepto.

Segun Davidov (1988), este tipo de consideraciones coincide con la interpretacion de la

I6gica formal, la cual conlleva a los procesos de generalizacion y abstraccion en la via del
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pensamiento empirico. Desde la l6gica formal, segiin Davidov (1988), el pensamiento empirico

se limita a:

Uno, la comparacion de los datos sensoriales concretos con el fin de separar los rasgos
formalmente generales y realizar su clasificacion; dos, la identificacion de los objetos

sensoriales concretos con el fin de su inclusion en una u otra clase. (p. 105)

En esa misma linea, Vigotsky (2013c) plantea que para la l6gica formal el concepto es
considerado como “una estructura mental abstracta, muy alejada de toda riqueza concreta”
(p.76). De esta forma, el pensamiento empirico origina en los estudiantes la formacion de
conceptos resultantes de la experiencia sensorial, mas no de la esencia del objeto, la cual es
posible descubrir sélo a partir del movimiento, no de manera estatica. A este respecto, Vigotsky

(1991) afirma que:

(...) abarcar el proceso de desarrollo de una determinada cosa, en todas sus fases
y cambios —desde el nacimiento a la muerte— significa, fundamentalmente, descubrir su
naturaleza, su esencia, ya que “solamente es en movimiento que un cuerpo muestra lo

que es”. (p.46)

Por lo tanto, un fendmeno se debe entender en su devenir, en su historicidad, en su
complejidad; no puede ser comprendido en su inmediatez ni en su mera apariencia. No es posible
conocer la realidad inicamente mediante el contacto directo con el fendmeno; “el contacto
posibilita solamente una representacion caotica del todo” (Marx, 2010, p.108). Por lo tanto,
comprender un fendmeno —el desplazamiento de un movil en una trayectoria rectilinea como en
este caso— desde el pensamiento empirico es conocer solo una de las dimensiones de la realidad,

es conocerla de una forma fragmentada y superficial.
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A continuacion, presento la respuesta de Ana.
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lHustracidn 16. Respuesta de Ana. “Determinacion de un maévil en un instante dado”-Segundo momento.
(18 de julio de 2017)

Al igual que Eliza y Dana, Ana reconoci¢ la esencia cambiante del tiempo pero a
diferencia de ellas, hizo un analisis solamente cualitativo. Tampoco construy6 una tabla que
diera cuenta de los registros de la cuantificacion de la magnitud fisica. En su reflexion sobre el
objeto de la actividad —el desplazamiento de un mévil en una trayectoria rectilinea—, Ana
también manifestd la importancia de lograr la exactitud en la cuantificacion de las cualidades de

las magnitudes observadas.

Sugeri la segunda Actividad Orientadora de Ensefianza ““Analisis de la posicion de un
cuerpo en un instante dado”. Esta Actividad Orientadora de Ensefianza —asi como la tercera— fue
continuacion de la primera (ver apartado correspondiente al disefio metodolégico), ya que las
acciones estuvieron direccionadas a profundizar en el estudio del mismo objeto del momento
experimental de la primera Actividad Orientadora de Ensefianza. En esta misma linea, motive a
las estudiantes a indagar por los diversos factores que influirian en la manifestacion del
fendmeno en estudio, de forma tal que se preguntaran sobre el porqué de los resultados obtenidos
y comenzaran a establecer conexiones en el interior del fendmeno abordado, accion que se aleja
de un pensamiento empirico. Ademas, pretendi que se interesaran por profundizar en el contexto

fisico en el que se manifestaba el fendomeno al preguntarse, por ejemplo, por la velocidad
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promedio con que se desplazaba la burbuja. De esta forma, procuré generar la reflexion sobre las
matematicas como una herramienta de cuantificacion de fenémenos fisicos, en este caso
particular y, en general, como un instrumento fundamental para solucionar determinados

problemas en ciertos momentos de la historia.

Sin embargo, ninguna de las estudiantes se vio motivada a materializar dicha accion,
aunque ésta estuviera implicita en una de las acciones de la guia que orient6 la Actividad
Orientadora de Ensefianza. Las estudiantes solo se refirieron al movimiento de la burbuja como
rapido o no. Es decir, expresaron lo observable (la rapidez), mas no determinaron su valor
numeérico para comprobar lo identificado directamente en sus actos de contemplacion. Presento a

continuacion la accidon en mencion.

Explica el desplazamiento del cuerpo (la burbuja) en la manguera.

llustracion 17. “Analisis de la posicion de un cuerpo en un instante dado” (21 de julio de 2017)
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Mediante la accion planificada pretendi que las estudiantes realizaran un movimiento
desde el plano externo, la contemplacion directa, hacia el plano mental, de tal forma que su nivel
de pensamiento comenzara una transicion al nivel de pensamiento tedrico. Por consiguiente,
pretendi que mediante una actividad mental realizaran acciones como establecer relaciones entre
el desplazamiento del mévil con conceptos tedricos, existentes en la cultura, pertenecientes al

campo de la Fisica como la velocidad y, asociado a ésta, el tipo de movimiento del cuerpo.

Como parte de mis acciones, en mi rol de maestra-investigadora y en concordancia con la
Actividad Orientadora de Ensefianza organizada, me acerqué a cada uno de los grupos
conformados por las estudiantes y adverti que, en la ejecucion escrita de la accién—en las
operaciones realizadas correspondientes— dieron explicaciones sucintas y cualitativas al

desplazamiento del movil. Dentro de las respuestas estaban las siguientes:

“La burbuja tiene un movimiento que no es constante, pero es continuo” (Eliza,

“Analisis de la posicion de un cuerpo en un instante dado”, 21 de julio de 2017).

“La burbuja posee un movimiento rectilineo variante, mas o menos rdpido” (Dana,
“Analisis de la posicion de un cuerpo en un instante dado”, 21 de julio de 2017).
“Esta tiene un movimiento rectilineo variable” (Ana, “Analisis de la posicién de un

cuerpo en un instante dado”, 21 de julio de 2017).

Tuve la intencion de mediar entre el fenomeno de estudio y entre las estudiantes como
sujetos de la actividad para generar la necesidad de cuantificar el movimiento con el fin de
profundizar en su estudio. Por lo tanto, me dirigi a todo el grupo y planteé las siguientes

inquietudes:
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Maestra: Bueno muchachas, he visto que a la pregunta que formulé ustedes han dado
respuestas como: ‘“la burbuja se desplaza rapidamente” o, “la burbuja posee un
movimiento rectilineo variable, mds o menos rapido”; etcétera. Bueno, pero
ustedes ¢,como saben que la burbuja iba rapido o no? ¢ Cémo saben el tipo de
movimiento que lleva [la burbuja]? Es decir, con los datos que ustedes obtuvieron
en la parte préctica, ¢no tendran una forma de confirmar lo que estan afirmando

cualitativamente?

Después de unos segundos de silencio, las estudiantes dieron respuestas como:

Dana: Pues...con los datos que tenemos del tiempo con que se desplazo [la burbuja]
y la distancia que recorrio, creo.

Ana: Ah, pero no, pues, si y no. O sea, hallando la velocidad de la burbuja, pero
cada dos segundos, para saber bien como era. ¢Cierto?

Maestra: Y, hallando las velocidades del mévil, cada dos segundos ¢ qué informacion

importante podemos tener sobre el desplazamiento del movil?

Eliza: Pues, que asi sabemos si la velocidad es la misma, en toda la manguerita o si
cambia.
Maestra: Muy bien. Y, ¢recordamos como se llama el tipo de movimiento de un cuerpo

que lleva velocidad constante en una trayectoria recta?

Ante el silencio, agregué: Movimiento uniformemente rectilineo. Las estudiantes expresan
en coro: jAh, si!
Maestra: Bueno, miren entonces si este es 0 no el caso del movimiento que estamos

analizando. jManos a la obra!



89
Desarvrollo del pensamiento teorico de estudiantes de grado undécimo en un proceso de
objetivacion del concepto de limite de una funcion

En el mismo sentido de la intencionalidad que tuve con la pregunta, retomo aqui a Caracga

(1984) cuando manifiesta que:

El movimiento es [...] un fenomeno que se debe estudiar en sus manifestaciones
observadas, fisicamente y no metafisicamente; el objetivo es encontrar una ley o un
conjunto de leyes que, englobando los datos observados, permita prever resultados a
confirmar, o no, por la experiencia. Ningun preconcepto debemos por tanto llevar que nos
incline, por pequefio que sea, a pretender explicar la naturaleza intima del fendmeno

dentro de cuadros racionales preestablecidos. (p. 217)

Asi, mediante la pregunta orientadora que le planteé al grupo, las estudiantes
establecieron una relacién con el objeto tal, que se encontraron ante la necesidad de planear

nuevas acciones hacia una nueva finalidad.

Presento a continuacion las operaciones —en linea con sus nuevas acciones— realizadas

por las estudiantes protagonistas de la investigacion.
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Ilustracion 18. Operaciones realizadas por Eliza. “Analisis de la posicidn de un cuerpo en un instante dado” (21 de
julio de 2017)
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Dana realiz0 las siguientes operaciones:
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llustracién 19.0peraciones realizadas por Dana “Analisis de la posicion de un cuerpo en un instante dado” (21 de
julio de 2017)

Ana, que estuvo en el mismo equipo de trabajo de Dana, no explicitd las velocidades
halladas porque eran las mismas presentadas por esta Gltima. A continuacién, presento su

respuesta.
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[lustracion 20. Respuesta dada por Ana “Andlisis de la posicién de un cuerpo en un instante dado” (21 de julio de
2017).

Concordando con Wertsch (1993) y Kozulin (2009), Vigotsky plantea que tanto las
funciones psiquicas superiores como la actividad son mediadas por instrumentos —herramientas
técnicas y signos. Siguiendo con estos autores, para Vigotsky los signos y, especificamente, los
“sistemas de signos tales como el lenguaje, los diagramas y la aritmética” (Wertsch, 1993 p. 46),

tienen un papel fundamental en la mediacion de las acciones —dirigidas a un fin— tanto del
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individuo como de aquellos con quienes éste interactda en el desarrollo de la actividad. Por
consiguiente, puede decirse que, asi como el ser humano en su devenir histérico y social ha
mantenido un permanente interés en el control y dominio de la naturaleza a traveés de la
construccion y uso de instrumentos, estos, a su vez, generan cambios en la estructura psiquica del
ser humano. Asi, en su relacion con el entorno, el ser humano ha creado instrumentos para el
desarrollo de la actividad mediante acciones creadoras tendientes a cierto fin y, entre tanto, éstos

desarrollan su psiquis.

Segun Vigotsky (1986, 1989, 1991), los procesos psiquicos presentes en la actividad son
producto de la evolucion filogenética y ontogenética del ser humano, determinados por su
desarrollo histérico-cultural. La vida del ser humano no podria desarrollarse si éste no contara
con los instrumentos con los cuales se desemperia activamente en el mundo material; es decir, su
vida material es una vida mediatizada. Por lo tanto, la actividad es el fundamento del origen de la
naturaleza y el desarrollo de las funciones psiquicas superiores —tales como el pensamiento, la
memoria l6gica y la atencion selectiva— pues, como lo expresa Vigotsky, “todas las funciones
psiquicas superiores son procesos mediatizados” (1986, p. 47), funciones superiores que derivan
de la participacion del ser humano en la vida externa tejida. Para el mismo autor, [...] “decir del
proceso que es externo significa que es social. Toda funcién psiquica superior fue externa porque
fue social antes de ser una funcién interna, propiamente psiquica; ella fue antes una relacion
social entre las personas” (Vigotsky, 1989, p. 144). Es claro que las funciones psiquicas
superiores son, ademas, resultado de un movimiento desde un plano externo —socio-cultural—a

un plano interno —mental— realizado por el individuo en un determinado contexto.
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En esa direccidn, Vigotsky (1989) enuncia que:

[...] Toda funcidén aparece en escena dos veces, en dos planos, primero social y
luego psicoldgico; primero entre las personas, como categoria interpsiquica y luego en el
interior del nifio, como categoria intrapsiquica. Esto se refiere por igual a la atencion
voluntaria, a la memoria ldgica, a la formacion de conceptos, al desarrollo de la
voluntad...Tras todas las funciones superiores y sus relaciones se encuentran las

relaciones sociales, las relaciones reales de las personas. (p. 144)

Eliza, Dana y Ana, en el desarrollo de la Actividad Orientadora de Ensefianza y,
especificamente, de la accidn sugerida, interactuaron con sus comparieras de equipo de trabajo —
y conmigo— de manera que tejieron una relacion con el objeto de estudio que les posibilit6
realizar un movimiento interno, una actividad mental que es mediada por instrumentos habitados
en la cultura y, por lo tanto, continuar con el desarrollo de sus funciones psiquicas superiores. En
esta linea, Wertsch (1993) afirma que para Vigotsky “la accion humana, tanto en el plano
individual como en el social, esta mediada por herramientas y signos” (p. 36). Asi, los
instrumentos aqui presentes, son instrumentos pertenecientes al campo simbolico del algebra
que, como rama de la matematica y, por lo tanto, como constructo cultural, cobran un papel
como medio semi6tico que reorganiza la accién de las estudiantes frente al objeto —el
desplazamiento de un cuerpo en una trayectoria rectilinea— posibilitdndoles visibilizar un aspecto

del objeto, inicialmente invisible para ellas.

La tercera Actividad Orientadora de Ensefianza que consideré en la presente categoria de

analisis, es la que nombré “; Como ha sido el desarrollo de tu estatura?”. En ella el movimiento

esta presente en uno de los aspectos del desarrollo fisico de las estudiantes y en su actividad
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mental durante la realizacion de la actividad. La organizacion de mi ensefianza mediante esta
Actividad Orientadora de Ensefianza, como todas las demas, estuvo centrada en los

planteamientos de Bernardes y Moura (2008):

Relacionando los “componentes” de la actividad en su “macro estructura”, las acciones
no son ejecutadas aisladamente, no se establecen separadas unas de otra, sino que se
vinculan unas a otras, como grupos de acciones que van en cumplimiento de un objetivo,
meta a ser concretizada en la actividad. Por lo tanto, el objetivo no es establecido por el
sujeto de forma arbitraria, sino los objetivos son establecidos por las circunstancias y

condiciones determinadas en la actividad. (p. 468)

En consecuencia, el concepto de funcidn —especificamente de variable real— fue el objeto
matematico al que pretendi aproximar a las estudiantes mediante esta Actividad Orientadora de
Ensefianza —como en algunas otras (ver el apartado del disefio metodoldgico)— buscando orientar
el desarrollo del pensamiento teérico de las estudiantes en el estudio del limite de una funcién de
variable real en un punto. Para esta Actividad Orientadora de Ensefianza, tracé como objetivo,
ademas, posibilitar a las estudiantes una forma de aproximarse a un fenémeno natural particular
desde un saber matematico depositado en la cultura. Por lo tanto, dispuse las condiciones
materiales que generaran, en las estudiantes, un movimiento entre el significado social e
histéricamente construido del objeto y un sentido hallado por cada una de ellas desde su

experiencia vital y personal.

En concordancia con Moura y Lanner de Moura (1998), referenciados por Moura et al.
(2010), la situacion desencadenadora de aprendizaje que propuse a las estudiantes tiene el

aspecto cotidiano como recurso metodologico. Segun estos autores, “La problematizacion de
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situaciones emergentes de lo cotidiano posibilita a la préactica educativa oportunidad de poner al
nifio ante la necesidad de vivenciar la solucion de problemas significativos para ¢1” (Moura et al.
2010, p. 105). En esta linea, tuve la intencionalidad de generar en las estudiantes la necesidad de
problematizar, a la luz de conceptos del calculo —como variable real y funcion— un aspecto de
sus vidas y dotarlo de significado y sentido. Planteé las acciones correspondientes en el sentido
de Jaramillo (2011) y D’ Ambrosio (2005), para comprender las matematicas como un objeto que
en realidad no esté aislado de las practicas sociales, practicas en las que nos constituimos como

individuos, desde nuestro cotidiano.

Comprendo aqui lo cotidiano, desde Heller (1978), como el conjunto de actividades
realizadas por un individuo que estan determinadas por la sociedad de la que hace parte. Las
actividades situan al individuo como ser social a la vez que le posibilitan constituir dicha
sociedad con su actuar particular. Asi, por ejemplo, un estudiante lleva una vida cotidiana de
forma tal que sus motivos y necesidades lo sumergen en una actividad que lo constituye como

estudiante perteneciente a un momento historico concreto.
Heller (1978, p. 21) afirma que:

Todo hombre al nacer se encuentra en un mundo ya existente, independientemente de él.
Este mundo se le presenta ya “constituido” y aqui ¢l debe conservarse y dar prueba de
capacidad vital. El particular [de cada hombre] nace en condiciones sociales concretas, en
sistemas concretos de expectativas, dentro de instituciones concretas. Ante todo, debe
aprender a “usar” las cosas, apropiarse de los sistemas de usos y de los sistemas de
expectativas, esto es, debe conservarse exactamente en el modo necesario y posible en

una época determinada (...).
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Dentro de las acciones que planteé con miras a alcanzar el objetivo de la Actividad
Orientadora de Ensefianza —posibilitar a las estudiantes una forma de aproximarse a un
fendmeno natural particular desde un saber matematico depositado en la cultura— estuvo el
realizar sus curvas de crecimiento —disefiadas para un intervalo de edad de 0 a 20 afios—y, a
partir de éstas, explicar el desarrollo de sus estaturas a lo largo de sus vidas. Tales acciones
hicieron parte de una situacion desencadenadora de aprendizaje desde el &mbito de lo cotidiano,
dado que cada estudiante se encontrd ante una actividad perteneciente al contexto de sus vidas y
preexistente a su nacimiento, el control del crecimiento y desarrollo de nifios y nifias como
programa de las entidades de salud de la ciudad. Dicha actividad, adaptada a la vida escolar
como actividad de ensefianza debia, de alguna manera, plasmar un aspecto de la vida de cada
estudiante en la que se entretejian su rol como estudiante, hija, ser humano en crecimiento —

fisico y mental—-y por lo tanto en movimiento.

Previo al encuentro en el aula en el que trazaron y analizaron las respectivas curvas de
crecimiento, las estudiantes realizaron una tabla en la que registraron la medida de sus estaturas
desde el momento de nacimiento hasta el momento del desarrollo de la Actividad Orientadora de
Ensefianza. Las estudiantes acudieron a registros familiares para obtener los datos de los afios
anteriores, o al no tenerlos, muchas de ellas los dedujeron en compafiia de su madre a partir de
fotos y videos de la época de su infancia. Las estudiantes obtuvieron los datos actualizados de la
medida directa de sus estaturas en el aula, en la clase anterior. A continuacion, presento la tabla

realizada por Ana.
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llustracion 21. Tabla con los registros de la estatura de Ana desde su nacimiento hasta su edad actual. (“;Cémo ha
sido el desarrollo de tu estatura?”, 11 de agosto de 2017)

En la socializacién de los registros de las estaturas, las estudiantes se mostraron
entusiasmadas, narrando las estrategias para obtener los datos y describiendo el asombro que les
produjo a algunas madres de familia tal requerimiento para una actividad matematica. Varias
estudiantes compartieron sus estaturas a las demas, quienes se mostraron sorprendidas con los
datos de la narradora respectiva, o, por el contrario, no evidenciaron sorpresa ante la
confirmacion de sus expectativas. Por ejemplo, Ana narr6 a todo el grupo que su madre le conto
que ella “era chiquitica” tanto al nacer como en los primeros afios de vida y que luego tuvo “un
estiron”. Por su parte, Eliza expres6 con un poco de desanimo que nacio6 “grande” pero que luego

no alcanzo la estatura que le hubiera gustado tener —1,75 m.

Se evidencia entonces, cdmo la Actividad Orientadora de Ensefianza generd

motivaciones desde sus experiencias vitales y comenzo a cobrar sentido para ellas al
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reconocerse, de forma inconsciente, como seres histéricos; cada uno con una historia

determinada por condiciones bioldgicas, familiares, histdricas y culturales.

En el siguiente parrafo presento las operaciones que las protagonistas de la investigacion
realizaron, acorde a algunas de las acciones planteadas en la Actividad Orientadora de

Ensefianza en mencion.

1. Realiza tu curva de crecimiento.

2. Explica el desarrollo de tu estatura hasta el presente.

A continuacion, presento las operaciones de Eliza, Dana y Ana.

lustracién 22. Curva de crecimiento de Eliza. (“;Como ha sido el desarrollo de tu estatura?”, 11 de agosto de 2017)
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El desarrollo de mi estatura tiene un indice de crecimiento considerable de 0 a 13 afios,
el siguiente afio siguié aumentando, pero muy poco (un centimetro aproximadamente). A
los 15, 16 y 17 fue casi constante, es decir, mantuvo casi el mismo valor (Eliza, “;Como

ha sido el desarrollo de tu estatura?”, 11 de agosto de 2017)°

llustracion 23. Curva de crecimiento de Dana. (“;Como ha sido el desarrollo de tu estatura?”, 11 de agosto de 2017)

En la gréafica podemos observar que siempre hay cambio. También que de los 0 a los 10
afos tuve un crecimiento veloz, por decirlo de alguna manera, y de los 11 afios a la edad

actual (17 afios) mi crecimiento fue casi nada. O sea, de 0 a 4 afios creci de manera

SConsidero importante aclarar que aqui —y en parrafos posteriores — opté por transcribir lo escrito por las estudiantes
debido a la falta de legibilidad en los documentos.
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veloz, de 4 a 6 afios fue muy, muy poco el crecimiento, de 6 a 8 tuve crecimiento rapido,
de 8 a 11 segui con un crecimiento casi constante y de 11 a los 17 afios que tengo, no he

crecido casi. (Dana, “;Como ha sido el desarrollo de tu estatura?”, 11 de agosto de 2017).

llustracién 24. Curva de crecimiento de Ana. (“;Como ha sido el desarrollo de tu estatura?”, 11 de agosto de 2017)

Desarrollo de mi estatura: En el primer afio de vida el crecimiento fue el mas notable y
de los 2 a los 10 afios el crecimiento fue casi constante y poco. En el intervalo de 10 a 11
anos fue poco comparado con los afios anteriores. De 11 a 14 afios se vuelve veloz y de
14 a 17 afios el crecimiento fue disminuyendo (Ana, “;Cémo ha sido el desarrollo de tu

estatura?”, 11 de agosto de 2017).
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A partir de un constructo tedrico existente en la cultura —la realizacion de la curva de
crecimiento—, Eliza, Dana y Ana, se situaron en cada una de sus particularidades, como seres
cambiantes, desde el momento mismo de llegar al mundo hasta el momento del desarrollo de la
Actividad Orientadora de Ensefianza. El hecho de analizar como se habia desarrollado sus
estaturas, les posibilitd, a las estudiantes, darle un sentido personal a un significado construido
socialmente: una representacion gréafica de un fendmeno en un determinado contexto. De esta

manera, retomo aqui el concepto de sentido personal desde Leontiev (1984), cuando afirma que:

A diferencia de los significados, los sentidos personales, lo mismo que la trama
sensorial de la conciencia, no poseen una existencia “supraindividual”, “no psicoldgica”.
Mientras que la sensorialidad externa vincula en la conciencia del sujeto los significados
con la realidad del mundo objetivo, el sentido personal los vincula con la realidad de su
propia vida en este mundo, con sus motivos. El sentido personal es el que crea la

parcialidad de la conciencia humana. (p.120)

Cada una de las estudiantes, desde su propio discurso, desde su conciencia, identificé el
cambio y la variacion en las curvas resultantes del desarrollo de sus estaturas. Sus observaciones
a partir de expresiones como: “poco”, “muy poco”, “veloz”, “casi constante”, entre otras,
denotaron la sola descripcion del objeto a partir de la contemplacién directa y, por lo tanto, una
aproximacion cualitativa a la variacion y al cambio presente en el fendmeno natural estudiado.
Sin embargo, la manera de aproximarse al objeto, propia de un pensamiento empirico (Leontiev,
1984, Davidov, 1988, Moura et al. 2010), no impidié que las estudiantes se interesaran en su

estudio ni que comenzara a visibilizar un concepto teorico desde su cotidianidad, sus realidades

y, por lo tanto, a hacer parte de una construccién mental en sus conciencias.
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Segun Leontiev (1984), la actividad tanto practica como mental es mediatizada por el
reflejo psiquico de la realidad objetiva. Asi, en su interaccion con su realidad, lo que para el
sujeto se presenta como motivos, finalidades y condiciones en las que realiza la actividad, es
“percibido, representado, comprendido, retenido y reproducido, de uno u otro modo en su

memoria” (Leontiev, 1984, p. 98).

En esa misma direccién y parafraseando a Talizina (2009, 2010), la psiquis es una forma
de actividad mediante la cual el sujeto puede solucionar problemas que surgen en su interaccién
con el entorno. Por lo tanto, la psiquis es un conjunto de acciones que le posibilitan al sujeto
desenvolverse en el mundo —mundo material y social—. La psiquis le posibilita al sujeto realizar
nuevas actividades de acuerdo con el ideal que construye en la relacion tejida con los otros
sujetos de la actividad, dando como resultado una psiquis en un nuevo nivel de desarrollo. En esa
linea, Davidov (1988) plantea que la conciencia es el nivel superior de la psiquis humana,

siendo, por lo tanto:

...la reproduccion por el individuo de la imagen de su actividad tendiente a una finalidad
y de la representacion ideal en ella de las posiciones de las otras personas. La actividad
consciente del hombre estad mediatizada por el colectivo; durante su realizacion el hombre

toma en cuenta las posiciones de los otros miembros del colectivo. (p. 45)

En este sentido, la conciencia trasciende el plano de los procesos psiquicos; se genera no
solo por las condiciones organicas del ser humano, sino por la sociedad como producto de la
actividad humana. La realidad objetiva se presenta ante el sujeto a través de la conciencia como
un producto con las huellas de los deméas miembros del colectivo del que éste hace parte activa;

su nexo es fuertemente tejido, no solo con el objeto sino también con el otro.



102
Desarvrollo del pensamiento teorico de estudiantes de grado undécimo en un proceso de
objetivacion del concepto de limite de una funcion

En esa linea, Radford (2013) plantea que:

La conciencia individual es una forma especificamente humana de reflexion subjetiva
sobre la realidad concreta en el curso de la cual tomamos sensibilidad de las formas
culturales que nos permite considerar, reflexionar, comprender, disentir, objetar y sentir

acerca de otros, de nosotros mismos y de nuestro mundo (p.27).

Al respecto, Marx y Engels (1974) plantean que cuando se supera la inmediatez ante el
entorno fisico y bioldgico, la conciencia —que es “de antemano un producto social” (p.31)—
alcanza un nivel de creacidn, superando asi el plano de la conciencia practica de la existencia
humana. Para Zumalabe (2006), la conciencia abarca aspectos emocionales y cognoscitivos que
los integra en un todo, de manera que potencializa la capacidad creadora y productiva del ser
humano a la vez que le posibilita prever resultados de sus acciones realizadas y planificar las

futuras.

En consonancia con Marx y Engels (1974), el lenguaje humano surge como medio de
comunicacion verbal ante la necesidad de establecer relaciones con el otro durante el desarrollo
de la actividad. En el transcurso de la actividad practica se hace indispensable la transmision
intencional de las experiencias préacticas, de las interpretaciones del mundo y elaboraciones
mentales a los demas sujetos de la actividad. Ademas, el lenguaje “es la conciencia practica, la
conciencia real, que existe también para los otros hombres y que, por tanto, comienza a existir
también para mi mismo...” (p.31). Asi entonces, el caracter social de la conciencia se devela en
el lenguaje, pues se hace indispensable la expresion oral para entender las posturas del otro, para
generar acuerdos; para la constitucion del individuo a partir de las voces de los otros; “junto a

otras conciencias” (Bajtin, 2004, p.54).



103
Desarvrollo del pensamiento teorico de estudiantes de grado undécimo en un proceso de
objetivacion del concepto de limite de una funcion

Respecto a la conciencia, Vigotsky (2013a) plantea que:

El mecanismo de la conciencia de uno mismo (autoconocimiento) y del reconocimiento
de los demaés es idéntico: tenemos conciencia de nosotros mismos porque la tenemos de
los demés y por el mismo mecanismo, porque nosotros Somos con respecto a nosotros lo

mismo que los demaés respecto a nosotros (Vigotsky, 2013a, p.11).

De esta forma, la conciencia —como nivel superior de la psiquis— le posibilita al sujeto
formar imégenes del mundo material y comprender su entorno y su realidad a través de las
comprensiones de los otros sujetos con quienes construye dicha realidad, con quienes se
comunica de forma verbal. La conciencia del individuo es, por lo tanto, conciencia del mundo

sensible que le rodea y de los nexos establecidos con el otro.

Eliza, Dana y Ana, por medio de la actividad en que las involucré, elevaron su psiquis a
otro nivel, de manera que lo que para ellas era un fendmeno caracteristico de su nifiez y
adolescencia —el desarrollo de sus estaturas— se transformé en un objeto matematico a estudiar —
la representacion grafica de una funcién— como parte de la relacion tejida con su maestra y como
producto de una construccion histdrico-social, como todo objeto matematico. Asi, las estudiantes
se hicieron conscientes tanto de un significado presente en la cultura como del uso de
herramientas matematicas para el estudio de un fragmento de sus vidas, y lo expresaron a través
de la palabra escrita como medio de conexién con los demas.

Aqui se constata el planteamiento de Leontiev (1984), en cuanto a que la actividad del
individuo en relacion con su entorno esta siempre insertada en la comunicacion —oral o escrita—

en la interaccion con los otros; condicion especifica del desarrollo humano en general.
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La conciencia, como “existencia consciente del sujeto” (Petrovski, 1980, p.43), al elevar
el nivel de la relacion del sujeto con el entorno, se transforma en un instrumento que media su
actividad, posibilitando la elaboracion de un cuadro del mundo y dotando de significado y
sentido la realidad del sujeto a partir de un tejido social. La elaboracion de este cuadro es
resultado de la dialéctica entre el pensamiento del sujeto de la actividad y su propia conciencia.
Retomo aqui el pensamiento en la perspectiva de Leontiev (1984), es decir, como una de las
funciones psiquicas superiores que esta imbricada dentro de la relacion actividad/conciencia
cuyo elemento consustancial es la actividad. En esta direccion, la conciencia no puede
interpretarse como un receptor mental de “imagenes y procesos” (Leontiev, 1984, p.123), sino
como un movimiento particular —interno— del movimiento general de la actividad del sujeto que
le posibilita dotar de sentido los significados culturales existentes. En esa linea, Vergel (2015)
plantea que “es en la materialidad de la actividad” (p. 211) donde el estudiante, como sujeto de la
actividad misma, puede tomar conciencia de formas de hacer y pensar, histérica y culturalmente
constituidas.

Como parte de la Actividad Orientadora de Ensefianza a la que me he referido en este
segmento de la presente categoria, disefié la accidn acorde al concepto de conciencia expuesto en
los parrafos anteriores. La accion a la que hago alusion esta contenida en la situacion

desencadenadora de aprendizaje que presento a continuacion.
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Segun la Organizacion Mundial de la Salud (OMS) la estatura esperada— aproximada—
de una persona (“Talla Diana Familiar”), considerando la estatura de los padres en

centimetros, es:

(Estatura de la madre + Estatura del padre) + 6.5, para nifios.
2

(Estatura de la madre + Estatura del padre) - 6.5, para niiias.
)

Segun la OMS, el resultado puede variar en 5¢cm.
Partiendo de la formula anterior y de tu estatura presente, ¢piensas que esta formula es

valida en tu caso? Explica.

Durante la ejecucion de la accion referida, Eliza se me acercé pidiéndome que nos
alejaramos de sus compafieras, para expresarme una inquietud. La transcripcién correspondiente

es la siguiente:

Eliza: Profe, pero es que yo no voy a poder hacer este punto.
Maestra: ¢Por qué?
Eliza: Porque no traje los datos completos de los padres, porque yo no tengo papa;

no tengo como saber de él... Entonces, ;jqué hago?

Maestra: Mira, recuerda que estamos trabajando con datos tomados de sus realidades v,
si esa es tu situacion, pues entonces, como tu dices, no resuelves ese punto; no
hay ningun problema.

Eliza: Ah bueno profe, gracias.
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En coherencia con lo anterior, la respuesta escrita de Eliza fue la que presento a

continuacion.

No 10 oledo contrmaf poraue. no |
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lHustracidn 25 “Talla Diana Familiar” de Eliza. (“;Cémo ha sido el desarrollo de tu estatura?”, agosto 11 de 2017)

Es evidente que la accidn cobr6 un sentido peculiar para Eliza, en tanto que su situacion
familiar —situacion comun en el contexto del que ella hace parte— trascendio la simple operacion
de reemplazar valores en una formula matematica —construida por personas ajenas a su realidad—
hasta un enfrentamiento de cara a su realidad; realidad de un sujeto con una historia concreta.
Aqui se pone en cuestion la validez de constructos tedricos ante el sentido personal dotado por la
conciencia del individuo, versus la conciencia colectiva. Asi, Eliza se encontr6 ante el producto
de un saber cultural —resultado de una conciencia social- cuyo significado perdi6 validez para

ella al transformarlo a su conciencia individual.

Tengo claridad en cuanto a que las estudiantes son sujetos historicos con vivencias
particulares y que, por lo tanto, sus resultados de la accion propuesta por mi —como parte de la
organizacion de la ensefianza de la representacion grafica de una funcion— no podrian ser pre-
determinados. Sin embargo, la respuesta de Eliza me cuestiond sobre la pertinencia de la
ensefianza de algunos conceptos matematicos llevados al aula de una manera descontextualizada.
En consecuencia, considero importante preguntarnos sobre la pertinencia del curriculo de
Matematicas impuesto por instituciones estatales y aplicado en nuestras escuelas. Concuerdo con
Valero (2013), D" Ambrosio (2005) y Jaramillo (2011), en cuanto a la importancia de cuestionar

las directrices sobre el qué y el como ensefiar el saber matematico —histéricamente construido—
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en el aula, teniendo en cuenta a quién se ensefia y su (re)significacion para buscar una ensefianza
situada que cobre sentido para un sujeto inmerso en actividad de aprendizaje, que posee unas

necesidades y caracteristicas particulares.
Al respecto Jaramillo (2011) plantea que:

En consecuencia, en la escuela s6lo se acepta como Unico tipo de conocimiento verdadero
el conocimiento cientifico, traducido en el conocimiento académico, y su aplicacion esta
mas relacionada con la aplicacion técnica propia del desarrollo tecnoldgico que con las

necesidades oriundas del cotidiano. (p. 17)

Dana y Ana respondieron lo que presento a continuacion.
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llustracion 26. “Talla Diana Familiar” de Dana. (“;Como ha sido el desarrollo de tu estatura?”, agosto 11 de 2017)
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lHustracién 27. “Talla Diana Familiar” de Ana. (“;Como ha sido el desarrollo de tu estatura?”, agosto 11 de 2017)

En las operaciones realizadas como parte de la estructura de la actividad (Leontiev,

1984), Dana y Ana interactuaron con un objeto externo —la “Talla Diana Familiar”— efectuando

un movimiento interno que les posibilitd hacerse conscientes de sus particularidades frente a un

fendmeno fisico-bioldgico, con un significado comln a todo individuo en crecimiento, y lo

transformaron en un significado para si; lo dotaron de sentido personal.

La tercera accion sugerida como parte de la Actividad Orientadora de Ensefianza, dot6 a

las estudiantes de un nuevo sentido al relacionar una funcién de variable real con la curva de su

crecimiento. A continuacién, presento la accion y las operaciones de las protagonistas.

¢ Cuales variables identificas en la curva de tu crecimiento? ¢ Piensas que existe una

funcion entre las variables identificadas? Argumenta.

\_égc;\mnqb\es \deotipicadas son,lestotur)

%,OO.UO Q dQ \/Q\\OTQS ue, nan s CLQC\'I"
el Fenomeno Qam ianie. .

cil) porque estas dos a: tupan_ el

lustracion 28. Variables identificadas por Eliza en su curva de crecimiento. (“;Coémo ha sido el Desarrollo de tu

estatura?”, agosto 11 de 2017)
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A continuacion, la respuesta de Dana en cuanto a la primera pregunta orientadora.

Identifico las variables edad y estatura, ya que obviamente no son las mismas desde que
naci hasta ahora. (Dana, “;Cémo ha sido el desarrollo de tu estatura?”, agosto 11 de
2017).

La respuesta de Ana fue la siguiente:

Las variables identificadas en mi crecimiento son la edad y la estatura, pues han
cambiado en mis 17 afios. (Ana, “;Como ha sido el desarrollo de tu estatura?”, agosto 11

de 2017).

Nuevamente, un concepto tedrico cobra un sentido personal para las estudiantes a través
de la actividad; actividad de aprendizaje en este caso. Tanto Eliza, como Dana y Ana se
reconocieron como seres en movimiento, a través de la identificacion del cambio en el aspecto
bioldgico de sus vidas el cual relacionaron con el concepto de variable. Asi, por ejemplo, cuando
Dana expreso, “ldentifico las variables edad y estatura, ya que obviamente no son las mismas

)

desde que naci hasta ahora”, el uso del adverbio “obviamente” denota claridad en la esencia del
objeto matematico variable —la representacion de cualquiera de los elementos del conjunto de
valores de un fendémeno mutable— presente en su proceso de crecimiento. Igualmente, la
respuesta dada por Ana, “Las variables identificadas en mi crecimiento son la edad y la estatura,

pues han cambiado en mis 17 arios” denota claridad en la esencia cambiante de las variables;

claridad manifiesta en la conjuncion “pues” que emplea para argumentar su respuesta.

Asi mismo, en la respuesta de Eliza, “Las variables identificadas son (estatura) y (edad)
porque estas dos agrupan el conjunto de valores que varian, es decir el fenomeno cambiante” da

cuenta del uso del concepto matematico variable en su proceso de argumentacién. Pero, a
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diferencia de Dana y Ana, Eliza no solamente nombré las magnitudes que consider6 de caracter
variable, sino que, al parecer, destaco su importancia por medio del empleo de paréntesis. A su
vez, ella identifico la imbricacion existente entre una variable y el “‘fenémeno cambiante” que

representa.

Las respuestas de las tres estudiantes y especialmente la de Eliza, van en linea con el

planteamiento de Caraca (1951) sobre el concepto de variable, el cual enuncia como:

Sea E un conjunto cualquiera de numeros —finito o infinito— y como convencion,
representemos a cualquiera de sus elementos por un simbolo, por ejemplo x. A este
simbolo, representativo de cualquiera de sus elementos del conjunto E , la llamamos
variable...Es el simbolo de la vida colectiva del conjunto, vida que se nutre de la vida

individual de cada uno de sus miembros, mas no se reduce a ella. (p. 127)

Asi, en la basqueda de la respuesta a la pregunta orientadora, las estudiantes realizaron un
movimiento mental y se hicieron conscientes de su esencia cambiante, lejos del estatismo. Ellas
tomaron conciencia de algunas de las transformaciones fisioldgicas que han tenido desde su
nacimiento hasta sus 16 (o 17) afios, transformaciones humanas en un espacio-tiempo que

también es cambiante.

Desde una mirada histdrico-cultural, el principio de cambio, movimiento y
transformacion es condicidn inherente al desarrollo individual y, por lo tanto, social. De acuerdo
con Caraga (1951) y Engels (1961), todo se encuentra en continuo movimiento; nada es estatico,
todo se transforma. Retomando al fildsofo Heraclito de Efeso, Caraga anuncia que: “El mundo
estd en permanente evolucion: todas las cosas, a todo momento, se transforman; todo fluye, todo

deviene” (Caraga, 1951, p. 110). En esa misma linea, el calculo se ha constituido por condiciones
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concretas en periodos socio-histdricos concretos en un permanente devenir. En consecuencia,
conceptos pertenecientes a esta rama de la matematica —tales como funcion y limite de una
funcion— han posibilitado el estudio del cambio a travées de la evolucion historica.

La segunda pregunta de la accion sugerida —Piensas que existe una funcion entre las
variables identificadas?— contenia el concepto de funcion de manera explicita. Las respuestas

expresadas por las estudiantes fueron:

E Vienso q'ue S\ existe uno rel\acich entr
\as vonicls e pues existe Lno relacicn de
e er\deﬂoa L03re tc(s dos dende log di-
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lHustracidn 29. Respuesta de Eliza sobre la existencia de funcion en su curva de crecimiento. (“;Cémo ha

sido el Desarrollo de tu estatura?”, agosto 11 de 2017)

Pienso que hay una funcion entre esas variables ya que existe una correspondencia
univoca en el caso de mi edad porque a un valor de mi estatura le corresponde un afio

determinado (Dana, “;Como ha sido el desarrollo de tu estatura?”, agosto 11 de 2017).

Yo digo que si existe una funcion entre estas variables puesto que hay correspondencia
univoca entre la variable independiente que es la edad y la variable dependiente que es
la estatura (segun mi edad era la estatura) (Ana, “;Como ha sido el desarrollo de tu

estatura?”, agosto 11 de 2017).
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Las tres estudiantes no s6lo relacionaron aspectos de su desarrollo fisico con el concepto
de variable, sino que, ademas, identificaron un tipo de relacion entre las variables: una funcion.
Mientras que Eliza establecio una relacion de dependencia entre las variables edad y estatura,
Dana argumento la existencia de funcion por medio de la correspondencia univoca entre dichas
variables. Eliza, al parecer, empleo el término “relacion” en la primera parte de la oracion en vez
de escribir funcion. Me atrevo a hacer esta Ultima interpretacion porque en sesiones anteriores al
de la Actividad Orientadora de Ensefianza referida, Eliza evidencio claridad en la funcién como
un tipo de relacion. Por su parte, Ana hizo un andlisis mas amplio, al argumentar la existencia de
funcion tanto desde la relacidon de dependencia entre las variables, como desde la
correspondencia univoca.

De esta manera, Eliza, Dana y Ana identificaron una variacion —cualitativa— de dos
aspectos cambiantes en su desarrollo fisico: la edad y la estatura. Y en linea con esta variacion
las estudiantes identificaron, especialmente Ana, la dependencia y la correspondencia univoca
entre estas variables; elementos esenciales del concepto de funcién.

Desde la perspectiva historico-cultural que asumo en esta investigacion, comprendo el
concepto de funcion en el sentido de Caraca (1951) y de Aleksandrov (1976). Esto es, la funcion
como un instrumento matematico cuya esencia es la correspondencia entre variables que poseen
una relacion de dependencia. Es un instrumento matematico construido —socialmente a través de
un devenir histérico— a partir de la necesidad imperante de hallar regularidades observables en la

manifestacion del fendmeno de estudio; estudiar leyes cuantitativas.

En ese sentido, Caraca (1951) define funcién de la siguiente manera:
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Sean x y y dos variables representativas de conjuntos de nimeros; se dice que y s
funcion de x y se escribe: y = f(x), si entre las dos variables existe una correspondencia
univoca en el sentido x — y. A x se le llama variable independiente y a y, variable

dependiente. (p.129)

En la siguiente categoria de analisis de la investigacion abordaré el concepto de funcién,
en dialéctica con el concepto de limite de una funcion en un punto. Esto es, emplear la 16gica
dialéctica al concatenar® ambos conceptos y comprender, por ejemplo, el concepto de funcion
como una herramienta matematica mediante la cual es factible estudiar el comportamiento
mutable de un fendmeno —representado mediante una funcién de variable real- en un instante

determinado.

5 Empleo este término en el sentido de una de las acepciones de dialéctica planteada por Engels (1961). Esto es, “[..]
la naturaleza general de la dialéctica, como ciencia de las concatenaciones, por oposicion a la metafisica (p.41). Es

decir, el principio fundamental de la dialéctica es de “ver las cosas en su conexion y no aisladas unas de otras” (p.
227).
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Limite de una funcidn real de variable real: una manera particular de conocer la

mutabilidad de los fendmenos

En el contexto historico y cultural del siglo XVII, los cientificos renacentistas
comprendieron el caracter cambiante de la naturaleza y, en ese proceso de comprension, se
enfrentaron al problema del movimiento mecénico que consistia, esencialmente, en la
imposibilidad de hallar la posicion de un movil en determinado instante en un punto de su
trayectoria (Caraca, 1951, Aleksandrov, 1976). Los cientificos de este momento socio-histdrico,
apoyados en las creaciones de los cientificos de momentos anteriores, entendieron, ademas, que
entre dos puntos, por mas cercanos que estuviesen, existia infinidad de puntos. Al respecto,

Caraca (1951) afirma:

Cuando deseamos fijar la posicion de un mdvil en determinado instante, en un punto de
su trayectoria, ya él no se encuentra ahi —entre dos instantes— por mas aproximados que
estén un punto del otro, el movil ha recorrido un segmento con una infinidad de puntos; a

cada instante el mavil estd y no est4 en determinado punto. (p.217)

El problema anterior exigio la creacion de un nuevo instrumento matematico que
posibilitara trabajar tanto con estados determinados como con la infinidad de posibilidades entre
dos de ellos. Ese nuevo instrumento fue el infinitésimo’. La aplicacion del nombrado instrumento
en el estudio de lo que sucede en cierto punto en interdependencia con puntos “arbitrariamente
proximos” (Caraga, 1951, p. 218) y su posterior desarrollo, posibilitd la creacion del concepto de

limite, tanto de una sucesion como de una funcion en un punto.

7 Tanto este concepto como el de limite de una funcién y objetivacion, los explicaré posteriormente en este apartado.



115
Desarvrollo del pensamiento teorico de estudiantes de grado undécimo en un proceso de
objetivacion del concepto de limite de una funcion

Como lo expreseé en el apartado correspondiente a la resefia historica sobre el concepto de
limite, diferentes matemaéticos en distintos momentos histdricos y de diferentes maneras —
Newton; Leibniz; D’ Alembert; Cauchy y Weierstrass, entre otros— definieron dicho concepto.
Sin embargo, por mi postura epistemoldgica retomo en este trabajo el concepto de limite de una
funcion desde Caraca (1951). Por lo tanto, identifiqué el concepto de limite de una funcién en un
punto como el eje fundamental de la presente categoria de analisis, dado que, en primer lugar, en
mi busqueda de la respuesta a la pregunta de investigacién —,Como puede desarrollarse el
pensamiento tedrico de estudiantes de grado undécimo, en un proceso de objetivacion del
concepto de limite de una funcién?— cobré importancia la posibilidad de la interiorizacion® del
concepto matematico por parte de las estudiantes. En segundo lugar, porque en las respuestas de
las estudiantes a lo largo del desarrollo de las Actividades Orientadoras de Ensefianza durante el
tiempo del trabajo de campo, el concepto de limite de una funcion emergi6 en forma progresiva
en sus procesos de objetivacion, en sus maneras particulares de aproximarse a este concepto

matematico.

En esa linea, la Actividad Orientadora de Ensefianza que comienzo a analizar en este
apartado es la que retomé en el inicio de la categoria anterior y que denoming, “Determinacion
de la posicién de un cuerpo en un instante dado”. Retomo de forma especifica una de las
preguntas orientadoras que formulé a las estudiantes y que resolvieron en los dos momentos de la

actividad, practica y de escritorio (momento en que las estudiantes respondieron por escrito las

& Comprendo el término interiorizacion en concordancia con Leontiev (1984), como un proceso en el que el sujeto,
en su interaccion —mediatizada por instrumentos culturales- con la realidad objetiva transforma el objeto material
externo en objeto mental, trasladandolo al plano de la conciencia. Una vez en ella, dicho objeto lo somete a una
nueva transformacion, por medio de un proceso de generalizacion para ser exteriorizado de nuevo y posibilitar una
nueva interaccion. Esta interaccion se caracteriza por una elaboracion tedrica.
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preguntas planteadas al interior de sus respectivos equipos de trabajo). La pregunta orientadora a

la que hago alusidn es la siguiente:

¢Puedes hallar la posicion exacta del movil justo a los 8 segundos de su recorrido?
En caso de que asi sea, anota el resultado —o resultados, en caso de que lo repitas—y
explica cdmo lo hallaste.
En caso contrario, busca —y emplea— estrategias para hallar el resultado (o resultados) lo
maés préximo posible a lo pedido.

Anota el resultado (o resultados) y explica las estrategias empleadas.

Con esta pregunta acerqué a las estudiantes al concepto de infinitésimo, por lo cual ésta se
transformd en una situacion desencadenadora de aprendizaje, en tanto que contiene la génesis
del objeto de estudio —la imposibilidad de hallar la posicion exacta de un mavil en un instante
dado-. Para responder la pregunta, las estudiantes realizaron ciertas acciones y operaciones que
las aproximaron, inicialmente a un concreto sensorial y, posteriormente, las aproximaron
tedricamente al objeto de estudio, al enfrentarse a una contradiccion —hallar la posicion exacta
del mavil en el instante correspondiente a 8 segundos exactos— contenida en la pregunta misma.
Es decir, la pregunta encierra una contradiccion —intencional— porque exige un producto

inalcanzable en las condiciones en las que las estudiantes deben realizar la actividad.

Asumo el término contradiccion desde el materialismo dialéctico, como la categoria
fundamental de la dialéctica que contiene al movimiento como esencia, como principio de
desarrollo de los fendmenos del mundo objetivo. Dentro de los postulados de la dialéctica

materialista, la contradiccion y especificamente la Ley de Unidad y Lucha de Contrarios plantea
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que en cierto momento de la aproximacion al desarrollo de determinado fendmeno se pueden
identificar dos polos opuestos que entran en lucha y como resultado, se fusionan en una unidad

nueva, diversa, para asi constituir un nuevo nivel de desarrollo (Engels, 1961).

En este caso, las estudiantes se enfrentaron a una contradiccion al leer la pregunta

—¢puedes hallar la posicion exacta del mavil justo a los 8 segundos de su recorrido?— e
intentar responderla. Como ya dije, esta contradiccion —intencional— tuvo como objetivo que las
estudiantes plantearan estrategias para resolverla y que en esa bldsqueda se encontraran en un
nivel de reflexion tal, que elevaran el nivel anterior al momento de la realizacion de la Actividad
Orientadora de Ensefianza y, por lo tanto, realizaran una actividad mental que les posibilitara
una aproximacion paulatina al objeto tedrico contenido en la contradiccion.

A continuacion, presento algunas voces de las estudiantes Dana y Ana durante el primer

momento de la Actividad Orientadora de Ensefianza dentro de los didlogos del equipo de

trabajo:

Dana: Bueno, entonces, la profe nos pregunta que si podemos obtener la posicion
exacta de la burbuja justo a los 8 segundos de su recorrido.
Ehhh...justo a los 8, obviamente no. Pues... nosotras sabemos que
exactamente, no da; la burbujita siempre se estd moviendo. Ademas, el tiempo
va a dar 8 segundos punto uno, o algo asi.

Ana: Claro, si es que en ningun momento la burbuja para y el tiempo siempre esta
corriendo.

Dana: Pero igual, hagdmoslo y comprobemos.

Ana; Si, dale.
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En el equipo de trabajo en el que se encontraba Eliza, se dio el siguiente didlogo con

Laura, una de las integrantes:

Eliza: Listo, respondamos la tercera pregunta: ¢Puedes hallar la posicion exacta del
movil justo a los 8 segundos de su recorrido? Hagamoslo, pero yo creo que no
va a dar exacto. ¢O, sera que si?

Laura: ¢Por qué?

Eliza: Porque, mira que en el punto anterior, cuando hallabamos la posicion de la
burbujita cada dos segundos, no nos daba lo mismo las veces que lo hicimos.
Ademas, aqui nos estan pidiendo mucha mas exactitud. Pero, hagamoslo bien,
puede que si nos dé.

Laura: Miremos a ver.

En esta parte del trabajo experimental observé cdmo las estudiantes tejieron una relacién
particular con el fendmeno de estudio. Ellas predijeron el comportamiento del movil en las
nuevas condiciones dadas, probablemente debido a los resultados obtenidos en la resolucion de
puntos anteriores de la guia de trabajo de la practica y, seguramente, debido a las voces de sus
comparieras de equipo. Aln con algunas dudas, como las expresadas en el equipo de Eliza, las
estudiantes hicieron una proyeccion de lo esperado, teniendo presente la mutabilidad del tiempo

y de la burbuja en el sistema fisico estudiado.

El siguiente episodio corresponde tanto a las respuestas escritas de las estudiantes Eliza,
Dana y Anay de sus respectivos equipos de trabajo durante el segundo momento de la Actividad
Orientadora de Ensefianza, como a las respuestas dadas en la socializacion a la pregunta

¢Puedes hallar la posicién exacta del movil justo a los 8 segundos de su recorrido?
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llustracion 30 Respuesta de Eliza a la pregunta: ¢Puedes hallar la posicion exacta del mévil justo a los 8 segundos

de su recorrido? (“Determinacion de la posicién de un cuerpo en un instante dado”, julio 18 de 2017)

Nosotras lo hicimos [la operacién de hallar la posicion exacta a los 8 segundos exactos]

repetidas veces y no nos arrojo el mismo resultado. Es que la burbuja va demasiado
répido y medir a los 8 segundos exactos, pues en verdad, era imposible (Eliza,

“Determinacion de la posicion de un cuerpo en un instante dado”, julio 18 de 2017).
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lustracion 31. Respuesta de Dana a la pregunta: ¢Puedes hallar la posicidn exacta del mévil justo a los 8 segundos

de su recorrido? (“Determinacion de la posicion de un cuerpo en un instante dado”, julio 18 de 2017)
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Nosotras medimos varias veces y nos dio casi la misma posicion pero no igual. Lo
mismo paso con el tiempo. Y, aunque tratamos de ser muy coordinadas en el trabajo y
hacer bien lo que le correspondia a cada una, no pudimos, porque la burbuja no se
detenia hasta el final y el tiempo, pues no se detiene nunca. O sea, la respuesta seria, no.
No nos dieron exactas las medidas, ni de la posicion de la burbuja ni del tiempo a los 8
segundos exactos. (Dana, “Determinacion de la posicion de un cuerpo en un instante

dado”, julio 18 de 2017)

llustracion 32. Respuesta de Ana a la pregunta: ¢Puedes hallar la posicion exacta del mévil justo a los 8 segundos de
su recorrido? (“Determinacion de la posicion de un cuerpo en un instante dado”, julio 18 de 2017)

Era imposible. Es que, mientras uno ve los 8 segundos en el crondmetro y le dice a la
otra persona [la estudiante que registraba la posicién] jya!, no puede dar los 8 segundos
cero, cero, exactos. Mientras uno dice; jyal, ya paso algun tiempo. La distancia
recorrida por la burbuja nos dio casi la misma las veces que la medimos, pero tampoco
exacta; es que el problema era en los milimetros (Ana, “Determinacion de la posicion de

un cuerpo en un instante dado”, julio 18 de 2017).

Frente a la contradiccidn que gener6 la naturaleza de la pregunta orientadora, las
estudiantes respondieron que no hallaron la posicion exacta del mévil. En sus

argumentaciones individuales, expusieron el caracter incesante del tiempo y la dificultad
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para medirlo con exactitud. A diferencia de Dana, Eliza y Ana expresaron, ademas, que el
movimiento de la burbuja era la causa principal de la imposibilidad para hallar lo

solicitado.

Resulta llamativo que Dana reporte en sus respuestas escritas que las dificultades en la
manipulacion del sistema manguera-burbuja fueran la razén principal de la imposibilidad para
hallar la posicién exacta del movil a los 8 segundos exactos y no, a otros factores tal como lo
hizo tanto en el momento préactico —en el cual se anticipo al resultado aduciendo el movimiento
permanente de la burbuja como el motivo fundamental- como en la socializacion en la que
considero0 la naturaleza continua del tiempo, ademas del movimiento de la burbuja. Es posible
que este cambio en la argumentacién de Dana se deba a un analisis inmediato del fendmeno en el
momento de la actividad practica y que, al hacer una reflexion posterior, no lograse conectar
ambos momentos. Por lo tanto, entendid el fendmeno de una forma fragmentada, propio de un

pensamiento empirico.

De esta forma, no pretendo afirmar que tanto Eliza como Ana no hacian uso de un
pensamiento empirico frente a la aproximacion al objeto de estudio, pero si que ellas lograron
concatenar el momento préctico de la actividad con el momento de reflexion escrita; esto se
evidencio en la socializacion. La imbricacion de los dos momentos referidos —el practico y el
escrito— por parte de Eliza y Ana se evidencia en expresiones como, “pudimos observar que los
diferentes factores que intervienen nos dificultan llegar a la exactitud, pero aun asi nos permiten
tener una mirada, mas precisa, detallada, dando espacio al andlisis” (Eliza, “Determinacion de la

posicion de un cuerpo en un instante dado”, julio 18 de 2017).
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Respecto a las estrategias empleadas por las estudiantes protagonistas y sus equipos de

trabajo para resolver la situacion generadora, ellas afirmaron:
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lHustracién 33. Estrategias empleadas por Eliza y su equipo de trabajo. (“Determinacion de la posicion de un mévil
en un instante dado” julio18 de 2017).
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lHustracién 34. Estrategias empleadas por Dana y su equipo de trabajo. (“Determinacion de la posicion de un mévil
en un instante dado” julio 18 de 2017).

Tratamos de estar muy coordinadas en toda la préactica, de que cada una fuera muy agil
en el trabajo que le correspondiera: el manejo del cronémetro, voltear la tabla, sefialar

en la hoja milimetrada, etcétera. Sin embargo, no pudimos obtener los datos precisos.
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Ante su respuesta, interpelé mediante la pregunta:
Dana, ¢qué quieres decir con que no pudieron obtener los datos precisos?
A la pregunta planteada, Dana respondio:

Pues, los 8 segundos exactamente y una misma posicion de la burbujita, todas las veces.
Es que, por ejemplo, la que tenia el cronémetro estaba pendiente y lo detenia un
poquitico antes, pero aun asi, no nos daba exactamente a los 8 segundos. Pero, es que

nooo... para que sea exacto, jentonces tendriamos que programar una mdquina!

A continuacion, la respuesta escrita de Ana.

llustracion 35. Estrategias empleadas por Ana y su equipo de trabajo. (“Determinacion de la posicién de un movil
en un instante dado” julio 18 de 2017)

Ana hizo hincapié en la estrategia utilizada por ella y su equipo de trabajo en cuanto a la
medicion del tiempo a los 8 segundos exactos del desplazamiento del movil. Empleando un
sistema de signos numeéricos, primordialmente, Ana explicé la estrategia de poner especial

atencion instantes antes de los 8 segundos exactos para tratar de obtener exactitud en la medida.
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Ana presentd, ademas, la posicion del movil correspondiente a cada tiempo hallado, tanto antes

como después de los 8 segundos del desplazamiento del movil.

En la respuesta de Ana predomina el sistema de signos numéricos como instrumento de
mediacion entre ella y el objeto de estudio. Por medio de este portador de un significado socio-
cultural, Ana plasmd, en forma escrita, un constructo individual resultante de su actividad
reflexiva, a partir de la actividad préctica. En esa linea, considero que Ana uso el signo
numérico como vehiculo de comunicacion de significados a sus comparieras de la actividad y a
su maestra. Al respecto, retomo a Vigotsky (2013b, p.145) cuando plantea que: “el signo, al
principio, es siempre un medio de relacion social, un medio de influencia sobre los demés y tan
s6lo después se transforma en medio de influencia sobre si mismo”. De esta manera, para Ana, el
signo numérico cobro un sentido que trascendi6 la simple representacion hasta transformarse en
una influencia directa en su forma particular de comunicar el producto de su reflexion, de su
pensamiento sobre lo solicitado en la pregunta contenida en la Actividad Orientadora de

Ensefanza.

En general, las estudiantes resaltaron —implicitamente— la importancia del trabajo
colectivo para realizar la situacion e intentar obtener un resultado exacto. Las diferentes
estrategias que implementaron dan cuenta de la importancia de la interaccion con otros sujetos en
situaciones de aprendizaje. Fue a través de la comunicacion y de la distribucion de roles que ellas
y sus equipos de trabajo vieron una posible solucion a la situacion desencadenadora de
aprendizaje. Asi, infiero que las estudiantes identificaron de forma intuitiva pero no consciente,
el tiempo y el movimiento de la burbuja como un continuo, pues sus argumentos fueron de tipo

técnico —imprecisiones humanas en la realizacion de la practica, especificamente en la
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manipulacion de los instrumentos de medida— sin reconocer aun la esencia del fenémeno y, por
lo tanto, concibiendo el movimiento como un fenémeno de caracter discreto. Al parecer, las
estudiantes consideraron que el mejoramiento de la técnica empleada por ellas y sus equipos

facilitaria hallar la respuesta a la pregunta.

Ademaés de las acciones propuestas en la Actividad Orientadora de Ensefianza misma, las
estudiantes realizaron operaciones acordes a los recursos metodol6gicos con que contaban como
parte del trabajo de tipo colaborativo con los demas sujetos de la actividad. Dentro de las
operaciones estuvo la de reducir la imprecisién en la toma de los datos por medio de la

sincronizacion entre las integrantes del equipo de trabajo.

Por otra parte, las estudiantes observaban el crondmetro antes del tiempo planteado en la
situacion, con el fin de obtener una medida lo mas exacta posible. Mediante esta Gltima
estrategia, las estudiantes intentaron solucionar —aunque de una manera intuitiva— la
contradiccion de la imposibilidad de determinar el estado exacto del movil, por medio de la
aproximacion a sus estados vecinos. Este hecho se confirma en expresiones como: “Tratamos de
ser lo mas precisas posible con el control del tiempo. A veces parabamos el crondmetro un poco
antes del tiempo justo, para poder ser mas exactas con la posicion del mévil respecto al tiempo”

(Eliza. “Determinacion de la posicion de un cuerpo en un instante dado”, julio 18 de 2017).

A diferencia de Eliza y Dana, Ana cre6 una imagen del objeto en la que presento un
campo mas amplio de los resultados y, por lo tanto, identifico —de forma intuitiva— cierto entorno
respecto a los 8 segundos, asi como su interdependencia con las imagenes de los valores de dicho

entorno. Ella corroboré este hecho durante la socializacion:
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La que estaba mirando el cronémetro se fijaba que estuviera llegando al 8 y lo paraba
un poquito antes para tratar que diera 8 segundos exactos, pero es que no se obtenia, se
pasaba. Cuando el cronémetro llegaba a los 8,00, la compafiera decia jYa! pero daba
8:01, 8:02 o algo asi... (Ana “Determinacion de la posicion de un cuerpo en un instante

dado”, julio 18 de 2017).

Sin embargo, fue un aspecto comun que las tres estudiantes se enfrentaran a la
contradiccion presente en la situacion desencadenadora de aprendizaje, por medio de estrategias
que, si bien no les permitieron llegar a lo que posiblemente era una de sus hipotesis —la
posibilidad de obtener una medida de tiempo y posicién exactos del movil—, si movilizo en ellas
diferentes reflexiones sobre el fenémeno fisico estudiado: el movimiento de un cuerpo en linea
recta. En este sentido, considero que, en su proceso de busqueda de una solucién al problema
visibilizado, Ana comenzd a aproximarse desde la intuicion, al concepto de infinitésimo. Esto es,
identifico valores consecutivos “cercanos” al punto 8 lo que podria interpretarse como un

entorno de dicho punto.
Caraca (1951, p. 219) define infinitésimo de la siguiente manera:

Se llama entorno del punto P a cualquier segmento AA’del eje Ox del que P sea el punto

medio. A la longitud del segmento PA= p se le llama amplitud del entorno AA".

Llamamos vecindad del punto P al conjunto de sus entornos. Sea § un numero positivo
cualquiera, arbitrariamente pequefio, existiran siempre en la vecindad de P entornos de
amplitud p < 6.

Se dice que un conjunto de puntos pertenece a la vecindad de un punto P si todo y

cualquier entorno de éste contienen puntos de dicho conjunto.
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Definicion: Se da el nombre de infinitésimo a toda variable representativa de un conjunto
de puntos pertenecientes a la vecindad del origen cuando en esa variable consideramos
sucesivamente valores x1, x2, ... xn, ...tales que |xn| < & para todo valor de n > nyy todo

6> 0.

El autor afirma que para que una variable x sea infinitésimo, es condicion necesaria pero
no suficiente, que existan valores en la vecindad del cero; es decir, una variable x solamente sera

infinitésimo si se consideran sus valores sucesivos tan préximos a cero cuanto se desee.

La definicion de infinitésimo planteada por Caraca coincide con la formulada por Cauchy,
(presentada en el apartado de la gestacion histérica del limite), “Diremos que una cantidad
variable se hace infinitamente pequefia, cuando su valor numérico disminuye indefinidamente de

manera que converge hacia el limite cero” (Boyer, 1999, p. 647), en su caracter dinamico.

En la misma linea del caracter dindmico del infinitésimo, consideremos la variable x
como una variable real, infinitésima, la trayectoria de cierto mévil y un punto O perteneciente a
dicha trayectoria (ver la ilustracion 36). Sobre esa trayectoria los puntos P y P’cuya distancia al
punto Oes & por mas proximo que P sea de O, es decir por mas pequefio que sea el nimero §, en
el dominio del infinitésimo x existe una infinidad de nimeros méas pequefios que §. De esta
manera, trabajar con el infinitésimo x equivale a trabajar con una infinidad de puntos entre P y
P’ya que todos ellos tienen distancias a O que son, en valor absoluto, menores que § (Caraga,

1951).

llustracion 36. Concepto de infinitésimo. (Caraga, 1951, p. 220)
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Caraga (1951) plantea, ademas, una relacion entre el concepto infinitésimo y el concepto
de vecindad. Expone que una vecindad no es un segmento, sino una variable cuyo dominio esta
conformado por una infinidad de segmentos en los cuales existen segmentos de amplitud menor
que cualquier nimero real positivo. Por lo tanto, el concepto geométrico de vecindad, segun el
autor, corresponde al concepto analitico de infinitésimo, de tal forma que por medio de éste
ualtimo es posible estudiar lo que pasa en cierta vecindad de puntos y asi, estudiar “la
interdependencia de un punto con sus puntos vecinos” en el fenémeno observado (Caraga, 1951,
p. 220).

Caraca (1951) propone profundizar en el abordaje del concepto de infinitésimo a través de
dos realizaciones particulares: los infinitésimos x — a y 1/x; nhombrados por dicho autor como

infinitésimos principales (Caraga, 1951, p. 289).

Los infinitésimos principales x — a 'y 1/x. Segun Caraga (1951), en el estudio de un
fendmeno puede surgir la necesidad de estudiarlo, tanto en la vecindad de un punto, como en la

vecindad del infinito.

En el primer caso acudimos a la funcion y = x — a, de forma que para cualquier nimero
& > 0 existen valores de x talesque [x —a| < dyporlotanto,a—6 <x< a+ 6

Caraca (1951).

Asi, “el infinitésimo x — a —vecino de cero cuando x es vecino de a— recibe el nombre de
infinitésimo principal”’ (Caraga, 1951, p. 290). Este infinitésimo posibilita el estudio de
funciones de variable real en la vecindad de a.

En el segundo caso acudimos a la funcion y = 1/x, de forma que para cualquier namero

& > 0 existen valores de x tales que |1/x| < & los cuales cumplen que |x| > 1/8 y por lo
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tanto, x < —1/6 6 x >1/3. Asi, “el infinitésimo 1/x —vecino de cero cuando x es vecino

de infinito— recibe el nombre de infinitésimo principal” (Caraca, 1951, p. 290).
Partiendo de los dos infinitésimos principales Caraca plantea las definiciones presentadas
a continuacion.

Definicion I. (Caraga, 1951, p. 292). Se dice que la funcion y(x), real de variable real, es
infinitésima con x — a cuando & > 0 cualquiera, se le puede hacer corresponder un
namero también positivo s(6) tal que para todos los puntos del intervalo (a — s, a + s)

se tiene que:
ly(x)| <8
La condicidn final se puede dar bajo la forma equivalente:
|x —al <s(@) - [y(x)[<4d
El autor explica el significado de la definicion anterior mediante la forma geométrica que

presento a continuacion:
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lustracion 37. Infinitésimo con x-a. La funcidn esta entre —6 y +4§ cuando x es inferior al intervalo (a — s, a +
s). 6 es cualquier nimero y s depende de 6 . Cuando & disminuye, s en general también disminuye (Caraga, 1951,
p. 294).

Definicion Il. (Caraga, 1951, p. 293). Se dice que la funcion y(x), real de variable real,
es infinitésima con 1/x cuando un nimero & > 0 cualquiera, se le puede hacer
corresponder un nimero también positivo s(6) tal que para todos los puntos exteriores al

intervalo (—s, + s) se tiene que:

ly(x)| <é

Como en la definicidn I, el autor da un significado geométrico mediante la grafica que

presento a continuacion.
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imagen

lHustracion 38. Infinitésimo con 1/x. La funcién estd entre —§ y +4 cuando x es exterior al intervalo (—s, +s).s €s
cualquier nimero y s depende de 6. Cuando § disminuye, s en general aumenta. (Caraga, 1951, p. 295).

He de aclarar que existen dos razones por las cuales no consideré pertinente abordar —de
forma explicita—la construccion tedrica de los infinitésimos principales expuestos por Caraca
(1951). La primera es que tanto la construccion como el concepto en si de dichos infinitésimos
exigen un grado de formalismo que, probablemente, las estudiantes del nivel escolar de
undécimo grado aun no logren dotarlo de sentido. La segunda, y en concordancia con la primera
razén, porque, desde mis supuestos epistemoldgicos no consideré la definicion explicita de los
infinitésimos principales como condicién necesaria para que las estudiantes se aproximaran a la
esencia de infinitésimo.

Sin embargo, al disefiar las Actividades Orientadoras de Ensefianza fui consciente de la
imbricacion existente entre los infinitésimos principales y el infinitésimo en si como
fundamentacion tedrica. Por esta razon, fui cuidadosa de que la situacion desencadenadora de
aprendizaje los contuviera y que asi las estudiantes los abordaran —implicitamente— al realizar la

actividad correspondiente. Consideré importante plasmar en este apartado lo referente a ambos
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conceptos como parte fundamental del constructo tedrico del concepto de infinitésimo y, por
consiguiente, del limite de una funcion en un punto, desde la perspectiva epistemoldgica que

asumi en esta investigacion.

La segunda Actividad Orientadora de Ensefianza que expongo en este apartado es la que
denominé “Analisis de la posicion de un cuerpo en un instante dado”. Esta actividad es, en
verdad, una continuacion de la primera que las estudiantes realizaron, ya que la creé con la
intencionalidad de que éstas prosiguieran con sus reflexiones sobre el fenémeno estudiado —el
movimiento de un cuerpo en una trayectoria rectilinea— sin tener contacto directo con él y, de tal
forma, posibilitarles continuar con el proceso de aproximacién al concepto de infinitésimo v,

consecuentemente, al de limite de una funcién.

En los siguientes parrafos presento un episodio concerniente a la socializacion de las
respuestas que las estudiantes dieron a dos de las preguntas que formulé en la guia escrita. Las

preguntas a las que hago alusion son:

5. ¢Cuantos nameros reales crees que existen entre cinco décimas de segundo antes de
los 8 segundos exactos Yy, cinco décimas de segundo después de los 8 segundos
exactos de tiempo transcurrido en el ascenso de la burbuja? ¢Por qué?

6. ¢Cual piensas que es el valor (o valores) de tiempo mas préximo a 8 segundos? ¢, Cual
piensas que es el valor(es) de la posicion que le corresponde a dicho(s) valor(es) de

tiempo? Explica.

Mediante estas preguntas pretendi que, en el proceso de blsqueda a las respuestas de

dichas preguntas, las estudiantes conceptualizaran propiedades de la recta Real, tales como
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densidad y continuidad. Es decir, pretendi que las estudiantes trascendieran una interpretacion,
que ellas podrian tener, de la recta Real como una figura estética y de caracter discreto, hacia una
interpretacion que posibilitara la interiorizacion de ésta como un conjunto de puntos en
correspondencia biunivoca® con los niimeros reales, que posibilita la representacion del
desplazamiento continuo de un movil. Y, en esa misma linea, pretendi que ellas tuvieran la
necesidad de hacer un analisis infinitesimal para —parafraseando a Caraca, 1951 estudiar lo que
pasaba en cierto punto de interés, de dicho mdvil, en interdependencia con los puntos de su
vecindad.

A continuacion, las voces de las estudiantes y la mia —como maestra— en el momento de

la socializacién en mencion.

lHustracion 39. “Analisis de la Posicion de un cuerpo en un instante dado”-Socializacion (25 de julio de 2017)

Retomo este término desde Apostol (1976) y Caraga (1951).

Apostol afirma que: “[...] a cada punto de la recta real corresponde un nimero real y uno sélo y, reciprocamente,
cada ntimero real esta representado por un punto de la recta real y uno sélo.” (p. 4)

Al respecto, Caraga expone que “puede suceder que una correspondencia sea univoca y su reciproca también; si eso
Se da, la correspondencia es denominada biunivoca” (p. 8).
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Maestra: Muchachas, vamos a la respuesta que dieron a la pregunta nimero cinco de la
guia. ¢Quién quiere comenzar a presentarnos su respuesta?

Varias estudiantes respondieron en coro: infinitos niUmeros.

Maestra: ¢Por qué?

Después de un corto silencio, Ana respondio:

Ana: Pues, porgue estamos trabajando con numeros reales, que son infinitos y,
como lo vimos en otras clases, hace tiempo ya, entre dos nimeros reales hay
infinidad de nimeros reales.

Maestra: Bien. ¢ Les quedd claro lo que Ana nos argument6?

Ante el asentimiento del resto del grupo, me dirigi al tablero —sefialando el niamero 8 en
la gréfica que representaba la funcion resultante de las operaciones de uno de los equipos de
trabajo— y formulé la pregunta nimero seis (¢ Cual piensas que es el valor (o valores) de tiempo

mas préximo a 8 segundos?). Surgieron respuestas como las siguientes:

Eliza: Nosotras escribimos [ella y su equipo de trabajo] que el nimero mas préximo
a 8,00, en ese intervalo que usted nos dijo es, 7,9 segundos. Y la posicion
correspondiente, en nuestro caso, seria 52,9 centimetros...mds o menos.

Dana: Nosotras pensamos y dijimos algo similar, pues, cambiando el valor de la
posicién; a nosotras nos daria en 50,9 centimetros. Pero, es que usted no nos
dijo si los valores préximos a 8 eran antes o después. Entonces ahi nos
enredamos un poquito...

Maestra: Y, entonces, ¢,que respondieron finalmente?
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Dana: Que era asi, como dijimos, si era el tiempo antes de los 8, pero que era 8,1, si
era despues.

Maestra: Y, ¢qué posicion del movil le corresponderia entonces, a los 8,1 segundos?

Dana: Eh...eso no lo dijimos. Pero, pues, seria...51,1 centimetros, mas o menos.

Me dirigi al tablero y construi una nueva gréfica de mayores dimensiones en la que se
identificaran con claridad, tanto los valores en discusién como el entorno que propuse,
implicitamente, en la pregunta orientadora para el punto correspondiente a 8,0. Luego, me dirigi

al todo el grupo sefialando tanto al valor del tiempo equivalente a 8 segundos como su vecindad:

Maestra: Bueno, ¢qué dicen las demés? Cuando, en la guia, les formulé la pregunta
sobre el nimero que ustedes consideraran mas préximo a 8 segundos, ¢me

referia al posible nimero anterior, o al posterior a é1?

Se generd una discusién en torno a la pregunta, dando cuenta asi, de una movilizacion

interna en las estudiantes y una nueva reflexion.

Maestra: Y, entonces, ¢a qué conclusion llegaron?

Dana: Si, profe, aqui hablando con las compafieras pienso que si es asi, como lo
dijimos en el equipo. Es que, ademads, viendo la grafica que usted acabé de
hacer, aqui concluimos [sefialando a sus compafieras cercanas a la silla en la

que esta sentada] que tanto el 7,9 como el 8,1, son cercanos al 8,0.

Por medio de un gesto afirmativo, el resto del grupo manifesto estar de acuerdo con el enunciado

de Dana.
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Maestra: iClaro! En la pregunta que formulé, yo no indiqué un antes o un después de
8,0 segundos. Yo pregunté por el posible valor mas proximo a él. Y, me puedo
aproximar tanto por izquierda, como por derecha a él, ¢no?

Bueno, pero tengo una inquietud... Fijémonos, por ahora, solo aqui en este
segmento de recta que estoy sefialando [En el entorno del punto 8 e indicando
aproximaciones a él, por medio de flechas] ¢Ustedes como saben que los

valores mas proximos al 8,0 son, 7,9y 8,17
Después de segundos iniciales de silencio y de un murmullo posterior, Ana respondio:

Ana: Profe, es que vea, estamos fijdndonos 5 décimas antes del 8 y 5 décimas
después de él, ;jcierto? Entonces, 7,5; 7,6, 7,7...y asi hasta el 8. Lo mismo
para después de él hasta 8,5.

Maestra: Si, eso es cierto. Pero, veamos. Tu misma dijiste hace un rato, en tu respuesta
en la pregunta anterior, que entre un nimero y otro existen infinitos nimeros,
¢cierto? Luego [sefialando el segmento de recta entre 8,0 y 8,1] ¢ cuantos
nameros pueden existir entre estos dos nimeros, si sabemos que estamos en el
dominio de los nimeros reales?

Casi al mismo tiempo, la mayoria de las estudiantes y las protagonistas de la
investigacién respondieron:
Ahhh, ya...
Ana: Pero, entonces, podria ser 8,01, como cuando medimos con el cronémetro o

hasta 8,001, ¢cierto profe?
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Maestra: Exactamente. Es que, no podemos perder de vista que estamos analizando un
fendmeno cuyo dominio son los nimeros reales.
Eliza: Pero, entonces, no vamos a poder saber cual es el nimero mas cercano al
8,00...
En el episodio anterior se hace evidente como la socializacion —como una de las acciones
de la Actividad Orientadora de Ensefianza referida— de las respuestas dadas por las estudiantes a
las preguntas planteadas, transformé el aula de clase cominmente considerada como un espacio
cerrado, en un espacio abierto, posibilitador de la intersubjetividad en torno a la dotacion de
significado del objeto matematico en estudio —el infinitésimo, en este caso—. En ese mismo
sentido, concuerdo con Jaramillo (2011), Monteiro (2011) y Radford (2008) en sus
planteamientos sobre el aula de clase como un lugar dial6gico en el que convergen sujetos
historicos que desde sus particularidades dotan de sentido el saber matemético por medio de las
actividades de ensefianza y de aprendizaje que los convocan. Las relaciones intersubjetivas se
tornaron consustanciales al proceso de aprendizaje.
En este contexto, el objeto matematico fue haciéndose visible para las estudiantes en la
busqueda conjunta de la solucion a la situacion-problema contenida en las preguntas. Este
proceso puede constatarse por medio de frases enunciadas por las estudiantes como las que

presento a continuacion:

Pero, entonces, podria ser 8,01, como cuando medimos con el cronémetro o hasta 8,001

(Ana, “Analisis de la posicion de un cuerpo en un instante dado”, 25 de julio 2017).

Ana relaciono el conjunto de puntos de la recta con el momento de la actividad practica

en que hall¢ la distancia recorrida por la burbuja en los primeros 8 segundos de su
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desplazamiento. Aqui, Ana hizo conexiones al interior del fendmeno en estudio —el
desplazamiento de un movil en linea recta— al concebir la recta Real como una representacion de
un fendmeno que fluye y que, por consiguiente, no es posible determinar en ella un punto exacto

sin considerar los puntos cercanos. En el mismo sentido, Eliza expreso:

Pero, entonces, no vamos a poder saber cual es el nimero mas cercano al 8,00... (Eliza,

“Analisis de la posicion de un cuerpo en un instante dado”, 25 de julio de 2017).

Por medio de la recta Real y de los respectivos razonamientos de Ana, una vez mas, Eliza
noto la naturaleza del movimiento en cuanto a la imposibilidad de hallar tanto la posicion de un
cuerpo en cualquier instante cémo saber el punto que lo antecede o lo sigue. Esta naturaleza
obedece a una contradiccién interna tal, que, como lo expresa Caracga (1951), ““A cada instante el

movil esta y no estd en determinado punto”. (p. 218)

En consecuencia, sumergida en la actividad de ensefianza y desde mi ser-maestra, hice
“un llamado” (Radford, 2013) a las estudiantes para que se aproximaran paulatinamente, desde

sus particularidades, a los conceptos de entorno, vecindad y, por ende, al de infinitésimo.

En la clase siguiente retomé la socializacion. Luego de volver a hacer la Gltima grafica de

la clase anterior, pregunté al grupo:

Maestra: En el fendmeno fisico que estamos estudiando, ¢ .cuél fue el problema principal
que ustedes encontraron?

Eliza: Que no podiamos hallar donde estaba la burbuja, justo, a los 8,0 segundos.
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Maestra:

Muy bien. Y, ¢encuentran relacion entre ese problemay el anélisis que
estdbamos realizando, la clase anterior, respecto al conjunto de nimeros

posibles cercanos al 8,0?

Mediante gestos, algunas estudiantes expresaron no hallar relacion alguna mientras que

otras, mediante el mismo lenguaje, dieron una respuesta afirmativa. Por su parte, Dana expreso:

Dana:

Ana:

Maestra:

Ana:

Dana:

Maestra:

Ana:

Maestra:

Yo creo que si hay relacion. Porque, vea, en ambos casos tenemos dificultades,
bueno, en realidad imposibilidades, de hallar lo que nos piden. Y ademas,
porque estamos tratando de hallar nimeros exactos y no podemos.

Ademas de lo que Dana dice, yo digo que si hay relacion porque el 8 estd como
en la mitad de los otros nimeros que estan en ese conjunto que estabamos
mirando. O sea, los que estdn mas o menos cerca, como el 7, 9, que deciamos
antes, o muy cerquita a él como 7, 99 y... asi.

Bueno. Entonces, como Ana dice, existen nimeros no tan cercanos al 8, en este
caso, y otros muy cercanos a él. Y, ¢,cdmo sabemos qué tan cercanos estan de
él? ¢ Ustedes qué piensan?

Pues, sabiendo a qué distancia estan de él.

Ah, si, claro. Asi sabemos qué tan cerquita estan de él.

¢ COmo es eso?, ¢ Como sabemos la distancia a la que se encuentran uno del
otro?

Restando, ...creo.

¢Ustedes qué dicen? [Dirigiéndome al grupo en general].
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A ver, veamos [Dirigiéndome al tablero e indicando en la recta]. Es evidente
que desde el punto del origen de coordenadas hasta este punto [8,01] han
transcurrido, 8,01 segundos aproximadamente. ¢ Entonces cuanto tiempo ha

transcurrido entre 8,01 y 8,0 segundos?

Después de la respuesta acertada de la mayoria de las estudiantes, de nuevo pregunté:

Maestra:

Ana:

Eliza:

Maestra:

Bien, ¢y cdmo supieron? [Dirigiéndome al grupo en general].

Ah, pues, restando.
Ay, no. Ahi si me perdi, no entendi.
¢ Quién quiere salir y explicarle a Eliza y a las que de pronto no han

comprendido y nos explica a todas?

Ana levantd la mano para indicar que deseaba hacerlo. Ante mi mirada de aprobacion

sali¢ al tablero y se dirigi6 especialmente a Eliza.

Ana:

Maestra:

Maestra:

Vea, lo que yo entendi es que para saber qué tan cerquita esta un nimero de
este conjunto de numeros que estamos viendo, del 8, pues restamos.

Por ejemplo: 8,01-8,0. Eso da... [Se toma unos segundos para responder]
0,01.

¢ Cierto profe?

Si, cierto. ¢Entendimos? [Dirigiéndome a Eliza y a todo el grupo].
Sus respuestas fueron afirmativas.

Bueno, ¢y si queremos saber qué tan cerca esta un numero cualquiera del

conjunto, de otro?
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Varias estudiantes expresaron:
Pues, hacemos lo mismo; restamos.

Maestra: Bueno, y si estamos en una situacién cualquiera en la que nos interese analizar
los puntos cercanos a un punto de interés, cualquiera, ¢cémo podemos

generalizar lo cercano, o no, que estén de él?

Ante esta pregunta, la mayoria de las estudiantes comunicaron, por medio de un lenguaje
gestual, no saber la respuesta. Otras estudiantes —las estudiantes protagonistas entre ellas—

expresaron lo contrario. Ana decidio salir al tablero.
Ana: Pues, si fuera, por ejemplo, con otro tiempo, entonces seria algo asi como,
t —...[duda de la letra con qué representar el nimero de interés].

t — b o, algo asi..
Maestra: En lo que escribiste, ¢que representan lat y la b?

Ana: La t, seria el tiempo y la b, seria como el 8, pero sin ser el 8.

Consciente de que la expresion deducida por Ana t — b, no era suficiente para
generalizar el “ser proximo a” tomé la decisién, como maestra, de no proponer un lenguaje
formal, por varias razones. La primera, porque mi intencionalidad era motivar a las estudiantes,
por medio de mis preguntas, a una reflexién mas profunda sobre sus respuestas, escritas y
verbales, iniciales a la situacion planteada. La segunda razén obedeci6 a mis supuestos
ontologicos, en los que, considero la esencia del infinitésimo, en linea con Caraga (1951), como

una variable que representa un conjunto de valores sucesivos tan préximos a cero cuanto se
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desee. Asi, esta aproximacion es de caracter dinamico que, por lo tanto, contiene al movimiento

como pilar; no requiere del lenguaje formal para conocerla.

Ana empled un lenguaje algebraico para expresar una idea que creo sobre la manera de
hallar los puntos proximos al punto de interés. En otras palabras, Ana reconocio ciertos patrones
en él y empleo instrumentos simbolicos —signos alfanuméricos— que le posibilitaron reflejar

dicho objeto desde su modo particular de reflexionar.

En ese sentido, considero que la expresion de Ana, “La t seria el tiempo y la b seria
como el 8, pero sin ser el 8”, dio cuenta de la apropiacion del concepto de variable en cuanto al
caracter contradictorio que éste posee —en el sentido de Caraca (1951)— entre el ser y no ser,
entre una sintesis de las partes y el todo del conjunto que representa; la variable como un signo

matematico que nos posibilita visualizar el caracter cambiante de un fenémeno.

Ana usé la variable como instrumento para comunicar el proceso de sintesis que realizo a
partir de sus observaciones del fendmeno en estudio; evidencid su apropiacion del concepto de
variable. Asumo la apropiacion desde los planteamientos de Moura et al. (2011), Davidov (1988)
y Leontiev (2004); es decir, como un proceso que trasciende el significado de posesion
individual al de apropiacién de un producto cultural, histéricamente constituido, por medio de
una actividad mental colectiva. La apropiacion como “un tipo especial de actividad” (Davidov,
1988, p.56) en la que el sujeto reproduce capacidades concretas, historica y socialmente
formadas; como, “la capacidad imaginativa” o capacidad de pensar tedricamente” (Davidov,
1988, p. 57), por ejemplo. En el contexto actual y especificamente en el desarrollo de la

Actividad Orientadora de Ensefianza en mencién, Ana hizo un uso particular del concepto de
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variable —elaborado por generaciones anteriores— para generalizar un concepto y transmitirlo a

Ssus comparieras.

En esta parte del episodio también se evidencia que las estudiantes —principalmente Ana—
se estaban aproximando, intuitivamente aun, al infinitésimo principal x — a, y por lo tanto al
concepto de infinitésimo (desde un lenguaje no formal). Por medio del concepto, Ana encontro
una forma de argumentar sus hipotesis de cercania al punto de interés mediante una

generalizacion de sus hallazgos en la manifestacion del fenémeno.

Reconstrui la gréfica en el tablero resaltando el entorno en estudio y otros mas, para
explicitar dicho término y el término vecindad de un punto P —de 8,0 en este caso—.

Posteriormente, pregunté al grupo:

Maestra: Entonces, segun lo que estoy enfatizando en la gréfica, ¢piensan que existe
relacion entre entorno y vecindad?
Eliza: Yo creo que, viendo lo que usted dibujo, que los entornos como que forman

una vecindad.

Maestra: Y, ¢qué piensan las deméas?

Ana: Si, es que ahi es claro. Pero, ¢0 sea que la vecindad es como un segmento mas
grande?

Eliza: Pero, que estd cambiando de tamafio, ¢ cierto?

Maestra: Veamos, [indicando a la vez, en la grafica] si la vecindad cambia de tamafio,

entonces ¢es un solo segmento?

Varias estudiantes respondieron, casi al mismo tiempo: nooo...

Ana Ah, si, si... Si fuera un solo segmento, pues, no cambiaria, estaria ahi quieto...
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Dana A ver...O sea, ;jqué es como una especie de variable, o...algo asi? —lo dice
interpelando a Ana y con un gesto de extrafieza.

Ana Claro.

Partiendo de las expresiones de las estudiantes en las dos socializaciones, retomé la
discusion sobre los conceptos de vecindad e infinitésimo —al que las estudiantes se estaban

aproximando de forma inconsciente—y enuncié a todo el grupo:

Maestra: Bueno, como sabemos a cada punto de la recta Real le corresponde un nimero
real. Luego, en la vecindad de nuestro punto de interés, ¢ cuéntos nimeros
reales hay?

La mayoria de las estudiantes respondieron casi al mismo tiempo: Infinidad de nimeros.

Maestra: Y si les digo, que a lo que representa ese conjunto de nimeros en la vecindad
del punto que nos interesa, se le llama infinitésimo, entonces, ¢qué piensan,

ustedes, que es infinitésimo?

Ana: Pues, que también es una variable.
Maestra: ¢Por qué?
Ana: Pues, por lo que sabemos de variable: que representa un conjunto de valores

de algo que esta cambiando.

Maestra: ¢Que dicen las demas al respecto?

Eliza: Si. Es que... vea que segun lo que usted dibujo ahi [sefialando la grdfica en la
que resalté la variable] se nota claramente que son todos esos nimeros,
pequefiitos que estan en la vecindad del nimero y, obviamente, esta

cambiando.
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En ese momento se escuché el timbre de finalizacion de la clase.

Maestra: Bien muchachas, la préxima clase continuamos. Qué tengan un buen resto de
dia.

El episodio narrado indica como las estudiantes comenzaron a aproximarse al concepto
de vecindad, en el sentido de Caraga (1951). Esto es, la vecindad no como un segmento, sino
como una variable cuyo dominio esta conformado por una infinidad de segmentos en torno a un
punto. Una vez mas, identificaron la relacion mutua cambio/movimiento en el fendémeno, asi
como los constructos tedricos relacionados con el movimiento, por ejemplo, en expresiones
como:

Ah, si, si. Si fuera un solo segmento, pues, no cambiaria, estaria ahi quieto... (Ana,

“Analisis de la posicion de un cuerpo en un instante dado”-Socializacion 28 de julio de

2017)

O sea, ;jqué es como una especie de variable, o...algo asi? (Dana, “Andlisis de la

posicion de un cuerpo en un instante dado”-Socializacion 28 de julio de 2017)

Si. Es que... vea que segun lo que usted dibujo ahi [sefialando la grdfica en la que resalté
la variable] se nota claramente que son todos esos nimeros, pequefiitos que estan en la
vecindad del nimero y, obviamente, esta cambiando (Eliza, “Analisis de la posicion de

un cuerpo en un instante dado”-Socializacion 28 de julio de 2017),

Aunque las estudiantes protagonistas de la investigacion no explicitaron el infinitésimo,
visualizaron la esencia del concepto a través de un proceso tedrico de objetivacion, tanto en el
episodio correspondiente a la socializacion referida, como en las otras Actividades Orientadoras

de Ensefianza que he presentado.
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La objetivacion segiin Radford (2017a) es el “proceso de reconocimiento de lo que nos
objeta —sistemas de ideas, significados culturales, formas de pensamiento, etcétera.” (p. 136).
Es un proceso mediante el cual se “vuelve aparente lo potencial” (Radford, 2004, p. 18). Asumo
que ver lo que en cierto momento de nuestro proceso de aprendizaje no se ha revelado aun, ante
nuestra vision, se revela mediante un proceso de intersubjetividad. Es decir, se nos hace visible
lo invisible a través de la interaccion con el otro que permite hacer una reflexion de la realidad y,

por lo tanto, ver lo que antes estaba oculto en la cultura de la que hacemos parte.

En el marco de la teoria de la objetivacion, Radford (2006, 2008, 2013) plantea que el
aprendizaje es un acto en el que damos sentido a los objetos existentes en la cultura, cuando nos
relacionamos abiertamente con ellos y con quienes interactuamos. Es hallar un “algo” (Radford,
2008, p. 225) en la cultura de forma tal que en ese proceso de busqueda “el individuo que busca,
se encuentra” (ibidem) es decir, que a la vez que encuentra ese algo, pasa a constituirse como
sujeto. Por lo tanto, el aprendizaje involucra procesos sociales en los que el sujeto adquiere
progresivamente, por medio de la actividad, conciencia sobre ciertas formas “codificadas de
pensamiento y de accion” (Radford, 2013, p.13). En esta direccion, comprendo la objetivacion
como un proceso social donde el aprendizaje surge desde las unidades dialécticas
individuo/colectivo, individuo/cultura, cuando el sujeto toma “conciencia progresiva” (Radford,

2006, p. 116) de ese algo encontrado y lo dota de sentido. En palabras del autor:

Tal como se entiende aqui, la objetivacion es mas que la conexion de los dos polos
clasicos epistemoldgicos, sujeto y objeto: es de hecho un proceso transformador y
creativo entre estos dos polos, donde, en el curso del aprendizaje, el sujeto objetiva el

saber cultural y, al hacerlo, se encuentra objetivado en un movimiento reflexivo que
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puede ser denominado subjetivacion. La elaboracion del sujeto, la creacion de una

subjetividad particular (y unica) es, por lo tanto, un proceso de subjetivacion que es

posible por la actividad en la cual la objetivacion se lleva a cabo, y por la naturaleza re-

flexiva del pensamiento [...] (2008, p.225).

Frente al anterior planteamiento, resalto el caracter dialéctico del proceso de aprendizaje,

desde la teoria de la objetivacion asumida por Radford (2008). Es dialéctico porque entrafia el
movimiento constante entre los aspectos principales del proceso de aprendizaje (el sujeto y el
objeto cultural) generado por la contradiccion existente entre ellos en la que el objeto ain no
visualizado por el sujeto se antepone ante €él. Asi, dichos aspectos entran en contradiccion un
primer momento de interaccidn para luego conformar una unidad en la que el objeto —pre-
existente en la cultura— es transformado por el sujeto en un “objeto de conciencia” (Radford,
2018, p. 67). De esta forma, en esta unidad dialéctica —sujeto/objeto— el primero se constituye

un sujeto diferente al del momento inicial.

en

Fue precisamente en esa linea que disefié la Actividad Orientadora de Ensefianza referida

—asi como las demés— de manera tal que las estudiantes, a partir de un trabajo creativo y
colectivo, se sumergieran en un proceso de objetivacion al buscar soluciones a la situacién
desencadenadora de aprendizaje planteada y continuaran constituyéndose como individuos,
como sujetos en el proceso de dotar de sentido personal los conceptos tedricos abordados del
célculo. En ese sentido, considero que en el episodio sobre la socializacion como parte de la
Actividades Orientadoras de Ensefianza, las estudiantes se aproximaron de forma paulatina

(Radford, 2006, 2013) al concepto de infinitésimo en una relacion dialogica producto de la

interaccion con sus comparieras de aula y con la maestra. Esta relacion dialdgica posibilito que
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las estudiantes se posicionaran “de manera critica” (Radford, 2014, p.136) en el proceso de

aproximacion al objeto matematico estudiado, constituido de forma historica y cultural.

El episodio siguiente corresponde a la Actividad Orientadora de Ensefianza que
denominé, “;Limite?”. Para realizar esta Actividad Orientadora de Ensefianza las estudiantes
debian referirse a la Actividad Orientadora de Ensefianza “Tanque para Almacenamiento de
Agua” que realizaron meses antes cuando comenzamos a abordar el concepto de funcion (las
guias que orientaron ambas Actividades Orientadoras de Ensefianza pueden verse en el apartado
correspondiente al disefio metodoldgico de la investigacion). El episodio corresponde a las
respuestas dadas por las protagonistas de la investigacion, tanto en forma escrita como en la

socializacion.

Mi intencionalidad con esta Actividad Orientadora de Ensefianza fue movilizar el
pensamiento de las estudiantes a otro nivel —hacia un pensamiento teérico— al enfrentarse a un
nuevo objeto (el infinitésimo) existente en una situacion matematica ya conocida—el disefio
ficticio de un tanque para almacenamiento de agua— Me refiero a un objeto nuevo porque es
producto de la transformacién del objeto al que ellas se enfrentaron en la Actividad Orientadora
de Ensefianza anterior (el concepto de funcién), transformacion generada por las acciones y
operaciones necesarias para responder la nueva pregunta orientadora que generé una nueva
situacion-problema. Al transformarse el objeto se transform6 también la actividad porque la
pregunta que orientd dicha actividad exigio una reflexion diferente frente al objeto funcion; el
cual exigi6 ahora abordarlo de una manera diferente —el uso consciente del infinitésimo— para
resolver la situacion desencadenadora de aprendizaje. La pregunta orientadora a la que hago

alusion fue la siguiente:



149
Desarvollo del pensamiento tedrico de estudiantes de grado undécimo en un proceso de
objetivacion del concepto de limite de una funcion

¢Cual es el valor del rea, cuando el lado del tanque es proximo a 3,699 m?

La pregunta también tuvo la intencién de que las estudiantes hallaran la necesidad de
hacer un analisis infinitesimal'®, al entender el movimiento existente en la aproximacion
propuesta en la pregunta, y continuar acercandolas al concepto de limite de una funcién en un
punto. A continuacion, en las ilustraciones, 39 a 44, presento las respuestas de Eliza, Dana 'y

Ana.

B. QO{Y\G NnosS es-bn \Q\\enc\c \(h\\o\' e\ VG\OF
del Grea y esia clegende del valor del lado,
oe e este aaso es de 2,699 m , entonces
debe mes  hallay F (3, GHCI).

F(\) — 1]
(2 6qcr\,_ 13,683

El cireh o5 He 13,682 mZ|

llustracion 40. Representacién analitica en la respuesta de Eliza (¢ Limite?, septiembre 9 de 2017)

10 Con esta expresion me refiero, no al analisis desde el formalismo matematico del calculo, sino a un movimiento
mental de las estudiantes por medio de la visualizacion de la esencia del infinitésimo como herramienta en la
solucion de la situacion.
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Iustracidn 41. Representacion gréfica en la respuesta de Eliza (¢ Limite?, septiembre 9 de 2017)

Ilustracién 42. Representacion analitica en la respuesta de Dana (¢ Limite?, septiembre 9 de 2017)
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Ilustracién 43. Representacion gréfica en la respuesta de Dana (¢ Limite?, septiembre 9 de 2017)

Ilustracidn 44. Representacion analitica en la respuesta de Ana (¢ Limite?, septiembre 9 de 2017)



152
Desarvrollo del pensamiento teorico de estudiantes de grado undécimo en un proceso de
objetivacion del concepto de limite de una funcion

llustracion 45. Representacion grafica en la respuesta de Ana (¢ Limite?, septiembre 9 de 2017)

En las representaciones analiticas y graficas hechas por Eliza y Dana se hace evidente
que, a diferencia de Ana, no vieron necesidad de hacer un analisis infinitesimal para responder a
la pregunta. Al parecer, consideraron suficiente hallar el valor de la variable dependiente en
correspondencia con el valor de la variable independiente. Por lo tanto, para Eliza y Dana, el
objeto no se modifico con respecto a la Actividad Orientadora de Ensefianza anterior; este
continué siendo el correspondiente al concepto de funcién. Contrariamente, en su relacion con el
objeto de estudio —concepto de funcion— determinada por la pregunta orientadora, Ana evidencid

necesidad de realizar acciones y operaciones diferentes y, por lo tanto, el objeto de estudio se
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transformé para ella. De esa manera, Ana realiz6 una actividad mental que le posibilitd emplear
el infinitésimo como un instrumento matematico para hallar el valor de la funcién en un punto,
por aproximaciones sucesivas. Aungue Ana hallo el limite de la funcién, no lo hizo de forma
consciente. Sin embargo, en concordancia con Radford (2013), Ana se estaba aproximando
paulatinamente al saber matematico construido social e historicamente respecto al limite de una

funcion.

La movilizacion del pensamiento de Ana se hizo més evidente en el momento de la
socializacion, junto al tablero, mediante un didlogo sostenido con Dana —dirigiéndose a la vez a
todo el grupo—. Ana argument6 la necesidad del uso del infinitésimo, aunque no fue solicitado

directamente en la guia que orientd la actividad. A continuacion, presento el didlogo en mencion.

llustracion 46. Ana le explica a Dana la necesidad del uso del infinitésimo como parte de la solucién al problema
planteado en la actividad (¢ Limite?, septiembre 9 de 2017)

Ana: Bueno, en ese punto [de la guia] nos pedian hallar el area pero cuando el lado
se aproximaba a... [se detiene un segundo para mirar en el tablero el valor del

lado] 3, 699 metros. Entonces teniamos que acercarnos tanto por derecha



154

Desarvrollo del pensamiento teorico de estudiantes de grado undécimo en un proceso de

objetivacion del concepto de limite de una funcion

Dana:

Maestra:

Ana:

Maestra:

Ana:

Maestra:

Ana:

Maestra:

Ana:

Maestra:

Ana:

Maestra:

como por izquierda, porque, recuerde lo que discutimos la clase pasada,
aproximarnos a un numero es movernos hasta él por los dos lados [indica el
movimiento con su mano]

jAh, claro, yo no habia entendido! Es que no es el punto exacto, sino en la...
[duda un momento en el término] vecindad. jAy, claro! [Dana decide sentarse
en la silla que acostumbra usar en las clases].

Muy bien. Continda, Ana, por favor.

Bueno, y...pues, como lo que nos piden es hallar el drea, entonces miro en el
eje Y el valor al que le corresponde el 3, 6999, pero para estar segura lo hago
en la calculadora.

Y, ¢como lo hallaste en la calculadora?

Pues, facil. Simplemente elevando 3,699 al cuadrado, porque esa es la funcion.
La expresion analitica de la funcion.

Eso, si, porque esto también es la funcién [sefiala la curva]. Y me dio, 13,682
Bueno, muy bien.

A ver... recuérdanos jcomo fue que hallaste estos nimeros de aca de la
vecindad del 13,6827

También reemplazando en la expresion analitica.

¢Por qué?

Porque son los que le corresponden a los de aqui, de la vecindad de este
[sefialando el 3,699]

Ah, ya. Pero, entonces, ¢sera que esos numeros que hallaste tienen alguna

relacion con el que le corresponde a 3,6997??
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Ana: Ehhh...pues... si. Pero no sé bien. Ay, no profe, no sé.
Maestra: ¢Muchachas qué dicen ustedes? [Refiriéndome a todo el grupo]
Bueno, contintien pensando en esto dltimo por favor, en las siguientes clases

continuaremos trabajando estos conceptos.

Como lo expresé antes, al enfrentarse al objeto matematico contenido en la pregunta
problematizadora, Ana acudié a un método que le permitiera responder dicha pregunta. Que Ana
haya empleado el infinitésimo —como valores sucesivos de una variable en la vecindad del
origen— para hallar la solucién a la situacion, denot6 su apropiacion del concepto de
infinitésimo ya que hizo un uso consciente de éste como un instrumento matematico para estudiar
un fendmeno en movimiento. Este hecho se evidencié cuando explicé a Dana, mediante la
expresion: “Entonces teniamos que acercarnos tanto por derecha como por izquierda, porque,
recuerde lo que discutimos la clase pasada, aproximarnos a un nimero es movernos hasta él por
los dos lados”. El concepto se transformd en un instrumento consustancial al razonamiento de
Ana, encontrando asi una forma de pensar pre-existente en la cultura; el concepto de
Infinitésimo. Este hecho me lleva a interpretar que, en esta parte de su proceso de aprendizaje,
Ana estaba comenzando a aproximarse, intuitivamente, a la idea de limite de una funcién en un
punto, aunque de una manera fragmentada atn. Aunque hall6 el limite de la funcién en el punto
3,699, por aproximacion, lo hizo s6lo como una imagen resultante de la correspondencia entre
las variables longitud y area y no como el nimero resultante de la interdependencia del conjunto

de valores posibles de la funcion en la vecindad del punto en estudio.

Otro aspecto importante en este episodio es la interaccion entre las estudiantes durante el

proceso de objetivacion, como proceso social en dialéctica con el desarrollo de la Actividades
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Orientadoras de Ensefianza. Asi, por ejemplo, cuando Ana le explicé a Dana el resultado de su
reflexion, Dana logré ver lo que antes no habia sido visible para ella. Es decir, cuando Dana
enuncio, “;Ah, claro, yo no habia entendido! Es que no es el punto exacto, sino en la... vecindad.
iAy, claro!, ello aparece como resultado de la influencia de la voz de Ana en su razonamiento.
En términos vigotskianos, el proceso de formacion de conceptos en Dana —especificamente la
formacion del concepto de infinitésimo— se encontraba en la “categoria interpsiquica” (1989, p.
144), en la cual la colaboracion de su compariera se volvié fundamental en la solucion del

problema y, por consiguiente, en su proceso de aprendizaje.

Para finalizar la sesion, durante el desarrollo de esa Actividad Orientadora de Ensefianza,

me referi al grupo con el siguiente planteamiento:
Maestra: Bueno, para terminar la clase, vamos a ver lo siguiente.

Este nimero que Ana hall6 es el limite de esta funcion que estamos estudiando.
Mas adelante profundizaremos en su concepto, pero hoy quiero mostrarles la

expresion que generalmente se emplea para referirnos a él...

Finalicé la sesion mostrando la forma canonica de representar el limite de una funcién en
un punto, sin enfatizar en el signo “tiende” (—), portador de un significado crucial en la
comprension del concepto de limite desde una mirada dinamica, lejos de un abordaje estatico.
Era fundamental una aproximacion a éste por parte de las estudiantes, por medio de un proceso
de objetivacion, tal como los demés conceptos teoricos. Esto facilitaria las condiciones para que
las estudiantes encontraran el significado cultural de dicho signo y que posteriormente lo

emplearan en el proceso de aprendizaje del concepto de limite de una funcion.
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Caraca (1951) plantea su conceptualizacién de limite de una funcion desde de una
epistemologia que discrepa del estudio inmutable de los fendmenos naturales y sociales. A

continuacion, presento la definicion de limite de una funcién que este autor asume.

Definicion de Limite de una Funcion. De las definiciones de infinitésimo y de los
infinitésimos principales, x — a y 1/x, Caraga formula la definicion del concepto de
limite de una funcion en un punto, de la manera siguiente:

Consideremos la funcion y(x), real de variable real definida en cierto intervalo y sea a

un punto de ese intervalo.
Definicion I11. (Caraga, 1951, p. 295). Se dice que Y(X) tiene por limite el nGmero L

cuando x tiende hacia a, 0 que y(x) tiende hacia L cuando x tiende haciaa Yy se escribe:

Limy(x)=L
X—a

cuando la diferencia y(x)—L es infinitésimo con x—a.

Es claro que, decir que y(x)—L es infinitésima con x—a, es lo mismo que decir que

y(x) es vecinode L cuando x esvecino de a.

El mismo autor enuncia que es posible que existan funciones en las que la condicion de la
definicion 111 no se cumpla. En tal caso se dice que dichas funciones no tienen limite en el punto

de interés.

El autor da un significado geométrico a la definicion de limite de una funcién, mediante

la gréfica que presento a continuacion.
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AY

L+ 6

lHustracion 47. limy(x) = L
X—a

La funcion estd entre L — 8§ y L + & para todos los puntos x comprendidos entre a — s y a + s excepto,
posiblemente el punto a. § es arbitrario y s depende de . La funcidn puede no tomar el valor en el
punto a. (Caraga, 1951, p. 297).

Asi, el limite de una funcidn, real de variable real, en un punto no depende del valor de la
funcidn en dicho punto, sino del conjunto de valores de la funcion en dicho punto; del resultado

de su interdependencia. Es decir que,

Limy(x)= y(a)
X—a

y por lo tanto, el estado de la funcién en el punto no coincide con el resultado de la
interdependencia del conjunto de las posibilidades del comportamiento en la vecindad

del punto (Caraga, 1951, p.296).

Otra de las Actividades Orientadoras de Ensefianza que hace parte del tejido de esta tesis
es la que denominé “Limite de una Funcion”. Mediante esta Actividades Orientadoras de
Ensefianza continué propiciando condiciones para el proceso de objetivacion del concepto limite
de una funcidn por parte de las estudiantes. En primer lugar, se hizo mediante las acciones

contenidas implicitamente en las preguntas formuladas en la guia que orient6 la Actividad
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Orientadora de Ensefianza y, en segundo lugar, mediante la propuesta de trabajo colectivo. La
situacion desencadenadora de aprendizaje de estas Actividades Orientadoras de Ensefianza fue
hallar el limite de varias funciones, presentadas mediante sistemas de signos alfanuméricos y
graficos. Al presentarles el objeto mediante diferentes sistemas de representacion, tuve la
intencidn de que las estudiantes se aproximaran al objeto matematico de diferentes maneras y
descubrieran nexos existentes entre sus aspectos constitutivos. De esta forma, continué
organizando mi actividad de ensefianza como instrumento mediador del desarrollo del

pensamiento teorico.

Davidov (1988) expone que, contrariamente al pensamiento empirico, el pensamiento
tedrico posibilita al sujeto comprender la esencia del objeto estudiado, mediante la elaboracion
de los datos observados dialécticamente, esto es, hallar las conexiones internas de los objetos
analizados, sus contradicciones y singularidades, como parte de un todo integrado. Es decir,
como lo plantea Kopnin (1978), reflejar el objeto en sus relaciones internas y leyes de su
movimiento, por medio de la elaboracion mental del resultado inicial de la percepcion; analizar

el objeto en forma profunda.

De esta forma, en el pensamiento tedrico, el concepto surge como un modo de actividad
intelectual del sujeto que le posibilita la reproduccién del objeto idealizado, develando su
esencia. En esta misma linea, Leontiev (1984) plantea que el pensamiento teérico, como forma
desarrollada de la actividad intelectual, posibilita interpretar la realidad objetiva sin la necesidad
de interactuar directamente con ella, ya que este tipo de pensamiento “posee ilimitadas
posibilidades de penetrar en la realidad, aun en una realidad totalmente inaccesible a nuestra

influencia” (p.36).
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Las principales caracteristicas del pensamiento tedrico, segin Moura (2010), son:

La transformacion del saber en teoria desarrollada mediante deduccion y explicacion; la
elaboracion por medio del andlisis del papel y de la funcion de cierta relacion entre las
cosas en el interior de un sistema; la expresion por diferentes sistemas semidticos; la
fundamentacion en la transformacion de los objetos; la presentacion de una forma
universal que caracteriza simultdneamente un representante de una clase y un objeto
particular; la relacion entre lo general y lo particular; y la representacion de la relacion

entre las propiedades del objeto y sus conexiones internas. (p.75)

Parafraseando a Davidov (1988), el pensamiento tedrico elabora los datos de la
contemplacion —que es activa—y los representa en forma de conceptos que se expresan mediante
diferentes sistemas semidticos, a través de procesos de deduccion y andlisis de las relaciones
existentes entre las cosas al interior de un sistema, identificando, ademas, la relacion parte-todo
entre ellas. El concepto actla tanto como forma de reflejo del objeto, como medio de su
estructuracion, es decir, como una “accion mental especial” (Davidov, 1988, p. 126) mediante la
cual el individuo reproduce el contenido del objeto. Mas estos conceptos son producidos de

forma histérica y cultural en la actividad intelectual y son luego interiorizados por el individuo.

Trace dos objetivos en la formulacion de la primera pregunta, a la que me referiré como
pregunta N°1 en la Actividad Orientadora de Ensefianza. El primero fue que las estudiantes
descubrieran el significado socialmente atribuido al simbolismo empleado para el limite de una
funcion y se apropiaran de él para asi emplearlo de forma consciente en situaciones posteriores.
El segundo objetivo fue que las estudiantes hallaran relacion entre las representaciones gréaficas y

analiticas del limite de la funcidn y que en el proceso vislumbraran que el limite de una funcion



161

Desarvrollo del pensamiento teorico de estudiantes de grado undécimo en un proceso de
objetivacion del concepto de limite de una funcion

real de variable real en un punto no depende del valor de la funcion en dicho punto —aun cuando
sean coincidentes como en este caso—, sino del conjunto de valores de dicha funcién; del

resultado de su interdependencia (Caraga, 1951).

A continuacion, la pregunta N°1.
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Luego de observar la grafica anterior, responde si cada una de las siguientes

afirmaciones es verdadera, 0 no, y justifica tu respuesta.

a. Lim f(x) = xL—1>r2rl f(x)

xX—-2+

b Lim fG) = Lim f(x)

c. f(2) =Lim f(x)

x—2
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El siguiente episodio corresponde a las respuestas escritas de las estudiantes protagonistas

de la investigacion, a la pregunta presentada.
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lustracion 48.Respuesta de Eliza a la pregunta N°1. Representacion grafica. (“Limite de una Funcién”, septiembre
12 de 2017)
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llustracion 49. Respuesta de Eliza a la pregunta N°1. (“Limite de una Funcion”, septiembre 12 de 2017)
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En su respuesta escrita, Eliza expreso el significado que cobraba para ella el signo
“tiende”. ““...Ya que el valor tiende, es decir, se acerca mucho tanto por izquierda como por
derecha al 2 y cuando esto sucede, podemos observar que en Y el limite es el valor de 4”. Esta
afirmacion indica que este signo denota para ella movimiento y esta imbricado con el concepto
de infinitésimo. Si bien, esta Gltima afirmacidn no es explicita, si da cuenta de su apropiacion,
cuando expresa; “cuando en X nos aproximamos tanto por derecha como por izquierda...”
considerandolo, ademas un elemento fundamental en la determinacion del valor limite de la
funcion. Aunque es obvio que Eliza se apoy6 en la grafica para hacer sus razonamientos, realizo
trazos que indican un andlisis estatico, pues solamente indico la correspondencia entre el valor de
la variable independiente en el punto de interés y lo que ella nombré limite de la funcion. Sin
embargo, en el momento de la realizacién de la guia, en discusion con su equipo de trabajo y

dirigiéndose a su compafiera, Eliza argumento:

Es que vea, aqui en la grafica, nos tenemos que aproximar, tanto por derecha como por
izquierda, porque aqui [en la expresidn analitica correspondiente a la pregunta
problematizadora] nos estan diciendo que es cuando tiende... (Eliza, (“Limite de una

Funcién”, septiembre 12 de 2017).

Inferi que Eliza tenia claro la importancia del infinitésimo para hallar el limite y, asi,
justificar la respuesta a la pregunta problematizadora. Sin embargo, al parecer, ella no consider6

necesario indicar la vecindad de los puntos de interés, por medio de la representacion gréafica.

Por su parte, Dana, que se encontraba en el mismo equipo de trabajo de Ana, respondio:
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lHustracidn 50. Respuesta de Dana a la pregunta N°1. (“Limite de una Funcion”, septiembre 12 de 2017).

En su respuesta a la pregunta N°1, Dana no hizo representacion gréfica. Su argumento fue el
haber trabajado en el mismo equipo que Ana. El argumento de Dana es coherente con su
respuesta escrita (en la cual se evidencia imprecisiones en la notacion), ya que el procedimiento
para responder la pregunta problematizadora, realizado por ambas estudiantes, es similar. A

continuacion, la respuesta de Ana.
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lustracion 51. Respuesta de Ana la pregunta N°1. (“Limite de una Funcion”, septiembre 12 de 2017).

Considero importante aclarar que, aunque las estudiantes trabajaban en equipo, tenian

como acuerdo tacito hacer reflexiones individuales al momento de escribir.
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Respecto a esta aclaracion, es posible notar tanto similitudes como diferencias en las
respuestas de Ana y Dana, en este caso. Asi, por ejemplo, la justificacion dada por ambas al
valor de verdad de cada una de las proposiciones contenidas en la pregunta, fue expresada
mediante un lenguaje alfanumérico. Las estudiantes emplearon un algoritmo por medio del cual
hallaron el limite de una funcion, segun la conceptualizacién del objeto limite que estaban
haciendo en dicho momento. Esto es, el limite de una funcién, como el valor de la funcion en
dicho punto. Es decir que, en su proceso de objetivacion, las estudiantes no se habian apropiado
del concepto limite; el objeto era estudiado de modo fragmentado lo cual es caracteristico de un
pensamiento empirico, mas, no tedrico. Dicho de otra forma, las estudiantes aliin no habian
realizado un uso consciente del infinitésimo —elaborado socialmente por generaciones anteriores—
como un instrumento matematico para estudiar un fenémeno en movimiento. Sin embargo, en la
grafica correspondiente a la funcion, Ana y Dana indicaron una vecindad en ambos puntos de

interés y su interdependencia con los valores correspondientes de la funcién.

Ana, a diferencia de Dana, explicitd el nexo entre funcién y limite de la funcién. Para ella
fue necesario hallar la expresion analitica de la funcion para hallar posteriormente su limite de
acuerdo con la aproximacion que estaba haciendo a dicho constructo matematico. A

continuacion, se presenta el analisis grafico de Anay Dana.
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llustracion 52. Respuesta de Dana y Ana a la pregunta N°1. Representacion grafica. (“Limite de una Funcién”,
septiembre 12 de 2017)

El episodio que presento a continuacidn corresponde al desarrollo de la pregunta N°2 de
la guia orientadora de la Actividades Orientadoras de Ensefianza. Este episodio corresponde al
encuentro en el aula una semana después de la realizacion de la pregunta N°1. Las estudiantes

hicieron nuevas interpretaciones del objeto de estudio en este encuentro.

En correspondencia, tuve la intencionalidad de que las estudiantes continuaran
aproximandose a los conceptos de infinitésimo y, por lo tanto, al de limite de una funcién en un
punto a partir de dos acciones. En primer lugar, la identificacion de la diferencia existente entre
hallar el valor de la funcion en cierto punto de interés y el limite de la funcién en dicho punto. En
segundo lugar, el reconocimiento de otros aspectos del objeto, tales como funciones que no
poseen limite en el punto de interés y, de forma implicita, el infinitésimo principal 1/x —vecino

de cero cuando x es vecino de infinito—. De esta forma, continué fomentando el desarrollo del
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pensamiento tedrico de las estudiantes al enfrentarlas a contradicciones intrinsecas al objeto

mismo.

En esa misma linea, pretendi, ademas, presentar a las estudiantes otros casos del limite de
una funcidn, en los que el concepto de infinito es abordado cuantitativamente. Caraca (1951)

presenta dos de estos casos mediante las definiciones IV y V.

Definicion IV. (Caraga, 1951, p.296). Se dice que y(x) tiene por limite L cuando x

tiende a mas infinito, y se escribe,

Limy(x)=L
X — 00

cuando la diferencia y(x)- L es infinitésima con 1/x positivo.

Definicion V. (Caraga, 1951, p.297). Se dice que y(x) tiene por limite mas infinito

cuando x tiende a a y se escribe,

Limy(x)=+o0
X—a

Cuando, a todo nimero real n se puede hacer corresponder un intervalo,
[a —s(n),a + s(n)], en todos los puntos en los cuales y(x) > n.
En lenguaje abreviado se puede decir que y(x) es vecino de mas infinito cuando x es

vecino de a.

Caraca (1951) propone al lector que sea él mismo quien defina otros casos posibles en

relacién al infinito, dejandolos enunciados de la siguiente manera:
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Limy(x)=L
X — —00
Limy(x)=—0
X—a
Limy(x)=+o0
X —> +0

Seguidamente, el autor ilustra geométricamente algunos de los casos en mencion.

y
i

lHustracion 53. Esta figura ilustra tres casos: Lir111 y(x) = +o0; LiJrrn y(x) = 1; Lim y(x) =1
X X—+00 X——00
n es un namero arbitrario y s depende de n

6 es un numero arbitrario y r depende de & (Caraga, 1951, p. 298)

La pregunta de la guia orientadora de la actividad a la que hago alusion es la siguiente:
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~

"2

Sea la funcion:

f(x) = 1/x,

a. Halla su representacion grafica.

Q). ¢ Es posible hallar el valor de f(0)? Explica. /

A continuacion, presento —mediante las ilustraciones 53 a 58— las respuestas que las
estudiantes, protagonistas de la investigacion, expresaron en forma escrita y a través del dialogo

durante la socializacion.

lHustracidn 54.Respuesta de Eliza a la pregunta N°2. Representacion grafica. (“Limite de una Funcion”, septiembre
19 de 2017).
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llustracion 55. Respuesta de Eliza a la pregunta N°2. Representacion analitica. (“Limite de una Funcion”,
septiembre 19 de 2017).

Percibo que, aunque Eliza no empled un lenguaje preciso en su respuesta, si evidencio
coherencia con la representacion grafica que realizo de la funcion. En ambas relaciono el tipo de
funcién y el comportamiento de ésta en la vecindad del origen, haciendo énfasis en el
comportamiento asintético de la curva. Ademas, en la representacion gréafica, Eliza emple6
flechas para destacar una aproximacion al punto cero, lo que me llevo a inferir que ella se
apropi6 del concepto de infinitésimo, pues lo usé para comunicar su reflexion respecto a la

situacion planteada; situacion que conllevaba el movimiento como esencia de tal concepto.

A continuacion, presento la respuesta de Dana.
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llustracion 56. Respuesta de Dana a la pregunta N°2. Representacion grafica. (“Limite de una Funcidn”, septiembre
19 de 2017).

lustracién 57. Respuesta de Dana a la pregunta N°2. Representacion analitica. (“Limite de una Funcion”,
septiembre 19 de 2017).
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llustracién 58. Respuesta de Ana a la pregunta N°2. Representacion grafica. (“Limite de una Funcion”, septiembre
19 de 2017).

lHustracidn 59. Respuesta de Ana a la pregunta N°2. Representacion analitica. (“Limite de una Funcion”, septiembre
19 de 2017).

Dana y Ana estaban en el mismo equipo de trabajo y presentaron coherencia —al igual que

Eliza— entre la representacion gréafica y alfanumérica que emplearon para solucionar la situacion-
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problema. Ambas estudiantes realizaron aproximaciones al punto de interés, ante la
imposibilidad de hallar el valor exacto de la funcion en dicho punto. Ana, ademas, enuncio hallar

“los limites” como solucidn.

Es interesante que, aunque en la pregunta problematizadora no era explicita la accién de
hallar el limite de la funcion en el origen, las tres estudiantes emplearon el concepto de limite —
como aproximaciones sucesivas— como instrumento para hallar la solucion a la situacion. Esto
coincide con los planteamientos de Laurentiev y Nikolski (1976) cuando destacan el limite de

una funcién, ademas de objeto matematico, como un método de analisis.

Segun Laurentiev y Nikolski (1976), al igual que el concepto de infinitésimo, la idea de
limite conlleva a un método —el método de los limites— para estudiar distintos fendmenos
relacionados con el cambio y el movimiento. Segln estos autores, para hallar el valor de cierta
magnitud hacemos una serie de aproximaciones, cada una de ellas mas pequefia que la
inmediatamente anterior de manera que hallamos el valor exacto de la magnitud. Asi, como lo
expresan los mismos autores, “por este método, que es en esencia profundamente dialéctico,

obtenemos una constante fija como resultado de un proceso o movimiento” (Laurentiev y

Nikolski, 1976, p.95).

Comprendo el método dialéctico en el sentido dado por Kopnin (1978). Esto es, como un
método de conocimiento de los fendmenos de la realidad objetiva; una realidad que es permeada
por el cambio. Entender el concepto de limite bajo la dptica dialéctica—método dialéctico— es
entender un modo de aproximarse a la esencia de un objeto o fenémeno en constante cambio vy,
por lo tanto, en movimiento. El limite es, por lo tanto, ademas de un instrumento matematico, un

método para aproximarnos a la esencia del fendmeno a estudiar.
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En ese mismo sentido, Caraca (1951) plantea el método de los limites como una
operacion que se realiza cuando, en el estudio de un fenémeno —de cualquier naturaleza—, se
precise cuantificar uno de sus estados, en particular, en interdependencia con los estados de su
vecindad. Es posible hacer tal cuantificacion “por medio de un limite que es el resultado de una

infinidad de posibilidades entre un punto y los puntos vecinos” (p. 251).

Fue en este sentido que las estudiantes buscaron la solucién al problema que
identificaron, al tratar de hallar el valor de la funcion en el punto correspondiente al origen. Ellas
emplearon el infinitésimo como instrumento para aproximarse al punto de interés. Sin embargo,
ninguna de las tres protagonistas de la investigacion emple6 el método —de los limites— para
Ilegar a un nimero; lo emplearon s6lo como proceso. Esto se evidencia tanto en las respuestas
que presenté arriba, como en el extracto de la socializacion de las soluciones que hallaron.

Presento esta evidencia a continuacion.

Maestra: Bueno, segun lo que algunas de ustedes hicieron [hallar el valor de la funcién
en valores proximos a la vecindad del origen], veamos los resultados que

obtuvieron.

Luego de exponer en el tablero las operaciones realizadas por algunas estudiantes, pregunto a

todo el grupo:

Maestra. Cuando nos aproximabamos a cero por la derechay por la izquierda, ¢como
eran los valores de la funcion?
Dana: Por la derecha, muy grandes y por la izquierda, también pero negativos.

Ana: Mas infinito y menos infinito [interpelando a Dana].
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Maestra

Eliza:

Maestra:

Eliza:

Maestra:

Ana:

Eliza:

Exacto. Entonces, ¢cudl es el limite de la funcion cuando nos aproximamos al
valor de cero?

Ninguno, no tiene.

¢Por que?

Porque son infinitos nimeros, no es un namero.

Y, si te digo, ¢ que el limite de la funcion cuando toma valores, en el dominio,
proximos a cero por la derecha es mas infinito y, por la izquierda es menos
infinito?

Ah, ya entendi. O sea, no es un solo nimero en este caso, son muchos; muy
grandes. Pero, si por la izquierda es menos infinito y por la derecha es mas
infinito, ¢si hay limite?

Es que suena muy abstracto [lamar limite a algo que se esta aproximando

infinitamente...

Aqui se evidencia que las estudiantes no habian interiorizado —en el sentido de Leontiev

(1984)— el limite como un namero, resultante de la cuantificacion del movimiento. En sus

reflexiones predominaba el método pero no el resultado.

La expresion de Eliza, “ES que suena muy abstracto llamar limite a algo que se esta

aproximando infinitamente...”, me llevo a inferir que una de las razones por las que las

estudiantes aun no visualizaban el limite como un resultado podia obedecer a su interpretacion

del infinito como un namero resultante de la aproximacion a un nimero dado, y no, como un

comportamiento particular de la funcién.
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Aunque no visualizaron un valor limite, considero que por medio de la Actividad
Orientadora de Ensefianza —la cual recogia elementos teéricos de las Actividades Orientadoras
de Ensefianza anteriores— las estudiantes protagonistas de la investigacion hicieron conexiones
entre infinitésimo, limite y movimiento; aspectos esenciales en la objetivacion del concepto de
limite de una funcidn. En ese sentido, considero que se estaban aproximando al objeto de estudio
al concatenar aspectos diversos. Por consiguiente, las estudiantes estaban haciendo algunas

reflexiones propias de un pensamiento tedrico.

La Actividad Orientadora de Ensefianza a la que me referiré en los parrafos siguientes la
denominé “Limite de una Funcion en un punto” y consto de seis situaciones-problema
enmarcadas en diversos contextos. En el disefio de esta Actividad Orientadora de Ensefianza
tuve la intencionalidad de que el concepto de limite de una funcion se transformara en un medio
esencial de los procesos de reflexion de las estudiantes en las operaciones realizadas. Es decir,
que, en su actividad mental, operaran con el concepto —rasgo caracteristico del pensamiento
tedrico— elaborado en su proceso de objetivacion a lo largo de todas las Actividades
Orientadoras de Ensefianza. Acorde con Vigotsky (2013c) y Davidov (1982, 1988), el concepto

es resultante de la elaboracion racional de las diversas manifestaciones del objeto que posibilita

conocerlo en su complejidad. En esa linea, pensar tedricamente es pensar en forma de conceptos.

El episodio que expongo a continuacion corresponde tanto a las respuestas escritas como
a fragmentos de los audios pertenecientes a las discusiones de las estudiantes durante el
desarrollo de las situaciones-problema contenidas en la guia que orientd la Actividad

Orientadora de Ensefanza.
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La primera situacion-problema planteada en la Actividad Orientadora de Ensefianza, a la
que me referiré como pregunta N°1, pertenece a un contexto de la quimica y trata sobre la

relacion existente entre grados Celsius y Fahrenheit.

1. Como sabemos, las dos unidades de medida de la temperatura mas usadas son:
Fahrenheit (°F) y Celsius (°C) —o centigrados —. Sabemos ademas, que entre ambas
unidades existe la siguiente relacion:

F=1,8C + 32
En donde C es la temperatura en grados Celsius, F es la temperatura en grados
Fahrenheit y 32 es el punto de congelacion del agua (en °F)
Partiendo de la relacion anterior y de que: el punto de ebullicion del agua es de
100°C (212°F) y su punto de congelacion es de 0°C (32°F), ¢cual es la temperatura
del agua, en grados Fahrenheit, en cierto momento en que un termémetro marca

valores que tienden a 20°C?

A continuacion presento las operaciones realizadas por las estudiantes protagonistas de la
investigacion. Cabe aclarar que Eliza y Dana trabajaron en el mismo equipo y esta vez, no

redactaron la respuesta en forma individual.
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= qen °¢

1993 128422 = 63,922
117 x ¢ y.

lHustracidn 60. Respuesta de Eliza y Dana. Pregunta N°1(“Limite de una Funcidn en un punto”, Septiembre 26 de

2017)

El siguiente es un extracto del didlogo de Eliza y Dana referente a la solucién de la

situacion-problema.

Dana:

Eliza:

Dana

Eliza:

Dana:

Bueno...ay, no sé qué hacer, no sé.

Vea, como dice tiende, entonces, utilizamos el infinitésimo para aproximarnos
a 20. Valores aproximados, por ejemplo, 19,9999 o 20, 0001.

Ah, si. Yo no lo habia leido bien. Esto hay que subrayarlo: TIENDEEEE...
Esto cambia todo, tooodo, todo: tiende.

Entonces nos aproximamos por izquierda y por derecha. Pero, ¢qué vamos a

hacer con el resto de valores?

Ante la duda que les surge, Eliza y Dana solicitan mi presencia.
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Eliza:

Dana:

Maestra:

Dana:

Maestra:

Eliza:

Maestra:

Eliza:

Maestra:

Dana:

Eliza:

Dana:

Maestra:

Profe, nosotras estamos haciendo el analisis infinitesimal y, bueno, vamos a
coger valores muy, muy cercanos al 20.

Si, por ejemplo, 19, 99999.

¢Por qué?

Porque son valores que estan en la vecindad y ademas tienden a 20 grados
Celsius, entonces son muy, muy cercanos al 20.

Bueno. Prosigan por favor.

Entonces vamos a coger estos valores muy cercanos, por la derechay por la
izquierda, los vamos a reemplazar aqui [Sefialando la expresion analitica de la
funcion] y vamos a analizar a qué resultado se llega.

Pero entonces, ¢ por qué, veo que aca hallaron el valor de la funcién
correspondiente a 20?

No, no, sélo como para saber cuanto daria en 20 exactamente. Pero... ya me
confundi, ¢el limite vendria siendo 68?

A ver, pensemos, ¢,qué dicen ustedes? [Refiriéndome a Dana y a la tercera
integrante del equipo].

No, ese no seria. Porque ahi, no estamos haciendo recorrido, s6lo estamos
paradas ahi, cuando c es 20.

Pero la duda que tenemos es que, cuando ya tengamos todos esos valores, los
del movimiento, aqui [Sefialando la vecindad de 20] ¢qué hacemos?

Eliza, cuando ya tengamos esos valores, ya decimos, el limite de f(c) cuando
c tiende a 20 es... jcierto profe?

¢ Qué dicen las demas?
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Eliza:

Maestra.

Eliza:

Maestra:

Dana:

Eliza:

Maestra:

Ah si... Entonces, esa seria la temperatura del agua en Fahrenheit, pero
cuando nos aproximamos a 20 en Celsius.

¢ Esa, cual?

Pues, el valor de la funcién que nos dé, al aproximarnos.

¢El valor de la funcién lo ubicamos en la vecindad del 20?

No, porque es que,..., es en la funcion, o sea en el eje y. PUes, en este caso, en
f.

O sea, como hacemos en equis, pero es en y.

Muy bien. Continten.

Ana, quien decidio trabajar individualmente, realiz6 las operaciones que presento a

continuacion.
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llustracion 61. Respuesta de Ana. Pregunta N°1(“Limite de una Funcién en un punto”, Septiembre 26 de 2017)

Eliza, Dana y Ana no solo emplearon el limite de una funcion como método para analizar

el comportamiento de ésta en el punto dado, sino como un resultado. Asi, por ejemplo, como

parte de las operaciones ejecutadas para la solucion de la situacion-problema, las estudiantes

utilizaron el criterio de unicidad para concluir sobre la existencia del limite. Respecto al criterio
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en mencién, Caraca (1951) enuncia su constructo sobre limites laterales, como lo presento a

continuacion.

Limites laterales. Nos referimos al concepto de limite lateral cuando se abordan las
vecindades a izquierda y a derecha de cierto punto de interés de la funcion que representa un
fendmeno a estudiar, es decir, la interdependencia de las posibilidades tanto a izquierda como a
derecha (Caraga, 1951). El autor plantea el concepto de limite lateral mediante la siguiente
definicion:

Definicién VI. (Caraca, 1951, p.299). L, finito o infinito, sera limite lateral de una

funcién y(x) a la izquierda de a si y(x) es vecino de L cuando x es vecino de a a su

izquierda.

Concordando con Caraca (1951), para que exista el limite en un punto deben existir y ser
iguales los dos limites laterales de dicho punto. Por lo tanto, si los limites laterales en un punto de
la funcion son diferentes, no es posible hablar del limite en ese punto. Es decir, no existe un
resultado unico de la interdependencia de las posibilidades del comportamiento de la funcion en

la vecindad del punto.

Eliza, Dana y Ana realizaron conexiones entre elementos constitutivos del limite de una
funcion. Fue asi como ellas emplearon el infinitésimo como instrumento para analizar un
fendmeno en movimiento; el cambio de temperatura en este caso Tal operacion mental se hace

evidente en expresiones como:

Vea, como dice tiende, entonces, utilizamos el infinitésimo para aproximarnos a 20.
Valores aproximados, por ejemplo, 19,9999 o 20, 0001(Eliza, “Limite de una Funcion en

un punto”, Septiembre 26 de 2017).
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Ah, si. Yo no lo habia leido bien. Esto hay que subrayarlo: TIENDEEEE...(Dana, “Limite
de una Funcion en un punto”, Septiembre 26 de 2017)
Esto cambia todo, tooodo, todo: tiende (Eliza, “Limite de una Funcién en un punto”,

Septiembre 26 de 2017).

Es notorio que el término “tiende” cobro sentido de movimiento. Por lo tanto, paso de ser
un simple signo representativo de un algoritmo matematico a una accion que aclar6 la forma de
aproximarse al objeto. Asi mismo, las estudiantes se refirieron a conceptos asociados a funcion
como dependencia y correspondencia entre variables, en imbricacién con el limite y consideraron
la posibilidad de la no existencia acorde al criterio de unicidad. Las siguientes voces constatan el

enunciado anterior.

Ah si... Entonces, esa seria la temperatura del agua en Fahrenheit, pero cuando nos
aproximamos a 20 en Celsius (Eliza, “Limite de una Funcién en un punto”, Septiembre 26 de
2017).

Pues, el valor de la funcion que nos dé, al aproximarnos (Eliza, “Limite de una Funcién en un
punto”, Septiembre 26 de 2017).

...es en la funcion, o sea en el eje ye. Pues, en este caso, en efe (Dana, “Limite de una Funcion en
un punto”, Septiembre 26 de 2017).

O sea, como hacemos en equis, pero es en ye (Eliza, “Limite de una Funcion en un punto”,

Septiembre 26 de 2017).

Para solucionar la situacion, las tres estudiantes realizaron un reflejo del objeto
transformandolo en uno nuevo, en un concepto tedrico. Asi, el concepto de limite de una funcién,

objetivado por las estudiantes, cobr6 significado de instrumento de mediacion para la realizacién
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de su actividad mental. Es decir, las estudiantes pensaron con el concepto, aspecto propio de un

pensamiento teorico.

Para Kopnin (1978), Leontiev (1984), Luria (1984a) y Davidov (1988) el pensamiento
tedrico posibilita el conocimiento tedrico. EI conocimiento en su nivel tedrico —a su vez,
apoyado en el pensamiento tedrico— trasgrede lo obtenido en la experiencia y lo lleva a lo
racional; es decir, a operar con conceptos y profundizar en el estudio de su naturaleza. Segun
Luria (1984a), el ser humano posee formas complejas de elaborar la informacién captada por la
“percepcion inmediata” (p.12), lo que conlleva a afirmar que es poseedor “no sélo de un
conocimiento sensorial, sino también de un conocimiento racional” (ibidem) lo que le posibilita

penetrar en la esencia de las cosas. En la misma linea, Kopnin (1978) afirma que:

Lo racional, tiene un caracter histdrico, se desarrolla junto con la practica humanay
muestra el grado de dominio del hombre sobre los fendomenos de la realidad objetiva (...).
(...) Lo racional es el conocimiento de la realidad bajo la formas del pensamiento que
lanza ideas, cuya realizacion practica crea el mundo de los objetos correspondientes a las
necesidades del hombre. Lo no racional se opone a lo racional como algo que no satisface

el nombre ni reconoce para este, formas racionales. (p. 140)

Por lo tanto, es notoria una imbricacion entre pensamiento tedrico, conocimiento
(teorico) y lo racional. Interpreto estos tres conceptos como momentos diferentes de la actividad
intelectual (interna) que, partiendo de la actividad practica (externa) del ser humano, transforma
los datos surgidos en la interaccion de éste con la realidad —presente en forma sensorial—, en
datos elaborados dialécticamente en forma de conceptos, en forma de un constructo teorico que

posibilita el andlisis y explicacion de los objetos y fendmenos tanto naturales como sociales.
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Concordando con Moraes & Moura (2009), Moretti & Moura. (2010) y con Moura et al.
(2013), las Actividades Orientadoras de Ensefianza como mediatizadoras de la actividad de
ensefianza deben contener en su seno la evaluacion. Esta es una accion del maestro que le
posibilita analizar si las estudiantes se apropiaron del concepto. De este modo, la evaluacion,
mas que un medio para medir resultados, es mediadora de un proceso de “analisis y sintesis”
(Moraes y Moura, 2009, p. 104) del maestro y del estudiante como sujetos en actividad. Por

consiguiente, la evaluacion es un elemento inmanente de la actividad de ensefianza.

En esa linea, todas las Actividades Orientadoras de Ensefianza que disefié tuvieron un
componente evaluativo propicio para analizar el proceso de desarrollo del pensamiento de las
estudiantes. En este sentido, formulé las situaciones N°5 y N°6 de la Actividad Orientadora de
Ensefianza “Limite de una Funcion en un Punto” aunque con un elemento diferente. Esto es,
solicité a todo el grupo que resolvieran estas situaciones de forma individual con el fin de
concretizar si las estudiantes se habian apropiado del concepto de limite de una funcion durante

sus procesos de objetivacion.

Las preguntas a las que hago referencia son:
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5. Del estudio de cierto fendmeno natural se dedujo la funcidn que lo representa, cuya

expresion analitica es la siguiente:

_ 3—x six=-1
f(x)_{x2+2x six < —1

Se desea saber el valor posible de la funcidn cuando la variable independiente toma
valores pertenecientes a la vecindad del -1. Resuelve la situacion.

6. Responde las siguientes preguntas.
a. ¢Qué entiendes por limite de una funcién en un punto?

b. ¢Qué entiendes por infinitésimo?

c. ¢Hallas relacion entre infinitésimo y limite de una funcion? Explica.

Las ilustraciones 61 y 62 corresponden a las operaciones respectivas de Eliza y Dana en
la solucion de la situacion N°5.

lim_£6x)

X»J-'{'
3- (-1, 00004)= 400004
3. (14,000000004) = 4, 000000 90
- (11,000000000000080000004) = 4 0000000000000
£33
3/~ (-0,09999) = 3,999
| %-/(:0999999999999939 )= 3,949299929494%09

| 2-(-0,39%eR93APRAAAARA)= 5, 2R A PRAA
l L\ " f@‘) ’,L‘\
Kx=4

lHustracién 62. Respuesta de Eliza. Situacion N°5(“Limite de una Funcion en un punto”, Octubre 5 de 2017)
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lHustracidn 63. Respuesta de Dana. Situacion N°5. (“Limite de una Funcion en un punto”, Octubre 5 de 2017)

En el momento inicial del desarrollo de las situaciones, tanto Eliza como Dana
manifestaron no tener claridad respecto al sentido de la desigualdad contenida en la funcién de la
situacion N°5. Aunque acudi a su llamado y les di respuesta, sus operaciones evidenciaron que
mi explicacion no fue suficiente para que eligieran de forma correcta el tramo correspondiente de
la funcion, segun los condicionantes que ésta planteaba. Se evidencia, ademas, que ninguna de
las dos estudiantes interpretd de manera correcta el dominio de la funcién a trozos dada. Aunque
este error podria tomarse en otro sentido: no haber reconocido un infinitésimo correcto en la

vecindad del punto correspondiente a -1, las llevo a establecer relaciones de orden erradas.

Sin embargo, ambas estudiantes dieron cuenta del uso del concepto de limite de una
funcion, en la busqueda de una solucion a la situacion. En sus operaciones se denota la

interrelacion existente entre los aspectos fundamentales de tal concepto, como método y como
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resultado. La interrelacién a la que me refiero puede notarse en sus respuestas a la situacién N°6,

las cuales expongo a continuacion.
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llustracion 64. Respuesta de Eliza. Situacion N°6(“Limite de una Funcién en un punto”, octubre 5 de 2017)

Eliza denota, ademas de la dialéctica parte/todo al interior del constructo teoérico de limite

de una funcidn, tener claridad sobre la esencia del objeto limite; el limite de una funcién como el

valor resultante de la interdependencia del conjunto de las posibilidades del comportamiento de

la funcion en la vecindad del punto de interés. En ese sentido, Eliza relaciond los infinitésimos,

lo que afirma su aproximacién a dicho concepto. Teniendo en cuenta estas respuestas de Eliza y

su proceso de objetivacion durante los encuentros en el aula a través de la realizacion de las

anteriores Actividades Orientadoras de Ensefianza, considero que las operaciones que realizé en

la situacion N°5, obedecieron a sus dificultades con algunos conceptos matematicos (como el

concepto de una funcién definida a trozos) y no a su aproximacion al concepto de limite de una

funcion. Sin embargo, la existencia de estas dificultades se transformé en una manera de
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impedimento para aplicar correctamente el concepto de limite en situaciones que exigian su

empleo.

Por su parte, Dana respondio lo siguiente:
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lustracion 65. Respuesta de Dana. Situacion N°6. (“Limite de una Funcion en un punto”, octubre 5 de 2017)

Al igual que Eliza, Dana reconocid la relacion mutua entre los aspectos del limite de una

funcion, como cambio, infinitésimo, vecindad, aproximaciones sucesivas. Sin embargo, no es

posible afirmar que se haya apropiado de este constructo tedrico. La definicion de Dana sobre el

limite de una funcion como valor maximo sugiere que, en su proceso de objetivacion, ella se

aproximo a aspectos del objeto, mas no logrd notar su esencia. Al parecer, su aproximacion fue

fragmentada, lo cual obedece a un pensamiento empirico. Asi, pareciera que en su aproximacion

al objeto, Dana no logro trascender las abstracciones del objeto en su actividad mental hacia uno

concreto.

Davidov (1988) plantea que una de las tareas del pensamiento tedrico es revelar el

movimiento, la esencia del fendmeno, por medio del proceso de la ascension de lo abstracto a lo

concreto. Esto es, el proceso en que el pensamiento aborda lo abstracto para luego reproducirlo
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como algo concreto; como un todo desarrollado que representa la unidad de lo diverso. Lo
concreto y lo abstracto, desde el materialismo dialéctico, son momentos del analisis del objeto,
por medio de la actividad del pensamiento. Este analisis comienza por lo inmediatamente

obtenido en forma de abstraccidn, de caos, para luego ser concretizado.

Sin embargo, como lo expresa el mismo autor, las abstracciones deben develar las
conexiones internas del fenémeno, sus contradicciones. Es decir, en el proceso de la ascension de
lo abstracto a lo concreto, las abstracciones de tipo empirico no corresponden a esta finalidad ya
que sélo permiten hacer una clasificacion de los objetos. Se precisa de una abstraccion en el
sentido enunciado por Lenin: “...lo abstracto aparece como momento de la realidad material en
permanente cambio” (Lenin, citado por Davidov, 1988, p. 144). En ese mismo sentido, Kopnin
(1978) plantea que las abstracciones en el pensamiento tedrico representan objetos reales; ese es
su contenido.

Para Kopnin (1978) lo concreto es el punto de llegada, pero también el punto de partida
del conocimiento. Esto es, en el momento de la interaccién con el objeto, la imagen que nos
formamos de él es de caracter concreto-sensorial. En este nivel, la unidad de lo diverso es
confusa ya que solo se da de forma empirica y, por lo tanto, el reflejo del objeto cobra caracter

de inmediatez impidiendo distinguir lo singular de lo particular, lo general y lo esencial.

El mismo autor expone que para que el concreto-sensorial se transforme en concreticidad
auténtica (p.158), el conocimiento debe pasar a su opuesto: lo abstracto. Un abstracto presenta
aspectos parciales mas reales del objeto; un abstracto estd en movimiento y por lo tanto devela
las contradicciones internas del fendmeno en estudio. De esa manera, este tipo de abstraccion es

necesaria y posibilita la ascension, la evolucion del conocimiento hacia un nuevo concreto. Este
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concreto “es el conocimiento mas profundo y substancial de los fenémenos de la realidad”
(Kopnin, 1978, p.162). Es decir, tiene aspectos esenciales del objeto, conexiones vinculadas
internamente. Por lo tanto, el proceso de la ascensién de lo abstracto a lo concreto, como lo
enuncia Moura (2010), debe revelar las contradicciones presentes en la abstraccion inicial para
asi elaborar la concrecion del objeto; la cual permite integrar lo singular y lo particular, la parte y

el todo del objeto analizado —en movimiento.

Segun Kopnin (1978), el movimiento del proceso de lo sensorial-concreto a lo abstracto y
posteriormente a lo concreto es una manifestacion de una de las leyes de la dialéctica: la
negacion de la negacion. Esto es, en el anélisis de un fenémeno, en el primer momento en que el
sujeto interactta con el objeto surge un concreto-sensorial que es negado por lo abstracto y éste,
a su vez, es negado por lo concreto. Sin embargo, este Gltimo concreto no es el primero, s uno
mental perteneciente a otro nivel, que tiene ademas un caracter de sintesis de las relaciones

internas del objeto o fenémeno estudiado.

Este proceso de ascension de lo abstracto a lo concreto, explicitado por Kopnin (1978)
como una de las leyes de la dialéctica, apunta a una de las tesis del materialismo dialéctico
respecto a la teoria del conocimiento. Desde esta perspectiva, me refiero a que el conocimiento —
como reflejo de los fendmenos, objetos y procesos del mundo material en la conciencia del
hombre” (Kopnin, 1978, p. 122)— se concretiza en forma de espiral: se parte de un punto para
llegar a otro similar al primero, pero lo supera, manifestandose en un nuevo nivel de

conocimiento mucho mas desarrollado.

Mediante las ilustraciones 65 y 66, presento las respuestas de Ana a las situaciones N°5 y

N°6 de la Actividad Orientadora de Ensefianza.
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llustracién 66. Respuesta de Ana. Situacion N°5. (“Limite de una Funcién en un punto”, Octubre 5 de 2017)

lustracion 67. Respuesta de Ana. Situacion N°6. (“Limite de una Funcion en un punto”, Octubre 5 de 2017)
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Las respuestas de Ana sugieren que logré aproximarse paulatinamente a la esencia del
objeto tedrico depositado en la cultura. Aungue en su definicion de limite de una funcién
pareciera que aun lo concebia solo como un método, en la relacion que establecid entre éste y el
concepto de infinitésimo, hizo hincapié en el limite de una funcion como el resultado de las
aproximaciones sucesivas al punto de interés. En otras palabras, Ana interiorizé la esencia del
objeto limite —un instrumento matematico que posibilita conocer, de una manera particular, la
mutabilidad de los fendmenos-y la transformé en un concepto que, a su vez, emple6 como
medio para sus construcciones tedricas. A través de un proceso de sintesis de las relaciones
internas del objeto —limite de una funcién—, Ana realiz6 un movimiento desde un nivel de

abstraccion hasta un nivel en el que ascendi6 hacia un concreto.

Segun Kopnin (1978), Leontiev (1984) y Davidov (1988), el pensamiento tedrico se
desarrolla mediante la l6gica dialéctica, la cual posibilita traspasar la identificacion de los rasgos
aparentes del objeto de la contemplacién y su determinacién como concepto, solamente por el
uso de la palabra como representacién del aspecto invariante del objeto. La l6gica dialéctica,
como lo expresa Bernardes (2006), “considera el lenguaje como medio de existencia y
funcionamiento del conocimiento” (p. 246). Es decir, desde una dimension ontogenética, el
lenguaje es un instrumento que mediatiza la interiorizacion del saber —producido histérico y
culturalmente— por parte del sujeto a través de su actividad intelectual; el lenguaje es elemento

consustancial del pensamiento en la formacion de conceptos.

En esta linea, considero que durante los encuentros en el aula, Ana y Eliza alcanzaron de
forma paulatina cierto nivel de desarrollo de pensamiento tedrico que les posibilitd comprender

los elementos constitutivos del objeto de estudio, a través del desarrollo de la actividad de
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estudio en que se sumergieron a partir de las Actividades Orientadoras de Ensefianza propuestas.
Al igual que Dana, ellas hicieron uso del lenguaje en diferentes sistemas de signos, como
instrumento de comunicacion con sus comparieras de actividad y como mediador del desarrollo

de su pensamiento; de sus funciones psiquicas.

Referirme aqui, a cierto nivel de desarrollo del pensamiento tedrico va en la direccion, en
primer lugar, de la concepcion de desarrollo comprendida desde el materialismo dialéctico. Esto
es, el desarrollo como una forma de movimiento permanente determinado por contradicciones
internas. Es decir, el desarrollo comprendido desde la I6gica dialéctica la cual no “no admite
ninguna clase de hard and fast lines [lineas rigidas y fijas], ninguna clase de dilemas absolutos e
incondicionales” (Engels, 1961, p.179). Es un desarrollo que no sigue una linea recta, en tanto
que admite avances y retrocesos (mas en un nuevo nivel, acorde a la ley dialéctica de la

Negacion de la negacion) en diferentes momentos del proceso; es un desarrollo en espiral.

En segundo lugar, referirme al desarrollo del pensamiento tedrico de las estudiantes en
términos de niveles, va en la direccion de planteamientos de Rubinstein (1974), como los

siguientes:

La generalizacion del contenido de los conceptos cientificos se hace conscientemente en
el nifio en diversos grados de profundizacion y adecuacion en la penetracion en la
materia; se produce gradualmente por decirlo asi. El nivel sobre el cual los nifios se
apropian los diferentes conceptos depende especialmente de la generalizacion contenido
en el correspondiente concepto de la proximidad o distancia del contenido intuitivo y de

la contigliidad de su mediacion. (p.437)
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Segun el nivel de desarrollo que ha alcanzado su entendimiento teorico, el nifio y el
adolescente van aprendiendo cada vez mas a representarse las normas generalizadas de
los fendmenos. El entendimiento empieza a pasar, libre del detalle, por lo particular a lo
universal, de lo casual a lo necesario, de los fendmenos al ser, de una determinacion
individual del ser a su determinacion méas profunda, llegando asi a un conocimiento
cada vez més detallado de la realidad en la relacion reciproca de sus diferentes aspectos

y facetas. (p. 441)

En linea con los planteamientos anteriores, el desarrollo del pensamiento en general —y
del pensamiento tedrico en particular— no puede abordarse en términos absolutistas; éste admite
gradaciones. En el caso de esta investigacion tales gradaciones (no lineales) obedecieron, de un
lado, al caracter mismo del desarrollo de todo fendmeno —natural o social— vy, de otro lado a las
condiciones singulares de las tres estudiantes. En el proceso de toma de conciencia progresiva al
objeto cultural, las tres estudiantes protagonistas de la investigacién realizaron un movimiento de
lo particular (cada uno de los aspectos del limite de una funcién contenidos en cada situacion
desencadenadora de aprendizaje) a lo universal (el uso del concepto de limite como método
general para resolver situaciones que lo contenian) y realizaron reflexiones teéricas que les
posibilitaron hallar nexos al interior del objeto matematico en mencidn. Sin embargo, no me es
posible afirmar que las estudiantes, especialmente Dana, hayan alcanzado un “nivel superior”

(Rubinstein, 1974, p. 444) de su pensamiento teorico.

El concepto de limite fue producto de una construccion social, en un devenir histérico, en
la que diferentes generaciones estudiaron durante varios siglos problemas que no podian

resolverse por métodos simples de la aritmética, del algebra y de la geometria elemental. Se
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requeria una forma diferente de entender la mutabilidad de la realidad y, para ello, la creacion de
un instrumento matematico nuevo —de un método— no antes considerado, que posibilitara
estudiar el estado de un fenémeno de cualquier naturaleza en interdependencia con sus estados
vecinos (Caraga,1951). El instrumento matematico que posibilito cuantificar la infinidad de
posibilidades de la interrelacion de dichos estados fue el concepto de limite. Fue precisamente en
este sentido, en general, que las estudiantes protagonistas de la investigacion, en diferentes

niveles, se aproximaron tedricamente al concepto de limite de una funcion.
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Conclusiones

La pregunta de investigacion que orient0 esta tesis fue, ¢como puede desarrollarse el
pensamiento tedrico de estudiantes de grado undécimo, en su proceso de objetivacion del

concepto de limite de una funcion?

Como parte del proceso de busqueda de la respuesta a esta pregunta, abordé un marco
tedrico que fue el resultado de un tejido entre la Teoria de la Objetivacion (Radford, 2006, 2008,
2013, 2014, 2017); el desarrollo del pensamiento tedrico (Vigotsky, 1989, 1991; Kopnin, 1978;
Davidov, 1982, 1988 y Moura, 1998, 2010) y el concepto de limite de una funcién real de
variable real (Caraga, 1951; Laurentiev y Nikolski, 1976; Boyer, 1999; Eves, 2011 y Cantoral y
Farfan, 2003, entre otros). Este tejido estuvo basado en una fundamentacion epistemoldgica

perteneciente al materialismo historico-dialéctico.

En este mismo proceso de busqueda, realicé un disefio metodoldgico desde un paradigma
cualitativo, bajo un enfoque critico-dialéctico. Elaboré la produccion conjunta de registros y
datos a partir de la interaccion directa con tres estudiantes, protagonistas de la investigacion,
mediada por Actividades Orientadoras de Ensefianza enmarcadas dentro de la Teoria de la

Actividad.

Para responder la pregunta de investigacion estableci dos categorias de anélisis
emergentes: “El Movimiento: Caracter indefectible de la naturaleza”, y, “Limite de una Funcion
real de variable real: Una manera particular de conocer la mutabilidad de los fendémenos”. En
estas categorias analicé la manera en la que cada protagonista de la investigacion, desde su modo
particular de ser/aprender, fue aproximandose de forma paulatina al concepto de limite de una

funcion en un punto.
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Considero que el nivel de desarrollo del pensamiento tedrico de las estudiantes
protagonistas de la investigacion, en su proceso de objetivacion del limite de una funcion, se
produjo en concordancia con el proceso socio-histdrico del desarrollo del pensamiento del ser
humano; esto es, a través de la actividad —practica y mental—. Esta actividad, traducida al
contexto escolar, corresponde a la actividad pedagdgica, constituida por la actividad de
ensefianza en dialéctica con la actividad de aprendizaje. En esa direccion, fueron las Actividades
Orientadoras de Ensefianza las que posibilitaron a las estudiantes sumergirse en un proceso de
objetivacion de un objeto del saber matematico escolar. Un proceso de objetivacion diferente
para cada una de las estudiantes, acorde a sus particularidades, como lo fue el nivel de desarrollo

del pensamiento tedrico que cada una de ellas alcanzé en dicho proceso.
Conocimiento del objeto a partir de su contemplacion directa

En el desarrollo de algunas Actividades Orientadoras de Ensefianza las estudiantes
establecieron una relacién con el objeto de estudio en la que primaron juicios aislados, como
resultado de una descripcion superficial de éste. Tal relacion se pudo evidenciar, por ejemplo, en
la Actividad Orientadora de Ensefianza denominada “Anélisis de la posicion de un cuerpo en un
instante dado”. En ella las estudiantes realizaron asociaciones simples de elementos que
observaron en la manifestacion del fendmeno (el desplazamiento de un cuerpo en una trayectoria
rectilinea). Estas asociaciones se hicieron evidentes en expresiones verbales enunciadas por las
estudiantes respecto a una de las acciones contenidas en la actividad en mencion: “explica el

desplazamiento del cuerpo (la burbuja) en la manguera”.
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Las expresiones de las estudiantes fueron:

“La burbuja tiene un movimiento que no es constante, pero es continuo” (Eliza, “Analisis

de la posicion de un cuerpo en un instante dado”, 21 de julio de 2017).

“La burbuja posee un movimiento rectilineo variante, mas o menos rdpido” (Dana,
“Analisis de la posicion de un cuerpo en un instante dado”, 21 de julio de 2017).
“Esta tiene un movimiento rectilineo variable” (Ana, “Analisis de la posicion de un

cuerpo en un instante dado”, 21 de julio de 2017).

Mediante la accion planificada pretendi que las estudiantes profundizaran en el estudio
del objeto y que en ese proceso realizaran un movimiento desde el plano externo —Ila
contemplacion directa— hacia el plano mental, de modo que su nivel de pensamiento comenzara
una transicion al nivel de pensamiento tedrico. En esa linea, pretendi que las estudiantes se
interesaran por profundizar en el contexto fisico en el que se manifestaba el fenémeno al
preguntarse, por ejemplo, por la velocidad promedio con que se desplazaba la burbuja. Sin
embargo, las estudiantes sélo se refirieron al movimiento desde la contemplacion directa sin

profundizar en sus causas; expresaron solo el resultado de su percepcion.

El mismo tipo de pensamiento fue evidente en la Actividad Orientadora de Ensefianza
denominada “Determinacion de la Posicion de un Cuerpo en un Instante Dado”. En ella, la
situacion desencadenadora de aprendizaje fue generada mediante la pregunta, ““;Puedes hallar la
posicidn exacta del movil justo a los 8 segundos de su recorrido?” En el momento practico de la
Actividad Orientadora de Ensefianza Dana se anticip0 al resultado (la imposibilidad de hallar lo
sugerido en la pregunta) aduciendo el movimiento permanente de la burbuja como el motivo

fundamental. Sin embargo, en el segundo momento de la Actividad Orientadora de Ensefianza,
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el cual consto de las respuestas por escrito de las estudiantes a las preguntas planteadas, Dana
report6 que las dificultades en la manipulacion del sistema manguera-burbuja fueron la razén
principal de la imposibilidad para hallar la posicion exacta del movil a los 8 segundos exactos y

no, el movimiento de la burbuja, como lo manifest6 en el primer momento.

Segun el enunciado “Nosotras medimos varias veces y nos dio casi la misma posicion,
pero no igual” (“Determinacion de la posicion de un cuerpo en un instante dado”, julio 18 de
2017), ella esperaba obtener los mismos resultados todas las veces que midio los intervalos de
tiempo debido, probablemente, a que su relacion establecida con el objeto fue resultado de una
reflexiéon inmediata de la préactica. Es posible que el cambio de argumento de Dana haya
obedecido a un analisis inmediato del fendmeno en el momento de la actividad préactica y que, al
hacer una reflexién posterior, no lograse conectar ambos momentos. Es decir, que haya realizado

reflexiones superficiales.

Los dos ejemplos anteriores denotan una aproximacion de las estudiantes al fendmeno a
partir de la mera percepcion y, por lo tanto, por medio del establecimiento de conexiones entre
sus aspectos de forma fragmentada. Este tipo de aproximacion es caracteristico de un
pensamiento perteneciente al plano sensorial y, por ende, de caracter inmediato. En otras
palabras, el tipo de pensamiento que emplearon las tres estudiantes en la primera Actividad
Orientadora de Ensefianza referida y, especialmente Dana, en la segunda, fue un pensamiento de
caracter empirico. Sin embargo, el hecho de que las estudiantes comenzaran a aproximarse al
objeto por medio de este tipo de pensamiento no fue un impedimento para que se interesaran por
el estudio del objeto, o fendmeno, y que, posteriormente, comenzaran a visualizar algunos de sus

aspectos teoricos y a transformarlo como parte de una elaboracion mental en sus conciencias.
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El proceso de Objetivacion del limite de una funcién en un punto

En los dos momentos principales de cada Actividad Orientadora de Ensefianza —al
interior de los subgrupos conformados por las estudiantes con el fin de resolver las actividades
propuestas, y en la socializacion general de los resultados construidos por cada subgrupo— las
estudiantes se aproximaron de forma paulatina al objeto de estudio, por medio de la interaccién
con sus comparieras de aula y con la maestra, a través de una relacion dialdgica. Esta relacion
posibilitd que las estudiantes se posicionaran en el proceso de aproximacion a un concepto
tedrico preexistente en la cultura, constituido en un devenir histérico. Estos dos momentos
estuvieron permeados por el trabajo colectivo en el que la voz del otro —maestra 0 compariera
de la actividad de estudio— cobro un significado fundamental tanto en el proceso de desarrollo
del pensamiento de las estudiantes, como en su proceso de objetivacion del concepto limite de

una funcion.

Asi, por ejemplo, durante el momento de la socializacion de la Actividades Orientadoras
de Ensefianza, “Analisis de la posicion de un cuerpo en un instante dado”, mi voz se transformé
en un mediatizador entre el fenémeno de estudio y las estudiantes como sujetos de la actividad;
genero en ellas la necesidad de emplear la matematica como un instrumento con el fin de
profundizar en su estudio. Este hecho se evidencié en las respuestas que Eliza y Dana dieron a

mi pregunta, sobre como saber si el tipo de movimiento del cuerpo era rectilineo uniforme.

“Ah, pero no, pues, si y no. O sea, hallando la velocidad de la burbuja, pero cada dos
segundos, para saber bien como era. ;Cierto?” (Ana, “Andlisis de la posicion de un

cuerpo en un instante dado”, 21 de julio de 2017)
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“Pues, que asi sabemos si la velocidad es la misma, en toda la manguerita o si cambia”

(Eliza, “Analisis de la posicion de un cuerpo en un instante dado”, 21 de julio de 2017).

Por medio de mi voz, las estudiantes visualizaron un instrumento matematico
perteneciente a la aritmética para aplicarlo en el contexto fisico y asi poder solucionar la nueva

situacion planteada.

Un segundo ejemplo se encuentra en uno de los momentos de la Actividad Orientadora
de Ensefianza denominada ““; Limite?”” En ésta, Ana le explico a Dana la necesidad del uso del
infinitésimo como parte de la solucion al problema planteado en dicha actividad. Asi, cuando
Ana expreso el resultado de su reflexion, Dana logré ver lo que antes no habia sido visible para
ella. Cuando Dana enuncid, “;4h, claro, yo no habia entendido! Es que no es el punto exacto,
sino en la... vecindad. jAy, claro!, su enunciado aparecié como resultado de la influencia de la
voz de Ana en su razonamiento. Es decir, el proceso de formacién de conceptos en Dana —
infinitésimo y vecindad— se encontraba en la categoria interpsiquica en la cual la colaboracion
de su compafiera de actividad se volvié fundamental en la solucién del problema y, por

consiguiente, en su proceso de aprendizaje.

El concepto de infinitésimo que propuse a las estudiantes va en el mismo sentido de
planteamientos de Cauchy y Caraca (ver el apartado correspondiente a la segunda categoria de
analisis). Esto es, el infinitésimo como una variable que toma valores sucesivos, tan cercanos a
cero cuanto se desee. Es un instrumento de naturaleza dindmica que, por lo tanto, posibilita
analizar la infinidad de estados posibles entre dos estados cualquiera de un fenémeno en

movimiento. Desde mi postura ontoldgica, es esta la esencia del infinitesimo y, por ende, fue a la
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luz de ésta que analicé su aproximacion paulatina por las estudiantes protagonistas de la

investigacion.

Las tres estudiantes se aproximaron al concepto de infinitésimo —cimiento del concepto
de limite de una funcién de variable real— en imbricacion con el concepto de vecindad. Ellas se
aproximaron a ambos conceptos de forma paulatina y, desde sus particularidades, mediante el
desarrollo de las Actividades Orientadoras de Ensefianza, las cuales estan enmarcadas en la
Teoria de la Actividad. Es decir, aqui, dichas Actividades cobraron un significado de mediacion
entre las estudiantes y el objeto cultural. Este significado se evidenci6 en los momentos en los
que las estudiantes se sumergieron en actividad mental en su busqueda de solucionar cada
situacion desencadenadora de aprendizaje contenida en las Actividades Orientadoras de
Ensefianza. Asi, el desarrollo de tales Actividades genero, en las estudiantes, un movimiento del
plano externo al interno al realizar acciones y operaciones que les posibilitd hacer reflexiones al
solucionar lo sugerido en cada Actividad Orientadora de Ensefianza. En el momento de la
socializacion de la Actividad Orientadora de Ensefianza “Analisis de la posicion de un cuerpo en
un instante dado”, por ejemplo, las estudiantes dieron cuenta de su proceso de aproximacion

paulatina al concepto de infinitésimo, mediante enunciados verbales (y gestuales) como:

Ah, si, si. Si fuera un solo segmento, pues, no cambiaria, estaria ahi quieto... (Ana,
“Analisis de la posicion de un cuerpo en un instante dado”-Socializacion 28 de julio de

2017).

O sea, ;jqué es como una especie de variable, o...algo asi? (Dana, “Anélisis de la

posicion de un cuerpo en un instante dado”-Socializacion 28 de julio de 2017)
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Si. Es que... vea que segiin lo que usted dibujo ahi [sefialando la grafica en la que resalté
la variable] se nota claramente que son todos esos nimeros, pequefiitos que estan en la
vecindad del nimero y, obviamente, estan cambiando (Eliza, “Analisis de la posicion de

un cuerpo en un instante dado”-Socializacién 28 de julio de 2017),

Asi mismo, en la socializacion respectiva a la Actividad Orientadora de Ensefianza
denominada “;Limite?”, Ana le explic a Dana lo comprendido por ella sobre infinitésimo

mediante los siguientes enunciados (verbales y gestuales):

Bueno, en ese punto [de la guia] nos pedian hallar el &rea, pero cuando el lado se

aproximaba a... [Se detiene un segundo para mirar en el tablero el valor del lado]

3, 699 metros. Entonces teniamos que acercarnos tanto por derecha como por izquierda,

porque, [...] aproximarnos a un numero es movernos hasta él por los dos lados [indica el

movimiento con su mano].

Se hizo evidente, entonces, que durante los encuentros en el aula las tres estudiantes
hicieron uso del lenguaje en diferentes sistemas semidticos para comunicarse con sus
comparieras de actividad, convirtiéndose, asi, en un instrumento simbolico que mediatiz6 sus
aproximaciones a objetos matematicos —el infinitésimo en este caso— Y, a su vez, sus procesos

de desarrollo de pensamiento.

Como lo expuse en el apartado correspondiente a la segunda categoria de analisis, el
concepto tedrico de limite de una funcidn en un punto que pretendi que las estudiantes
visualizaran y apropiaran fue, esencialmente, el planteado por Caracga (1951). Es decir, el
concepto de limite como un objeto matematico y como un método que posibilita entender la

mutabilidad de los fendbmenos. Esto es, el limite de una funcion en un punto, como un ndmero
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resultante de la interdependencia del conjunto de las posibilidades de los valores de la funcién en
la vecindad del punto de interés. Un resultado que conlleva un método dialéctico para determinar
el estado del fendmeno estudiado, en interrelacion con sus estados vecinos. Dialéctico, en primer
lugar, porque contiene en si mismo una de las categorias fundamentales de la dialéctica: el
movimiento —en este caso, el limite de una funcion mediante aproximaciones sucesivas—En
segundo lugar, porque como método dialéctico posibilita explicar el fendmeno por medio de las

concatenaciones de sus aspectos constitutivos.

Esta concepcidn ontoldgica del limite de una funcion, lejos de ser una concepcion
simplista, se aparta del formalismo matemaético contenido en la definicion topoldgica o en la
definicién métrica de Weierstrass; un formalismo que puede dificultar la comprension de su
esencia en estudiantes de secundaria. Dicha concepcion ontoldgica va en la misma direccion de
la planteada por Cauchy, la cual es también, de caracter dindmico, lo que la hace asequible para
los estudiantes de nivel escolar medio. Este hecho se hizo evidente en los procesos de
objetivacion de las estudiantes protagonistas de esta investigacion, especialmente en los procesos

de Elizay Ana.

Un ejemplo de lo enunciado en el parrafo anterior puede hallarse en la Actividad
Orientadora de Ensefianza denominada, “Limite de una Funcion”, y especificamente en la
respuesta de la pregunta N°2 (la cual contenia la representacién gréfica de la funcion a estudiar).
La pregunta a la que hago alusion es, “( Es posible hallar el valor de f(0)? Explica”. Las respuestas
de las tres estudiantes dieron cuenta del establecimiento de una relacion entre el concepto de
funcion, infinitésimo y limite de la funcion dada. Aunque en la pregunta problematizadora no era

explicita la accion de hallar el limite de la funcién en el origen, las tres estudiantes emplearon
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dicho concepto —como aproximaciones sucesivas— como instrumento para hallar la solucién a
la situacion.

Las estudiantes, en el proceso de su busqueda de la respuesta a la pregunta que motivé su
actividad mental, visualizaron el objeto limite como un método para solucionar la situacion
matematica presentada. Ellas usaron un objeto existente en la cultura por medio del cual realizaron
una reflexion que traspasoé la sola operacion mental de percepcion. El proceso de objetivacion en
el que estaban inmersas se transformé a la vez en un medio para hacer reflexiones mas profundas,
de tipo tedrico. En el siguiente apartado presento otras reflexiones sobre Actividades Orientadoras

de Ensefianza realizadas por las estudiantes que me llevaron a conclusiones semejantes.

Aproximacion a un pensamiento tedrico

El movimiento es concebido, desde el materialismo dialéctico, como la propiedad
fundamental de la materia; la materia no puede ser concebida sin movimiento. Asi, el
movimiento es consustancial a todos los procesos existentes en el universo, sin importar su
naturaleza, sea esta, fisica, biolégica, mental o social. En esa linea, una de las formas del

movimiento es el mecanico, el cual puede ser estudiado a través del limite de una funcion.

Esta forma de movimiento fue una de las identificadas por las estudiantes, lo que se hizo
evidente, por ejemplo, en la Actividad Orientadora de Ensefianza “Determinacion de la Posicion
de un Cuerpo en un Instante Dado”. En esta, ante mi pregunta sobre sobre el fenémeno fisico
principal identificado por las estudiantes en el sistema burbuja-manguera, Eliza y Ana

respondieron:
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Es el movimiento...Porque es lo que estamos viendo. La burbujita se desplaza por la
manguera (Ana, “Determinacion de la Posicion de un Cuerpo en un Instante Dado, "18
de julio de 2017)

El movimiento de la burbuja...Porque es el cambio que la burbuja hace en su recorrido.
En ningiin momento, la burbuja para (Eliza, “Determinacion de la Posicion de un Cuerpo

en un Instante Dado,”18 de julio de 2017).

Ambas estudiantes identificaron el movimiento mecénico como fenémeno principal
manifiesto en la Actividad Orientadora de Ensefianza en mencién, lo que dio cuenta del reflejo
del objeto en sus conciencias, como producto de su actividad mental en dialéctica con la

actividad préctica.

Otro ejemplo en el que las estudiantes identificaron el movimiento —en dialéctica con el
cambio— fue en la tercera Actividad Orientadora de Ensefianza, “;Coémo ha sido el Desarrollo
de tu Estatura?”. En ella el movimiento estuvo presente en uno de los aspectos del desarrollo
fisico de las estudiantes y en su actividad mental durante la realizacion de la actividad. Cada una
de las estudiantes, desde su propio discurso, desde su conciencia, identifico el cambio en las
curvas resultantes del desarrollo de sus estaturas. El hecho de analizar como se habia
desarrollado sus estaturas, les posibilité dar un sentido personal a un significado construido

socialmente: una representacion gréfica de un fenémeno en un determinado contexto.

De esta manera, en el desarrollo de la actividad de aprendizaje de las estudiantes —
materializado en las Actividades Orientadoras de Ensefianza— las estudiantes, especialmente
Eliza y Ana, hallaron vinculos entre conceptos relacionados con el concepto de limite tales como,

movimiento, variable, funcion, infinitésimo y vecindad. La deduccion de estos vinculos surgio en
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el proceso de objetivacion de las estudiantes, lo cual denot6 cierto nivel de desarrollo de su
pensamiento teorico.

En la Actividad Orientadora de Ensefianza denominada “Limite de una Funcion en un
punto”, por ejemplo, las estudiantes emplearon el infinitésimo como instrumento para analizar el
fendmeno en movimiento —el cambio de temperatura— relacionado con la vecindad del punto.

Esta operacion mental se hizo evidente en expresiones como:

Vea, como dice tiende, entonces, utilizamos el infinitésimo para aproximarnos a 20.
Valores aproximados, por ejemplo, 19,9999 o 20, 0001(Eliza, “Limite de una Funcion en
un punto”, septiembre 26 de 2017).

Ah, si. Yo no lo habia leido bien. Esto hay que subrayarlo: TIENDEEEE...(Dana,
“Limite de una Funcién en un punto”, septiembre 26 de 2017)

Esto cambia todo, tooodo, todo: tiende (Eliza, “Limite de una Funcion en un punto”,

septiembre 26 de 2017).

Otro ejemplo es el referente a la Actividad Orientadora de Ensefianza “Limite de una
Funcion”, donde las tres estudiantes presentaron coherencia entre la representacion grafica y
alfanumérica que emplearon para solucionar la situacion-problema. Eliza y Dana realizaron
aproximaciones al punto de interés, ante la imposibilidad de hallar el valor exacto de la funcién
en dicho punto. Ana, ademas, enuncio hallar “los limites” como solucion. En esta Actividad
Orientadora de Ensefianza, las tres estudiantes hicieron conexiones entre infinitésimo, limite y
movimiento; se estaban aproximando al objeto de estudio al concatenar aspectos fundamentales
de éste. En la misma Actividad, Ana, a diferencia de Eliza y Dana, explicito el nexo entre funcion

y limite de la funcion. Ella hallo la expresion analitica de la funcion —ademas del anélisis en la
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grafica dada— para hallar posteriormente su limite de acuerdo con la aproximacion que estaba

haciendo a dicho constructo matematico.

En la Gltima Actividad, “Limite de una Funcion en un Punto”, en la situacion N°35, tanto
Eliza como Dana evidenciaron dificultad en sus operaciones matematicas para hallar la solucion
a la situacion-problema planteada. Dificultad ocasionada, principalmente, por la falta de
apropiacion del establecimiento de relaciones de orden en la recta numérica. Contrariamente,

Ana resolvio la situacion denotando apropiacion del concepto en mencion.

A partir de lo expresado en los parrafos anteriores de este apartado y de mi interaccion
con las estudiantes durante sus procesos de objetivacion, puedo decir en cuanto al proceso de
desarrollo del pensamiento tedrico de Dana, que fue evidente una aproximacion al objeto,
inicialmente de una manera descriptiva y posteriormente, en el transcurso de la realizacién de las
Actividades Orientadoras de Ensefianza, méas profunda. Asi, Dana identifico los elementos
constitutivos del objeto y establecio relaciones entre ellos; dedujo nexos entre aspectos del limite
de una funcién. Sin embargo, algunas de sus operaciones en la Gltima Actividad Orientadora de
Ensefianza, la cual tuvo un carécter de sintesis, no me permiten afirmar que Dana se haya
apropiado de este concepto matematico. Es decir, que Dana haya dotado de sentido el significado
de limite de una funcién y lo haya empleado como medio de sus elaboraciones teoricas. Por
ejemplo, el hecho que Dana haya definido el limite de una funcién en un punto como “hallar el
valor mdximo de la funcion tanto grdfica como algebraicamente...” (Dana, “Limite de una
Funcion en un Punto, octubre 5 de 2017) da cuenta de que en su proceso de objetivacion se

aproximo a aspectos del objeto, mas, no visualizo su esencia. Al parecer, la aproximacion que
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realiz6 aln era fragmentada y, por lo tanto, en su aproximacion al objeto, no logré trascender las

abstracciones del objeto hacia un concreto.

Aunque Eliza presentd dificultades en la solucion de algunas situaciones-problema,
contenidas en determinadas Actividades Orientadoras de Ensefianza, en general ella evidencio
un proceso de toma de conciencia progresiva de la esencia del objeto cultural al que se aproximo.
Las dificultades que aqui refiero obedecieron, principalmente, a la falta de apropiacion de
conceptos matematicos que eran requisitos para la operatividad del limite de una funcion.
Dificultades, principalmente, en operaciones algebraicas y en las propiedades de orden en el
sistema de los nimeros reales. Estas se convirtieron, a su vez, en una forma de impedimento para

aplicar correctamente el concepto de limite en situaciones que exigian su empleo.

Sin embargo, durante todo su proceso de objetivacion, a lo largo de la realizacion de las
Actividades Orientadoras de Ensefianza, Eliza denot6 algunas caracteristicas del pensamiento
tedrico como la deduccion de conexiones al interior del objeto (fendmeno/esencia,
particular/general) y el uso consciente del limite como un método. El calculo del valor resultante
de la interdependencia del conjunto de las posibilidades del comportamiento de la funcién en la
vecindad del punto de interés, Eliza lo hall6 mediante aproximaciones sucesivas, aunque, con la

limitante expuesta en el parrafo anterior.

En la definicion de limite de una funcion que Ana expreso en la dltima Actividad
Orientadora de Ensefianza (que, como ya lo enuncié, tuvo un caracter de sintesis), pareciera que
ella atin lo concibiera como un método solamente, “El limite de una funcién en un punto es la
aproximacion (infinitésimo) desde el eje X a un valor del eje Y. Para que éste exista se deben

hacer aproximaciones tanto por derecha como por izquierda del punto” (Ana, “Limite de una
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Funcion en un Punto”, octubre 5 de 2017). Mas, en la relacién que Ana establecio entre éste y el
concepto de infinitésimo, ella enfatiz6 en el limite de una funcién como el resultado de las
aproximaciones sucesivas al punto de interés. He de aclarar que, en la Actividad Orientadora de
Ensefianza en mencion, Ana expreso su concepcion de limite de una funcion a través del uso de
la palabra escrita, mas esa misma concepcion la evidencio progresivamente en su proceso de
objetivacion a lo largo del desarrollo de todas las Actividades Orientadoras de Ensefianza

desarrolladas y a través de diferentes medios semioticos.

En otras palabras, Ana interiorizd la esencia del objeto limite y la transformé en un
concepto que, a su vez, emple6 como medio para la solucion de situaciones que contienen dicho
concepto; Ana se apropid del concepto. De esta manera, ella dio cuenta de una aproximacion a
un pensamiento teorico, lo cual se evidencid, ademés de lo concluido en el parrafo anterior, en
las Actividades Orientadoras de Ensefianza detalladas en la segunda categoria de anélisis de esta
tesis.

Desde el materialismo historico-dialéctico, el desarrollo del pensamiento en general —y
del pensamiento tedrico en particular— no puede abordarse en términos absolutistas; admite
gradaciones. Gradaciones (no lineales) que obedecen al mismo caracter dialéctico del desarrollo
de todo fenémeno (natural o social). En ese sentido, es posible afirmar que cada una de las
estudiantes alcanz6 un nivel tedrico en el proceso de desarrollo de su pensamiento. Un nivel
—inacabado— determinado por las condiciones individuales de cada estudiante (en una dialéctica
yo/ otro) y, por lo tanto, por sus formas particulares de aproximarse al objeto cultural. De esa
manera, en sus procesos de toma de conciencia progresiva del objeto cultural, Eliza, Dana 'y Ana
realizaron un movimiento de lo particular (cada aspecto del limite de una funcion contenido en

cada situacion desencadenadora de aprendizaje) a lo general (el uso del concepto de limite como
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método para resolver situaciones que lo contenian) y viceversa (especialmente Eliza y Ana). Asi
mismo, realizaron reflexiones que les posibilitaron hallar vinculos al interior del objeto
matematico. Sin embargo, no me es posible afirmar que las estudiantes, especialmente Dana,
hayan alcanzado un “nivel superior” (Rubinstein, 1974, p. 444) en el desarrollo de su
pensamiento teorico.

Asi entonces, tanto desde la concepcion ontoldgica y epistemologica como desde el
marco tedrico que asumo, considero que Anay Eliza, desde sus particularidades, desarrollaron
un nivel de pensamiento tedrico tal, que les posibilitd comprender elementos constitutivos del
objeto de estudio, a través del desarrollo de la actividad de aprendizaje en que se sumergieron
por medio de la realizacion de las Actividades Orientadoras de Ensefianza. Un nivel que,
probablemente, les posibilite aproximarse conscientemente al lenguaje formal del limite de una

funcion, posteriormente, en un contexto que lo demande.

Aunque Dana evidencid reflexiones tedricas durante varias Actividades Orientadoras de

Ensefianza, pienso que en su pensamiento predominaron caracteristicas de un nivel empirico.

El presente estudio me posibilitd identificar, ademas, la existencia de un eje fundamental
en el tejido de la educacion en cuanto al desarrollo del pensamiento tedrico de los estudiantes en
su proceso de aprendizaje: la actividad. Y, en este caso, especificamente, la Actividad
Orientadora de Ensefianza. Este tipo de actividad —enmarcada en la Teoria de la Actividad—
contiene el trabajo colectivo como uno de sus pilares, promoviendo asi el reconocimiento de la
voz del otro (maestro, estudiante, objeto,...) en el proceso de aproximacion (aproximacion
paulatina) de las estudiantes al objeto preexistente en la cultura (el limite de una funcién en este

caso), constituido social e historicamente. Este tipo de aproximacion, por ser de caracter



212
Desarvrollo del pensamiento teorico de estudiantes de grado undécimo en un proceso de
objetivacion del concepto de limite de una funcion

dinamico, puede facilitar la visualizacion de la esencia del objeto en la conciencia del sujeto

estudiante, esto es, la visualizacion del concepto.

Considero que la razon principal por la que las estudiantes no hubieran alcanzado un
mayor nivel de desarrollo de su pensamiento teorico fue la limitacion de tiempo; propia del
contexto escolar donde desarrollé la investigacion. Esto es, un contexto que posee una dindmica
constituida no solo por las intersubjetividades de los integrantes de la comunidad educativa
(padres y madres de familia, estudiantes, maestros y directivas), sino, ademas por un sinnimero
de disposiciones provenientes de entidades oficiales —locales y nacionales— que modifican la
cotidianidad de la escuela y especificamente la existente al interior del aula. En el caso de la
investigacion, estas disposiciones disminuyeron el tiempo del desarrollo de las Actividades

Orientadoras de la Ensefianza durante el trabajo de campo.

Desde mis presupuestos ontoldgicos, gnoseoldgicos y epistemoldgicos, identifiqué la
importancia de transformar nuestras practicas de ensefianza de las matematicas (la de otros
maestros y también la mia) en otras que generen, a su vez, una transformacion del pensamiento
de nuestros estudiantes. Practicas, como parte de la organizacion de nuestra actividad de
ensefianza, que viabilicen el desarrollo de un pensamiento que trascienda de la generalizacion
empirica—producto de establecimiento de relaciones mediante la sola percepcion— hasta el
desarrollo de un pensamiento que posibilite un analisis dialéctico del objeto o fendmeno a ser

aprendido; esto es, hacia el desarrollo de un pensamiento teorico.

Bajo mis presupuestos, considero que los maestros de instituciones escolares podemos
(re)significar nuestra practica pedagdgica para que el estudiante se acerque a los objetos

matematicos desde otra lente. Una aproximacion que le posibilite, a ese estudiante, encontrar en
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los objetos matematicos —en ese legado histdrico y cultural— un algo que lo movilice y que, a
su vez, lo constituya como un sujeto participe de la (re)significacion del saber matematico

escolar, en constante intersubjetividad con sus compaferos de aprendizaje.

En otras palabras, pienso que el maestro debe generar en los estudiantes, en la medida de
lo posible, las condiciones materiales para el desarrollo de su pensamiento tedrico. Esto es, un
pensamiento por medio del cual el concepto —tedrico— se transforme en un método general de
reflexionar y de actuar en otros contextos y momentos diferentes a los escolares; un modo

general de apropiarse del saber cultural; de comprender la realidad objetiva.

Finalmente, considero que esta investigacion aporta elementos didacticos que posibilitan
la (re)significacion de procesos tanto de ensefianza como de aprendizaje del célculo escolar de
nivel medio, en tanto que muestra que es factible una ensefianza desarrollante, aun de objetos

matematicos que exigen de un alto nivel de abstraccidn tedrica para su aprendizaje.
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