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Resumo: Tendo por base um estudo mais amplo, pretende-se discutir nesta comunicacéo
a forma como se da o processo de génese instrumental e que tipo de conexdes estabelecem
os alunos quando se introduz o Céalculo Algébrico Simbdlico (CAS) na disciplina de
Matematica A, no 12.° ano, recorrendo a utilizagdo de calculadoras graficas com CAS.
Em termos de suporte tedrico € analisada a forma como este tipo de recurso pode
potenciar a aprendizagem da algebra e do célculo, a luz de duas teorias que se focam nos
processos cognitivos, nomeadamente a teoria da Reificacdo e a teoria APOS (Actions,
Process, Objects, Schemes). Fazendo uso de uma metodologia de cariz qualitativo e
interpretativo, verificou-se que a utilizacdo do CAS permitiu o estabelecimento de
conexdes entre os diferentes tipos de representacGes utilizadas pelos alunos e nesse
sentido possibilitou a aquisi¢do de um maior conhecimento matematico, fazendo com que
calculos aparentemente complexos fossem percecionados pelos alunos como algo
relativamente mais simples.
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1. INTRODUCAO

Nos ultimos anos tem-se assistido a uma larga expansao de dispositivos eletrénicos sendo
de destacar, além dos computadores pessoais, 0s tablets e os smartphones. Para cada um
destes dispositivos tém sido feitas varias tentativas no sentido de os aplicar a educacéo
em geral, e a Matematica em particular, criando-se ambientes de aprendizagem propicios
que possibilitem a utilizacdo destes suportes digitais na aula. Neste contexto foram
desenvolvidas aplicacdes com o objetivo de incutir nos alunos o gosto pela Matematica e
desta forma, através de um incremento da aprendizagem e, em consequéncia do raciocinio
suscitado, possibilitar a resolucdo de problemas (Kissane, McConney, & Ho, 2015).

Para desenvolver conceitos de Estatistica surgiu, por exemplo, o Tinkerplots, e varias
folhas de calculo resgatadas as empresas como, por exemplo, o Excel da Microsoft. Para
o trabalho com a Geometria surgiram programas de geometria dinamica, como o Cabri
Géomeétre, o The Geometer’s Sketchpad, o Cinderella, ou ainda 0 GeoGebra, sendo que
este Ultimo programa possibilitou o estabelecimento de conexdes entre a Geometria, a
Estatistica, e as Funcdes e, mais recentemente, sofreu um incremento com a introducgao
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da realidade aumentada. Além destas aplicagdes, e com a répida evolugdo verificada ao
nivel da utilizacdo da internet, comecaram a surgir maltiplos sites com diversas aplicagcdes
educacionais, quer de espetro mais largo, como por exemplo o Moodle, quer com
pequenas aplicagdes que se podem utilizar na educacdo em geral como, por exemplo, o
Kahoot!, ou na Matematica, o Photomath.

No meio de toda a tecnologia que foi sendo desenvolvida desde os finais do século XX,
surgiram, na segunda metade da década de oitenta, nos paises mais desenvolvidos, as
calculadoras graficas com capacidades numéricas, graficas e estatisticas. Acompanhando
0 desenvolvimento do software e do hardware nos computadores, nomeadamente a
introducdo de sistemas algébricos, através de programas como o Maple ou o
Mathematica, foram igualmente desenvolvidas aplicacdes para as calculadoras graficas
que permitiam a utilizacdo do calculo algébrico simbélico (CAS) por alunos (Kissane et
al., 2015). E, se é verdade que tal utilizacdo ndo é de todo relevante nas aulas portuguesas,
tal aplicacdo é obrigatdria em testes e exames finais na Dinamarca e na Noruega, por
exemplo, sendo o seu uso permitido na Austria e no estado de Vitoria na Australia e, na
generalidade das provincias Germanicas (Heugl, 2017), bem como noutros paises ditos
desenvolvidos (Carvalho e Silva, Canavarro, Albuquerque, Mestre, Martins, Almiro,
Santos, Gabriel, Seabra, & Correia, 2019).

A generalidade dos problemas de Matematica envolvendo &lgebra e/ou calculo que se
colocam aos alunos no ensino secundario, nomeadamente factorizacdo de polindOmios,
resolucédo de equaces, ou calculo diferencial, além de, na sua grande maioria, poderem
ser resolvidos com técnicas usuais de manipulacao algebrica, por vezes morosas e algo
fastidiosas, podem igualmente ser resolvidos usando tecnologias com CAS, apresentando
melhores resultados na compreensao conceptual (Handal, Cavanagh, Wood, & Petocz,
2011; Kramarski & Hirsch, 2003; Palmiter, 1991; Rakes, Valentine, McGatha, & Ronau,
2010).

Com a introducao do CAS nas aulas de Matematica pretende-se, tal como referem Heid,
Thomas e Zbiek (2013), ajudar os alunos a desenvolver um pensamento matemdatico
versatil que envolve pelo menos trés tipos de competéncias:

e a possibilidade de troca entre sistemas representativos, nomeadamente entre a
percecao de uma entidade matematica particular enquanto processo, € a percecao
da entidade como um objeto;

e aexploragdo de esquemas de visualizagdo, ligando-os a esquemas logico/analiticos;

e a transposi¢ao entre representagdes, obtendo interagdes conceptuais € processuais
com representagoes.

Ainda segundo Heid, Thomas e Zbiek (2013), o uso do CAS na investiga¢do, quer na
teoria, quer na pratica, deve centrar-se nas interacdes entre conceitos € competéncias, na
abordagem de conceitos em que se possa utilizar o CAS, e no pensamento e raciocinio
requerido por este artefacto, sendo que o papel a desempenhar por esta ferramenta deve
assumir e integrar as fungdes atribuidas a algebra, como sejam: de generalizagdo; de
estudo da sua funcdo; ajuda na resolugcdo de problemas; o estudo de estruturas; e, uma
ferramenta de modelacao.

Tendo por base o programa de Matematica A do 12.° ano, nomeadamente os dominios
sobre fungdes reais de variavel real e trigonometria/funcGes trigonométricas, colocaram-
se alunos deste ano de escolaridade a resolver varios tipos de tarefas matematicas em aula,
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utilizando diferentes processos, nomeadamente analiticos, graficos e simbdlicos, estes
altimos recorrendo ao CAS, inserido nas calculadoras gréaficas TI-nspire™ CX CAS.

2. REFERENCIAL TEORICO
2.1. GENESE INSTRUMENTAL E PROCESSOS COGNITIVOS

Atendendo a que se pretendeu estudar os processos que conduzem a uma apropriacéo da
calculadora gréafica e do CAS, a teoria da atividade (TA), criada por Vygotsky, Leontiev
e Luria, é uma das ferramentas de anlise a considerar. Esta teoria constituiu-se como um
esforco para a criacdo de uma psicologia que envolve aspetos sociais, historicos e
culturais, assumindo o sistema com uma atividade coletiva, orientado por objetos e
mediado por artefactos (Engestrom, 2001).

A complexidade das relagdes existentes entre o uso do artefacto e a realizagdo da tarefa
permite formar aquilo a que usualmente se da o nome de potencial semidtico do artefacto
em relagdo a tarefa. A andlise do potencial semidtico de um determinado artefacto
tecnologico, segundo Bussi e Mariotti (2008), envolve duas observagdes: entre o artefacto
€ 0s signos pessoais que emergem do seu uso; e entre o artefacto e os signos matematicos
evocados pelo seu uso e reconheciveis como sendo matematica por um especialista.

A abordagem instrumental estuda as especificidades existentes no artefacto e no
instrumento, bem como os processos que envolvem a transformagdo do artefacto em
instrumento, designada por génese instrumental (Rabardel, 1995). Esta ocorre quando o
utilizador se apropria do artefacto, desenvolvendo esquemas mentais que envolvem
capacidades de utilizagdo eficazes e mobiliza conhecimentos de forma a tornar 1til o
artefacto.

A génese instrumental, para Rabardel (1995), ¢ um processo descrito como tendo dois
sentidos: um movimento de instrumentalizacao orientado para o artefacto (o artefacto ¢
adaptado pelo sujeito aos seus habitos e métodos de trabalho) e um movimento de
instrumentagdo centrado no sujeito (o artefacto contribui para estruturar a atividade do
utilizador).

Para Domingos (2003), interpretar um conceito implica encarar essa entidade com um
determinado potencial, que se manifesta através de uma sequéncia de acoes.

Neste contexto sdo analisadas duas teorias que se debrucam sobre a construcdo de
conceitos matematicos, a teoria da Reificacdo, desenvolvida por Anna Sfard, segundo a
qual os conceitos matematicos podem ser concebidos de duas formas: estruturalmente,
como objetos, e operacionalmente, como processos (Sfard, 1991; Sfard & Linchevski,
1994), defendendo que as duas abordagens sdo complementares, uma vez que se referem
a visdes diferentes da mesma situacdo pelo que sdo necessarias e dependentes uma da
outra.

Segundo Sfard (1991), e embora a aprendizagem nao se processe de igual forma em todos
os individuos, € possivel identificar nos diferentes processos de aprendizagem trés
estadios ou fases de estruturacdo, que apelida de interiorizacdo, condensacdo e
reificacdo, definidos em seguida:

e a primeira fase, de interioriza¢éo, ocorre quando o sujeito se familiariza com os
processos que, eventualmente, irdo dar origem a um novo conceito (por exemplo,
no estudo de fungdes, ocorre na manipulacdo de expressdes algébricas, quando o

219



EIEM 2019

aluno adquire a nogdo do conceito de variavel, quer independente, quer dependente,
ao substituir a varidvel independente na expressdo analitica da fungdo por um ou
mais valores);

a segunda fase, de condensacdo, corresponde ao momento em que o individuo
compreende as sequéncias dos processos, desenvolvendo a capacidade de pensar
sobre um dado processo como um todo (por exemplo, no estudo de funcdes,
corresponde a etapa em que o aluno apresenta facilidade em alternar entre diferentes
representacdes), para Sfard este constitui 0 momento crucial na construgéo do
conceito;

a terceira e Gltima fase, de reificacdo, verifica-se quando o aluno consegue “ver”
uma nova entidade matematica como um objeto completo e autbnomo, sob a forma
de um todo integrado, ja afastado dos processos que Ihe deram origem.

Assim que o conceito se encontra reificado, este pode servir de base a formagéo de novos
conceitos de nivel superior. O aluno, ao tomar consciéncia da existéncia de um novo
objeto matematico, pode iniciar um novo ciclo de aprendizagem, reiniciando outro
processo, atraves da fase de interiorizagdo, que culminara, em principio, com a reificagéo
desta nova entidade (Sfard, 1991). O esquema da Figura 1 pretende ilustrar a forma como
0S Novos conceitos se formam.

LOACEITE B

I B el 1L e

Conceite A
ANLEE 1O L

| T ‘i T T
= Splere &

.'.

Lyl o

{ib |8 T oS b L R
Concretes AR TR Tai

Figura 1. Modelo de formagao de conceitos, segundo a teoria da Reificacao.
Fonte: Sfard, 1991, p. 22.

A segunda teoria é a teoria APOS (Actions, Process, Objects, Schemes), desenvolvida
inicialmente por Ed Dubinsky, que consiste huma teoria construtivista de aprendizagem
cujo objetivo é compreender 0s mecanismos de uma abstracao reflexiva, introduzidos por
Piaget, para descrever o desenvolvimento do pensamento l6gico de conceitos tais como
aritmética, proporcdo e medida, estendendo Dubinsky esta ideia a conceitos matematicos
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avancados (Dubinsky, 1991; Arnon, Cottrill, Dubinsky, Oktac, Roa, Trigueros, & Weller,
2014).

A teoria APOS refere que se podem considerar cinco tipos diferentes de construgdo do
pensamento matematico avancado, descritos igualmente por Piaget no desenvolvimento
do raciocinio légico de uma crianca:

e interiorizacdo, que corresponde a traducdo de uma sucessao de a¢cdes materiais num
sistema de operacdes interiorizada (por exemplo, a comutatividade da adicdo);

e coordenacdo, aparecendo em situacfes que envolvem a composicdo ou
coordenacdo de dois ou mais processos para construir um novo;

e capsular (encapsulation ), conversdo de um processo (dindmico) num objeto
(estatico) (por exemplo, multiplicacdo, proporcdo e varia¢do da variacdo);

e generalizagdo, obtém-se quando um individuo consegue aplicar um esquema pré-
existente a uma vasta colecdo de fenémenos;

e reversibilidade, quando o sujeito consegue pensar num esquema ao contrario, isto
€, consegue construir um esquema que consiste em inverter o processo original.

Em resumo, a teoria APOS pode e deve ser utilizada como forma de dar resposta a
aprendizagem de conceitos matematicos avancados, apoiada na implementacdo de
metodologias didaticas adequadas para que o0 ensino dessas nogdes se concretize.

2.2. CALCULO ALGEBRICO SIMBOLICO (CAS)

O CAS é entendido atualmente como a utilizacéo de processos relacionados com sistemas
de software que permitem efetuar manipulacdo simbolica, podendo estar eventualmente
associado a representacdes graficas, numéricas e/ou tabelares, assim como a exploragédo
de ligacdes a folhas de célculo e a programas de geometria dindmica.

A forca do CAS esta na forma como permite que os alunos pensem e raciocinem sobre as
diversas conexdes da matematica e na forma como formulam a sua argumentacéo, sendo
que tal tem por suporte os objetos e as ferramentas utilizadas.

Existem muitos fatores intrinsecos que influenciam a decisdo do professor no sentido de
usar ou ndo a tecnologia, nomeadamente: as orientagdes dos programas oficiais; a génese
instrumental dos artefactos; a percecdo da natureza do conhecimento matematico e a
forma como deve ser ensinado; o conteddo do conhecimento matematico; e o seu
conhecimento matematico para ensinar (Heid et al., 2013).

A utilizacdo do CAS no ensino requer, por parte dos professores, a aquisi¢do de algumas
competéncias, sendo que a forma de utilizar o CAS na aula pode revestir-se de muitas
carateristicas, quer por uma larga maioria ndo concordar com 0 Seu uso nos testes e
exames, quer por alguns matematicos considerarem que a sua utilizacdo pode prejudicar
os alunos no entendimento que fazem da Matematica.

No entanto, tal como destaca Lagrange (2005), as diversas possibilidades de utilizacdo
do CAS, tendo por base as técnicas pré-existentes, permitem a criacdo de novas técnicas
gue os alunos poderdo desenvolver, criando assim uma ponte entre tarefas e teoria, sendo
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este certamente um aspeto que conduz a uma reflexdo maior sobre as competéncias
desenvolvidas versus conhecimento gerado.

Atendendo a Lokar e Lokar (2000), ao realizar tarefas para a aula, bem como questdes
para testes escritos, ¢ possivel distinguir cinco tipos de categorias principais de perguntas
e respetivo grau de envolvimento com o CAS, sendo que, na pratica, pode acontecer que
uma mesma questio se encaixe em mais do que uma categoria, atendendo ao processo
que se utiliza na sua resolugdo. Assim, tem-se:

T0: Exercicios em que a utilizagdo do CAS é minima ou inexistente — neste tipo de
perguntas, o simples facto de se utilizar escrita simbdlica conduz a um maior gasto
de tempo do que aquele que seria necessario se a resolugado fosse efetuada usando
somente manipulagdo algébrica.

T1: Exercicios tradicionais — s3o exercicios que se conseguem resolver, quer
recorrendo a técnicas de manipulagdo algébrica, quer usando manipulagao
simbolica com a calculadora, mas que, no entanto, podem ser resolvidos de forma
muito rapida recorrendo ao CAS.

T2: Exercicios que servem para testar a capacidade de utilizagdo do CAS.

T3: Exercicios que resultam de um enunciado tradicional — sdo exercicios que t€ém na
base um problema simples e que, através, por exemplo, da introducdao de
parametros, podem ser facilmente resolvidos recorrendo ao CAS.

T4: Exercicios que tém uma resolucdo dificil ou mesmo impossivel utilizando
exclusivamente técnicas de manipula¢do algébrica — neste tipo de questdes o uso
de técnicas de manipulacao algébrica ¢ complexa ou mesmo invidvel, sendo que
o recurso ao CAS pode constituir-se como uma opg¢ao possivel.

Em sintese, o CAS deve ser visto como um complemento a técnicas de manipulagdo
algébrica utilizadas na algebra e no célculo, permitindo essencialmente um menor gasto
de tempo para o aluno e possibilitando que este desenvolva processos de raciocinio
criativos que o conduzam a resolugdo de problemas matematicos. A escolha das tarefas a
desenvolver deve ser feita com critério, ndo se cingindo a exercicios ditos tradicionais
cujo CAS pouco ou nada acrescenta. O aluno deve ser submetido a tarefas que testem a
verdadeira dimensao do CAS e sendo assim € necessario atender a génese instrumental
suscitada pela utilizagdo da calculadora grafica com CAS.

3. METODOLOGIA, CONTEXTO E INTERVENIENTES

Neste estudo seguiu-se uma abordagem qualitativa e interpretativa (Bogdan & Biklen,
1994), com a pretensdo de estudar os tipos de conexdes estabelecidas pelos alunos com a
introducdo do CAS em aula.

No estudo mais amplo, no qual esta comunicacdo se insere, recorreu-se a uma
metodologia designada por Investigacdo Baseada em Design (IBD)?*. A introducdo deste
tipo de metodologia permitiu um maior conhecimento sobre os processos de
aprendizagem, no sentido em que foram efetuadas analises simultaneas das tarefas e dos
problemas colocados aos sujeitos do estudo (Cobb, Confrey, diSessa, Lehrer, & Schauble,

24 Design Based Research, Design Research ou Design Experiments. A designacdo de Investigacdo
Baseada em Design (IBD) foi introduzida por Ponte, Carvalho, Mata-Pereira e Quaresma (2016).
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2003). Nesta comunicagdo pretendeu-se efetuar uma andlise mais interpretativa das
contribui¢des dos alunos.

O trabalho de campo deste estudo foi efetuado nos 1.° e 2.° periodos do ano letivo de
2018/19, em trés turmas do curso de Ciéncias e Tecnologias, que apelidaremos de turmas
A, B e C, de uma escola secundaria da zona de Lisboa, do 12.° ano, num total de 18
sessoes, seis por turma, tendo-se solicitado aos alunos dessas turmas que formassem, a
sua escolha, grupos de 4 ou 5 elementos com o objetivo de trabalharem diversas tarefas
sobre calculo diferencial com funcgdes reais de variavel real e com trigonometria/funcées
trigonométricas, recorrendo a técnicas de manipulacdo algébrica e a utilizacdo de
calculadoras graficas com CAS, utilizando para tal processos numeéricos, graficos e/ou
simbolicos.

O estudo incidiu em 83 alunos, 43 do género masculino e 40 do género feminino, que se
encontravam a frequentar a disciplina de Matematica A, no final do 1.° periodo de
2018/19, nas trés turmas. A média de idades, no principio do ano letivo, era de 17 anos.

Em todas as 18 sessdes de introducdo do CAS houve lugar a recolha de documentos
escritos produzidos pelos alunos, bem como a coleta dos ecrds produzidos nas
calculadoras graficas com CAS, quer guardando os ficheiros de trabalho, quer copiando
alguns ecras das calculadoras enquanto os alunos se encontravam a trabalhar nas suas
mesas, através da utilizacdo da aplicacdo TI-Navigator™. Os discursos apresentados
nesta comunicacdo foram registados no local, em papel, e pontualmente dudio-gravados.

Esta comunicacdo tem por base parte do trabalho efetuado nas 1.2 e 6.2 sessdes de trabalho,
em cada uma das trés turmas.

4. ANALISE DE DADOS
4.1. PRIMEIROS PASSOS NA IMPLEMENTACAO DO CAS

Na aplicacdo das tarefas propostas na sessdo inicial, quando os alunos optavam por uma
resolugdo com recurso a calculadora com CAS, surgiram alguns simbolos ou instrucées
que os alunos nao estavam normalmente habituados a utilizar, como o simbolo “|”, ou o
comando solve( ). Para cada um desses elementos e no momento em que foram objeto de
utilizacdo, foi dada uma sugestdo de abordagem no préprio texto da atividade, como se
pode verificar na Figura 2, e eventualmente foram dadas mais algumas indica¢des junto
dos grupos de trabalho.

Considerando x = 1,2 e y = —2, calcula o valor das expressoes seguintes e
comprova o valor obtido utilizando processos simbolicos:

a)4-x—3-y b) 7 - x? +y - m (valor exato e com 2 c.d.)
Na calculadora: a) 4-x—3-y|x=12andy = -2

Figura 2. Tarefa proposta na sessdo inicial de implementacdo do CAS _|.
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Apresenta-se em seguida o dialogo efetuado entre dois alunos do grupo 1A%, alunos
alunoA_1 e alunoA_2, a proposito da alinea a) apresentada na figura 2:

AlunoA_12:

Onde se encontra a instrugdo com o traco vertical?
AlunoA _2: Olha aqui. Esté a azul, em cima da tecla do igual.
AlunoA_1: Pois esta. Temos que carregar primeiro na tecla ctrl. E isso, nio é?
AlunoA_2: Tental!! [pausa] Insere o resto da instrucao.
AlunoA_1: E o and? Onde esta?

AlunoA_2: Tenta escrever... [pausa] Resultou, deu 10,8!!! (A_1?')

Como se verifica pela aplicacdo da tarefa apresentada na Figura 2, os alunos referidos no
didlogo encontram-se numa fase de testar a calculadora com CAS de modo a conseguirem
dominar o processo de genese instrumental. De referir igualmente que 0s menus
apresentados nesta calculadora ndo sdo muito diferentes dos utilizados no modelo
semelhante sem CAS que a generalidade dos alunos incluidos na experiéncia possuia. A
grande dificuldade enfrentada pelos alunos nesta fase prendeu-se com o facto de, na sua
maioria, estes estarem habituados a utilizar a calculadora para efetuar representacées
numéricas, bem mais simples, ou representacdes graficas.

Outra das tarefas proposta aos alunos na fase inicial encontra-se na Figura 3, na qual se
pretendia que os alunos obtivessem o conjunto-solucéo de equacdes e inequacdes, usando
processos analiticos e simbolicos, neste Ultimo caso recorrendo a instrugdo solve().

Determina o conjunto solucdo das condicdes seguintes, em ordem a variavel
indicada, usando papel e lapis, e posteriormente, com a calculadora, confirma o
resultado obtido:

a)~+—=2 (x) b) t >

®)

4
t

Na calculadora: a) solve( % + % = 2,x)

Figura 3. Tarefa proposta na sesséao inicial de implementacdo do CAS _II.

Relativamente a questdo apresentada na Figura 3, alinea a), resolvida pelo grupo 3A,
apresenta-se o didlogo efetuado entre o alunoA 3 e a alunaA_4, acompanhado de perto
pelo investigador:

AlunoA_3: Onde esté o solve?
AlunaA_4: Deixa ver. [pausa] Talvez na tecla menu.
AlunoA_3: Sera? Ndo encontro.

%5 Grupo 1 da turma A. Na expressdo “grupo nT”, n designa o grupo, de 1a 7, ¢ T a turma, A, B ou C.

%6 Quando é feita uma referéncia a um determinado aluno neste texto esta tem uma determinada sequéncia
que respeita a ordem com que esse aluno é referido no texto. Assim, tal referéncia vira na forma
AlunoT _n,comT € {A,B,C},n € {1, ...,30}.

2" Aula 1 de implementagdo do CAS na turma A. Na expressdo ”T n”, T designa a turma € n a aula.
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AlunaA _4: Talvez esteja no Célculo... [pausa] Nio.
AlunoA _3:  Tenta em Algebra.

Investigador: solve é a instrucdo equivalente a Resolver.
AlunaA_4: Coloco Resolver?

Investigador: Tenta...

AlunoA_3: Deixa ver. [0 aluno coloca a instrugdo Resolver] Aparece solve no
visor.

AlunaA_4: Serd que é assim? [mostra ao professor a instrucdo sem o X e
carrega em enter]

AlunoA_3: N&o resultou. [mostra um ar admirado]
Investigador: Falta a indicacdo da variavel x, no final.
AlunoA_3: Pois €. [coloca a variavel]

AlunaA_4: As solugdes séo -1 e 1. E estd aqui um triangulo a amarelo, no inicio
da linha. [aponta para a calculadora]

AlunoA_3: O que quer isto dizer? [dirigindo a pergunta ao professor] (A_1)

Como se verifica pelo didlogo apresentado, existe aqui um processo de
instrumentalizacao orientado para o artefacto, sendo que a calculadora em geral e, 0 CAS
em particular, contribuiram para a estruturagao da atividade dos utilizadores.

Na sequéncia desta pergunta, efetuada pelo aluno A_3, o investigador, dirigindo-se a toda
a turma e apontando para o visor da calculadora dos alunos citados, que se encontrava
projetado no quadro, por via da aplicagdo T1-Navigator™, afirmou que tal facto se fica a
dever ao dominio da expressao nédo ser R.

Investigador: Reparem que o dominio da expresséo & R\{—2, 0} e cada uma das
solucdes, -1 e 1, verificam o dominio.

AlunoA_5: E se o dominio fosse R\{—1, 0}?
Investigador: O que acham que aconteceria?
AlunoA_6: Seria somente o0 17!
Investigador: Muito bem. (A _1)

Neste ultimo didlogo entre a turma e o investigador constata-se que 0s alunos
ultrapassaram a fase capsular e conseguiram proceder, quer a uma generalizacdo, quer a
reversdo do processo, estabelecendo diversas conexdes entre 0 conjunto-solucdo e as
condicdes possiveis, o qual sé foi possivel obter por os alunos recorrerem a abstracéo.

Relativamente a alinea b) da questdo apresentada na Figura 3, verificou-se que muitos
dos alunos ndo efetuaram de forma inteiramente correta a manipulacdo algébrica da
expresséo assinalada, sendo que, acrescido ao facto de terem retirado os denominadores,
apresentaram um processo de resolucédo para a inequacéo resultante (t? > 4) como se de
uma equacao quadratica se tratasse.
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A esses alunos foi sugerido pelo investigador que colocassem a expressao inicial na
calculadora e indicassem o conjunto-solugdo, devendo depois resolver a inequagéo
utilizando processos analiticos, sem retirar os denominadores e recorrendo a um quadro
de sinais. Verificou neste caso que, relativamente a resolugdo algébrica de inequagdes
racionais, 0 processo de resolucdo ainda ndo se encontrava suficientemente reificado.

De qualquer das formas o objetivo pretendido era que os alunos efetuassem conexdes
entre as diversas representacdes utilizadas na resolucdo da inequacgdo, nomeadamente a
manipulacdo algébrica e a resolucdo simbdlica, com recurso a calculadora, e tal objetivo
foi atingido no caso do grupo 2A. O resultado obtido na calculadora por este grupo
encontra-se expresso na Figura 4.

. grupe2_1..018 RADD)(

4 -28t<0 or £22
solve|fz2=—f
t

Figura 4. Resolucao simbolica da alinea b), grupo 2A (A_1).

A perfeita interiorizagdo nos alunos da génese instrumental dos artefactos, calculadora e
CAS, fez com que a manipulacdo simbolica acabasse por criar nos alunos a necessidade
de recorrer a manipulacdo algébrica para estabelecer a conexao entre os resultados
obtidos. O procedimento analitico correto, utilizado posteriormente pelos alunos desse
mesmo grupo, os quais falharam uma primeira tentativa de resolucdo, esta na Figura 5,
sendo que, como se pode constatar, onde se encontra t < 2, deveria estar t > 2.

-0 -2 O Qs

— = —-10|4
e i IR SR Sy
F- O — 7 / _ 1/ /
{24 =0 o Lmad@my - VT e trave=a G~ 7 e /é///l%
-RLECO
t <

Figura 5. Resolucdo analitica da alinea b), grupo 2A (A_1).

Ainda no decurso desta abordagem inicial e no sentido de estabelecer conexdes entre 0s
trés procedimentos possiveis de efetuar com a calculadora grafica na resolucdo de
condic¢des, nomeadamente processos analiticos, graficos e, simbolicos, foi solicitado aos
alunos que resolvessem a equacdo —x? + 4x — 3 = 2 — |x| utilizando os trés processos
citados (Figura 6).
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Considera a equacao —x% +4x —3 =2 — x| .

Determina o conjunto-solucao utilizando:

a) processos exclusivamente analiticos;

b) graficos, recorrendo a calculadora;

¢) o comando solve() na calculadora.

Nota: Na questao b), apresenta valores arredondados as centésimas.
Na calculadora: c) solve(—x%? +4-x—3 =2 —|x|, x)

Figura 6. Tarefa proposta na sesséo inicial de implementacdo do CAS_III.

Apresenta-se em seguida o dialogo tido entre aalunaB_1 e aalunaB_2, do grupo 7B, com
0 objetivo de obterem uma resolucgdo por via analitica da questdo apresentada na Figura
6.

AlunaB_1: O que temos que fazer?

AlunaB_2: Talvez isolar o modulo passando-o para o primeiro membro. O que
achas?

AlunaB_1:  Acho que sim. Ficaigual ax? — 4x + 5

AlunaB_2: Concordo. [pausa] A partir daqui basta colocar x igual a expressdo
que esta no segundo membro ou ao seu simétrico.

AlunaB_1: E depois é s6 aplicar a formula resolvente nas duas expressoes.
(B_1)

Estes comentarios tiveram como resultado a resolucdo que se encontra na Figura 7.

“nyyn- D = 2 = o
Ny i e e

a) 5“17?17-\4\14'}42 c’ “M:)}(O
(’—'Y\7+\4n- = -
2D =h 4 N3o) (-n'z_,l_h,“.,»? =R A
. 1¢0) .

\;'( -»‘1\"#'3'71 S AM3o Vv (‘Y“l

v 15010 A NCO)
e A g \/(V\Z—Sx-\gfol\“co)&'

(&) h ¥ \,(&: 5sNA5-20 ) _
_—_—’l <

5 +\s
7 Fwnfiﬂ?vnzs—\ﬁ-
& 2 C.s.fﬂ 54\1\9}

J) T,
& 2

O

Figura 7. Resolucdo da alinea a), grupo 7B (B_1).

De realcar o cuidado colocado por estas duas alunas e o seu grupo na distincao efetuada
para o sinal de x, resultando numa resolucao analitica com sucesso.
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Este grupo, 7B, efetuou igualmente uma resolugdo gréafica recorrendo a calculadora
grafica com CAS, que foi posteriormente passada para a folha de respostas pelo grupo e
que se encontra na Figura 8.

%
=
]

Figura 8. Resolucéo da alinea b), grupo 7B (B_1).

Nesta resolucéo sdo destacadas as coordenadas dos pontos de intersecdo entre a funcao
definida pela expressdo 2 — |x| e a funcdo definida por —x? + 4x — 3, ndo sendo
apresentada uma conclusdo, nomeadamente néo € referido o conjunto-solucéo. Este grupo
apresentou igualmente uma resposta a alinea ¢) que se encontra na Figura 9.

¢) Sotwve (- niy. 5, .

2

=2 -ul, 1)
M = '-(\/QS—""Sy e \‘E +45

2 PO

Figura 9. Resolucdo da alinea c), grupo 7B (B_1).

Embora nas resolucdes apresentadas pelos alunos do grupo 7B néo seja claro que estes
tenham estabelecido conexdes entre os diferentes processos de resolucdo, nomeadamente
entre a manipulacdo algébrica, a representacdo grafica das fungdes e a manipulacao
simbolica, os alunos foram questionados posteriormente e verificou-se que estas
conexdes foram efetivamente estabelecidas.

Em suma, a utilizacdo do CAS, quer a manipulacdo simbolica, quer a utilizacdo de
gréficos, permite potenciar a utilizacdo da manipulacdo algébrica e vice-versa.
Aparentemente, os alunos efetuaram com maior seguranca e fiabilidade manipulacGes
algébricas quando tinham por perto a possibilidade de utilizar o CAS.

4.2. FORMULAS TRIGONOMETRICAS E CONTINUIDADE DE FUNCOES
TRIGONOMETRICAS

A tarefa proposta na Figura 10, sobre equagBes trigonométricas e continuidade, foi
aplicada aos alunos na 6.2 e Gltima sessdo de implementacdo do CAS.

Tendo em conta que os alunos ja tinham tido previamente cinco sessfes de
implementacdo do CAS, em que as tarefas solicitadas requeriam que fosse efetuada
manipulacdo simbolica com recurso a calculadora gréfica com CAS, na tarefa apresentada
na Figura 10 pretendia-se verificar se os alunos conseguiam utilizar manipulacdo
algébrica sem recorrer previamente & manipulagdo simbdlica.
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Considera a funcao g, de dominio [—2, 2], definida por:
sin(mx) - cos(mx) se —2<x<1
glx) = 2x2—x—1
sin(1 — x)
Recorrendo a processos analiticos, resolve os dois itens seguintes:
a) Determina, em [—-2, 1], o conjunto-solucao da equacao g(x) = —%
b) Averigua se g é continuaem x =1

se 1<x<2

Figura 10. Tarefa de equacfes trigonométricas e continuidade.

Verificou-se que todos 0s grupos, nas trés turmas, seguiram as instrucfes apresentadas na
questdo, tendo usado processos exclusivamente analiticos para resolver ambas as alineas.
Nas Figuras 11 e 12 apresentam-se as resolucdes elaboradas pelo grupo 3A, alineas a) e
b), respetivamente.

Como se verifica, na resolucdo da alinea a), os alunos recorreram a férmula do seno da
duplicacdo e, na alinea b), a definicdo de funcdo continua num ponto.

Figura 11. Resolucdo analitica da alinea a), grupo 3A (A_6).
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Figura 12. Resolucdo analitica da alinea b), grupo 3A (A_6).

Verificou-se igualmente, e apesar do enunciado apresentado, que a generalidade dos
grupos ndo se limitou a cumprir o pretendido pois, como se constatou pela analise dos
ficheiros encontrados nas calculadoras, por exemplo o grupo 3A teve necessidade de
confirmar os resultados obtidos recorrendo a calculadora com CAS (Figura 13),
verificando a validade da solucédo obtida na resposta dada a alinea a) através da obtencao
de duas expressdes gerais equivalentes, uma para as solucdes da equacdo descrita no
enunciado e outra para as solugcdes de uma equacdo equivalente, por aplicacdo da formula
do seno da duplicacéo.

-1
solve(sin(:rt' x)- cos(n- x)=T.x

12-nI1-1 12-nI+7
orx
12 12

X

solve(sin(2- b n)-%,x

12-n2-1 12- n2+7
orx
12 12

A

=

Figura 13. Resolucdo simbdlica da alinea a), grupo 3A (A_6).

Apresenta-se, em seguida, o dialogo tido entre o investigador e dois alunos deste grupo,
0 alunoA_3 e aalunaA_4:

Investigador: Como sabem que as solucdes obtidas sdo equivalentes? [dirigindo
explicitamente a sua pergunta para os dois alunos alunoA 3 e

alunaA_4]

AlunaA_4: Utilizdmos k na resolucdo analitica e a calculadora utilizou n1 e
n2.

AlunoA_3: As solugdes gerais apresentadas na calculadora sdo semelhantes...
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Investigador: Sim? Como sabem?

AlunaA_4: A primeira expressdo geral apresentada na calculadora é
- 1 ~ . .
equivalente a x = n1 —— [aponta para o ecrd, para a primeira

expressdo obtida na calculadora, exposta na Figura 13], a qual é
equivalente a solugdo obtida por nds com k’s.

12.n1+74 . .
> ] é equivalente a

AlunoA_3: E a segunda expressao [referindo-se a x =
5
X = _E+ k. (A_6)

Como se verifica pelo didlogo apresentado com estes dois alunos estes conseguem
estabelecer a conexdo entre as solucBes obtidas por manipulacdo algébrica e as obtidas
recorrendo a manipulacdo simbdlica na calculadora grafica com CAS. O papel
desempenhado pelo CAS é determinante pois permitiu que os alunos refletissem sobre o
resultado obtido, nomeadamente sobre as diversas representacdes possiveis da solugdo
geral.

A semelhanca do grupo 3A, e relativamente & questio b), apresentada na Figura 10, o
grupo 7C, depois de efetuar a resolucdo analitica da alinea b), efetuou igualmente a
resolugédo simbodlica da mesma questéo, na qual, como se pode observar na Figura 14, se
encontram os calculos dos limites da funcao g, a direita e a esquerda de 1, respetivamente,
sendo que esta resolucdo pode ser classificada como sendo do tipo T1.

A resolucdo desta alinea, pelo grupo 7C, permite verificar novamente que os alunos séo
capazes de estabelecer a conexao entre as diferentes manipulagdes, algébrica e simbolica,
sendo que o CAS funciona aqui como suporte para uma perfeita interiorizacéo do conceito
de continuidade de func@es, neste caso fungdes trigonométricas.

EREEY > orupo7b 1019  rao{lIE3

lim (2-.\'2—.\'-1) 3
o1t sin(l—x)

lim (sin(:t- x)- cos(n- x)) 0

X—cl_ I

Figura 14. Resolucdo simbdlica da alinea b), grupo 7C (C_6).

O resultado obtido com a calculadora pelos alunos do grupo 7C permitiu, em particular,
que estes alunos verificassem e reforcassem que a funcdo dada ndo € continuaem x = 1,
tal como o grupo 3A tinha concluido utilizando manipulacéo algébrica.

5. CONCLUSOES

Pretendeu-se com este estudo analisar o processo de génese instrumental e que tipo de
conexdes se estabelecem quando é introduzido o Calculo Algébrico Simbolico (CAS) na
disciplina de Matematica A, no 12.° ano, recorrendo a utilizacdo de calculadoras gréaficas
com CAS.

Os resultados obtidos na analise das tarefas propostas, essencialmente do tipo TO, T1 e
T2, permitem perceber uma perfeita integracdo da calculadora grafica com CAS,
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nomeadamente um bom dominio instrumental dos dois artefactos, calculadora e CAS,
sendo que a utilizagdo da calculadora com estas carateristicas possibilitou a resolucéo das
questbes apresentadas utilizando manipulacdo simbolica e grafica, processos esses que
complementados com a utilizacdo da manipulacdo algébrica permitiram que os alunos
reificassem e consolidassem o seu conhecimento.

A utilizacdo destes artefactos conduziu a que os alunos estabelecessem conexdes entre 0s
diversos tipos de representacOes para resolver uma mesma questdo e desta forma
adquirissem um conhecimento matematico mais consistente e sélido, nomeadamente por
conseguirem atingir a fase capsular, isto é, conseguirem converter um processo num
objeto, com uma consequente aplicacdo na generalidade dos casos.

O CAS possibilitou que os alunos executassem algebra e calculo de uma forma mais
abrangente, pois tiveram que dominar alguma da simbologia inerente a estes dois campos
da matematica, quer esta fosse de cariz eminentemente algébrico, como seja, por
exemplo, o recurso as formulas trigonométricas, quer esta fosse de cariz mais analitico,
como, por exemplo, o recurso ao estudo da continuidade de funcdes trigonométricas.

A utilizacdo do CAS, com consequente interiorizacdo de todos 0s processos inerentes a
génese instrumental, fez com que calculos que aparentemente sdo complexos para a
generalidade dos alunos neste nivel de ensino fossem vistos como algo mais simples,
nomeadamente pela celeridade com que muitos desses calculos foram corretamente
efetuados, desmistificando assim o possivel “medo” de efetuar um problema ou exercicio
que envolvesse Algebra ou Analise.
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