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RESUMO

Este trabalho investiga a viabilidade de um novo método integral
denominado "Método Modificado da Func¢3o de Green Local (MMFGL)" para a
soluc8do de problemas de placas ortotrépicas laminadas de materiais
compostos. A principal caracteristica desse método é a determinacio
automatica de uma solu¢ido fundamental para o problema. Até o momento,
ndo se conhece uma soluc¢do fundamental que seja apropriada para pladas
laminadas, o que confere a este trabalho uma boa oportunidade de afir-

ma¢d3o para o novo metodo.

Inicialmente, € feita uma revis3o abstrata e ‘do formalismo ‘do
Método. Em seguida, sd3o apresentadas diversas técnicas de solucdo de

placas compostas laminadas.

O estudo preliminar do MMFGI, ao caso de placas laminadas ¢ feito
por uma Teoria de Camada Simples, baseada num modelo que representa
linearmente o campo de deslocamentos ao longo da espessura. Diversas

aplicac¢des s3o realizadas para validar o método de solucgéo.

A segunda fase consiste na utilizac¢3o de uma Teoria Refinada que
expande o campo de deslocamentos por meio de polindémios de ordem supe-
rior. A teoria empregada, sugerida por Kant e Pandya, € valida para
laminados n3o-simétricos. Outras aplicac¢Oes sido novamente realizadas,

mostrando o desempenho do MMFGL para este tipo de modelo.



ABSTRACT

This work investigates the Modified Local Green's Function Method
(MLGFM) for the solution of composite orthotropic 1laminated plate
problems. The main characteristic of this method is the automatic
determination of a fundamental solution for the problem. Up to now,
there is not an appropriate fundamental solution for laminated plate
problems and this is a good oportunity to further stablish this new
method.

Initially, the MLGFM's mathematical concepts and its formalism
are reviewed. Afterwards, some technical solutions of orthotropic

laminated plates are presented.

The MLGFM's preliminary study for the laminated plate case 1is
made by a Simple Layer Theory, based on a displacement model with
linear distribution over the thickness. Many applications are

presented to validate the method.

In the second part, a Refined Theory, which expands the
displacement field by a higher polinomial order, is used. The selected
theory was suggested by Kant and Pandya and it is proper for nonj
symmetric laminated plates. Other applications are made to show the

MLGFM's performance for this model.
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LITSTA D E s {MBOLOS

Dominio aberto e limitado

Contorno de Q

Norma de certa variavel num espa¢o topolégico H
Produto dual entre duas variaveis sob espa¢os topoloégicos
H' x H, onde H' € o dual de H

Produto interno entre duas variaveils sob um mesmo espac¢o H
Variavel na forma de matriz

Forma bilinear para o dominio

Forma bilinear para o contorno
Operador Diferencial e seu Adjunto
Operador Traco ou de Dirichlet e Adjunto deste
de Neumann e seu Adjunto

Adicional do MMFGL

Distribuic¢3o Delta de Dirac

Operador
Operador

Solucdo Fundamental e/ou Tensor de Green

Vetores dos deslocamentos dgeneralizados no dominio e no
contorno
Vetores das forc¢as de corpo e das a¢Oes nodais
Matrizes
Proje¢des da Funcido de Green na base do espa¢o gerado por
elementos finitos e de contorno, respectivamente
Conjunto das fun¢fes de interpolac¢fo de dominio
Conjunto das fung¢des de interpolac¢do de contorno
de Gd
de G
c
determinacio das Projecles da Funcio de Green

do MMFGI,

Valores nodais
Valores nodais
Funcional para
Matrizes de Rigidez Convencional e Adicional
Coeficientes da matriz K'

Coeficiente de corre¢fdo do cisalhamento transversal
Tensor Tensdo de Cauchy

Tensor Deformacio
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Matriz de Rigidez das Propriedades Elasticas

Deslocamentos nas dire¢bes X, Y e Z

Rotacédo

Matriz de rigidez da lamina no sistema local

Moédulo de Elasticidade Longitudinal

Mo6dulo de Elasticidade Transversal

Coeficiente de Poisson

Matriz de Rigidez Reduzida para o Estado Plano de Tensdes
Matriz de rotacgdes

Vetor dos deslocamentos nodais

Vetor das deforma¢des de flexHo

Operadores diferenciais relativos aos efeitos de membrana,
flex8o e cisalhamento

Vetores das resultantes de tensdes (forg¢as normais e momentos
fletores)

Submatrizes da matriz de rigidez do laminado

Energia de Deformacio



CAPITULO 1

INTRODUCAO

1.1 METODOS APROXIMADOS PARA PROBLEMAS DE VALOR DE CONTORNO.

Hoje em dia, grande énfase é dada "aos métodos aproximados de
solu¢do dos problemas da Fisica e da Engenharia pois a determinac¢io da
resposta exata €é, muitas vezes, impraticavel, seja pela geometria
irregular, pelas condi¢des de contorno, pela excitac3o atuante, ou

pelas caracteristicas do material empregado.

Diversos métodos aproximados merecem destagque como, por exemplo,
o Método dos Elementos Finitos (MEF), o Método dos Elementos de
Contorno (MEC), o Método das Diferencas Finitas (MDF) e o Método dos
Volumes Finitos (MVF). Sem desconsiderar a importanica. que os métodos
das Diferencas [FFinitas ¢ dos Volumes Finilos Lém para a solugiio de
problemas temporais ou da Mecanica dos Fluidos, este trabalho se res-
tringira a comentar, brevemente, apenas sobre os dois primeiros, MEF e

MEC, nos itens gue se seguem.

1.1.1. O Método dos Elementos Finitos.

Idealizado durante a década de 50, o Método dos Elementos Finitos
(MEF) pode ser entendido como uma técnica geral de construc¢do de
soluc¢des aproximadas para problemas de valor de contorno. O método
envolve a divis3o do dominio de solucf3o numa quantidade finita de
subdominios simples, os "elementos finitos", conectados entre si por

meio de pontos nodais, e emprega conceitos variacionais para aproximar



a soluc¢83o sobre todos os elementos, para condic¢les de contorno
arbitrarias. A solu¢3o global é obtida pela soma das contribui¢8es
locais de cada elemento. O método apresenta bom comportamento e faci-
lidade de discretiza¢io, e suas bases matematicas ja foram bastante
exploradas [Oden e Reddy (1976}, Oden e Carey (1983)]. Para problemas
elipticos lineares o método conduz a um sistema de equac¢les 1lineares,
em geral, simétrico, na forma de banda, e que pode ser bem aproveitado
por diversas técnicas numéricas. A combinac3o de todos estes fatores
acarretou sua aplicacd3o em quase todas as areas da Fisica-Matematica,

e hoje, indiscutivelmente, é o método mais difundido e utilizado.

1.1.2. O Método dos Elementos de Contorno.

O Método dos Elementos de Contorno (MEC) €& uma técnica integral
gque vem se destacando em inumeras aplica¢Oes. Embora os métodos inte-
grais fossem conhecidos desde o final do século passado, somente apos
a adoc¢3do das técnicas de discretizac¢do do Método dos Elementos Fini-
tos, no final da década de 60, é gque o MEC ganhou impulso. Por este
método, apenas o contorno ¢ discretizado através de porc¢des denomina-
das "elementos de contorno”, conectados entre si por meio de pontos
nodais. A soluc¢Zo no dominio é decorrente de um processo de intogracgido
no contorno, sendo esta uma das vantagens do MEC em relac¢Zo ao MEF,
uma vez que a dimensfdo do problema se reduz em uma unidade, diminuindo
o volume de dados e o tamanho das matrizes. Assim, o MEC torna-se
bastante recomendavel em problemas onde a discretizac¢3o de dominio
seja complexa, como, por exemplo, em analises tri-dimensionais. Em
contra-partida, suas matrizes n3o s3o, em geral, esparsas, o que nZo
favorece o uso de técnicas usualmente empregadas no MEF, como O arma-

zenamento em "banda" ou "sky-line" [Brebbia, Telles e Wrobel (1984)].

O Método dos Elementos de Contorno ¢, ainda, eficiente na soluclo
de problemas singulares, como no caso de fraturas, no tratamento de
dominios infinitos, e, ao contrario do MEF, permite a utilizac¢3o de

elementos descontinuos, o que, em muitos problemas, €& interessante.



Sua grande desvantagem ¢ depender do conhecimento explicito de uma
solug¢do fundamental apropriada para o problema, o0 que o0 restringe
apenas aos casos onde tal solu¢3o seja disponivel, ou naqueles onde a
mesma possa ser determinada por teécnicas de dupla reciprocidade
[Patridge, Brebbia & Wrobel (1991)]. Por esse motivo €& que alguns
problemas da Mec8nica ainda ndo foram resolvidos adcequadamente pelo
MEC, tais como, cascas com curvatura qualquer e alguns problemas que
envolvam meios n3do homogéneos, como € o0 caso dé placas laminadas de
materiais compostos. Além disso, algumas integrais existentes no pro-

cesso sdo singulares, exigindo técnicas numéricas especiais.

1.1.3. Tendéncia Atual dos Métodos Aproximados.

Hoje em dia se nota um grande esfor¢o cientifico na procura de um
método que seja preciso e abrangente, de facil discretizac¢fo, e que
garanta uma aproximac¢fo razoavel do modelo matematico ao problema real
que se esta analisando, com um pequeno volume de dados e baixo custo
computacional. Neste sentido caminha o Método dos Elementos Finitos,
quer pela implementaco de elementos mais precisos e eficientes, quer
pelo desenvolvimento das técnicas adaptativas [Szab0 e BabusSka
(1991)]. No Método dos Elementos de Contormno, uma das caracteristicas
desejadas € o calculo numérico da solu¢do fundamental e/ou da Funcio
de Green, por meio de técnicas de residuos ponderados [Beskos (1987)],

de modo a tornar o metodo mais abrangente.

1.1 4 O Método Modificado da Func¢ido de Green Local.

0 Método Modificado da Func¢do de Green Local (MMFGL) é um novo
método integral que reune trés técnicas distintas: o Método dos Ele-
mentos Finitos, o Método dos Elementos de Contorno, e o Método da
Funcio de Green. Idealizado no final da década de 80 por Barcellos e
Silva [1987], o MMFGL utiliza o MEF como processo residual para apro-
ximar, localmente, as "proje¢oOes" da Fun¢fo de Green na base do espacgo



METODO DOS ELEMENTOS FINITOS

l PROJ. FUNCAO DE GREEN
,' (SOL. FUNDAMENTAL)

|

METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO

METODO MODIFICADO DA FUNCAO DE GREEN LOCAL

Figura 1.1. - Representac¢io esquematica do MMFGL

gerado pelos elementos finitos, e, em seguida, empregar os valores
nodais dessas projecdes, equivalentes a uma "solug¢ldo fundamental",
num sistema integral de contorno, resolvido pelo Método Direto de
Elementos de Contorno. O sistema de equa¢Oes resultante, no dominio e
no contorno, envolve integrais suficientemente regulares, que podem
ser resolvidas através de técnicas convencionais de integrac¢fo
numérica. A Figura 1.1 ilustra, esquematicamente, a estrutura do
MMEGL.

Diversas aplica¢Oes ja foram realizadas através do MMFGL e serdo
descritas no Capitulo 2. Em todas elas, foram constatadas algumas
caracteristicas que, implicitamente, atendem aquelas comentadas no

final do item anterjor. O MMFGL ¢é um método de grande precisfo, mesmo



com malhas grosseiras, o que permite pequeno volume de dados forneci-
dos ao programa. Por empregar técnicas consagradas de Elementos Fini-
tos e de Elementos de Contorno, a discretiza¢do do problema €& bastante
simples. Analogamente a um método hibrido, tanto as variaveis primais,
como deslocamentos e temperaturas, quanto as duals, como tensdes e
fluxos, s&0 igualmente precisas. Observa-se, ainda, uma
super-convergéncia nodal dos resultados, o que torna o método muito

recomendavel a processos adaptativos.

Dentre todas as propriedades do MMFGL, a mais significativa ¢é a
determinac¢Zo automatica da solu¢3o fundamental do problema, mesmo nos
casos onde n3do seja conhecida explicitamente. Representa, desse modo,
uma excelente alternativa para que o Método dos Elementos de Contorno

possa ser estendido a novos campos de aplicac¢io.

1.2. MATERIAIS COMPOSTOS.

1.2.1. Aspectos Gerais.

Atualmente, ha um grande esfor¢o mna pesquisa de materiais
avancados que apresentem caracteristicas mais favoraveis as aplicag¢des
para as quais se destinam. Os mais recentes avan¢os na area indus-
trial revelam o qufo estratégicas s3o as pesquisas sobre o0s novos
materialils visando um comportamento estrutural mais eficiente. Mate-
riais compostos, considerados por alguns pesquisadores como os "mate-
riais do futuro" [Lakshminarayana & Murthy (1984)] sd8o exemplos que

confirmam esta observacio.

Compreende-se por MATERIAL COMPOSTO aquele decorrente da
associaclo, em escala macroscopica, de dois ou mais materiais distin-

tos, que trabalham solidariamente entre si, resultando em qualidade



superior a daqueles que o constituem [Jones (1975), Tsai & Hahn
(1980), Agarwal & Broutman (1980)].

Trés aspectos fundamentais precisam ser salientados na definicio
acima. Primeiro, que a combina¢8o dos materiais, sendo em escala ma-
croscOpica, torna o meio heterogéneo. Portanto, uma liga metalica né#o
pode ser considerada um composto, uma vez que o0s metais que a consti-
tuem s83o0 misturados a nivel microscépico, resultando num material

homogéneo macroscopicamente.

Segundo, trabalho solidario entre os materiais significa que,
numa analise macro-mecanica, ndo se considera a interac¢ido entre os
diversos componentes. Assim, esforc¢os de coac¢83o interna, tais como os
provenientes de deformac¢des térmicas distintas, podem ser desprezados.
Se, em termos praticos, essa simplificacido €& adotada com freqiéncia,
em outras situac¢des, como nos casos de danos, o comportamento
microscoépico passa a ser fundamental. Solidariedade significa, também,
a protecdo de um material pelo outro contra agentes externos, tais

como corrosdo, manipulacfo indevida, etc.

Finalmenté, a qualidade superior do material resultante pode ser

observada em algumas das seguintes propriedades:

a) aumento da resisténcia a esfor¢os externos, a corrosdo, a
fadiga, e/ou aos efeitos da temperatura;

b) reducfo do peso proéoprio e da densidade;

c) aumento da vida util;

d) elevacio da rigidez;

e) melhoria do desempenho térmico e acustico;

f) reduc¢fo dos custos; e

g) facilidade de composic#o.

Algumas dessas propriedades podem ser ilustradas no seguinte
exemplo [Reddy & Sandidge (1987)]. Um vaso de pressdo cilindrico,

quando submetido a uma pressfo interna, apresenta tensdgs normais nos



sentidos circunferencial e longitudinal, cuja relac¢fio é igual a 2.0,
isto é, as tensOes circunferenciais tém o dobro do valor das longitu-
dinais. Se for empregado material homogéneo isotrodpico, sua capacidade
resistente numa das dire¢Oes sO sera aproveitada pela metade. Ao con-
trario, um composto adotado de maneira apropriada poderia, neste caso,
ter sua resisténcia igualmente aproveitada ém ambas as direc¢des, redu-

zindo o peso da estrutura.

Estas caracteristicas tém permitido o uso de materiais compostos
como soluc¢8o nos mais distintos ramos da industria, com aplicac¢des
cada vez mais freqientes. Enquanto que somente agora come¢a a ser
amplamente difundida a técnica dos materiais compostos, a idéia de

explorar a associac¢io de diversos materiais é antiga.

Egipcios combinavam laminas de diferentes madeiras para reduzir o
inchamento de tonéis e embarcac¢des. Espadas da Idade Média foram cons-
truidas em camadas de diferentes metais. No inicio do século, o con-
creto armado, um dos mais consagrados exemplos de materials compostos,
comec¢ou a ser utilizado na construc¢fio civil. Apesar disso, somente com
o desenvolvimento da industria aero-espacial, a partir da década de
50, & que a técnica dos materiais compostos se expandiu para outras

Areas.

Pecas de compostos, com mesma resisténcia e rigidez, podem pesar
até 70% a menos do que similares de aco de alta resisténcia. Compara-
dos com o aluminio, material comumente empregado na aviac¢io, podem ter
0 triplo de resisténcia. Assim, o impacto causado pela reduc¢fo no peso
dos avides favoreceu a expans3o da nova tecnologia. Levando-se em
conta, como cohseqﬁéncia dessa reduc¢fo, a possibilidade de um aumento
no volume dos combustiveis, dando maior autonomia a aeronave, bem como
permitindo uma eleva¢do na poténcia dos jatos, percebeu-se que o custo

final do processo tornar-se-ia bastante reduzido.

Hoje, diversos componentes das estruturas e de estabilizadores de

avides, satélites, cascos de embarca¢des e submarinos s#o feitos inte-



gralmente por meio de materiais compostos. Na industria
automobilistica encontram-se inuUmeras outras aplica¢®es, como nas
carrocerias de fibra ou em vidros 1laminados. Pneus Séo atualmente
executados combinando-se borracha com cintas de aco. Proteses
cirurgicas s o fabricadas com materiais compostos. Componentes
eletrbnicos, armacdes de oO6culos e ragquetes de ténis sdo alguns outros
exemplos de uso desta nova tecnologia, cujo campo de aplicacdes se

amplia a cada dia.

Para sustentar cientificamente a expansdo e o uso dos materiais
compostos, duas linhas de pesquisa s8o exigidas. A primeira, nas areas
da Ciéncia dos Materiais e dos Processos de Fabrica¢3o, a fim de in-
vestigar o comportamento, as propriedades (particularmente suas
relac¢des constitutivas) e as formas de execu¢fo dos novos materiais
formados. A outra, no campo da Mecanica do Continuo e da Analise Es-
trutural, para desenvolver e aprimorar modelos e métodos que melhor

representem esta nova realidade.

1.2.2. Placas Laminadas de Materiais Compostos.

Uma das mais freqgiientes aplica¢fes de materiais compostos ocorre
no caso de placas laminadas. Uma placa laminada, ou simplesmente lami-
nado, nada mais ¢ do que a sobreposicdo de diversas laminas ou camadas
individuais, associadas entre si nas interfaces através de uma
pelicula adesiva. O numero e a orienta¢d3o das laminas pode ser qual-
quer. O material constituinte de cada lamina €é, em geral, um composto
de fibras de alta resisténcia , isto é, uma malha uni ou bi-direcional
de fibras como grafite, boron, ou outros, mergulhadas numa resina ou
matriz. Enquanto as fibras s#o os elementos que conferem resisténcia a
peca, compete a matriz manté-las aderidas entre si, transferir cargas
a elas, e protegé-las contra os ataques do mecio ambiente e de manipu-
lac3o indevida [Agarwal & Broutman (1980)]. De um modo geral, o com-~
portamento mec8nico de cada l3mina € anisotropico, com propriedades

distintas em cada direc¢83o. O caso mais freqiente €& o das. laminas orto-
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Figura 1.2 - Placa Laminada de Materiais Compostos.

tropicas, com malha unidirecional. A Figura 1.2 ilustra o caso de uma
placa laminada com as fibras de cada lamina orientadas segundo uma

direc¢do genérica.

As propriedades resultantes do laminado dependem da quantidade de
l3dminas, da orientac¢3o e concentracido das fibras em cada uma delas,
bem como do tipo de composto adotado {(por exemplo, boron-epoxi, grafi-
te-epoxi, e outros). As camadas podem ou n3o ser formadas pelo mesmo
material embora, nos casos mais usuais, apenas um seja empregado, com

as fibras orientadas diferentemente em cada l&mina.

Admite-se, em analises macro-mecénicas, que a aderéncia entre as
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diversas laminas seja perfeita. Como a espessura da pelicula adesiva €&
muito pequena, pode-se desprezar completamente a sua influéncia.
Esta simplificacdo, no entanto, n#o pode ser generalizada, uma vez
que, em diversas situac¢les, como no caso de danos, os efeitos de

possiveis descolamentos inter-laminares s3o importantes.

Apesar de se tratar de um meio heterogéneo com caracteristicas
variando de ponto a ponto, as propriedades resultantes de cada lamina
sédo determinadas como se o material fosse ﬁomogéneo, porém
anisotrdépico. Ja o laminado pode apresentar um comportamento mecanico
que reflete um acoplamento entre as propriedades de flex3o e membrana
(gquando as laminas n3do forem simetricamente distribuidas) , fato este

nd3o encontrado nas placas homogéneas.

A natureza de uma placa laminada € bastante caracterizada pelo
seu desempenho direcional. O modulo de elasticidade longitudinal, na
direc3o das fibras, € muito superior aos mé6dulos de elasticidade
transversal e cisalhantes. Em conseqiiéncia, as deformac¢des transver-
salis por cisalhamento s3o muito mais pronunciadas em estruturas de
materiais compostos do que nagquelas executadas com materiais

isotropicos.

1.2.3. Métodos de Solucdo para Placas Laminadas.

As caracteristicas particulares de uma placa laminada de
materiais compostos estimularam e permitiram o surgimento de inumeras
teorias para representar o seu comportamento. Sera visto no Capitulo 3
que nenhuma dessas teorias € suficiente e completa para resolver todos
os problemas em laminados. Ao contrario, todas apresentam limitacOes

que devem ser bem avaliadas.

Se o numero de teorias € grande, por outro lado, o mesmo ndo

acontece com os métodos de soluc¢do. Existem os métodos "analiticos"
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que, por meio de expansdes em séries, oferecem solu¢des particulares a
problemas especificos. Tais solugOes séo importantes para a
conferéncia e afericdo de novas técnicas numéricas, e serdo descritas
no Capitulo 3. Dentre os métodos aproximados, a ésmagadora op¢do recai
sobre Método dos Elementos Finitos. Reddy [1989] e Noor & Burton
{1989], em publicag¢les paralelas, registraram uma grande guantidade de
trabalhos que utilizaram o MEF na analise de placas laminadas. Até
hoje, essa lista tem aumentado. A solucio pelo Método dos Elementos de
Contorno esbarra na dificuldade de determinac¢fo explicita de uma
soluc¢ido fundamental apropriada para problemas de meios n3o homogéneos,
como é o caso das placas 1laminadas. Assim, poucas foram as
investiga¢Oes cientificas utilizando o MEC, em geral restringindo-~se a

problemas simples de placas ortotrodpicas [Shi & Benzine (1988, 1989)].

1.3. OBJETIVO DO TRABALHO.

Pelo exposto, justifica-se, plenamente, a utilizac¢Zo do Método
Modificado da Func3do de Green Local (MMFGL) em problemas de placas
laminadas de materiais compostos. Examina-se a capacidade do MMFGL em
resolver casos importantes cuja solucio fundamental n3o seja conhecida
a priori e que, como conseqiéncia, torna dificil a aplicac¢do do Método
dos Elementos de Contorno. Oferece-se, também, uma alternativa ao
Método dos Elementos Finitos para a soluc¢fdo de placas laminadas, com-

parando-se o desempenho entre os dois métodos.

Deve-se salientar que o Método Modificado da Func¢3o de Green
Local (MMFGL) nunca havia sido empregado para a soluc¢fo de placas
laminadas de materiais compostos, sendo esta a primeira investigacé&o
sobre o assunto. Resultados preliminares foram aprescntados por

Machado & Barcellos [1992].

O escopo deste trabalho n3o inclui o caso dos materiais conheci-
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dos por "bi-médulos", isto €&, aqueles que apresentam distintas pro-
priedades a trac¢3o e a compressfo. A grande dificuldade de analise
desses compostos reside no fato de que a matriz de rigidez assume
diferentes valores conforme o sinal das tensfes, que ndo sio conheci-
das a priori. Tais situag¢gdes, fortemente encontradas em compostos de
borracha reforc¢ada com fibras ou em téxteis, requerem .técnica de

solucdo iterativa.

1.4. ESCOPO DO TRABALHO.

Este trabalho pode ser dividido em trés grandes partes distintas,

distribuidas nos quatro seguintes capitulos:

PARTE I - Descricdo do MMFGL.

Uma descri¢d3o do MMFGL - "Método Modificado da Func¢d3o de Green
Local " é feita no Capitulo 2, onde, inicialmente, apresenta-se um
historico do méetodo, com as mais recentes publica¢des sobre o assunto.

O formalismo abstrato, onde s8o discutidas as condi¢Oes de existéncia
e unicidade da soluc¢i3o, e os detalhes de implementac¢do numérica sio

assuntos também tratados neste capitulo.

PARTE II - Modelos de Placas Laminadas.

Uma revisdo das teorias de placas laminadas e dos modelos
numéricos utilizados para resolvé-las ¢é apresentado no Capitulo 3 -
"Placas Laminadas de Materiais Compostos". S3o0 mostrados os principais
grupos de teorias aplicadas a placas laminadas, destacando-se aqueles
que consideram o laminado como uma uUnica l&mina equivalente, e os que

o tratam discretizando cada lamina ou conjunto de laminas
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separadamente. As teécnicas numéricas s#o revistas e a eficiéncia de

cada uma delas €, também, discutida.

PARTE III - Solucfdo de Placas Laminadas Pelo MMFGL.

O Método Modificado da Fun¢8o de Green Local € aplicado ao caso
de placas laminadas utilizando-se modelos de deslocamentos. No
Capitulo 4 - “"Solucido de Placas Ortotroédpicas Laminadas'Pelo Método
Modificado da Fun¢fo de Green Local Através de Uma Teoria de Priméira
Ordem", o método analisa laminados, supondo uma distribui¢8o linear do
campo de deslocamentos ao longo da espessra da placa. No Capitulo 5 -
"Soluc¢do de Placas Ortotrépicas Laminadas Pelo Método Modificado da
Funcﬁd de Green Local Através de Uma Teoria de Ordem Superior”, o
método é novamente aplicado, desta vez considerando uma Teoria Refina-
da, na qual o campo de deslocamentos €& representado por polindmios de

grau elevado.

Finalmente, no Capitulo 6 - "Conclus®es", discute-se sobre o
desempenho do MMFGL na analise de placas laminadas, e apresentam-se

sugestdes para futuras implementa¢des do método.
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CAPITULO 2

TEcNIcAS DE PrROIECAO DO

METopo MopiFicaDo DA FunNcAo DE GREEN LocAL

(MMFGL)

2.1. INTRODUGAO.

0 Método da Func¢fo de Green (MFG) € uma das técnicas matematicas
para soluc8o de sistemas de equacg¢Oes diferenciais. Sua aplicacdo, em
termos praticos, fica condicionada 3 determina¢d3o da Fun¢do de Green,
0 que, para o problema global, nem sempre se consegue com facilidade.
Esta restricdo aliada a complexidade de aplicacd3o do MFG em dominios
quaisquer faz com que o mesmo seja considerado "muito sofisticado para
ser largamente empregado por engenheiros e cientistas" [Greenberg
(1971)1.

Para contornar este problema, Burns [1975], através de um proce-
dimento de reciprocidade, desenvolveu um método integral usando uma
funcdo de Green a nivel local e convenientemente escolhida, para re-
solver problema de difusdo de néutrons. A técnica adotada é semelhante
as formulacdes indiretas de Elementos de Contorno, e a discretizacido e
feita através do Método dos Residuos Ponderados. Obteve bons resulta-
dos quando comparados com os Métodos das Diferencas Finitas e Elemen-
tos Finitos, mas as aplica¢Oes ficaram restritas a dominios de geome-

tria muito simples.
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Seguindo um tratamento analogo ao de Burns, Horak & Dorning
[1977, 1981] e Horak [1980] estabeleceram o "Método da Fun¢3o de Green
Local" (MFGL) para problemas de condu¢3o de calor. O MFGL emprega uma
técnica de integrac¢fo transversa e relag¢les de reciprocidade para
‘determinar, a nivel local, a Fun¢3o de Green, transformando, dessa
forma, o operador diferencial parcial do problema num operador dife-
rencial ordinario. A formulac¢ido depende de um parametro arbitrario e
pré-estabelecido que afeta diretamente a eficiéncia computacional do
método. Além dessa forte dependéncia paramétrica, o MFGL ¢é restrito a
dominios que possuem contornos paralelos aos eixos de coordenadas.
Entretanto, os resultados obtidos pelo método mostraram que possuia
grande eficiéncia computacional, com precisfo dos resultados superior
a lO3 e 10* em relacdo aos fornecidos por Diferencas Finitas ou Ele-

mentos Finitos, mesmo em casos bi-dimensionais.

Problemas de difus8o de néutrons foram analisados também por
Lawrence [1979] através do Método da Fun¢3o de Green Local. Uma vez
mais, apenas os dominios discretizados por malhas retangulares foram

resolvidos.

O excelente desempenho do Método da Func¢fo de Green Local, reve-
lado pelos resultados de Burns, Horak e Lawrence, deve-se ao fato de
sua formulac3o ser compacta e envolver singularidades fracas. Associa-
do a esse oOtimo comportamento, permanecia o inconveniente da partic#o
de dominio ser restrita a geometrias simples, bem como a uma forte
dependéncia parametrica. Mas, a maior restri¢@o do método era ainda a

determinacido da funcZo de Green para cada aplicac¢io.

Barcellos & Silva [1987] conseguiram resolver estes problemas
introduzindo modificac¢des na formulac¢i3o original e criando o "Método
Modificado da Func¢3o de Green Local”" (MMFGL). Pelo MMFGL, as matrizes
do sistema de equa¢Oes integrais sfdo determinadas diretamente sem o
conhecimento explicito da Fun¢3o de Green. Na realidade, o MMFGL uti-
liza elementos finitos no dominio para gerarem, na base do espa¢o por

eles formados, "projec¢des" discretas da Fun¢Zo de Green, corresponden-
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tes a solug¢des fundamentais, que serfo posteriormente empregadas no
sistema de equacdes integrais associado & discretizacfo no contorno
pelo MEC. A nova formulac3o também depende de um paréametro, como na
proposta de Horak, porém seu valor n3o influencia o resultado final do

problema.

Outra grande vantagem do MMFGL em relac¢3o ao MFGL € o fato de
usar técnicas de discretizac¢do consaqgradas no MEC e no MEF, que o
tornam suficientemente geral para resolver problemas em dominios de
geometria e condi¢les de contorno quaisquer, sem altera¢do da sua
estrutura. E também mantida a formulac¢do compacta do método original e
as singqularidades ainda s#3o fracas, fazendo com que o MMFGL apresente

eficiéncia computacional significativa.

A aplicacd3o inicial do MMFGL ([Barcellos & Silva (1987)] foi ao
caso de membranas elasticas, que € um probléma de potencial regido
pela equacido de Poisson. O formalismo matematico do método foi apre-
sentado, pela primeira vez, por Silva [1988] que, além dos problemas
de membranas elasticas, o aplicou a problemas simples da Mecanica
Estrutural, como hastes e vigas, comparando os resultados com aqueles
fornecidos pelo MEF, pelo MEC, e por solu¢Oes analiticas. Para os
problemas de membrana, foram utilizados elementos isoparamétricos de 8
pontos nodalis para discretizar o dominio e aproximar as matrizes de
Green. As edquac¢des integrais foram aproximadas mediante elementos de
contorno de 3 noés. Para a determinac3io das proje¢des da Func¢Zo de
Green nos problemas de hastes e vigas, foi utilizado o Método da Colo-

cacdo, uma vez que, em modelos uni-dimensionais, os contornos ficam

reduzidos a pontos.

A proposta original de Barcellos & Silva [1987] previa a determi-
nacido das projec¢des da Funcio de Green a nivel local, isto &, a nivel
das "células de Green", que eram parti¢Oes de dominio com condig¢Oes de
contorno convenientemente estabelecidas. Poderia haver, por exemplo,
tantas células de Green quantos fossem o0os elementos finitos utilizados

na analise. Nesse caso, a célula de Green se confundiria com o proprio
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elemento finito mais o seu contorno. Entretanto, poder-se-ia imaginar
uma célula de Green constituida por wvarios elementos finitos. A
situacdo mais simplificada corresponderia ao dominio discretizado por
meio de uma uUnica célula. Todas as aplica¢fes do MMFGL apresentadas a
segulir foram feitas considerando-se este ultimo caso, isto €&, uma
unica ceélula discretizando todo o 'dominio. Entendendo-se bem esta
diferenciac¢do, n3o seria errodneo continuar denominando o método empre-
gado como sendo o MMFGL, uma vez que as projec¢des da Func¢io de Green
continuam sendo determinadas localmente, a nivel das células de Green,

porém apenas uma é utilizada para discretizar todo o dominio.

Adotando este procedimento simplificado, o problema potencial foi
novamente investigado por Barbieri & Barcellos [1991la)l, que empregaram
o MMFGL com uma Unica célula de Green para determinar a soluc¢do de

casos bl e tri-dimensionais.

A etapa segquinte consistiu na solu¢d3o de placas isotroépicas,
[Barbieri & Barcellos (1991b)] utilizando, como representacfo do campo
de deslocamentos, o Modelo de Mindlin. Foram empregados elementos de
contorno de 3 e 4 n6és e elementos lagrangeanos quadraticos e cubicos,
de 9 e 16 nos, respectivamente, para discretizar o dominio e aproximar
as Matrizes de Green. Para os elementos cubicos, adotou-se a técnica
de integracd3o "cheia", com 4x4 pontos de integrac¢fo; para os outros,
um esquema "seletivo", sendo 3X3 e 2xXx2 o0 numero de pontos de
integracdo para as parcelas de flex3o e de cisalhamento, respectiva-
mente. Além de oOtima precisdo, tanto para esfor¢os quanto para deslo-
camentos, o MMFGL n8o mostrou sinais de travamento ("locking"”) quando
a relacdo entre o comprimento e a espessura da placa, a/h, atingiu

valores da ordem de 106.

Para comprovar o desempenho do método onde ndo se disple de
solucfo fundamental apropriada, o mesmo foi aplicado a problemas de
potenciais em campos ndo homogéneos [Barbieri & Barcellos (a ser pu-
blicado)] e os resultados foram comparados com os obtidos pelo MEF.

Explorando um problema de meios descontinuos por partes, onde existe
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solucdo pelo MEC, verificou-se a concordincia dos resultados.

Seguindo o mesmo intuito de investigar o MMFGL em problemas ainda
ndo convenientemente resolvidos pelo MEC, a aplicacdo seguinte voltou-
se para o caso de placas ortotrdépicas laminadas ({Machado & Barcellos
(1992)]. O laminado foi representado por um modelo de camada simples
equivalente e os deslocamentos aproximados por expans®es polinomiais
lineares. Para discretizar o dominio e o contorno foram utilizados,
respectivamente, elementos lagrangeanos quadraticos de 9 nodés e elemen-
tos de contorno de 3 pontos nodais. Um esquema de integra¢do seletivo
foi adotado. Os resultados de deslocamentos, de tensdes normais e
cisalhantes foram comparados com os obtidos por outros pesquisadores,

e comprovaram a boa precisdo do método, mesmo com malhas grosseiras.

O MMFGL foi também empregado para resolver problemas potenciais
singulares [Barcellos & Barbieri (1991)], onde se constatou, assim
como no MDEC (Método Direto de Elementos de Contorno), um
comportamento oscilatorio do fluxo nas imediac¢Oes da’singularidade. A

taxa de convergéncia "h" acompanhou aquela observada pelo MEF.

Fillipin, Barbieri & Barcellos [1992] examinaram o desempenho do
MMFGL em analises estaticas e dinamicas (analise modal) relativas a
problemas de potenciais, verificando, experimentalmente, as taxas de

convergéncia "p" e "h". Foram empregados elementos de até quarta ordem
(p=4) para analises estaticas e até oitava ordem (p=8) para analises
dinamicas. Foram constatadas taxas de convergéncia mais acentuadas do

que aquelas obtidas pelo MEF.

Recentemente, o MMFGL foi aplicado a problemas da elastostatica
[Barbieri et. alli. (1992)], ao caso de placas laminadas analisadas
por teoria de ordem superior [Machado et. alli. (1992)], e a problemas
dinamicos regidos pela BEquac¢io do Helmholtz, como vibra¢des livres em
membranas e propaga¢ido de ondas em cavidades acusticas [Filippin et.
alli. {a ser publicado]. Maldaner & Barcellos (1992] estudaram os

problemas de fratura empregando o MMFGL. Uma revis3o atualizada do
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método, com algumas de suas ultimas aplicac¢bes, foi apresentado por
Barcellos et. alli. [1992a,b]. Finalmente, Barbieri et. alli. [a ser
publicado] mostraram que o MMFGL é aplicavel em problemas de cascas de

dupla curvatura.

Todas as aplicac¢des ja realizadas reforcam o bom desempenho
numérico do novo método integral. A tese de Barbieri [DSc, (1992)] e a
dissertac8o de Filippin {MSc, (1992)] fornecem maiores informac¢des

sobre o assunto.

O presente capitulo aborda matematica e numericamente o Método
Modificado da Fun¢3o de Green Local, procurando, sempre que possivel,
mostrar o significado fisico associado. Come¢a por definir os diversos
conjuntos envolvidos no problema, identificando os espac¢os topoloégicos
a que estdo regidos. Apresenta, em seguida, uma analise abstrata do
método, seu enfoque variacional, e encerra com o seu formalismo

numérico.

2.2. ANALISE ABSTRATA DO MMFGL.

2.2.1. Conceitos Preliminares.

Um dos aspectos mais importantes para a defini¢3o da base
matematica do MMFGL é o relacionado a forma bilinear adotada e a iden-
tificacfdo do operador diferencial e de seu adjunto formal. Embora né#o
seja essencial para o enfoque matematico, associa-se a forma bilinear
a expressdo do trabalho virtual do sistema ou dos principios de ener-
gia da Mecéanica dos S6lidos. Pode-se, desse modo, estabelecer um emba-
samento semelhante ao adotado, hoje em dia, em outras formulag¢odes

como, por exemplo, no Método dos Elementos Finitos [Babuska (1989)].
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Considere-se, ao longo deste Capitulo, a seguinte convencio:

Q - dominio aberto, limitado, no espaco n-dimensional (R");
Q) - contorno de Q, suficientemente regular, o que significa

que, em dquase todos os pontos, exceto possivelmente

nagqueles conjuntos de medida nula, existe um vetor
normal;
"-"H - norma de certa variavel num espaco topolégico H;
¢+,*> - produto dual entre duas variaveis sob espacgos

topolégicos H'x H, onde H' é o dual de H;
(',-)H - produto interno entre duas variaveis num mesmo espa¢o H.

[ - ] - variavel na forma de matriz

Outro conceito importante relaciona-se a forma matematica de uma
formulac¢3o fraca para um problema linear, que pode ser colocada do

seguinte modo:

"Dados:

a) Dois espacos de Hilbert (ou de Banach) H e K, equipados c¢om

normas apropriadas [-f, e |-|,;

b) Uma forma bilinear, B{(u,v), u € H e v € K, definida sobre
H x K;

c¢) Um funcional £ sobre K.
Encontrar u € H tal que:
B({u,v) = £(v) Vv € K (2.1)
onde B: Hx K -» R."

Com relac¢do a forma bilinear de (2.1) admite-se que :
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a) B é continuo, isto é, existe uma constante M positiva tal que:
| Bluvy | = M Jul, |v I, M»>0 (2.2)

b) B é fracamente coercivo, no seguinte sentido:

inf sup | Bu,v) | 2 o« >0 (2.3)
u € H v € K
| u "H = 1 | v "K s 1 (2.4)
sup | B{u,v) | > 0 p/ YVveEK ev 0 (2.5)
u € H .

c) Se H = K resulta em coercividade forte, isto é,
B(u,u) 2 « | u |? (2.6)

Naturalmente, uma coercividade forte ¢é um caso particular de uma

coercividade fraca.
Admite-se, também, que o funcional ¢ seja continuo, isto €,

| £vy | s ¢ | v I, VveK e c = cte. (2.7)
Para permitir um tratamento apropriado no contorno, uma funcgdo
u(x) definida em Q deve pertencer a um espaco de Hilbert H" que

tenha a "propriedade do trac¢o" [0den e Reddy (1976)] assim reconhecida:
Sejam :

+ H e U dois espacos de Hilbert tais que U tenha topologia mais
fraca do que H; '

«+ H' e U' sf3o os espa¢os duais de H e de U respectivamente;

« As derivadas normais de u(x) no contorno 3Q(x) definidas por um

operador %j tal que:
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_ dlu (x)

; x€e€Q 0sjsm-1 (2.8)
on

%ju(x)

onde n € a normal do contorno JdQ2 no ponto X.
Ent3o H ¢é um espa¢o que apresenta a propriedade do traco se:

a) HcU ’ (2.9)

b) H for denso em U e
H ¢ U = U' < H' (2.10)

onde U ¢é um espac¢o pivotal

¢) O nucleo de 32, H_, €¢ denso em U, isto e,

Ker = H < H (2.11)
H c U = U' c H; (2.12)
sendo as inclusdes densas e continuas.

O operador 2 representa um mapeamento linear e continuo de

valores do dominio Q estendidos ao contorno 9Q, ou seja,

'@ : H - 08H (2.13a)

ou, mals precisamente,

% . Hm (Q) 5 Hm-j-‘l/2

; (0Q) (2.13b)

onde o expoente m pode assumir valores inteiros ou fracionarios e %j

€ denominado "Operador Trac¢o".

Se dois espacoys de ililbert, 11 ¢ K, possuirem a propricdade do
traco definida por (2.9)-(2.12), e associados a eles existirem os

operadores traco %H e %K respectivamente, tais que
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(2.14)
%K : K - 3K
ent3o, as fun¢des do problema, B(u,v) : Hx K- R onde ue€eH e v €
K, possuem imagens em JH e JK sob os operadores %H e ﬁk , res-
pectivamente.
Se forem validas as propriedades (2.9)-(2.12), pode-se definir

uma forma bilinear continua no contorno, b, no sentido do traco, dada

por:
b( %Hu, ﬁkv ) : HxK » R (2.15)
Para o caso de u € H e fixo, v € Ko, a forma bilinear (2.1),
B(u,v) : H x K - R, pode ser expressa em termos de um operador

linear continuo € u , tal que:

£ : H -» K (2.16)

(o]

0 que resulta
B(u,v) = < fu, v > VYV v € K (2.17)
onde ¢ € o operador associado a B e <-,->K é¢ o0 produto dual em

K' x K. Deste modo, o operador £ pertence ao espac¢o L [H,K;],'que

é 0 espac¢o dos operadores lineares de H em K;.

O problema adjunto a (2.17) € determinado fixando-se v € K e
variando u € Ho. Assim, se £* ¢ o operador adjunto formal associado

a B, sendo linear e continuo, entfo

B(u,v) = < &%, u >y VueH, (2.18)
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IH'

Figura 2.1. Espac¢os, Operadores Diferenciais e Forma Bilinear.

Analogamente, £ e L [K,H;].

A Figura 2.1 ilustra a relac¢3o entre os espa¢os H e K, os nucleos
Ho e Ko, e 0s espa¢os pivotais associados a eles, U=U' e V=V', bem
como o0Ss mapeamentos realizados pelos operadores £ e $*, dos quais
depende a forma bilinear B(u,v).
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As expressOes (2.17) e (2.18), definidas apenas para 0OS cCasos em
que u € Ho e Vv € Ko. nf3o consideram valores no contorno, que sé#o
incluidos somente quando u € H e v € K. Para contornar esta difi-

culdade, s8o0 necessarios os seguintes subespacos:

H? = [ uw e H ; Lu € V } (2.19)
Kex = [ veK; £v e U} (2.20)
onde
H ¢ U = U' ¢ H'
K ¢ v = V' c K'

e £ e £* s3o as restricdes dos operadores expressos em (2.17) e

(2.18) aos espacos HZ e sz .

Uma vez definidos os subespag¢os em (2.19) e (2.20), os seguintes

operadores univocos podem ser identificados:
N €L [Hy, 8K'] e e L [Kgx, 8H'] (2.21)
P €L [H,0H] e 2" € L [K,8K] (2.22)

. . . X !
Os dois primeiros, ¥ e N, s8o os operadores de Neumann generali-
X
zados, enquanto que os restantes, 3 e 3, sdo os operadores de
Dirichlet generalizados (operadores traco), associados, respectivamen-

X

te, a £ e &.

Usando os operadores definidos em (2.21) e (2.22), a forma bili-
near (2.1) pode ser estendida ao contorno através de [Oden & Reddy

(1976) ] :

X X
B(u,v) + b(Pu,?2v) = (V,fﬁu)V + <Nu,9d V>aK

u € H$ e v € K , (2.23)
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B(u,v) + b(2u,?"v) = ($*V,u)U + (N*v,%u>8H

u € H e vV € K$* (2.24)
As expressfes (2.23) e (2.24) si3o conhecidas como "Foérmulas Abs-

tratas de Green" para a forma bilinear B(-:,:-).

Uma vez que u € H$ e Vv € Kt*’ entfdo as expressOes (2.23) e
(2.24) podem ser combinadas de modo a resultar na seguinte relac¢édo:

X - X _ b
(Eﬂv,u)U = (v,fu)V + <Nu,d v> <N V,%U)aH

dK

u € H

£

¢ e V € Kgx (2725)

A equacdo (2.25) é conhecida como "Forma Generalizada de Green"
para o operador £, e expressa uma rela¢8o de reciprocidade entre os
estados { u, Pu, #u | € H, x 8 x &' e (v, &'v, #'v Je K, x & x
JdH' associados aos operadores £ e e* respectivamente. Os produtos
duais em 9K e JH constituem o termo "concomitante bilinear” do

operador &.

2.2.2. MMFGL: Formulac¢io Abstrata.

As.variéveis u e Vv empregadas na forma bilinear B(u,v) em
(2.1) freqiientemente estfo relacionadas a dois estados distintos, um
real - o das incégnitas a serem determinadas, e outro auxiliar ou
virtual, convenientemente escolhido. No Método dos Elementos de Con-
torno, por exemplo, o estado auxiliar € muitas vezes resultante da
solucdo fundamental adotada, embora outras alternativas possam ser
consideradas [Brebbia et. alli. (1984), Beskos (1987)]) visando melho-
rar as caracteristicas de regularidade do sistema. No Método da Func3o
de Green Local proposto por Horak [1980], o estado auxiliar ¢é definido

pela escolha de uma func¢Z3o de Green apropriada. Ja no. MMFGL, essa
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func¢do é determinada automaticamente, sem que seja necessario o seu

conhecimento explicito.

Um problema de valor de contorno qualquer, governado, no dominio,
por um operador ¢, e no contorno, pelos operadores 2 e N, € resolvido
pelo MMFGL em duas fases distintas e interdependentes. A primeira
etapa €& dedicada a solucido no dominio, enquanto que a segunda o €& no
contorno. Essa divis3o tem carater apenas didatico pois, como sera
discutido no item 2.4.4., a inversfo desta ordem pode ser vantajosa em

termos computacionais.

Em ambos o0s casos emprega-se uma distribuic¢ido de Dirac, 6(P,Q),

como excitac@o. Como conseqiiéncia, deve-se especificar um ponto Q onde

se deseja a solucdo do problema ("ponto campo"), e um ponto P, onde se
aplica a excitacdo ("ponto fonte"), sendo que Q e P € Q. 0O estado
auxiliar fica definido como v = v(P,Q). Quando os pontos considerados

estiverem sobre o contorno a2, serZo identificados por letras
minusculas p e g. As duas etapas do MMFGL estdo ilustradas na

Figura 2.2.
O MMFGL se baseia em duas etapas distintas de solucio:
la. ETAPA: Determinacio da soluc¢fo no dominio. Um estado auxiliar

da equacdo (2.25) é obtido a partir da aplicac3o da func¢io Delta de

Dirac no dominio Q .
£*v(P,Q) = 8(P,Q) onde P,Q € Q (2.26)

¥v(p,Q) = 0 onde p € (2.27)

Substituindo-se (2.26) e (2.27) em (2.25) obtém-se a soluc¢do no

interior do dominio Q:

X
u(Q) = (v(P.Q),&‘:u)V + <Nu,2'vI(D,Q) >4 (2.28)
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(a) CASO 1

N,

(b) CASO 2
\ %

Figura 2.2 - Aplicac¢3o da excitac¢do Delta de Dirac no dowminio (a) e no

contorno (b)

2a. ETAPA: Determina¢do da solu¢do no contorno. Outro estado
auxiliar de (2.25) €& obtido pela aplicac3o da distribuig¢83o de Dirac no

contorno &Q.

PeQeqe€ a0 (2.29)

It
o

£*v(P,q)

¥* vip,a) = &(p,q) peqgce€ N (2.30)
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Substituindo-se, novamente, (2.29) e (2.30) em (2.25) e reconhe-
cendo 3 como sendo o operador tra¢o de (2.8) resulta a seguinte

expressdo:
Pulq) = (v(p,Q),Lu)y + <Nu,BVI(Dp,a)>gy (2.31)

O problema fica completamente definido pelo sistema de equa¢Oes
formado por (2.28) e (2.31).

2.3. ANALISE VARIACIONAL DO MMFGL.

As soluc¢Oes no dominio e no contorno, determinadas respectivamen-
te pelas expressdes (2.28) e (2.31), n3o s3o convenientes para a im-
pPlementacido numérica, uma vez que o calculo do operador de Neumann
generalizado, N, presente em ambos os casos, envolve derivadas de u
no sentido do trac¢o. Para contornar essa dificuldade, introduz-se uma

nova variavel, ¢, definida por:
£ = KN € JK' (2.32)
Substituindo (2.32) em (2.28) o (2.31) e recconheccendo a variavel
v{(P,Q) ndo mais como uma soluc¢io fundamental, mas como sendo a Fung¢3o
de Green, G(P,Q), resulta:
u(Q) = (6(P,Q) Luly + <£,TG(pP.Q)>y (2.33)
Pu(q) = (G(P,q),2u)y + <£,fz*c;(p,q)>aK (2.34)

onde, nos dois casos, u € H$ : G € K$*7 P,Q € Q; p,q € 9.

Através do traco de u no contorno, Pu(q), e da quantidade £, as

condicdes de contorno podem ser introduzidas no sistema. Enquanto 2u
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absorve diretamente as condig¢8es de Dirichlet, ¢ encarrega-se das

condi¢des de Neumann ou de Cauchy.

Para uma analise variacional do MMFGL, € preciso distinguir dois

tipos classicos de problemas de valor de contorno para o operador £

a) Problema de Dirichlet:

Dados 6 € V e 2 € 8H, encontrar u € HZ tal que

Lu=2=5,
(2.35)
Pu=1
b) Problema de Neumann:
Dados & € V e 2 € 3K', encontrar u € He tal que
fu = 5&
(2.36)
Nu = »

Os dois casos podem ser expressos em termos variacionais, respec-

tivamente, como:
c) Problema Variacional de Dirichlet:

Dados 6 € V e 2 € 8H, encontrar u € Ho tal que

B(u,v) = ¥£(v) v € K
-y (2.37)
£(v) = (G,V)V - B(D 2, V) v € K
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d) Problema Variacional de Neumann:

Dados &6 € V e o € JK', encontrar u € H tal que

B(u,v) = £(v) v € K
(2.38)

£(v) = (8,v)y + <o, N> v € K

JdK

Segundo Oden & Reddy [1976], se # ' & a inversa do mapeamento do
operador traco 2, entd3o os problemas a-c e b-d s3o equivalentes.
Ou seja, se u € soluclo de (2.35), entdo (u - %—xm) também o € de
(2.37). Analogamente, se u € a soluc¢do de (2.36), o sera também em

(2.38). A reciproca é verdadeira em ambos os casos.

A unicidade da solu¢8o €& garantida pelo Teorema de Lax-Milgram
[Oden & Reddy (1976)], desde que as condi¢les (2.2)-(2.%) definidas no

inicio do Capitulo sejam respeitadas.

Observa-se ainda que, distributivamente, o problema £ u = & é

valido em quase todo lugar e, como % € V, entdo u € HZ .

Antes de estabelecer o problema de equa¢des integrais pelo MMFGL,
€ necessario ainda definir novos espacos, de tal forma que os diversos

tipos de condi¢®es de contorno sejam representados. Logo, sejam

H$ = {u€eH;:; Lu € VI
8H¢ = { ue€odH ; u=1 enm 694 } (2.39)
GKL = { £ € OK' ; £ =5 em aQo ]

onde 894 - unifio dos trechos no contorno onde Zu ¢é especificado;

e aQO - unifio dos trechos no contorno 3 onde £ é especificado.
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Desse modo, o operador Pu absorve, diretamente, as condigOes de

contorno do tipo de Dirichlet, enquanto que a quantidade £ engloba as

condicdes de contorno do tipo de Neumann e/ou Robin-Cauchy. O contorno

¢ entfo completamente definido pelas incognitas Pu ou £, ou particgoes

dessas quantidades.

O problema variacional para o MMFGL pode ser agora escrito como:

"Dado b € V, encontrar as respostas no
contorno, Pu € aH,L e £ € aK; , tais
expressodes (2.37) e (2.38)".

2.4. O FORMALISMO DO MMFGL.

2.4.1. Equac¢Oes Integrais.

dominio, u € H, e no

que sejam valjdas as

O Método Modificado da Func¢8o de Green Local €& um método integral

capaz de resolver problemas que possam ser expressos por meio de um

sistema de equa¢les diferenciais do tipo:

fu = 5
DPu = ~n em 804
Nu = » em aQo

(2.40)
(2.41)
(2.42)

onde &, @, e N s#o, respectivamente, os operadores diferenciais do

problema, de Dirichlet e de Neumann; Q, &%/

analise, e as parti¢Oes de contorno onde

condicdes de Dirichlet e de Neumann; %, 2, »

aqo sdo0 o dominio de

s80 especificadas as

s 3o a excitac¢do no

dominio Q e as fun¢des que definem as condi¢des de contorno em an e

N .
)

Admite-se que o problema (2.40)-(2.42) seja "bem posto", isto &,
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para condi¢des de contorno prescritas adequadamente e considerando que
o vetor de excitac¢fo, H, seja suficientemente "bem comportado", ent#o

a solucdo é Unica.

Para Que se possa determinar uma soluc¢fo fundamental do problema

(2.40), €& necessario resolver o seu problema adjunto, considerando
como estado auxiliar, o tensor de Green, G(P,Q), e como fonte de
excitac¢do, uma distribuic¢do Delta de Dirac, &(P,Q), aplicada no

dominio. Lembrando que 2" e o operador adjunto formal de £, e definin-
do I como sendo o tensor identidade, ent3o o problema adjunto ¢é

expresso por:
£ 6(P,Q) = &(P,Q) I P,Q €0 (2.43)
O tensor de Green, G(P,Q) pode ser interpretado como um desloca-
mento generalizado na dire¢3o i de um ponto qualquer Q devido a uma
for¢a generalizada unitaria aplicada na direc3o j sobre um ponto P,
onde P e Q € Q.
Multiplicando (2.40) por G'(P,Q) resulta:
G'(P,Q) £ u(P) = G'(P,Q) &(P) (2.44)
Analogamente, multiplicando (2.43) por ut(P) obtém-se:

ut(P) £ G(P,Q) = u'(P) 8(P,Q) (2.45)

Subtraindo de (2.44) o transposto de (2.45):

G'(P,Q) £ u(P) - [£¥G(P,Q)]" u(p)

= ¢'(P,Q) &(P) - u(pr) &(r,Q)

(2.46)
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A expressdo anterior pode ser re-arranjada como:

u(P) 8(P,Q) = G'(P,Q) &(P) + [£'G(P,Q)]" u(P) - G'(P,Q) £ u(P)

(2.47)

Integrando-se no dominio Qp com o sistema de coordenadas locali-

zadas no ponto P obtém-se:

u(Q) = j ( 6"(P,Q) &(P) + [£%6(P,0)1 u(P) - ¢'(P,0) £ u(p) | do,
Q

(2.48)

Aplicando o teorema de Gauss as duas ultimas parcelas do inte-

grando de (2.48) resulta:

ut@ = | 6“(r,@ 8(p) ao, - [ (#%G(p,Q)1" u(p) da
Q aQ P
+ | 6" (p,Q) ¥ u(p)] a3 “ (2.49)
aQ P

onde 9 representa um arco correspondente ao ponto p de contorno; ¥ e

b . X B
¥ s8o os operadores de Neumann associados a £ e £ respectivamente.

Para evitar a manipulacdo dos operadores de Neumann em (2.49),
que implicam em derivadas de u no contorno, o MMFGL utiliza um opera-
dor auxiliar N' que pode ser adotado como:

N' = diag | &1, &, .... , &1 (2.50)

2 n

onde n € o numero de graus de liberdade em cada ponto nodal e éi é uma

constante real nfo nula.
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Somando e subtraindo em (2.49) a parcela

¢'(p.Q) [#u(p)] = [#'G(p.Q)]1" u(p) (2.51)

resulta

wi@) = [ ¢"(p,0) &) a0, - [ [(+¥)G(p,Q)1" ulp) doe
Q

te1¢;

+ f GH(p,Q) [N + ¥'] ulp) dao
a0 P

(2.52)

A introduc¢io do operador auxiliar N¥N' implica que seja satisfeita

a seguinte condic¢fo de contorno:
[( ¥+ ¥ ) Gp. 1" = 0 (2.53)

Deve-se salientar que, uma vez imposta a condiC3o expressa por
(2.53), a solu¢d3o fundamental representada por G(P,Q) passa agora a

corresponder, realmente, a uma Funcido de Green.

Ooutro aspecto relevante €é que a expressio (2.52) ndo é
aconselhavel sob o ponto de vista numérico, pois ainda envolve deriva-
das de u({p) no sentido dou trac¢o, que s33o de dificil tratamento. Para

contornar este problema, define-se uma nova variavel, tal como:
£p) = ( ¥ + ¥') ulp) (2.54)

Substituindo (2.53) e (2.54) em (2.52), resulta a expressfo dos
deslocamentos generalizados no dominio:

u@) = [ c'p,0) &(p) a0, + [ G'(p,0) £(p) o0 (2.55)
Q

(<]19]

A expressdo (2.55) representa a soluc¢do de (2.40) no dominio Q.

Por nfo possuir nenhuma derivada de G(-,:) ou de £(-), as integrais de
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(2.55) comportam-se muito melhor do que aquelas existentes em (2.49).
Observa-se, também, que o sistema (2.49) é idéntico aquele decorrente
do Método Direto dos Elementos de Contorno (MDEC), embora, para este
ultimo, seja usual desenvolver as integra¢les em relacfio aos pontos
"campos" (Q) e ndo em relacfo aos pontos "fontes" (P), como as apre-

sentadas neste trabalho.

Para a determina¢8o da solu¢3o no contorno 82, um processo
analogo ao desenvolvido em (2.40)-(2.55) poderia ser feito. Mas, como
as variaveis envolvidas, por hipo6tese, pertencem a espacos de Hilbert
que apresentam a propriedade do trac¢o, (2.9)-(2.12), é muito mais

simples aplicar o operador traco diretamente a (2.55) e obter:

ulq) = j ¢'(pP,q) &(p) do, + f ¢'(p,q) £(p) dse_ (2.56)
Q a0

O problema fica totalmente definido pelas equag¢bes (2.55) e
(2.56), sem que se tenha feito nenhum tipo de aproximacdo, o que redu-

ziria a qualidade dos resultados.
2.4.2. Aproximac¢83o das Equa¢Oes Integrais.

A partir de agora, os sistemas de equacCOes (2.55) e (2.56) serido
aproximados utilizando técnicas consagradas dos métodos dos Elementos
Finitos e dos Elementos de Contorno para discretizar o dominio e o
contorno, respectivamente. A modelagem matematica €& feita como se

segue.

a) Discretizac¢do do Dominio

De forma analoga ao Método dos Elementos Finitos, o dominio real

do problema, QR, é idealizado por Qh, t8o0 proéximo do original quanto
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(b) (c)

Figura 2.3. Aproximag¢fo do dominio real, QR {(a), por meio de Elementos
Kk

Finitos, @ (b), e Elementos de Contorno, aﬂk (c)

possivel. Este, por sua vez, € dividido em NEF sub-dominios, que sdo

os elementos finitos, Q°, ou seja,
E =
o = o = | @ (2.57)

Cada elemento finito corresponde ao fecho de uma regido aberta,

k k. ,
Q" , com o seu contorno, 39, isto €,

ok - o u 8ok k =1,..,NEF (2.58)
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tal que

0 n Q = ¢ para k # j (2.59)

b) Discretizacdo do Contorno :

O contorno 9 é aproximado por 8Qh, sendo este subdividido em NEC
partes, que s30 os elementos de contorno, an*
anterior tem-se:

. Analogamente ao caso

— —k
th = U' N (2.60)
onde

a‘dk k

H
X
C
e
A
If
o

.. NEC (2.61)
" n o0t 2 ¢ para K # j (2.60)

k K
e ' é¢ o contorno de a0

Quaisquer aproximac¢8es no dominio e no contorno podem ser feitas,
respectivamente, através de fun¢des de interpolacdo [wi] e [¢j]. Estas
funcdes, definidas a nivel local de cada elemento, geram subespacos de
dimens8es finitas v" de v, H" de H e 8H" de dH, onde ser3o gera-

das as proje¢des da Func¢do de Green.
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¢) Aproximac¢3do das Variaveis

As variaveis envolvidas nas expressOes (2.55) e (2.56) podem

entdo ser aproximadas usando as mesmas fung¢des de interpolacio [wi] e

[¢j], ou seja

u(Q) [w(Q)] u uf{q) = [(¢(q)] u,

(2.63)

6(P) (w(P)] b £(p) = [(¢(p)] £

onde as variaveis em negrito u . u, b, e f, representam os vetores
"generalizados" dos deslocamentos nodais no dominio e no contorno, das
forgcas de corpo e das a¢Oes nodais, respectivamente; ([w(:)] e [¢d(+)]
s80 as matrizes das funcdes de interpolac¢@io em uma célula de Green.
Note que [#(p)] €& o traco de {[yw(P)] assim como u(qg) ¢ o traco de u(Q).
Sendo assim, os valores de u, correspondentes aos no6s que estfo sobre
o contorno da malha de elementos finitos, coincidem c¢om os valores

associados de uC da malha de elementos de contorno.

Substituindo as aproximag¢les (2.63) em (2.55) e aplicando o
Método Residual de Galerkin, 1isto é, tomando a projec¢do de u(Q) orto-

gonal a [v(Q)], resulta no seguinte sistema de equac¢fes de dominio:

Au = Bf + Cb (2.64)
onde
A = jQ w@1" (vi)] aa, (2.65)
B = JQ w1 6 () an (2.66)
C =

f [w(Q) 1" 6400) do, (2.67)
Q
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G (Q) = f ¢'(p,Q) [¢(p)laan (2.68)
an P

_ t
G Q) = JQ ¢'(P,Q) [v(P)] aq, (2.69)

onde GC(Q) e Gd(Q) sdo as proje¢des, num ponto Q de dominio, do tensor
de Green, G(+,Q), no espac¢o gerado pelas func¢des de interpolacio [¢ﬂ
e [wi]; respectivamente.

Analogamente, determina-se o sistema de equac¢Ges de contorno
levando (2.63) em (2.56) e aplicando o Método Residual de Galerkin, de
tal modo que se tome a projec¢do de u(g) ortogonal a [¢(q)]:

Du,= Ef + Fb (2.70)
onde
D = jaQw(q)]t [#(a)] don_ (2.71)
E=‘how“n]tGAQ)qu (2.72)
F = faQw(q)]t Ggla) adn (2.73)

onde Gc(q) e Gd(q) sdo as proje¢des, num ponto q de contorno, do ten-
sor de Green, G(+,q), no espaGo gerado pelas func¢des de interpolacio

[¢j] e [wi], respectivamente. Tais proje¢fes s#Ho expressas por:

G ta) = [ G'p.@) [(p)] a&@ (2.74)
aQ P

B t
G la) = JQ G'(P,q) [w(P)] aQ_ (2.75)
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Os sistemas (2.64) e (2.70) resolvem integralmente o problema.
Observe-se que as matrizes A e D sfo facilmente determinadas por en-
volverem apenas fun¢des de interpolacfo. As outras, B, €, E e I, de-
pendem do conhecimento das proje¢fes da funcfo de Green, cuja determi-

na¢do sera tratada no proximo item.

O sistema de equa¢des no contorno (2.70) é inteiramente analogo
ao decorrente no Método Direto de Elementos de Contorno. Como,
conforme as condicdes de contorno, sd30 prescritos valores de
deslocamentos, HC, ou de "esforcos generalizados", f, o sistema (2.70)
pode ser modificado de modo a separar os termos conhecidos dos desco-

nhecidos. Isso pode ser feito facilmente através de:

[-E D] - [ -D

= C .
u E ] + Fb (2.76)

2.4.3. Determinac¢8o das Projeg¢des do Tensor de Green.

Uma das etapas mals importantes no MMFGL ¢ a determinac¢do das
proje¢les do tensor de Green nos espac¢os gerados pelas fun¢des de
interpolac¢io UpJ e [¢j], com as quais podem ser implementadas as
matrizes B, €, E e F. 8Silva [1988] e Barcellos & Silva [1987] propu-
seram uma forma de obtenc¢do dessas proje¢des que envolve duas etapas

distintas de solucé#o.

la. ETAPA : Determinac¢3o das proje¢oes Gd(Q) e GP(Q) correspon-

dentes aos tensores de Green G(P,Q) e G(p,Q).

Nesta fase, com a func¢fo Delta de Dirac no dominio, resolve-se 0o

sistema (2.26)-(2.27), considerando que o estado auxiliar, v = v(+,Q)

seja definido pelo Tensor de Green G(-,Q), Q € Q, e introduzindo o
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operador adicional N' nas condi¢Oes de contorno, como em (2.53):

£ ¢'(r,Q) 8(P,Q) I P, Q €0 (2.77)

(¥ + ¥') ¢%(p,Q)

1
o

pEXN: Qe (2.78)

Multiplicando (2.77) por [w(P)] e integrando em relaclo a QP
resulta

£ [ e'p.@) wie)] a0, = [ (P, (w(P)] do, (2.79)
Q Q

0O termo Gd(Q), (2.69), €& reconhecido na primeira integral de
(2.79), o que torna a expressfo equivalente a:

e* G4(Q) = [w(Q)] (2.80)

De modo analogo, multiplicando (2.78) por [¢(p)] e integrando
em relac¢Zo a an, a projecgio GP(Q), (2.68), é determinada:

( N+ ¥ ) G (p.,Q) [#(p)] A = 0 (2.81)
30 - p

0 que equivale a:
(N + N ) G Q) = 0 (2.82)
2a. ETAPA : Determinac¢8o das projecdes Gc(q) e Gd(q) correspon-
dentes aos tensores de Green G(p,q) e G(P,q).
Agora, com a funclo Delta de Dirac no contorno, resolve-se o

sistema (2.26)-(2.27), considerando que o estado auxiliar, v = v{(-,q)

seja definido pelo Tensor de Green G(+,q), q € 382, e’ incluindo o
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operador adicional ¥' nas condi¢Oes de contorno:

£* ¢g'(p,q) = 0 PeQ e qe€ a0 (2.83)
( ¥ + ¥ ) ¢Y(p,q) = &(p,q) 1 D.g € &R (2.84)

Multiplicando (2.83) por ([9(P)] e integrando em relacfo a QP
. tem-se:

e* J ¢'(P,@) [p(P)] do, = 0 q e, Pe (2.85)
Q

Ou seja, lembrando (2.75):

£* Ggla) = 0 (2.86)

Repetindo o mesmo procedimento em rela¢33o 4ad (2.84), porém
multiplicando por [¢(p)] e integrando ao longo de aQP:

( ¥+ X)) Gt(p,q) [¢(p)] doQ = f S(p,a) [d(p)] doQ
a0 p a0 P

(2.87)

Usando (2.74) obtém-se Gc(q) :

(N + 4 ) G @ = [¢@)] (2.88)

Adotando funcg¢des de interpolacto lagrangeanas convencionais de
elementos finitos, os termos da direita das equac¢Oes (2.80) e (2.88)
tém continuidade do tipo £°(Q). Como a excitaclio adotada nas duas
etapas é do tipo 6 (delta de Dirac), sendo portanto muito mais singu-
lar, conclui-se que as projec¢des da funcfo de Green determinadas em

(2.80), (2.82), (2.86), e (2.88) tém um comportamento muito mais suave
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e regular do que o proprio tensor G(P,Q), simplificando o tratamento
numérico. Este & um dos mais importantes motivos do excelente desempe-
nho do MMFGL.

Como as proje¢bGes de Green sd3o funcdes suaves e continuas
[Mikhlin (1970)], também podem ser expandidas pelas mesmas func¢des de

interpolac¢ido lagrangeanas usadas anteriormente. Chega-se, assim, a:

G4(Q) = [w(Q)] 6™ Gyla) = [o(@] 6"
6 (@ = [y ¢ G la) = [6(@)] 6 (2.89)
onde GDQ, GDq, GCQ e ch sfo os tensores obtidos com os valores nodails

de Gd(Q), Gd(q), GC(Q) e Gc(q), respectivamente.

Barcellos e Silva [1987] sugeriram a aproximac¢3o dos tensores de
Green de um modo analogo ao Método dos Elementos Finitos, através da
minimiza¢3o de um funcional ?(Gd, GC) que depende do tipo de problema
gque se esta analisando. Barbieri [1992] mostrou que este funcional

pode ser expresso genericamente na forma:

g(Gd'Gc) =B (%,¢ - « Bx(Gd’[W]) - B BZ(GC,[Q]) + 83(3,3)
(2.90)
onde
axae B sﬁo constantes tais que a = 1 e B = 0 se, com a minimizag¢3o
de (2.90), se deseja calcular Gd; e a = 0 e B = 1, caso a

projecdo desejada seja GC;
% corresponde a Gd ou a Gc' conforme o caso desejado;

B(%,%) é€ a forma bilinear em estudo, desenvolvida para Gd ou para

Gc’ conforme corresponda ¥;

Bl, B2 e B3 s3o0 formas bi-lineares tais como:
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B,(Gg [¥]) = jQ G,4(0) - [¥(Q)] da, (2.91)

B,(G,, [0]) = jaQ G (a)-[®(q)] aon (2.92)
1 . ,

B (.9 =z JaQ (¥ S(p)]-8(p) dd%_ (2.93)

Do processo de minimiza¢83o do funcional ¥, resulta um sistema de

equacﬁes semelhante a:

[]K ][ c®P@) i ¢F(q) ] = [A ID] (2.94)
“onde
()] - [ % ]+ [¢] (2.55)
KMEF - matriz de rigidez convencional de elementos finitos
K' - matriz que envolve os coeficiente de contorno do operador

¥', e que pode ser considerada como em (2.50), isto €, uma

matriz diagonal do tipo

[IK'] = 1k, (2.96)

A, D - matrizes decorrentes do processo de minimizac¢d3o do funcio-
nal 5(Gd, Gn)’ e que correspondem, respectivamente, as

matrizes de (2.65) e (2.71).
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Os coeficientes &i's, i = 1,...,n, onde n é o numero total de
graus de 1liberdade, sd3o constantes nZ3o nulas, e com valores que n#o
comprometam o condicionamento final do sistema de equac¢Oes. Devem ser
especificados apenas onde existam condi¢fes de contorno homogéneas de
Dirichlet. Esta ultima restric¢fo pode ser melhor entendida observando-
se que o operador adicional do MMFGL, N¥', esta incluido apenas na
forma bilinear Ba(g,@) da expressdo (2.90), que afeta diretamente a
matriz de rigidez de (2.94). E com o operador ¥N' que se calculam os
valores do vetor de resultantes nodais £ = ( ¥ + ¥' ) u,- Enquanto que
a primeira parcela, ¥ u.. corresponde as rea¢les e esforgos reais, a
segunda, N' u.. corresponde a valores "“ficticios". Introduzindo o
operador X' apenas na parcela de contorno correspondente as condic¢des
de Dirichlet homogéneas, as reacfes e fluxos ficticios n3o s3do assim
incluidos no sistema. De outra forma, um podés-processamento tornar-se-
ia necessario para retirar dos resultados finais as quantidades
ficticias. Valores de ﬁi's testados num intervalo de [10'11Kmax] a
[lOB B%ax], onde a Kmax € o maior valor da matriz de rigidez conven-

cional de elementos finitos, n3o revelaram gquaisquer perturbag¢fes no
MMFGL.

2.4.4. Implementa¢d3o das Matrizes e Resolucdio do Sistema de

Equacdes.

Reconsiderando o sistema de equa¢des definido pelas expressoes

(2.64) e (2.70), observa-se que:

a) As matrizes A e D, em (2.65) e (2.71), de modo analogo a
matriz de massa, s8o facilmente determinadas pois envolvem

apenas produtos entre matrizes de fun¢des de interpolacdo.

b) Uma vez conhecidos os valores nodais de c"? e GCQ, pela
propriedade do tra¢o ficam determinados, automaticamente,

GDq e ch.
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d)

e)

f)
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L D C ~ ,
Com as projecoes G e e G e das fun¢des de Green, as matrizes B

e Cem (2.66) e (2.67) podem ser re-escritas como:

B

| wnrtwer a, ¢ (2.97)
Q

&
i

f [w(@)1'Tp()1 ao, 6" (2.98)
Q

Reconhecendo a matriz A de (2.65) em (2.97) e (2.98) resulta:

(2.99)
¢ = Ac™ (2.100)

Analogamente, a matriz E de (2.72) pode ser re-escrita como:

E

1}

[ et tew@) aoe_ G (2.101)
N

Usando (2.71) em (2.101) resulta

E = D g%

(2.102)
Considerando que as func¢des [¢J] correspondem aos tracos das
func¢des de interpolac3o no dominio [wi], observa-se em (2.66)
e (2.73) que

(2.103)

Resolvendo-se, inicialmente, os valores no contorno determina-
dos por (2.70), e com estes substituindo-se em (2.64), a
solug¢ido do problema torna-se bastante vantajosa. Isto porque,
devido a (2.99) e (2.100), os resultados no dominio s&o obti-
dos sem necessidade de inversdo da matriz A, ou seja, o siste-

ma (2.64), no dominio, simplifica-se para
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b (2.104)

g) Caso adotado o procedimento descrito no item f, a matriz € no
sistema (2.64) perde a finalidade e n3o precisa ser desenvol-
ca  gha  ,

matriz B continua sendo necessaria pelo motivo descrito no

vida bastando, para tanto, o conhecimento de G

item e.
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CAPITULO 3

PrLacas LaMinapas DE MATERIAIS CoMPOSTOS

3.1. INTRODUCAO.

Uma das areas de estudo dos materiais compostos na Mecanica Es-
trutural se concentra, hoje, no desenvolvimento de modelos numéricos
que representem, adequadamente, os elementos estruturais feitos por
esses materiais, tais como placas e cascas laminadas, pec¢as com enri-
jecedores, com aberturas, etc. Além de representarem o comportamento
desses elementos as mais diversas solicita¢des - flexdo, cisalhamento,
flambagem, efeitos térmicos, delamina¢des, etc., os modelos devem ser,

dentro do possivel, simples e precisos.

Ndo € dificil perceber que os materiais compostos tém um compor-
tamento estrutural muito mais complexo que os homogéneos. A
experiéncia adquirida no trato com materiais homogéneos para resolver
os problemas que envolvam materiais compostos anisotroépicos revela-se,
muitas vezes, insuficiente e énganosa. E por esse motivo que existem
tantas teorias e modelos distintos para analise de tais materiais, e
nenhum deles é completo o bastante para resolver todas as situac¢Oes

praticas.

Em face ao largo campo de aplicac¢des, o presente trabalho se
concentra no estudo de placas laminadas de materiais compostos. Serfo
mostrados, no decorrer deste Capitulo, as diversas teorias eXxistentes
para a éolucﬁo de placas laminadas, bem como os modelos numéricos
utilizados. Na etapa seguinte, serdo mostradas as propriedades gerais

de um laminado, a partir das contribui¢Oes individuais de cada lamina.
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Finalmente, ser3o discutidas as técnicas de determinacio das tensodes

normais e cisalhantes ao longo da se¢fo transversal.

3.2. TEORIAS DE PLACAS LAMINADAS.

O comportamento direcional de uma placa laminada, decorrente dos
diferentes graus de anisotropia entre as diversas laminas, € uma pro-
priedade essencial para que se avaliem corretamente os efeitos das
tensdes cisalhantes interlaminares. Uma série de estudos realizados
por Paganb (1969, 1970a, 1970b], Wwhitney e Pagano [1970], Pagano &
Wang [1971], e Pagano & Hatfield [1972], mostrou a importéancia de se
considerar os efeitos das deformag¢Oes transversais por cisalhamento
para a correta determinac¢3o dos deslocamentos laterais e da
distribuic8o das tensodes ao longo da espessura da placa. Estas conclu-

sO0es sdo0 base fundamental para o tratamento de laminados.

Existem inumeras teorias de placas laminadas. Na literatura,
muitas sf8o referenciadas por nomes ou siglas, que podem, a principio,
causar algum tipo de confusfo. Para facilitar o entendimento, algumas
dessas siglas est3o aqui reunidas. Ao longo do trabalho, muitas vezes

elas serio mencionadas:

CPT - "Classical Plate Theory" - Teoria Classica de Placas,
baseada no modelo de Kirchhoff.

CST - "Constante Shear-Angle Deformation Theory" - Teoria do
Angulo de Cisalhamento Constante, baseada nos modelos de
Reissner/Mindlin.

CLPT - "Classical Laminated Plate Theory" - Teoria Classica de
Placa Laminada. Corresponde a CPT para o caso de lamina-
dos.

FSDT - "rirst Order Shear Deformation Theory" - Teoria de Pri-
meira Ordem. Corresponde a CST para o caso de laminados.

O campo de deslocamentos varia linearmente ao longo da
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espessura.

HSDT -~ "High Order Shear Deformation Theory" - Teoria de Ordem
Superior ou Teoria Refinada. Engloba a FSDT, pois o campo
de deslocamentos ¢é expandido por polindmios de ordem
superior.

LCST - "Layer-wise Constant Shear Angle Theory" - Teoria do
Angulo de Cisalhamento Constante para lamina discreta.
Corresponde a CST, porém aplicada a cada lamina indivi-

- dualmente.

GLPT ~ "Generalized Layer-wise Plate Theory" - Teoria generali-
zada de placa por lamina discreta. E uma particularidade
da LCST.

Hoje, as teorias de placas laminadas, conforme o tratamento a

elas empregado, podem ser classificadas em [Reddy (1989a)] :

a) Teorias tri-dimensionais (3-D), baseadas na Mec@nica do
Continuo e na Elasticidade;
b) Teorias de Camada Simples Equivalente;

¢) Teorias do Tipo Camada ou Lamina Discreta.

3.2.1. Teorias Tri-Dimensionais.

Rigorosamente, uma placa, laminada ou n83o, € uma estrutura
tri-dimensional, cujo tratamento mais correto é através das equagoOes
da Elasticidade 3-D e da Mecanica do Continuo. Embora os resultados
dai decorrentes possam ser tomados como "exatos", a complexidade de

uma analise como esta restringe seu uso a uns poucos casos praticos.

Os trabalhos citados de Pagano et. alli., e Whitney e Pagano,
baseiam~se na Elasticidade 3-D para determinar solu¢des "analiticas"
para alguns tipos de placas ortotrodpicas laminadas, e seus resultados

servem até hoje como referéncia e aferi¢do de novos métodos.
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Uma formulac¢d3o 3-D foi utilizada por Sun [1971] e Sun & Cheng
[1972], no desenvolvimento de uma teoria continua que leva em conta a
micro-estrutura das placas multi-laminadas. Nestes trabalhos,
expressOes de placa bi-dimensional s8o deduzidas a partir de equag0es
tri-dimensionais da Mecanica do Continuo, empregando expansfes em
seérie como as apresentadas por Mindlin [1951]. Entretanto, a solu¢fo é
bastante complexa e o0s custos da analise excessivos, especialmente

quando ¢é grande o numero de laminas ou em analises n#o-lineares, como

observa Kuppusamy & Reddy [1984].

Assim, este tratamento € aconselhavel apenas em regides localiza-
das. Nos problemas onde ocorrem drandes gradientes de tensdes, ou
naqueles que envolvem danos em placas laminadas, como discutido no
trabalho de Hwang & Sun [1989], uma formulac¢83o tri-dimensional pode

ser interessante.

3.2.2. Teorias de Camada Simples Equivalente.

Nas Teorias de Camada Simples Equivalente, o laminado € tratado
como se fosse uma Unica placa homogénea, cujas propriedades sio deter-
minadas por integracdio, ao longo da espessura, a partir das
contribuic¢fes individuais de cada lamina. Admite-se que cada lamina
seja elastica e esteja submetida a um estado plano de tensdes. A placa
resultante assim obtida ¢é, em geral, anisotropica. Os custos dé
analise si3o bastante reduzidos, sendo, por 1isso, a opc¢do da grande
maioria dos pesquisadores quando apenas os resultados globais s#o
importantes (como deslocamentos, rota¢des, tensfes normais e modos de

vibraciao).

As teorias de Camada Simples consideram a placa como uma estrutu-
ra bi-dimensional, adotando formulag¢des semelhantes as das teorias
convencionais de placas homogéneas. O modelo €, dessa forma, mais

simples do que os que se basejam em teorias tri-dimensionais. Em con-
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trapartida, deve-se atentar para alguns inconvenientes que podem sur-

gir, tais como, a representac¢fo incorreta dos esfor¢os nos cantos das

placas.

Quando enquadradas na classe de Camadas Simples, as teorias podem
se basear em modelos de deslocamentos ou mistos. Os primeiros expandem
o campo de deslocamentos através de uma combinac¢do 1linear entre
funcgodes da coordenada ao longo da espessura e funcgoes
pré-estabelecidas na superficie de referéncia (em geral, a superficie
média). Nos modelos mistos, combinam-se linearmente fun¢des de deslo-
camentos e de tensdes [Reddy (1986)].

Pode-se dizer que a "Teoria Classica de Placa Laminada” (CLPT -
Classical Laminated Plate Theory) € o modelo mais rudimentar de uma
Teoria de Camada Simples baseada em modelo de deslocamentos. A CLPT,
pela introduc¢fo dos efeitos de flex3do-membrana, ¢é uma extensfo da
Teoria Classica de Placas (CPT - Classical Plate Theory) ao caso de
laminados [Whitney (1987)]. Utilizam-se func¢Oes lineares g! para ex-
pandir o campo de deslocamentos. 8830 consideradas as hipodteses de
Kirchhoff-Love, e desprezadas as deforma¢des transversais, € , € , e

zzZ Xz

eyi , 0 que resulta em tensdes cisalhantes rxz e Ty nulas. Desse
z
modo, a normal a superficie média nfo sofre distorc¢fo, assim permane-

cendo apo6s a deformacio.

Atribuem-se a Yang, Norris e Stavsky [1966] os méritos de serem
os pioneiros na modelagem de placas laminadas pela CLPT. Whitney e
Leissa [1969], usando modelo semelhante, apresentaram as equag¢oes
governantes em termos de deslocamentos, e solu¢Oes particulares para
alguns casos de flex3o, vibrac¢des e flambagem. Mais tarde, porém, de
acordo com as conclusdes de Pagano [1969,1970a,b], e de Whitney e
Pagano [1970}, o uso dessa teoria ao caso de laminados foi desaconse-
lhado, por desprezar os efeitos cisalhantes. Mesmo para materiais
isotroépicos, a CPT é restrita ao caso de placas finas, quando a

relacdo entre o v3o e a espessura € grande.
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A Teoria de Primeira Ordem (FSDT - First Order Shear Deformation
Theory) descreve o campo de deslocamentos por meio de polinbmios 1li-
neares ao longo da espessura e inclui as contribuig¢des dos efeitos
cisalhantes na analise. E uma extensfio ao caso dos laminados, dos
modelos propostos por Reissner [1945] e Mindlin [1951] para placas
homogéneas. Estes, incluindo no modelo de Kirchhoff (CPT) os efeitos
do cisalhamento transversal, deram inicio as "Teorias de Deformagodes
por Cisalhamento” (CST - Classical Shear Deformation Theory). Nas
propostas originais, Reissner e Mindlin trabalharam, respectivamente,
com expansOes de campos de tensfes e de deslocamentos. Ambos conside-
ravam coeficientes de correc¢do do cisalhamento constantes, e os valo-
res de 5/6, para o caso de Reissner, e nz/lz, para o de Mindlin, fica-
ram consagrados. Tais coeficientes foram "embutidos" nessas teorias
para que, uma vez que n3o era possivel descrever exatamente a
distribuic¢8o das tensdes cisalhantes ao longo da se¢3o transversal,

pelo menos na média, elas seriam bem avaliadas.

Deve-se observar que, em compostos, os valores dos coeficientes
de correcido do cisalhamento dependem da distribuic¢do das deforma¢des
cisalhantes transversais ao longo da espessura. Estas, por sua vez,
s3o0 func¢des da geometria e da configurac¢d3o do laminado [Noor & Burton
(1989a,b;1990)]. Assim, a precis83o da Teoria de Primeira Ordem diminui
quando a relac¢do A/L (espessura/comprimento da placa) e « (dngulo de
orientacfo das fibras) crescem. O campo de validade da FSDT é também

muito dependente dos coeficientes de corre¢io adotados.

Whitney e Pagano [1970] mostraram também due, se o campo de
deslocamentos n3o for adequado, n#o basta incluir deforma¢®es por
cisalhamento na Teoria Classica de Placas, como fizeram Reissner e
Mindlin, para obter tensdes 1laminares precisas. Whitney [1972]
reforgou estas conclusdes ao percorrer caminho inverso ao normalmente
empregado. Determinou os deslocamentos no plano a partir da integracfo
das deforma¢des cisalhantes transversais obtidas por Whitney & Pagano
[1970]. O campo de deslocamentos assim obtido foi de ordem superior, e

ndo mais linear como no modelo original. Esse procedimento, no
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entanto, nfo conduz, necessariamente, a tensdes cisalhantes iguais as

decorrentes das equa¢des de equilibrio de placas.

A partir dos trabalhos de Whitney & Pagano, surgiram as "Teorias
de Ordem Superior"” ou "Teorias Refinadas de Placas" (HSDT - High
Order Shear Deformation Theory), nas quais o campo de deslocamentos €
expandido, ao longo da espessura, por meio de polindémios quadraticos,

cubicos, etc.

Whitney & Sun [1973] e Nelson & Lorch [1974] adotaram uma
expansdo polinomial quadratica. Lo, Christensen & Wu ([(1977a,b] utili-

zaram uma variac¢ido cubica dos deslocamentos.

Biot [1972] propd6s nova aproxima¢3do para placas ortotroépicas
multi-laminadas, incluindo os efeitos de canto. A teoria é desenvolvi-
da no contexto de deformac¢Ses planas. Equacg®es de recorréncia séio
obtidas para laminados genéricos e aplicadas a placas com duas ou trés

laminas.

Mau [1973] e Srinivas ([1973] apresentaram outra variacfo de teo-
rias refinadas, considerando os deslocamentos cowmo determinados
atraveés de func¢des seccionalmente continuas ao longo de cada lamina.
Ambos o0s trabalhos consideraram um numero arbitrario de camadas. A
formulac¢io de Srinivas nf3o utilizava fatores de correc¢io do cisalha-
mento. Porém, nos dois casos, o numero das equa¢bes de campo e das

condi¢Oes de contorno dependia do numero de laminas.

Reddy [1984a] e Phan & Reddy [1985] propuseram uma teoria de
ordem superior unificada, empregando um polindmio de terceiro grau, e
impondo a condi¢8o de que as deforma¢des transversais cisalhantes se
anulassem nas superficies superior e inferior da placa. Apesar deste
modelo n#o satisfazer a condic¢83o de continuidade das tensdes cisalhan-
tes inter-laminares, a proposta, contudo, foi estendida ao caso de
analise n3o-linear [Reddy (1984b)]. Bhimaradhi & Stevens [1984] utili-

zaram um polindmio cubico equivalente ao de Reddy para expandir o
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campo de deslocamentos para analise de vibracgdes livres em placas

retangulares.

O modelo de Reddy apresentava o inconveniente de incluir algumas
derivadas na sua expansfo polinomial, o que, numericamente, era pouco
interessante. Kant e Pandya [1988] propuseram uma alteracio,
permitindo o tratamento de laminados n3o-simétricos de uma forma mais

eficiente.

Na maioria das Teorias de Camadas Simples Equivalentes admite-se
que s3o continuos os deslocamentos e suas derivadas (as deformac¢des)
ao longo da espessura do laminado. No entanto, como as propriedades
variam de uma camada para outra, as tensdes resultantes, quando calcu-
ladas por meio das equa¢des constitutivas, s3o descontinuas nas inter-
faces. Para contornar este inconveniente, € usual calcular as tensdes
interlaminares por meio de equa¢Oes de equilibrio da Flasticidade 3-D,
a partir das tensBes normais determinadas pelas relac¢odes constituti-
vas. Tal procedimento foi sugerido, inicialmente, por Pryor & Barker
[1971], e por Chou & Carleone [1973]. Englbom & Ochoa [1985] também
fizeram uso dessa técnica e, em trabalho subseqiiente [1986], adotaram
um procedimento de orto-normalizac¢83o por minimos quadrados para

calculo mais eficiente das tensoes.

A dificuldade em determinar precisamente as tensdes interlamina-
res faz com que as Teorias de Camadas Simples sejam adequadas para
representar o comportamento global de placas laminadas, expresso atra-
vés dos deslocamentos, frequéncias naturais ou cargas de flambagem.
Porém, quando forem muito importantes os efeitos locais, como tensdes
em regides de descontinuidades geométricas, de forca ou de material,

outro procedimento deve ser adotado.

Uma alternativa foi recentemente sugerida por Noor & Burton
[{1989b] e Noor, Burton & Peters [1990], que apresentaram um procedi-
mento do tipo preditor-corretor, de duas fases, para o calculo de

tensfes inter-laminares e freqiiéncias de vibra¢des. Na primeira fase,
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preditora, utiliza-se qualquer teoria de camada simples descrita ante-
riormente. E vantajoso, inclusive, o uso da Teoria de Primeira Ordem,
FSDT, pois o numero de variaveis € menor em relacfio as demais. Os
deslocamentos, rotac¢des e tensdes determinados nessa fase, s3o utili-
zados para, na segunda etapa, modificar os coeficientes de correcido do
cisalhamento originalmente adotados, e obter valores mais proéximos a
condic¢d3o real de cada laminado. Com estes novos coeficientes, as

tens®es sfo aperfeicoadas.

3.2.3. Teorias do Tipo Camada, Multi-L&mina, ou Lamina Discreta.

O terceiro grupo de teorias de placas laminadas €& o denominado
"Teoria do Tipo Camada, Multi-Lamina, ou Lamina Discreta” (Layer-wise
3-D/2-D Theory, Discrete Layer-wise Theory ou Multi-layer Theory).
Considera-se, nestes modelos, que o laminado seja constituido de
laminas individuais empilhadas e discretas, n3o sendo mais tratado
como uma unica camada, como nos modelos de camada simples equivalente.
Enguanto que na Teoria Classica (CLPT) os efeitos das deformac¢Oes
cisalhantes s#o ignorados e, na Teoria de Primeira Ordem (FSDT), o
angulo de rotac¢do da normal € considerado constante ao longo da espes-
sura da placa, nas teorias do tipo multi-lamina admite-se que o refe-
rido 4angulo seja constante dentro de cada lamina. O nuUmero de
incoégnitas do problema é, portanto, proporcional a quantidade de

‘laminas.

Um dos trabalhos pioneiros utilizando estas técnicas é o de Mau,
Tong & Pian [1972] que, através de um método hibrido de tensdes, de-
senvolveram um elemento quadrangular de placa multi-laminada. Este
elemento possui 2x(NL+1)+1 graus de liberdade por né, sendo NL o
nimero de laminas. Spilker, Chou & Oringer [1977] procederam de modo
analogo para a implementacso de um elemento triangular com expanséo

linear dos deslocamentos.

Em [1984], Reissner propds um novo principio variacional misto
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que assume, ao longo da espessura de cada lamina, uma variac¢3o linear
dos deslocamentos, bem como uma distribuicdo gquadratica de tensdes.
Tal conceito serviu para Toledano e Murakami [1987a] desenvolverem
outra teoria denominada, de modo sugestivo, como "Teoria Zig-zag de
Primeira Ordem"”. Os deslocamentos no plano, determinados pela Teoria
de Reissner/Mindlin (CST), s3o superpostos a uma funcio do tipo "zig-
zag" de continuidade €°. Mais tarde, Toledano & Murakami [1987b] in-
cluiram polindémios de Legendre na variac¢ido dos deslocamentos ao longo
da espessura da placa. Comparados com o0 modelo de Lo, Christensen & Wu
[1978b], os resultados obtidos pela Teoria Zig-zag s3o melhores. Porém
algumas discrepancias em laminados ortotrépicos n3do simétricos foram

registradas.

Em ([1986], Chaudhuri propo6s uma formulac¢io que admite um campo
qgquadratico de deslocamentos, e a utilizou no desenvolvimento de um
elemento triangular, com 2xNL+3 graus de liberdade por né. Detalhes de
implementac¢do foram discutidos por Chaudhuri & Seide [1987a,b] e Seide
& Chaudhuri [1987].

Recentemente, Reddy [(1989Db] apresentou‘novo modelo, semelhante a
Teoria Zig-Zag de Toledano e Murakami, e que foi denominado de "Teoria
Generalizada de Lamina Discreta"™ (GILPT - Generalized Laminate Plate
Theory). Nesta proposta, o campo de deslocamentos é expandido por meio
de uma combinac¢fdo linear entre a coordenada ao longo da espessura e
fun¢des indeterminadas da posic¢do em cada lamina, que podem ser vistas
como fung¢des globais de Lagrange. O laminado pode,'desse modo, ser
discretizado por elementos 2-D em sua superficie de referéncia. Reddy,
Barbeiro & Teply [1989] e Barbero, Reddy & Teply [1988,1990] apresen-
tam maiores detalhes de implementac¢fo.

Nas teorias do tipo Camada, os deslocamentos s#o continuos ao
longo da espessura, mas suas derivadas n8o o s83o. Isto resulta em
deformac8es transversais descontinuas em cada interface, e tensoes
continuas, mesmo quando calculadas pelas equa¢fes constitutivas. No

plano, as deformag¢des € eyy e exy apresentam continuidade, mas o
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mesmo n3Ao ocorre com as tensdes normais oxx, oyy e oxy nas interfa-

ces, por causa das diferencas de propriedades entre as laminas.

Assim como nas teorias tri-dimensionais, os modelos do tipo
Lamina s30 capazes de representar precisamente o campo de tensoOes
inter-laminares, mas a um custo também elevado, uma vez que o numero
de equac¢des diferenciais é proporcional ao nﬁmero.de camadas. Utili-
zando-se técnicas de "sub-laminac¢3o" [Reddy (1989a) e Chaudhuri &
Seide (1987a,b)], quando varias "sub-ladminas" s3o agrupadas numa so, o
custo da analise pode ser reduzido. As propriedades de um sub-laminado
sdo obtidas por integra¢do ao longo da espessura, de modo analogo ao

empregado nos modelos de camada simples.

Pagano [1978] apresentou uma teoria local cujo modelo matematico
consiste em 23xN equac¢des diferenciais parciais na superficie média da
placa, mais 7xN condic¢des de contorno, onde N & o numero de laminas.
Quando é grande o numero de camadas, em problemas geometricamente

ndo-lineares ou em analises transientes, o seu uso € desaconselhavel.

Como os custos por analises globais tri-dimensionais ou por mode-
los do tipo Lamina sdo excessivos, Pagano & Soni [1983] apresentaram,
ainda, um procedimento, denominado "Local-Global", em que essas teo-
rias sf83o empregadas apenas em regifes especificas de interesse, en-

quanto que, nas demalis, uma teoria de camada simples é adotada.

Para melhor compreensfo do exposto, apresenta-se a Figura 3.1,
que representa as diversas alternativas teolOricas para a analise de

placas compostas laminadas.
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TEORIAS DE PLACAS LAMINADAS

I
MODELOS BASEADOS NA MODELOS DO TIPO MODELOS DO
TEORIA DA ELASTICIDADE E CAMADA SIMPLES TIPO LAMINA
NA MECANICA DO CONTINUO EQUIVALENTES DISCRETA

| l l

TEORIA DO TEORIA DO
TI1PO TIPO
LCST GLPT

MODELOS BASEADOS EFM
DESLOCAMENTOS E TENSOES

MODELOS BASEADOS EM
DESLOCAMENTOS

| 1
MISTOS HiBRIDOS
TEORIA TEORIA DE TEORIA REFINADA OU
CLASSICA PRIMEIRA DE ORDEM SUPERIOR
(CLPT) ORDEM (FSDT) (HSDT)

Figura 3.1. Teorias de Placas Laminadas

3.3. METODOS DE SOLUCAO PARA PLACAS LAMINADAS.

As solug¢les para placas laminadas podem ser classificadas em dois

grupos distintos:

a) Solucdes Analiticas; e

b) Solucdes Aproximadas.

estdo reunidas as solu¢des obtidas a partir

No primeiro grupo,
de Placas Lawminadas, median-

da Teoria da Elasticidade, ou das Teorias
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te técnicas que se baseiem em expansdes em séries, .ou por combinacoes
entre elas. 830, em geral, solu¢des particulares, que servem COmMO

referéncia para aferic3o de novos métodos.

No grupo de solu¢des aproximadas, reunem-se todas aquelas obtidas
por meio de métodos numéricos, tais como o Método dos Elementos
Finitos, dos Elementos de Contorno, e, mals recentemente, do Método

Modificado da Func¢d3o de Green Local.

Para que se tenha uma visfd3o atualizada de como as placas
laminadas s3o resolvidas, sera feito, a sequir, um breve apanhado das
solu¢bes encontradas na literatura, de acordo com a classificacio

acima indicada, e empregando as teorias mencionadas no item anterior.

3.3.1. Solucdes Analiticas.

O numero de equa¢des governantes em uma placa laminada €, em
geral, excessivamente alto para que se determinem solu¢Oes analiticas
com facilidade. E por este motivo que poucas s3o as solucdes

analiticas encontradas para laminados.

Alguns trabalhos merecem destague. Os mals importantes, por terem
representado uma‘nova abordagem para placas laminadas, foram, certa-
mente, os de Pagano [1969; 1970a,b; 1978a.b], Pagano, Patterson & Wang
[1971], Pagano & Hatfield [1972] e Whitney & Pagano [1971] que apre-
sentaram solu¢des do problema - muito particular, de placas retangula-
res, simplesmente apoiadas, com varias distribuic¢des de 1laminas ao

longo da espessura, e considerando carregamento uniforme ou senoidal.

Reddy 1[1984a} apresenta também solu¢des em séries para placas
laminadas simétricas, e em [1984b}], para o caso de cascas laminadas
medianamente espessas, com dupla curvatura e simplesmente apoiadas,

para diversas condi¢Oes de carregamentos.
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Uma técnica interessante é a que emprega um conceito de "estado-
espac¢o" para obter solu¢fo analitica do tipo Levy, como a desenvolvida
por Reddy, Khdeir & Librescu [1987a]. Este tipo de soluc¢io, desde que
se considere dois bordos opostos simplesmente apoiados, transforma o
problema bi-dimensional num uni-dimensional simplificado e equivalen-
te. Assim, foram tratados os casos de placas retangulares simétricas,
com dois bordos opostos apoiados e os outros dois quaisquer, ou seja,
apoiados, engastados ou livres, supondo a distribui¢do dos deslocamen-

tos como na Teoria de Primeira Ordem.

Em seguida, Khdeir, Reddy & Librescu [1987b] aplicaram este pro-
cesso para o caso de placas retangulares simétricas analisadas pela
Teoria de Ordem Superior. Khdeir & Reddy 1[1988] estenderam esta
técnica a4 analise dinamica de placas anti-simétricas. Pouco depois,
Khdeir [1988, 1989] fez o mesmo para problemas de vibra¢Oes livres e
flambagem de placas. Inumeros resultados estfo incluidos nestes traba-

lhos para servirem de "bench-mark".

Recentemente, Noor & Burton [1990a] apresentaram solu¢fes tri-
dimensionalis para placas laminadas anisotroépicas e anti-simétricas,
expandindo as variaveis (deslocamentos, rotag¢bes e tensOes) em termos
de séries duplas de Fourier. Embora n3o tenham tabulado resultados
para que servissem de comparac¢fo, Noor & Burton apresentaram uma série
de graficos, a partir dos quais podem ser colhidas importantes conclu-
s0es. Uma delas diz respeito & Energia de Deformac¢fo dos termos cisa-
lhantes transversais que, confirmando Whitney & Pagano [1971), sofre
grande incremento com os aumentos do angulo de orientac3o das fibras,
da relacfo espessura/comprimento, do numero de l3minas, e do grau de
‘ortotropia de cada lamina. Essa energia cresce bastante ao se passar
de duas para quatro laminas, tendo um aumento bem menor quando esse

nuimero ultrapassa dez camadas.
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3.3.2. Solugles Aproximadas.

Dada a grande limita¢3o das solug¢les por séries, que se restrin-
gem a uns poucos casos particulares, a alternativa mais viavel, em
termos praticos, é utilizar um método numérico aproximado, que permita
a discretizacdo de dominios quaisquer, para condic¢des arbitrarias de

contorno e de carregamento, sem necessidade de alterar sua formulacio.

3.3.2.1. O Método dos Elementos Finitos.

Dentre os existentes, o Método dos Elementos Finitos €, indiscu-
tivelmente, o mais utilizado e o que maior atenc¢3o tem merecido por
parte dos pesquisadores. Consagrado em outros campos da Mecanica do
Continuo, o MEF tem sido empregado em placas laminadas compostas em

todas as teorias anteriormente mencionadas.

Para melhor avaliar as diversas aplica¢fes do Método dos Elemen-
tos Finitos em laminados, € oportuna uma outra diferenciac¢8o. Usual-
mente, elementos finitos de flex83o de placas si3o desenvolvidos através

de um dos seguintes modelos [Reddy (1986)] :

a) Modelos de Deslocamentos;
b) Modelos de Equilibrio; e

c) Modelos Mistos.

Nos primeiros, utiliza-se uma formulaG¢3o variacional que se ba-
seia no Principio dos Deslocamentos Virtuais ou da Energia Potencial
Total ©Estacionaria. Admite-se que as relag¢des cinemdticas de
deformag¢fes-deslocamentos e de condi¢des de contorno geométricas sdo
satisfeitas exatamente pelo campo de deslocamentos adotado. Porém, as
equacdes de equilibrio e és condi¢bes de contorno de esforc¢os sio
determinadas a partir das expressofes de Euler. Desse modo, os desloca-
mentos s8o avaliados precisamente em cada ponto, mas as tensdes tém

precisfo apenas "na média".
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Nos modelos de equilibrio, empregam-se formula¢®es baseadas no
Principio das Forcg¢as Virtuais ou da Energia Complementar. Inversamente
ao caso anterior, as tensdes sdo localmente bem determinadas mas a

precisdo dos deslocamentos €& apenas "na média".

Os modelos mistos baseiam-se em principios variacionalis mistos,
tais como Hu, Washizu e Reissner. Podem ser encontradas na literatura
diversas definig¢des para estes modelos. Reddy [1986] os classifica
conforme o tratamento dado entre as variaveis de deslocamentos ("pri-
mais”") e as de forca ("duais"). Quando dois conjuntos de variaveis,
primal e dual, sf3o interpolados independentemente no interior e no
contorno do elemento, considera-se que o modelo seja "Hibrido". Caso
contrario, se as variaveis forem interpoladas no interior do elemento
e seus valores no contorno aproximados por interpola¢des especificas
de contorno, entdo o modelo sera considerado simplesmente "Misto".
Reddy [1986] e Spilker [1980, 1882, 1984, 1986] apresentam, de modo
didatico, respectivamente, as formula¢Oes mistas e hibridas aplicadas
a placas laminadas. A equivaléncia entre os modelos mistos e os de
deslocamentos usando integrac¢d3o reduzida é discutida por Shimodaira
[1985] .

Existem iﬁﬁmeros trabalhos sobre placas laminadas empregando-se o
Método dos Elementos Finitos. Seria impraticavel gquerer cataloga-los
numa uUnica revisio como a que agora se apresenta. Reddy [1989a] e Noor
& Burton [1989a] registraram, em publica¢fes paralelas, grande quanti-
dade de referéncias, mas mesmo assim n3o esgotaram completamente o
assunto. Pretende-se, portanto, indicar apenas alguns dos artigos mais

destacados em cada area, o que resulta numa relac3o apreciavel.

Relacionando os trabalhos baseados em modelos de deslocamentos,
considera-se, inicialmente, aqueles que utilizam a Teoria de Primeira
Ordem (FSDT). L o caso do artigo de Pryor & Barker [1971], que desen-
volveram um elemento quadrangular de 20 graus de 1liberdade por nbo.
"Lakshminarayana & Murthy [1984], utilizando expansOes lineares dos
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deslocamentos, desenvolveram elementos  finitos triangulares de trés
nos, denominados por TRIPLT, com 6timos resultados, mas com comporta-
mento rigido para o caso de placa muito fina, unidirecional e altamen-

te anisotrédpica.

Teorias de ordem superior foram empregadas por Owen e colegas
[(1987], bem como por Kwon e Akin [1987], que implementaram um elemento
quadrangular isoparamétrico de quatro nés, utilizando um campo linear
para deslocamentos no plano da placa e quadratico para os deslocamen-
tos transversais. Nessa proposta, admitia-se que as deforma¢des trans-
versais fossem também distribuidas parabolicamente. Dessa forma, néo

se utilizaram fatores de correcdo de cisalhamento.

Pandya e Kant [1988] desenvolveram um elemento retangular lagran-
geano quadratico de 9 nés, para analise de placas ortotropicas. Utili-
zaram, para tanto, uma expansfo polinomial de terceira ordem para os
deslocamentos no plano da placa e de segunda ordem para os transver-
sals. De maneira analoga, Kant e Pandya {1988] propuseram uma teoria
de ordem superior para placas laminadas n3o-simétricas, utilizando os
mesmos elementos lagrangeanos de 9 noés, numa formulac¢Zo do tipo 8°. As
tensdes inter-laminares foram calculadas por integrac3o das equacdes
de equilibrio tri~dimensionais da elasticidade. Mallikarjuna & Kant
{1988, 1989] basearam-se na formulac¢3io citada para determinar
vibrac¢des livres em placas laminadas. A mesma técnica foi posterior-
mente empregada na analise dinlmica transiente |Kant, Varaiya e Arora

(1990)1.

Uma série de artigos envolvendo o desenvolvimento de elementos
triangulares sugere ser esta alternativa ainda muito atual. Lardeur e
Batoz [1989] apresentaram a formulac¢3o de elemento de trés noés, com
trés graus de liberdade cada, denominado DST (Discrete Shear
Triangle). O elemento proposto era livre do "locking" de cisalhamento
e, quando se desconsideravam os efeitos transversais cisalhantes,
recaia no tradicional elemento DKT (Discrete Kirchhoff Triangle).

Dasgupta & Sengupta [1990] também adotaram elemento triangular de
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ordem superior.

Surana & Sorem [1990] empregaram técnicas adaptativas
p-hierarquicas para otimizar as solu¢des ao longo da espessura do
laminado, através de elementos finitos quadrangulares de cascas.
Recentemente, BabusSka, Szabd e Actis [1992] wutilizaram modelos
hierarquicos para analise de laminados, mostrando uma convergéncia da

solucdo em relac¢do a3 obtida pela Elasticidade.

Rabelo [1992] utilizou elementos finitos so6lidos para a analise
de placas ortotrdpicas laminadas espessas. Tais elementos foram
implementados considerando aproximag¢des gquadraticas ou cubicas das
variaveis envolvidas no plano da placa, e lineares, quadraticas ou
cubicas daquelas relacionadas com a espessura. Embora tenha obtido

bons resultados, os custos computacionais foram excessivos.

Modelos mistos, cujo tratamento formal pode ser encontrado no
artigo de Brezzi, Bathe & Fortin {1989], foram adotados nos trabalhos
de Lee & Pian [1978], e Lee & Wong [1982], que desenvolveram elementos
de oito nédés. Bachrach & Hansens [1988] usaram esta técnica para
analise de . impacto em cilindros compostos. Reddy & Sandidge [1987]
desenvolveram clementos quadrangulares utilizando esta formulacio, que
também ¢é apresentada em Reddy [1986] e Putcha & Reddy [1986].
Golpasamy e colegas [1989] empregaram elementos mistos para o caso de
flex3o de placas anisotropicas engastadas. Noel & Barcellos [1991]
adotaram formulac¢do mista, baseada no Principio de Hellinger-Reissner

modificado, para analise de cascas multi-laminadas de dupla curvatura.

Ap6és o trabalho pioneiro de Mau, Tong & Pian [1972], elementos
hibridos tém sido utilizados com freqgiiéncia em laminados. Spilker
empregou esta formulacfio no desenvolvimento de elemento quadrangular
isoparamétrico de oito nés [1980, 1982, 1984]. Spilker & Engelmann
[1986] e Spilker & Jakobs [1986] aplicaram esta técnica em placas
finas e moderadamente espessas. Liou & Sun [1987] implementaram um

elemento hibrido isoparamétrico tri-dimensional. Jing & Liao [1989]
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adotaram uma formulac¢3o parcialmente hibrida para analise de placas

espessas.

Exemplos de analises tri-dimensionais podem ser encontrados nos
trabalhos de Lee [1982] e Hwang & Sun [1989] que estudaram o colapso
de laminados por meio de processos iterativos. Liou & Sun [1987] de-

senvolveram elemento tri-dimensional hibrido.

Teorias do tipo Lamina foram adotadas nos trabalhos de Chaudhuri
& Seide [1987] e Seide & Chaudhuri [1987], que desenvolveram elemento
triangular de seis no6s por interface para estudo de placas e cascas

espessas multi-laminadas.

Di Sciuva [1986] usou um modelo do tipo "zig-zag" associado a um
campo de deslocamentos da Teoria de Primeira Ordem para desenvolver
elementos triangulares de trés ou seis noés, e elementos quadrangulares
de quatro ou oito noés. Essa soluc¢8o ¢ estendida, posteriormente, ao
caso de cascas [Di Sciuva (1987)]. Processo semelhante ja havia sido

utilizado por Epstein & Huttelmaier [1983].

Reddy, Barbero & Teply [1989] implementaram elemento de placa,
cujo tratamento é baseado na teoria de lamina discreta do tipo GLPT. O
mesmo foi feito também para a analise de cascas [Barbero, Reddy &
Teply (1988, 1990)]. Liao & Reddy [1989, 1990] usaram esta teoria para

analise de cascas laminadas com enrijecedores.

3.3.2.2. 0 Método dos Elementos de Contorno.

0O Método dos Elementos de Contorno, conforme ja mencionado no
Capitulo 1, desde que se tenha uma soluc¢8o fundamental apropriada, é
uma Otima alternativa de analise, uma vez que, ao trabalhar com um
sistema de equacg¢les integrais resultante de uma discretizac¢3o apenas
no contorno, reduz em uma unidade a dimens3o do problema. Com isso,

trabalha-se com menor volume de dados, diminui-se o tamanho das matri-
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zes, e reduzem-se os gastos computacionais com o armazenamento e mani-
pula¢d3o dessas matrizes. A primeira dificuldade reside na determinaco
de uma "solu¢do fundamental" para o problema que se esta analisando.
Outra dificuldade consiste no fato de que estas soluc¢des envolvem

integrais singulares tratamento computacional mais complicado.

Em problemas que envolvem meios n3o homogéneos, como € o0 caso de
placas laminadas, ainda n#3o se dispde de solug¢fes fundamentais apro-
priadas. Esta €&, provavelmente, a razfo pela qual encontram-se t#o
poucos artigos de placas compostas laminadas analisadas pelo Método

dos Elementos de Contorno.

Solu¢des de placas homogéneas pelo MEC baseadas no modelo de
Mindlin, podem ser encontradas, entre outros, nos trabalhos de Silva
[1988]; Westphal Jr. & Barcellos [1990]; Barcellos & Westphal Jr.
[(1992]; e Karam [1986]. Van der Weeén [1982a,b] apresentou soluc¢des
decorrentes do modelo de Reissner. Akher & Hartley [1989] mostraram
uma revisdo do estudo de flex3o de placas pelos métodos integrais.
Katsikadelis & Armenakas {1989] sugeriram uma nova formulac3o de con-

torno para o problema de placa.

Shi & Benzine (1988, 1989] utilizaram o Método dos Elementos de
Contorno para analise estatica em placas anisotroépicas, e de
vibrac¢des livres em placas ortotroépicas. Entretanto, n3o estenderam

seus estudos ao caso de placas laminadas.

3.3.2.3. 0 Método Modificado da Func¢#o de Green Local.

Como o MMFGL é um novo método integral capaz de gerar automatica-
mente uma solu¢fo fundamental para o problema, mesmo onde ainda n#o se
conheca uma explicitamente, a sua aplica¢do ao caso de placas
ortotrépicas laminadas se revela como uma real op¢3o ao Meétodo dos
Elementos Finitos, uma vez que € este o método mais utilizado na area.

Esse fato €& reforcado pelas propriedades que o método apresenta, tais
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como, facilidade de discretizac¢do, alta precisfo de resultados mesmo

com malha grosseira, e elevada taxa de convergéncia.

A primeira investigac¢3o do MMFGL ao caso de placas ortotropicas
laminadas foi feita por Machado e Barcellos [1992], que se basearam
num modelo de camada simples de deslocamentos, usando a Teoria de
Primeira Ordem (FSDT) . No dominio, foram empregados elementos
lagrangeanos quadraticos de 9 pontos nodais, enquanto que no contorno
foram adotados elementos de 3 no6s. Os resultados, tanto de
deslocamentos quanto de tensdes, confirmaram as propriedades esperadas
do MMFGL.

Posteriormente, Machado et alli. [1992] implementaram uma teoria
de ordem superior para a analise de laminados n#o-simétricos que in-
corporava automaticamente as condig¢lde de tensdes nulas nos bordos
livres da placa. Mais uma vez, o MMFGL mostrou-se eficiente e apro-

priado para resolver o problema de placas laminadas.

O presente trabalho procura mostrar, de um modo mais completo, o
desenvolvimento e a aplicacdo do Método Modificado da Func¢id3o de Green

Local ao caso de placas ortotropicas laminadas.

3.4. TEORIAS DE CAMADAS SIMPLES POR MODELOS DE DESLOCAMENTOS.

As Teorias de Camada Simples implementadas em modelos de desloca-
mentos constituem a alternativa mais econfmica para a analise de pla-
cas laminadas. Possuem a restri¢fo de n#3o representarem perfeitamente
as tensfes interlaminares, que s3o fundamentais nas estruturas lamina-
das. Porém, para contornar tal inconveniente, exigem um calculo adi-
cional baseado nas equag¢Oes de equilibrio da elasticidade 3-D. Dada a
natureza de sua formulac¢fo, s#do muito apropriadas quando o interesse
reside apenas na identifica¢83o do comportamento global do 1laminado,
como deslocamentos, tensOes normais, freqiéncias naturais ou cargas de

flambagem. Mas, quando os efeitos locais s3o0 de importancia, ndo sédo
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(a) (b) (c)

Figura 3.2. Modelo de Camada Simples para placa laminada:
(a) Laminas individuais que formam o laminado; (b) Placa
laminada de espessura h; (c) Placa homogénea anisotroépica com

propriedades globais equivalentes e espessura &mf &,

td30 aconselhaveis como os métodos baseados em Teorias Tri-Dimensionais

ou em modelos de la&mina discreta.

Uma placa laminada é tratada pelas teorias baseadas em modelos de
deslocamentos como se fosse homogénea, feita com uma camada Unica de
mesma espessura que o laminado total. A placa assim idealizada tem
propriedades mecanicas globais (rigidez & flex3o, ao cisalhamento e
aos efeitos de membrana, por exemplo) equivalentes ao modelo original,
mas o comportamento é anisotroépico. Dai decorre a denominac¢Zo de "Teo-
ria de Camada Simples" utilizada por alguns pesquisadores [Reddy
(1989)]. A Fiéura 3.2 ilustra a equivaléncia entre uma placa laminada
(b) constituida de n léaminas individuais (a) e o modelo de camada

simples (c).
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3.4.1. Conceitos e Convengdes Adotadas.
Ao longo deste capitulo serdo observados os seguintes aspectos:

a) A placa € uma estrutura so6lida tri-dimensional, cujo volume
ocupado pode ser representado por V = R? x (- %,%), onde h é a
espessura. O plano médio de referéncia ocupa um dominio aberto
Q0 c Rz, situado arbitrariamente no plano X-Y do sistema de
coordenadas cartesianas XYZ. O —contorno dessa superficie
média, 9Q, é uma curva plana, fechada, localmente lipshitziana
[0den & Reddy (1976)], de tal forma que & = Q u 3 (Figura

3.3).

h/2

N \ h/2

00 < IR

Figura 3.3. Definicfo do dominio @ e do contorno .
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c)

d)

e)
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Admite~-se que o comportamento global da placa possa ser deter-
minado a partir do seu plano médio @, simplificando, assim,

uma analise que rigorosamente seria 3-D, para o caso 2-D.

Deslocamentos nas dire¢fes dos eixos de referéncia XYZ serio
indicados por u, v e w. Genericamente, est3o englobados no
vetor u, cujas componentes u., i=1,2,3, correspondem respec-

tivamente a u, v e w.

As rotac¢8es da normal em relac¢d3o aos eixos X, Y ser3o repre-

sentadas por Gx e Gy.
A convencio de sinais adotada para os esforcos solicitantes

(momentos, cortantes e esforg¢os normais) esta indicada na

Figura 3.4.
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Figura 3.4. Convenc¢des adotadas para os esfor¢os na placa
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onde para i # j, €5 = 1/2 v,

76

Quanto as tensfes e deforma¢des, observar-se-a a equivaléncia
entre as seguintes notacdes, o que permitira adotar, indistin-
tamente, a mais conveniente em cada momento, desde gque n#3o
haja possibilidade de confusido. Se houver, sera feita a devida

ressalva.

Considerando que o0 e € s3o os vetores com as seis componentes
independentes dos tensores de tensOes [0] e de deformagdes

[e]l, respectivamente, entdo a convenc¢io é:

= e} o o o g fod .
t 11’ 22’ 33’ 23’ 13’ 12 } (3.1)
t
e = (¢, €, ¢, ¢ , € , € ) =
x y z vz Xz Xy
= € € £ € € £ =

[ 1’ 2! 3l 41 5, 6 }

= € € € € € € .2
{ 11’ 22’ 33 23" 13 12 ] (3 )

i sendo yij a distorc¢ido angu-

lar entre dois segmentos retilineos ortogonais nas direc¢Oes i

e j.

3.4.2. Hipo6teses Basicas.

Os

modelos de deslocamentos empregados numa analise linear onde

sejam considerados pequenos os deslocamentos e as deformac¢des, estédo

baseados nos seguintes principios:
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b)

c)

d)

e)

f)

g)
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Unm laminado é constituido por um numero arbitrario de laminas
de orientac¢8es quaisquer. A ades3o entre as laminas é perfei-

ta, ndo havendo escorregamento relativo entre as mesmas.

Os eixXos principais de simetria do material de cada lamina néo
precisam coincidir com os eixos de referéncia adotados, poden-

do entre eles formar um angulo genérico «o.

As peliculas adesivas s#8o extremamente finas, de modo a ndo
permitir o surgimento de deforma¢des cisalhantes ao longo da

sua espessura. Desse modo, seu efeito pode ser desconsiderado.

Admite-se a hipo6tese de pequenos deslocamentos. Quando compa-
rados c¢om a espessura da placa, h, os deslocamentos na
superficie de referéncia u, v e w sd3o muito pequenos, bem como

as rotacgdes.

Os deslocamentos ao longo do contorno, quando existirem, s#3o
continuos e n3o produzem deslizamento relativo entre as

laminas.
Cada lamina obedece a Lei de Hooke.

Ndo existem tensOes cisalhantes o e oyz nas superficies

Xz

livres da placa, quando z = = &/2.

Adicionalmente, s3o0 ainda consideradas as seguintes hipoOteses,

conforme a teoria:

3.4.2.1. Teoria Classica de Placas Laminadas (CLPT)

h)

Considera-se somente o caso de placa fina, isto é, quando for
alto o valor da relac¢do £ “/h, onde £hn1 € a menor dimens#o
m

no plano XY e h é a espessura da placa. Alguns autores
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consideram que a placa é fina quando £m“/h 2 20.

i) E valida a Hipotese de Kirchhoff: as normais a superficie
média permanecem retas e normais apo6s a deformac¢ido. Isto cor-

responde a se desprezarem as deforma¢des € € , e € .

!
xz vz zz
Significa, também, admitir que os deslocamentos dependem fun-
damentalmente dos efeitos de flex8o, desprezando-se os de

cisalhamento.

j) As tensOes normais o sd3o0 pequenas quando comparadas com as

outras componentes de tensOes, sendo assim desprezadas.

3.4.2.2. - Teoria de Primeira Ordem (FSDT)
k) Admite-se tanto o caso de placa fina quanto espessa.

1) As deformac¢Oes €., € Eyz ndo sfdo mais desconsideradas.
m) O efeito do cisalhamento deve ser corrigido por meio de coefi-
cientes apropriados para levar em conta a distribui¢do n#o
uniforme das tensdes cisalhantes ao longo da sec¢do Lransver-
sal. No modelo de Mindlin [19b1l], assume-se o valor de /12,
Reissner [1947] propde 5/6. Noor & Burton [1990] apresentam um

procedimento automatico para determinac¢Zo de tais coeficientes.

3.4.2.3. - Teorias de Ordem Superior (HSDT)
n) S3o validas as hipoteses k a m da teoria anterior.
o) Eventualmente, os coeficientes de corre¢3o do cisalhamento

podem estar incorporados 3 propria formulacdo, dispensando a

sua adocio.
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7

Figura 3.5. Deformac¢do de uma placa: variaveis envolvidas.

3.4.3. Expans®es Polinomiais dos Deslocamentos.

O campo de deslocamentos necessario para representar as
deformacdes numa placa como na Figura 3.5, ¢é expandido através de
combinac¢des lineares entre a coordenada 2z ao longo da espessura e
funcdes desconhecidas (em geral, deslocamentos e rotac¢des) no plano de
referéncia. Os polinbémios assim formados podem ser lineares,

quadraticos, cubicos, etc, conforme a teoria empregada.

O campo de deslocamentos pode, em sua forma geral, ser expresso

como:
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u (x,v.2) = ulix,y) + Yy 2 9 (x,y)

i =1,2,3 (3.3)
onde

ui(x,y,z) - deslocamento na direc¢do i do ponto de coordenadas
(x,v.2).

u?(x,y) - deslocamento na direc3o 1 do ponto de coordenadas
(x,y,zo), onde z corresponde a superficie de
referéncia.

z - coordenada ao longo da espessura do laminado.

D - grau do polindémio adotado

8;“(x,y) - funcgoes indeterminadas associadas aos graus
j =1,2,...p, calculadas no ponto de coordenadas

(x,y,zo) sobre o plano de referéncia e utilizadas no

polindmio que determina o deslocamento na direc¢do 1i.

A Tabela 3.1 apresenta as func¢des ﬁi para algumas das teorias de
placas laminadas. Por meio dessa tabela, observa-se que as teorias
CLPT e FSDT tem expansOes de deslocamentos equivalentes, desde que
Gx = dw/ox e Gy = Jdw/dy. A teoria refinada proposta por Reddy
[1984a] engloba as duas anteriores conforme a escolha dos parametros
«, B, e y. 8¢ a = -1 e B = 7y = 0, resulta na Teoria Classica. Por
outro lado, se a = ¥y = 0 e B =1, obtém-se a Teoria de Primeira Ordem.

Para a Teoria Refinada, Reddy propde que « = 0, B =7y = 1.

Constata-se, ainda, que o numero de incognitas em cada teoria é
igual aos trés deslocamentos no plano de referéncia u®, v° e w°, mais
as funcgoes 8?’ expressas em (3.3). Assim, como se vé na Tabela 3.1,
os modelos CLPT e FSDT possuem cinco incognitas. Pela teoria proposta
por Lo, Christensen & Wu [1977], o numero de fun¢des desconhecidas
sobe para onze. O modelo de Reddy [1984a], mesmo sendo de ordem
cubica, €& constituido por apenas cinco incégnitas, o0 que implicaria

num esforc¢o computacional equivalente 2 FSDT, n3o fosse a existéncia
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de derivadas de w na expans3o, o que exige a utilizac3o dos ineficien-

tes elementos 81.

TABELA 3.1 - Valores das funcgdes ﬁi em (3.3)

1) (2) (3)

TEORIA u ¥ (x,y) ¥ (xy) 3.7 (x,y)
1. CLPT u dw/ 9x - -
ow/ oy - -
W - - -—
2. F8SDT u Ox - -
. - -
w — - -
3. HSDT u 6 E o
x X X
y Yy y
W 2 gz
o 9w : - -4y ow
4. HSDT u ¢ 3% + Bex 3 (ex * 3%
(Reddy) v - L B6 - -4y ow
ay y = o + 39
3h 7Y
W - - -
Observacdes: 1) Gx, ey, 6z s8o as rotac¢Oes da normal em rela
cd30 aos eixos X, Ye Z; 2) £E , E , E , p, P, P s8o func¢des
x y z x y z

indeterminadas; 3) «, B, ¥y sfo parametros pré-definidos ;

4) LCW - Teoria de Lo, Christensen & Wu [1977]
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3.5. PROPRIEDADES DE UMA LAMINA.
3.5.1. Rela¢lGes Constitutivas Num Sistema de Referéncias Local.

Uma das hipo6teses basicas expressas em 3.4.2., item f, € a que
especifica o comportamento individual de cada lamina, que deve obede-
cer a Lei de Hooke. A Lei de Hooke Generalizada estabelece uma rela¢io

entre tensdes e deformac¢des que, em notac¢do indicial, wvale

o4 = € € ' .
ij ijkl Tkl (3.4)
onde oij - s830 os componentes do tensor de tensdes de Cauchy ([o];
€1 sf3o os componentes do tensor de deforma¢des infinite-
simais [€]:
EUkl - s30 os paréametros do material, que definem a matriz de

rigidez das propriedades elasticas.

Considerando apenas os seis termos independentes dos tensores [0]
e [e€] e a convenc8o indicada em (3.1) e (3.2), a equac¢do (3.4) pode

ser re-escrita em termos matriciais como:

o' = C' ¢ (3.5)
onde o¢', €' e C' sdo os vetores de tensbes, de deformacOes e a ma-
triz de rigidez do material, com relac¢ido a um sistema de referéncias

local genérico X'Y'Z' (Figura 3.6). Em geral, o sistema X'Y'Z' coinci-
de com as dire¢Oes de orientac¢d3o das fibras de cada lamina, enquanto
que XYZ corresponde a um sistema de coordenadas global. Os dois siste-

mas podem formar entre si um angulo « qualquer.

As relacgOes constitutivas de uma lamina s3o determinadas em
relacdo ao sistema local X'Y'Z'. Como cada lamina pode ter um sistema
diferente dos demais, as propriedades do laminado, como um todo, devem
ser fornecidas em relacfio ao sistema global, exigindo, para tanto, uma

transformacio de cada sistema local para o global, como sera visto
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Z e Z)

XY 2 - Sistema Global
de Coordenadas

X'Y'Z'- Sistema Local

de Coordenadas

Figura 3.6. Sistemas de Referéncias Local e Global

adiante.

E interessante observar que a matriz 8 em (3.4) possui, no caso
mais geral, 81 termos independentes mas, considerando-se a simetria

entre oij = oji e €., % E € valida a permutacdo de indices

ijkl = gjikl € 8ijk1 = gijlk (3.6)

e o numero de parametros da matriz C' em (3.5) fica reduzido a 36.
Como, para materiais anisotropicos, a matrix C' é simétrica, apenas 21
constantes sf0 necessarias para defini-la completamente. Se houver um
plano de simetria elastica, bastam 13 paradmetros para a definic¢fo de
Cc'.
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Em laminados, é muito comum a utilizacfo de materiais
ortotropicos que apresentam trés planos de simetria elastica mutuamen-
‘te ortogonais. Nestes casos, somente 9 constantes elasticas s80 neces-
sarias para definir completamente a matriz de rigidez C'. Se, além
disso, as propriedades em um dos planos s3o0 as mesmas em todas as
dire¢fes, o material é denominado "transversalmente isotropico" e,
neste caso, bastam 5 constantes elasticas para que a matriz C' fique
estabelecida. Os materiais isotrodpicos s3o um caso particular deste,
pois suas propriedades s83o invariantes em qualquer sistema de
referéncias e em qualquer direc¢3o, sendo suficientes apenas duas cons-

tantes elasticas para que se conhec¢a a matriz C'.

Os parametros elasticos para a determinac¢io da matriz C' s#o:

E1, Ez, E3 - moédulos de Young (elasticidade) nas direc¢des 1, 2
e 3 (X,Y,2) respectivamente.

Glz' G23, G13 - m6édulos de cisalhamento nos planos 1-2 (X-Y), 2-3
(Y-Z) e 1-3 (X-Z) respectivamente.

v - coeficientes de Poisson decorrentes das relac¢des entre as

deformacfes transversais e longitudinais nas direcgfes j e
i, respectivamente, quando s&0 aplicadas tens®Ges na
direcdo 1i.

Os coeficientes de Poisson sfdo estabelecidos por:

v = - 7 com o #0 e oj =0, i # j (3.7)

Para materiais ortotrodpicos, a seguinte relacdo também é valida:

A o _dd i,j =1,2,3 (3.8)
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Algumas simplifica¢8es ocorrem para o caso de um material trans

versalmente isotropico:

E3 = Ez ‘ G12 = G13 i l)13 = l)12 (3.9)
Ez
€20 = T ¥, (3.10)
23

Ja para o caso de um material isotropico, as simplificag¢les sio:

E

E = K = B M ui_j = Vji = P M Gij = G = _—(m- (3.11)

Os componentes da matriz das constantes elasticas calculados por

meio de constantes de engenharia valem:

A _ E
Cy1 ° (1 Uzavaz) -1
A
; _ E
€92 7 (p21 + l):nuz:;) —_
A
' — E
Cis3 © (V31 + V21032) -1
A
. _ _ E
Coz © (1 13”31) —KE
' _ E
Caa ~ (Daz + D12V31) =2
A
1 - — E p
ChLy = (1 V12U21) Aa
C44 = G23 ; css = G31 ‘ Cse = G12 (3.12)
onde os termos ndo indicados em (3.12) sdo nulos e .
A = 1 -v v - v_p -v_ v -2 v v v (3.13)

12 21 23 32 31 13 21 32 13
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E usual admitir que, ao se desprezar a tens#o o, cada lamina de
uma placa laminada esteja submetida a um estado plano be tensdes. Isso
é admissivel quando o material é ortotropico e a espessura da placa é
constante. Separando as tens®es e deforma¢des planares (ou longitudi-
nais) atuantes no plano X-Y, das cisalhantes transversais, as seguin-

~tes relacgdes podem ser expressas:

a) TensGes Planares (ou longitudinais, no plano X-Y):

o‘l 11 Q12 0 61
loLl = o) = 12 Q,, 0 e, = Iﬂli,l fe |

% 0 0 st e

(3.14)
b) Tensdes cisalhantes transversais:
7, a4 0 €4
{o_} = = = [@Q.] le_}
T 05 0 Q55 55 T

{3.15)

onde Qij sfo os componentes da denominada "Matriz de Rigidez Reduzi

da", @Q, e valem

Q = c¢' - Si3z %3 (3.16)
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Ou, em termos das constantes de engenharia

Q.. = E,
11 1= 5
12 21
Q = D12E2
12 1= 5
12 21
Q, = Fe
22 = 5
12 21
Q44 = G23 i st = G13 ‘ Qse = G12 (3.17)
3.5.2. Relac8es Constitutivas das Laminas num Sistema de

Referéncias Global.

Quando os sistemas local e global formarem entre si’  um angulo «
qualquer, € necessadrio que as propriedades locais de uma lamina sejam
transformadas para o sistema global. Se R ¢é a matriz de rotac¢des,

o'-¢' referirem-se ao sistema local X'Y'Z', e o0-¢£¢ ao sistema global

XYZ (Figura 3.6), entédo
-1
e' (3.19)

Lembrando que, no sistema 1local, a relacdo constitutiva é dada

por:

g’ = C' ¢ (3.20)
e substituindo (3.20) junto com (3.19) em (3.18) resulta

g = m'lc'm € {3.21)
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Como (3.21) expressa uma relac¢do entre tensfes e deformac¢cdes no
sistema global de coordenadas, comparando com a Lei de Hooke em (3.5)

conclui-se que:

cC = R C' R (3.22)

onde C ¢é a matriz de rigidez global da l&mina, isto ¢, relativa ao

sistema XYZ.

Se m = cos{a) e n = sen(a), entio

| m2 n2 0 0 2mn ]
2 2
n m 0 0 0 -2mn
R = o o 1 0o 0 0 (3.23)
0 0 0 m -n 0
0 0 0 +n m 0
-mn mn 0 0 0 (m°- n%
A transforma¢do representada em (3.22), para o caso de um

material ortotropico, pode ser expressa por:

— L] 4 2 2 ] [ ] ] 4
= + + 2¢ + C
Cly ci,m 2 mn (c12 2066) c,,n
2 2 ' 4 4
- + 1 - ] + 1 +
C., m n (c11 cl, 4 c66) c12(m n)
2 2
- 1] + ?
C.q ci, m c,, n
2 2 2 2
1 ] ] 1
- - - C + -
C.6 mn [ Cy, M c,,n ( 12 2c66)(m n’) 1
4 2 2 4
= ' + ' 4 ' + '
c,, ci, I 2 mn (c12 2 c66) C,, m
c = ¢! n2 + ! m2
23 “13 ‘23
2 2 2 2
= ' - c! + o+ ! m -
Coe mn [ ¢y, n c,, m (c12 2 c66)( n7)1
— 1]
€33 Cas
c = (c! - c' ) m n

36 23 13
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L] 2 L 2
= > +
Caa Caqg M Cgg 1
c = (c' -c' ) mn
45 44 55
(3.24)
c = ¢ m2 + ¢! n2
565 44 55
2 2.2
= ) + L - Cl m + " -
Ces6 (C11 €22 2 12) n Ce6 (m n’)
€14 15 €24 25 34 35 46 Cse 0

'3.6. CALCULO DAS TENSOES TRANSVERSAIS NO LAMINADO.

Um modelo de camada simples, através das rela¢des constitutivas,
pode determinar precisamente as tens8es planares o oy, e oxy, mas €
incapaz de fazer o mesmo com relacdo as tensOes cisalhantes, c . e
oyz. Isto se deve ao fato de que cada lamina possui uma relac¢fo cons-
titutiva propria, diferente de suas vizinhas. Assim, se tais relac¢des
forem utilizadas para o calculo das tensfes cisalhantes, resultara
numa distribuicio descontinua de tensdes ao longo da sec¢3o, o que nio

corresponde a realidade.

O processo que normalmente se utiliza para contornar este incon-
veniente é o descrito por Pryor & Barker [1971] e Engblom & Ochoa
[1985, 1986], e consiste em se determinar as tensfes interlaminares

através das equacOes de equilibrio da Elasticidade 3-D.

De acordo com a Teoria da Elasticidade, as tensOes devem obedecer

a seguinte equac¢io de equilibrio, expressa em notac¢fo indicial:

o + f =0 i,j =1,2,3. (3.25)
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As tensO®es longitudinais, o oy, e oxy, determinadas a partir
das equa¢Oes constitutivas, sf8o utilizadas em (3.25), o que, despre-
zando~se as forcgas de corpo, fi = 0, permite o calculo das tensdes
transversais. Assim, usando as duas primeiras equa¢les de (3.25) re-

sultam

(3.26)

Levando as expressOes (3.26) na terceira equa¢Zo de equilibrio em

(3.25), pode-se calcular as tensdes o__. ou seja,

o = - (o0 + 0 ) (3.27)

Figura 3.7. Especificacdo das laminas e suas coordenadas num laminado
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Seja um laminado com NL la&minas e NL+1 interfaces, conforme
(k) (k)

indigado na Figura 3.7. As tensO0es o, e ayz correspondem a k-ésima
interface, sendo que, para k = 1, referencia-se o bordo superior, e
para k = NL+1l, o bordo inferior da placa. As tensdes ciy, o;:% e
o(k) bem como as suas derivadas, s3o calculadas na superficie média

L4

y
da lamina K.

Usando a conven¢83o representada na figura anterior, pode-se

aproximar as derivadas em (3.26) por meio de expressfes finitas, como:

o x Ao / Az
XZ,2 Xz
(3.28)
(o} = Ao / Az
yz,z Yz
onde
Ao = ol¥) _ Stk-D)
Xz Xz Xz
_ (k) (k=1)
bo, = 9y "9, (3.29)
Az, = va - 7
k k-1
Em (3.29), z € a coordenada Z do topo da lamina Kk e ot é a

"
tensdo no topo da lamina K.

0O calculo das tensfes ao longo da normal pode ser feito de duas
formas. A primeira, calculando-se as tensOes lamina a lamina, aprovei-

tando as condic¢des de continuidade nas interfaces, isto é,

(k)
ag
xz

(k-1)
o
Xz

(k) (k-1)
(o] (o]

yz yz
sup inf sup inf

(3.30)
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A segunda maneira € baseada num processo de ortonormaliza¢do por
minimos quadrados, conforme sugerido por Engblom e Uchoa [1985], que
serad descrito a seguir. Em ambos o0s casos, considera-se gque, na
auséncia de for¢as cisalhantes externamente aplicadas, as tensOes

transversais nos bordos livres da placa sdo nulas.

Substituindo-se (3.29) em (3.28), e levando-se esta Ultima em
(3.26), obtém-se:

(k) (k+1)

% T 9 = - %5, ) Lz -z ) i,3 = 1.2
(3.31)
onde, na expressdo acima, vale o somatério implicito.
Fazendo
(k) (k)
I = - Gij,j )y | z, Z, ) | | (3.32)
e considerando que nos bordos 1livres da placa, z = = h/2,
°c .= oyz = 0, chega-se ao sequinte sistema de equac¢odes:
—_1 1 r 0(2)\ r I(Z)
iz iz W
1 1 ofa) Ifg)
1z 1z
1 1 ; _
. < o(k)> = + LN (3.33)
. iz iz
1 :
© NL NL
- o \Aoin \ I‘ZJ

que, simbolicamente, pode ser colocado como:
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A X =D5bD (3.34)

onde A € uma matriz bi-diagonal retangular de dimens®es NLX(NL-1); X
€ o vetor de incodgnitas, de dimens3do (NL-1)xl:; b ¢é o vetor dos termos
conhecidos, de dimens&o (NL-1)xl; NL ¢é o numero de laminas. Os

resultados correspondem as tensfes cisalhantes em (NL-1) interfaces.

Para resolver um sistema como o (3.33)=(3.34), adota-se um

procedimento de ortonormalizac¢#3o por minimos quadrados, ou seja,

2 (A x -b )2 = 0 (3.35)

) . . ]
5 -1 [ 1 [ '~ g2
xz Xz Xz
-1 2 -1 o? - 1
Xz Xz Xz
3 _ 3 4 »
-1 2 oo, L o= 1 I, I.. ¢ (3.36)
-1
_1 2 oNL-l INL-i_ INL
| i | Xz _j L Xz .oxz |

A soluc3o de (3.36) fornece as tensdes interlaminares através das
equac¢bes de equilibrio. Idéntico procedimento deve ser feito para

a determinacdo das tensdes oyz
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CAPITULO 4

SorLucAo DE Pracas CoMposTas LaMINADAS PELO
METopo MopiFicapo DA FunNcAo DE GREEN LocaL

ATRAVES DE UMA TEORIA DE PRIMEIRA ORDEM

4.1. INTRODUCAO.

Teoria de Primeira Ordem, doravante referenciada por FSDT ("First
Order Shear Deformation Theory"). €& assim denominada por representar o
campo de deslocamentos através de expansGes‘polinomiais lineares (de
primeira ordem). £ uma extensfio ao caso de placas laminadas dos
Modelos de Reissner [1945] e Mindlin {1951] para placas homogéneas,
incorporando, além dos efeitos do cisalhamento transversal, os decor-
rentes do comportamento de membrana, aos guais o laminado também esta
sujeito [Jones (1975), Whitney (1987)1].

A FSDT representa um dos modelos mais simples de placa laminada,
envolvendo apenas cinco graus de liberdade por no, correspondentes aos
trés deslocamentos de translac¢3o, u, v e w, e a duas rotac¢des, Gx e
ey. A simplificacio do modelo implica em limita¢des do seu uso, res-
trito aos casos de placas finas ou semi-espessas. Quando a espessura
cresce muito, aumentando a relac¢3o A/a, a FSDT ja nfio é mais capaz de

descrever, com precis#do, o comportamento da placa.

Apesar de restrita, a Teoria de Primeira Ordem ainda € bastante

utilizada em termos praticos, dentre outros motivos, para testar novas
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técnicas de analise, e, em comparaG¢do com as outras teorias, por ser
mais econdmica computacionalmente. Mesmo solu¢ldes mais elaboradas e
complexas fazem uso da FSDT. Assim € que Noor e Burton [1989] recomen-
dam a FSDT em seu processo preditor-corretor para a correta avaliacgdo
de deslocamentos e tensOes em placas laminadas. Alguns modelos mistos
de elementos finitos desenvolvidos recentemente adotam um campo linear
de deslocamentos, como na FSDT [Noel (1991a,b)]. E usual, também, a
consideraciio de expans®es polinomiais de primeira ordem para represen-
tar o campo de deslocamentos em uma lamina em analises por meio de uma

teoria do tipo Lamina Discreta [Lardeur (1989)].

Por estes motivos, escolheu-se, inicialmente, a Teoria de
Primeira Ordem para avaliar a viabilidade do uso do Método Modificado
da Funci3o de Green T.ocal em problemas estatico-lineares de placas
ortotropicas laminadas. Assim, este Capitulo mostra a implementacido do
MMFGL ao caso laminado por meio da FSDT. Ao seu final, diversos exem-
plos s3o apresentados para que se comprove a eficiéncia do novo
método. No capitulo seguinte, o MMFGL sera investigado, também, por

meio de uma Teoria de Ordem Superior.

4.2. EQUACOES GOVERNANTES NA TEORIA DE PRIMEIRA ORDEM.
4.2.1. Rela¢Oes Deslocamentos-Deformacdes.

A Teoria de Primeira Ordem admite cinco graus de liberdade por
né, representados, a seguir, no vetor de deslocamentos deneralizados,
d:

t

d = {u, v, w, 6,6 | (4.1)
o] o X

o y
onde u, v, e W sdo os deslocamentos de translacfo, na superficie de
o [o]
referéncia da placa (z = 0), nas diregles X, Y, e Z, respectivamente;
6 e 6 s3do as rotag¢des da reta normal ao redor dos eixos Y e X, res-
x y

pectivamente.
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Os deslocamentos u, v e w de qualquer ponto da placa podem ser
representados por combina¢®es lineares das componentes do vetor d em

(4.1) com a coordenada Z, ou seja,

u{x,y,z) = uo(x,y) + z Gx(x,y)
vix,vy,z) = vo(x.y) + z Gy(x,y)
(4.2)
wix,y,z) = wo(X,y)

A Teoria Classica de Placas Laminadas (CLPT) pode ser considerada
como um caso particular da Teoria de Primeira Ordem, desde que se
_ Ow 1%
adote GX = 3% © Gy &
Uma vez determinado o campo de deslocamentos, as deformacgdes
infinitesimais, ¢, podem ser obtidas através da sequinte express3o

1j'
em notacido indicial:

1
€y = g by vou oy oy ) (4.3)
onde u. = ou, /ox , i,j =1,2,3.
i, i J
Considerando a conven¢do indicada em (3.2), e desprezando o0s
termos n3o lineares em (4.3), as deforma¢des podem ser expressas,

genericamente, como:

(4.4)

onde
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e 1 = (e, €, €. 1
_ t
te } = (e, g |
o - o] o o t
t e} = €0 €, & } (4.5)
_ t
{ K1 = | Kj, Kz’ Kg }
_ o t
{ T} - [ € 1] €5 }
e
auo o avo
81 = 6x = a_X- €2 = 6y = -a_y
ow
e = €= 0 e =€ =906 + =—°
3 z 4 yz y ay
dw du av
¢ = e° =6 + =° €® = &2 = —%+ =° (4.6)
5 X7 x ax 6 Xy dy ax
30 x _ 00y _
K, ax d K, = dy i Ky =0
- . - . _ 96x dby (4.7)
kK, =0 ! Kg = 0 i Ky = ay * 3
Em (4.4), [eLl corresponde ao caso das deforma¢¥Oes normais gque
ocorrem no plano da placa e, por 1isso, tambem denominadas de

"deforma¢des longitudinais". Por outro lado, {ET} estda associado as
deformacSes cisalhantes transversais. Os vetores (%}, (Kl e (T},
determinados na superficie de referéncia da placa, relacionam-se as
parcelas das deforma¢des correspondentes aos efeitos de membrana,
flex8o e cisalhamento, respectivamente. Estes vetores podem ser ex-

pressos através das seguintes relacoles:

e’} = [£,] d : Lkl = (£.] d ; try = (£.1 d (4.8)
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onde ZM, ZF, e Zc s8o0 operadores diferenciais relativos aos efeitos

de membrana, flex3o e cisalhamento, e valem:

ax 0 0 0 0 0 0 ax 0 0
[ZM] = 0 ay 0 0 0 H [ZF] = 0 0 0 ay 0
d d 0 0 0 0 0 3 3 0

y X y X

= Y
(2] = (4.9)

onde ax = 9(«)/0x e ay = J(+)/3y.

4,2.2. Relac¢Oes Forca-Deslocamento.

Conhecendo-se a distribuic¢ido de tensdes ao longo da espessura da

placa, as suas resultantes podem ser determinadas através de:

" h/2

N = oM dz i=1,2,6 (4.10)
! J-nr2 !
[ M2y . .
Moo= o, 'z dz i=1,2,6 (4.11)
J-hs2
Rz b
Q. = o, dz 1= 4,5 (4.12)
' -h/2
onde
o?ﬁ - &€ 0 i-ésimo componente do vetor de tensdes da lamina L;
z - coordenada Z da lamina L;
Ni,, Mi p Qi - componentes dos vetores de for¢as normais, momen-

tos fletores e esforcos cortantes, N, M, e Q.
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N { N, N, NGJ { N . Ny, ny}
M o= (M, M, M) = (mM, M, mM 3" (4.13)
2 6 y xy
- t _ t
o = | Q. Qsl = | Qy. Qxl
Usando a Lei de Hooke, (3.5), em (4.10) resulta, para
i, ] 1,2,6:
h/2 h/2 h/2
N, = I ¢t et dz = €° J ‘gz o+ K J (L, g
i ij j J i) J 1)
-h/2 -h/2 -h/2
(4.14)
ou seja,
N = A €.+ B K, (4.15)
i ij ] ij
onde
h/2 NL
A = [ cY az = z c™ (z, -z ) (4.16)
ij ij ij L L~1
-h/2 L=1
h/2 NL
= (L) = 1 T A~ 2 _ 2
Bij = | Cij z dz 7/ Cl_j (zL ZL-1) (4.17)
-h/2 L=1

~ . (L)
Nas expressfes anteriores, Cij

rigidez da l&mina L; z,

a coordenada z do topo da

Analogamente,

os momentos fletores (4.11)

D K

sd0 as componentes da matriz de

€ a coordenada z do topo da lamina L; e z, é

1

lAmina precedente.

sfdo determinados por:

. K (4.18)
ij



onde

h72 1y 2 1 - (L) 3 3 '
D = J‘ C. z dz = 3 E C (z~ - =z ) (4.19)

Com rela¢3o aos esfor¢os cisalhantes em (4.12), pode-se escrever:

h/2 h/2

o = cM) ) g, = ¢° c'Y) 4z (4.20)
iy 3 i
-h/2 ~-h/2

ou, simplesmente

o = A T, para 1i,j = 4,5 (4.21)

As expressOes (4.15), (4.18) e (4.21) podem ser expressas numa

forma matricial didaticamente mais adequada como:

K

(4.22)

(o} - [2]{")

Algumas conclusOes importantes podem ser extraidas das expressoes

anteriores:

a) As matrizes A , B e D s#%o0 denominadas de rigidez de membra-
na, de acoplamento flex3o-membrana, e de flex3o, respectiva-

mente.
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b) A existéncia de acoplamento entre os efeitos de membrana e de
flexdo, incorporado pela matriz B , justifica o fato de que,
ao se tracionar ou comprimir um laminado, o mesmo tenda a
sofrer flex3o ou empenamento. Inversamente, flexionando-o,
observa-se um alongamento ou encurtamento na sua superficie de

referéncia.

¢) O acoplamento s6 existe no caso de um laminado assimétrico. A
matriz B , como pode se notar em (4.17), ¢é identicamente nula

quando as laminas s3o simétricas.

d) Por causa do acoplamento dos efeitos de flex3o e de membrana,
laminados assimétricos devem ser analisados cuidadosamente
para evitar o empenamento provocado por contra¢des térmicas,
por menores que sejam, por exemplo, durante a cura do mate-

rial.

4.3. DETERMINAGCAO DA SOLUGAO DE PLACA LAMINADA PELO MMFGL.

O item anterior mostrou as equa¢Oes governantes de uma placa
laminada, com as quais € possivel estabelecer o sistema de equa¢Oes
diferenciais que rege o problema. O Método Modificado da Func¢do de
Green Local na forma indicada no Capitulo 2, isto €&, considerando a
discretizac¢do de todo o dominio por meio de uma Unica célula de Green,
serda entdo empregado para resolver tal sistema e determinar o compor-
tamento da placa em termos de deslocamentos, rotac¢des, esforcos e

tensdes.

Conforme apresentado no Capitulo 2, o MMFGI, ¢ indicado para

resolver sistemas de equa¢Oes diferenciais da forma:
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u = 4 em Q
Pu = 2 em agm (4.23)
Nu = » em aQo

onde

£, N, e D sdo os operadores diferenciais do problema, de Neumann
e de Dirichlet, respectivamente.
Q, GQO e 804 sd3o o dominio, e as parcelas de contornos correspon-

dentes aos operadores ¥ e 9.

Embora n3o seja essencial para a soluc¢3o pelo MMFGL (pois basta o
conhecimento de uma forma bi-linear gque atenda as condig¢fes (2.2)-
(2.7) para que sejam garantidas a existéncia e a unicidade da
soluc¢do), como primeira etapa, a titulo de perfeita identificac¢8o das
variaveis matematicas envolvidas na analise, serad determinado o opera-
dor diferencial € para o problema de placa laminada através da Teoria
de Primeira Ordem. Em seguida, sera discutida a discretizac¢3o no
dominio e no contorno do problema, para que possam ser calculadas as

Proje¢Oes das Fun¢Oes de Green.

4.3.1. Operador Diferencial Para o Problema de Placa Laminada.

"0 operador diferencial € do sistema (4.23) para o problema de
placas laminadas pode ser determinado a partir de ©principios
energéticos, usando as ferramentas do calculo variacional. Para mode-
los de deslocamentos, como o adotado neste trabalho, é usual o emprego
do Principio da Energia Potencial Minima para determinar equac¢Oes de
equilibrio adequadas e associadas ao campo de deslocamentos indicado
em (4.2).

A energia de deformac¢fo de uma placa laminada, como de um coOrpo

elastico qualquer, ¢ dada por:
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L L , ’
U = %- f o M) gy i=1,2,....6 (4.24)
4 i i
v
onde
(L) (L) ~
g €, sd0 o0s componentes dos vetores de tensdes e
deformag¢des infinitesimais indicados em (3.1) e
(3.2), respectivamente, para a lamina L.
v € o0 volume total do laminado.
Assim como em (4.4), quando o vetor de deforma¢Oes {€¢} foi des-

membrado em duas parcelas, uma dos efeitos normais, e outra dos trans-
versais, o mesmo pode ser feito em relacdo a energia U de (4.24).
Denominando—sevde UFM a energia de deformacdo associada aos efeitos
longitudinais (flex&o-membrana), e de UC aos transversais (de cisalha-

mento), entédo:

U = U + U ' (4.25)

onde, lembrando que, por hipodtese, € ¢ desprezado,

U = = f oM e gy i=1,2,6
FM 2 v i i
_ _]_ J (0“')&:“‘) + O(L)C(L) + o(l.)ﬂ(l.)) dv (4.26)
2 v x x y y Xy xy
U, = 3 [ o ePav i=4,5
c 2 v i i
_ 1 (L) (L) (L) (L)
= 3 L (oyz eyz + oxz sz ) dv (4.27)

A energia UFM em (4.26) pode ser expressa apenas em termos das
componentes do vetor deslocamentos, d, em (4.1), e de suas derivadas.
Para tanto, as tensdes s3o substituidas pela Lei de Hooke, (3.5); as

deformac¢fes sfo determinadas por (4.4); e as integrais de volume sio

.26
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transformadas em integrais de dominio usando (4.16), (4.17) e (4.19).

Assim procedendo, obtém-se:

FM

66 X,y y, X o,y o, x (4.28)

Repetindo de maneira analoga com rela¢8o a UC em (4.27) resulta:

= 4 2
Uc T2 JQ [ A44(6y * w'y) * 2 A45 (ex * w'x)(ey * v

2
+Aa, (6 +w )" ] dx dy (4.29)

Pelo Principio da Energia Potencial Minima, deve ser nula a pri-

meira variaci3o da energia potencial total, isto é,
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Sm = U + 8V = 0 | (4.30)

onde
- energia potencial total

energia de deformacio

< c =2
]

- trabalho das forc¢as externas
De (4.25) tem-se:

U = 6UFM + 6UC (4.31)

onde as variac¢Oes 5UFM'e 6UC . podem ser determinadas a partir de
(4.28) e (4.29).

Para o caso de um carregamento qg{x,y) distribuido ao longo da

superficie da placa,

v = - I g 6w dx dy (4.32)
Q

Desenvolvendo (4.31) e agrupando convenientemente os termos,

chega-se, finalmente, ao operador diferencial £ de (4.23), que vale-

(¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ]
11 12 13 14 15
¢ £ £ ¢ ¢
21 22 23 24 25
¢ = IR T N - (4.33)
31 32 33 34 35
e €. £ ¢ ¢
41 42 43 44 45
L $5‘1 252 $53 $54 zSS

onde

2 2
24,  8y() + A, ()

$11 - A11 ag(‘) +

2 2 2
£, 0 Ay R0 A, 4 A o) 4 A, S0
5‘:13 = 311 a;(') + 2 B‘16 Oxy(*) +2 BGG dy(-) ,
314 = B, Ox(-) + (312 + Bss) dxy(+) + B, dy(+)
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_ 2 2 2
| £,,= A a;(-) +2 A, 3wl +2 a,, () 2
£,0= Byo 350D+ (B, + B) Syl + B, 80
fﬁ24 = B66 a;(‘) + 2 B26 8;y(') + 322 a;(')
£.,= D, a;(-) + 2 D 3ky() +2 D, 9Y(+) -2k Al
5634 = D‘16 Ox(+) + (D,12 + D66) Ixy(+) + D26 dy(+) - k A45
2.’:15 = - k (2A45 aY(.) + Aé;!i ax(') ) 2
fﬁ44 = D66 Ax(+) + 2 D26 Axy(+) + D22 dy(«) - k A44
oo = Tk LA, 000 ¥ A () ) 2
Lo.= k(A 3x() + 24, d%y(:) + a4, &())
£ = ¢
21 12
¢ = ¢
31 13
¢ = ¢
41 14
¢ = ¢
32 23
¢ = g
42 24
£ = g
43 34
£ = ¢
53 35
¢ = ¢
54 45
L. = £, =% =2 =0 (4.34)
onde
3x(+) = 8/3x(*) dy(+) = 3/3y(-)
8%(-) = a%/35(+) 8%(+) = 8°%/85(+) 82y (+) = a%/0xdy(~)

Em (4.34), kK €& o coeficiente de correcdo do cisalhamento para a

Teoria de Primeira Ordem.

O operador £ de (4.33) é simétrico, continuo, e auto-adjunto,
N *x . .
ou seja, £ = £ . Esta propriedade pode ser comprovada integrando-se
por partes, duas vezes, a forma I() v £ u d0, onde v @& uma variavel

auxiliar.
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4.3.2. Determinacido das Projecdes dos Tensores de Green.

4,.3.2.1. Caracteristicas das Matrizes de Green.

Para facilitar a compreens3o deste item, é interessante estabele-

cer os seguintes parametros:

m = ngln - numero de graus de liberdade por no;

n = nnef - numero de nd6s em um elemento finito; e

£ = nnec - numero de noés em um elemento de contorno.
ntn - numero total de n6s dos elementos finitos.
ntnc - numero total de noés dos elementos de contorno.

Vale, ainda, distinguir os seguintes vetores de deslocamentos

generalizados:

d - vetor dos graus de liberdade por n6 (deslocamentos em um no);
a - vetor dos deslocamentos nodais em um elemento;

u - vetor dos deslocamentos nodais para todo o problema.

Tais vetores, quando se considera o espa¢o gerado pelos elementos

finitos dentro da FSDT, correspondem a:

{d](J) = U, v, W, Gx, Gy } (1) para um no6 "j";

= t ([P TIN
{al(e) = | A, Ay e a¢L1 (o) para um elemento "e";

- t

{ {dl(1). {d}(z), cee o dal, (o)
" rs 1]

{u}G = {u,u, ... ,u, } para todo o dominio.

= { {41, (d (ay 1"t

= . gt e en
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Assim, [dl(j), {al(e) e [u}l s3o vetores de dimensbes [m x 11,

[(n xm) x 1}, e [ (ntn x m) x 1], respectivamente.

Usando as fun¢Odes de interpolac¢fo convencionais de elementos

finitos, os deslocamentos em um ponto Q qualquer do dominio podem ser
determinados por meio de expansfes dos deslocamentos nodais do elemen-
to ao qual o ponto Q pertence (sistema de referéncia 1local). Neste
caso, sdo utilizadas fung¢des de interpolaciio locais, e os deslocamen-

tos nesse ponto, expressos pelo vetor ag sd0 determinados por:

a, = [[wllS[wzl5...§[wn]]{a1,a2,....,an}
(4.35)

ou, genericamente, como

Cada submatriz de We tem dimensfes m X M e sH0 expressas por:

w1 = Y (4.37)

onde wj é¢ a func3o de interpolacZio do ponto Q correspondente ao

j-ésimo ponto nodal do elemento finito a que ele pertence.
Logo, a matriz We tem dimens®es [m x (m x m)].

Alternativamente, podem ser utilizadas func¢des de interpolac¢Oes

globais, com as quais os deslocamentos no ponto Q s3o determinados

atraveés de:



119

ntn

(4.38)

ou, genericamente,

u = WG u (4.39)

Cada submatriz de TG tem formac3o idéntica a (4.37) e, conseqien-

temente, WG tém dimensdes [m x (m x ntn)].

Uma vez que a projec¢fo do Tensor de Green no dominio, G(P,Q), €

expressa por (2.69), isto e,

G4(Q) = J G'(P,Q) ¥ (P) do, (4.40)
Q

e como G(P,Q) tem dimensdes (m x m), lembrando que a lei de formacio
de WG € dada por (4.38), conclui-se que GDQ, matriz dos valores nodais

de Gd(P), tem também a mesma lei de formacfZo que WG, ou seja,

g . [ [GfQ] ; [GEQ] P [Gﬁfn]] (4.41)

Cada submatriz em (4.41) corresponde a um n¢® da malha de
elementos finitos e possui dimensdo [m X m]. Conseqgientemente, a

. D ,
matriz G Q tem dimensdo {m x (m x ntn)].

i".
isto €, [G?Q]. Esta submatriz pode ser representada simplificadamente

Seja uma submatriz de GDQ em (4.41) correspondente ao no

.por:

[1c°9
)

DQ : DQ : : DQ
[ R S B L PO e L ] (4.42)
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onde {g??} € um vetor correspondente a i-ésima coluna (ou grau de
. D . . .

liberdade) de [GJQ]. Foi necessario chegar a este nivel de

detalhamento pois o funcional ¥ que determina as proje¢des do Tensor

e o D
de Green, quando minimizado, utiliza os vetores {gi?l.
j

O mesmo procedimento deve ser feito para determinac¢fo da projecdo
Gd(q) em (2.75).

De maneira inteiramente analoga, podem ser determinadas as
projecdes Gc(q) e GC(Q), em (2.74) e (2.68), no espaco gerado pelos
elementos de contorno. Para tanto, devem ser substituidas as funcdes
de interpolac¢do de dominio, wj, pelas fung¢des de interpolacfo do con-

torno, ¢j, e alterados os parametros m e ntn para, respectivamente, 4

e ntnc.
Assim procedendo, chega-se a conclus3o que GCQ, matriz dos
valores nodais de GF(Q), tem dimens3o [(m x (m X ntnc)], e é

constituida por ntnc submatrizes de dimensdes [m x m], isto é,

2 ) ! ntnc

¢ = [ (65% § 16,%1 i .... | (G ]] | (4.43)

cQ e . . .
Os vetores gij correspondentes a i-ésima coluna da submatriz de

"j"

(4.43) associada ao no serdo, também, utilizados na minimizac¢do do

funcional %.

cQ

4,3.2.2. Determinacido de G?Q e Gk

No Capitulo 2 foi mostrado que as projec¢des Gd e Gc podem ser
determinadas mediante a minimizac¢fo do funcional indicado em (2.90),
§(Gd,GC), cuja expressdo envolve quatro formas bilineares distintas,
B(S,8), B (G [¥]), B,(G, [9]) e B_(%,9).
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B(%,9%) €& a forma bilinear em estudo, desenvolvida para Gd ou para
Gc' conforme corresponda ¥%. Para o problema de placa laminada pela
Teoria de Primeira Ordem, a B(%,%) corresponde exatamente a expresséio

da Energia de Deformac3o em (4.24).
As demals formas bilineares sfo fornecidas em (2.91)-(2.93).

0 funcional ﬁ(Gd,GC) em (2.90) para o caso de placa laminada pela

FSDT equivale a:

NGL

F(cP? ,6¢%) = 1L z
j 2

j jQ (le, o, @]1" a[2, g,(@]

i=1
+ [, 9, (@]" B[E g (@]
+ [, g, @] B[E g ()]
+ [, g, @] D [e g (@]

t
+ [2. 9, (@] p e g, (@]

- B [9,(@]1" [v, (@] ) de

NGL
1 t
+ 1 N'g. (q) g. (q)
7 2 |, (e @1,
i=1
-« [gi(q)]t[¢i(q)] ) daqQ (4.44)

onde

o e B sfo parametros pré-definidos conforme o problema considera-

do. Para a determinacfo de G?Q, faz-se o = 0 e B = 1. No
caso de qu, adota-se a = 1 e B =0
a. € uma variavel que corresponde as colunas da sub-matriz
1
qu, ou G?Q, como em (4.39), conforme se deseja determinar
Ggq ou G?Q, respectivamente.
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Minimizando o funcional de (4.44) atraveés de técnicas
convencionais de elementos finitos, e desenvolvendo o agrupamento das
matrizes dos elementos nas correspondentes matrizes globais, resulta o

seguinte sistema de equag¢des:

[x] [+ 1a%] = [at0]

KMEF - é a matriz de rigidez convencional de elementos finitos; -

K' - €& a matriz de rigidez resultante da primeira integral de

contorno de (4.44)

DQ cQ

DQ cQ . ”

g e g - correspondem aos valores nodais de G e G respec-
tivamente

A e D - s3o as matrizes formadas pelos ultimos termos nas

integrais de dominio e de contorno, respectivamente, em
(4.44), e coincidem com as matrizes indicadas em (2.65) e
(2.71).

Como o vetor dos deslocamentos generalizados, d, em (4.1), pode
ser expandido por meio das fun¢des de interpolacdo [y] de dominio, os
vetores (£°}, {K}, e {T}, em (4.8), considerando que m = NNEF, podem

ser re-escritos como:
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m m
o - — —
(e} = () ) v, d = ) B,d = B, a
i=1 i=1
m m
(k1 = [ZF]Z w, d = z B,.d = B_a (4.46)
i=1 i =1
m m
(r1 = [zc]z v, d = Z B, d = B_a
i=1 i=1
onde
Biw ~ [znl v, i By = z By
i=1
m
B, = (21w, ; B_ = )B, (4.47)
i=1
m
BiC = [zc] wi ! Bc = BiC
i=1
e a = | d1, dz, ..... . dNNEF )
Desse modo, a matriz me em (4.45), para o caso da Teoria de

Primeira Ordem para placas laminadas, pode ser determinada através de:

- t t t t t
KMEF = J ( B, AB, + B, BB _+ B BB, + B, DB_+ B, A. B, ) dQ
Q

(4.48)

onde A, B, D e DC sfo as matrizes definidas em (4.21).
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4.3.3. Calculo de Deslocamentos, Esforcos e Tenso0es.

O Método Modificado da Fung3o de Green Local, de maneira analoga
a um método misto, € capaz de determinar, com mesmo grau de precisio,
0s valores dos deslocamentos e dos esfor¢os nos pontos nodais da malha
de contorno. A obtencfo destes resultados se da mediante a resoluglo

do sistema modificado de equac¢des de contorno expresso em (2.76).

Uma vez conhecidas as incognitas nodais de contorno, u. e f, os
valores dos deslocamentos associados a malha de elementos finitos (no

dominio) ficam determinados por meio de (2.104).

Para a obtenc¢Zo dos esforcos no dominio, o MMFGL exige o mesmo
tratamento utilizado no MEF, ou seja, calcular as derivadas dos deslo-
camentos nodais e, através das relac¢des constitutivas, determinar os
momentos e esfor¢os cisalhantes internos. Embora os valores nodais dos
deslocamentos determinados pelo MMFGL sejam muito precisos, ocorre uma
perda inevitavel de precisfo no calculo das derivadas como a verifica-

da, por exemplo, no Metodo dos Elementos Finitos.

Constatado que o MMFGL apresenta grande precisfo nodal, uma eXxce-
lente alternativa para melhor explorar esta caracteristica e, dess
forma, aprimorar os esforc¢os internos do dominio, ¢ adotar a técnica
de sub-regides sugerida por Barbieri {1992}, e equivalente a proposta
original de Silva [1988]. Por meio desse processo, cada sub-regido
corresponde a uma "célula de Green", e os valores do contorno de cada
célula sd3o a resposta no dominio do problema original. Assim, os es-
forcos internos sido obtidos com a mesma precisfdo que os do contorno do

problema.

Para o calculo das tensOes normais, o . oy e oxy, duas alternati-

vas se mostram viaveis. Se o0 ponto em gque se deseja calcular as

tensdes estiver sobre o contorno da célula, s3o conhecidos, com grande
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precisdo, os valores dos esforc¢os normais, N, e dos momentos fletores,
M. Invertendo-se a equacido (4.22), calculam-se as deformacdes e’ e K
sem a perda de precis3o que ocorreria caso tivesse sido feita uma
derivac¢d3o. Com os valores das deforma¢les, emprega-se a rela¢do cons-
titutiva em cada lamina, como em (3.24), para o calculo das tensOes
planares. Assim, sem necessidade de derivac¢ido, o MMGFT, alcanc¢a qgrande

precisd3o nos valores das tensodes.

Se, por outro lado, o ponto desejado estiver no interior do
dominio, torna-se necessario o processo convencional de calculo das
derivadas dos deslocamentos nodais para que se obtenham as deformac¢des
e, com estas, usando-se as rela¢les constitutivas, determinarem-se as
tens®es. O grau de precisd3o destes resultados, comparado com a
alternativa anterior, ¢é inferior, exatamente como conseqiiéncia da

derivacdo envolvida.

" Quanto as tensdes transversais, o, € oyz, caso pudessem ser
calculadas por meio das rela¢es constitutivas, as mesmas alternativas
descritas acima para as tensdes normais seriam validas. Entretanto, em
laminados é importante o calculo através das equac¢des de equilibrio
3-D da Elasticidade. Essas equa¢Oes, conforme visto no item 3.6 depen-
dem das derivadas das tensdes normais o oy e oxy em relac¢do as coor-
denadas X e Y. O calculo dessas derivadas € feito através da diferenca
entre os valores de tensdes de dois pontos muito proéximos um do outro,
0 que implica, necessariamente, em pelo menos um dos pontos no inte-
rior do dominio. Dessa forma, o calculo das tensdes cisalhantes consi-
derando os valores nodais de contorno pelo MMFGL fica prejudicado.
Resta, apenas, o procedimento convencional de calculo das deformac¢oOes
mediante derivacio dos deslocamentos. A derivacfo, como ja mencionado,
reduz a precisdo dos resultados, que pode ser melhorada com o vefino
da malha, ou realizando algum tipo de pods-processamento para melhoria
dos resultados como, por exemplo, o sugerido por Hinton et. alli.
[1973]. Ainda assim, comparado aos outros métodos, os resultados de

tensdes cisalhantes pelo MMFGL s&o muito bons.
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4.4. APLICACOES.

A série de aplicacles a sequir apresentada visa comprovar a via-
bilidade do MMFGL aos problemas de placas laminadas, através de uma
Teoria de Primeira Ordem, onde se usa um modelo de camada simples
baseado em deslocamentos. Salienta-se, mais uma vez, que todas as’
aplicac¢des foram feitas considerando apenas uma unica "célula de
Green" (sub-regifio) para descrever totalmente o dominio. O numero de
elementos finitos e de elementos de contorno € variado para estudo do
processo de convergéncia. S8o considerados apenas elementos finitos
lagrangeanos quadraticos de 9 nés na discretizacido do dominio, enquan-
to que, no contorno, sfo empregados elementos de 3 néds. Varias

condi¢Bes de carregamento, de contorno, de geometria e de configuracdo

Y

{a) Placa: 1/4 discretizado

(b} Matha de Elementos Finitos {c) Malha de Elementos de Contorno

Figura 4.1. Exemplo de discretizacfo de uma placa, aproveitando-se as
condicdes de simetria, e utilizando Malha 2x2 (4 elementos finitos e 8

elementos de contorno).
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Tabela 4.1. Relaclio dos Materiais Utilizados nas Aplicag¢®Ges do MMFGL

através da Teoria de Primeira Ordem.

Denominac¢io Tipo Propriedades Elasticas
MATERIAL 1 Isotropico v = 0.3
MATERIAL 2 Trans. Isotr. E, =25 E,;; G,,=6G, 53~ 0.5 E, ;
: G23 = 0.2 E2 PV, = 0.25
MATERIAL 3 Trans. Isotr.| Ei1 =~ 40 E, i G,, =G, =0.6E, :
= 0.5 E_; vV = 0.25
23 2 12

do laminado s3o analisadas. Assim como no Método dos Elementos de
Contorno, nos duplos sfo 1inseridos em pontos de descontinuidade da
normal e/ou de condi¢des de contorno. Como exemplo, € mostrado, na
Figura 4.1., o caso de uma placa quadrada, onde 1/4 do seu dominio e
_discretizado por 4 elementos finitos e 8 elementos de contorno. Os
resultados sfo comparados com as solu¢fes aproximadas por seéries, com

as da Elasticidade, ou com as obtidas pelo Método dos Elementos

Finitos.

Em todas as aplicacdes, A €& a espessura da placa, @ é o seu
comprimento caracteristico, e a, € a intensidade do carregamento
atuante. Os materiais empregados assim como suas propriedades est#o

listados na Tabela 4.1

0s resultados sido adimensionalizados por mecio das seguinles

relacles:

- E, £ n
W = W ” x 10 (a)
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- R7 .
o, = o — i=1,2, e 6 (b)
qo a
Ej = oj ——ll—— j =4, 5 (c)
qo a
— M x 102
M. = i i=1,2 e 6 (d)
! 2
a a
[o]
= 6 E &3 2
) 6i = i T x 10 i=1,2 (4.49-¢)
¢ | a3

onde n é uma constante que define o fator multiplicativo de w em

(4.49-a). Quando n#do houver nenhuma referéncia, n = 2 ("default").

Vale lembrar que, das equag¢des de equilibrio de placas laminadas
para a Teoriavde Primeira Ordem, resultam cinco condic¢des de contorno
associadas aos graus de liberdade expressos em (4.1). No caso particu-
lar de uma placa retangular, com os bordos paralelos aos eixos de
referéncia, em cada ponto no contorno devem ser especificadas as

cinco condig¢des, de acordo com a Tabela 4.2.

Para um bordo genérico, cujo vetor normal possui componentes
definidas por seus cossenos diretores, n_ e ny, os valores acima sio
substituidos pelas componentes "normal" e "tangencial", que podem ser

determinadas a partir das seguintes relac¢des:

u = u n + vV n
n o X o y
u = =-u n + Vv n
t o y o x
6 = 6 n + 6 n
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n x x y y X y Xy

2
i
=
|
=
x
=
x
=
+
=
=
|
=

X
[l
=
i
X
=

x
)
+
X
5
|
=

Q = ¢ n + @ n (4.50)

A definic¢do das condig¢des de contorno num laminado € de fundamen-
tal importancia, pois o comportamento direcional do mesmo é fortemente
influenciado pela especificac¢d3o que se dé aos bordos da placa, espe-

cialmente para o caso de laminados n#o simétricos. O MMFGL estabelece

Tabela 4.2. Especificacﬁo das Condig¢Oes de Contorno em um bordo

paralelo aos eixos coordenados.

Cond. Contorno

Essenciais Naturais

Especificam-se: u, ou Nx
v ou N
o y

W ou Q (ou Q)

[ x y
3] ou M
X x
6 ou M

y y
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Tabela 4.3. Graus de Liberdade Restritos (0) e Liberados (1) para um

ponto nodal no contorno, em bordo paralelo ao Eixo "X".

Cond. Contorno Sigla Graus de Liberdade (FSDT)
u v W ex Gy
Apoio Simples "Soft" S$5-1 1 1 0 1 1
Apoio Simples "Hard" 88-2 0 1 0 0 1
Engaste CcC 0 0 0 0 0
Livre FF 1 1 1 1 1
Simetria SX 1 0 1 1 0

tals condic¢Ges para cada grau de liberdade. Detinindo por "0" o grau
restrito, e por "1" o liberado, a Tabela 4.3. mostra, no caso de um
bordo paralelo ao Eixo "X", a definic¢8o dos graus de liberdade para um
ponto nodal, conforme as condi¢des de contorno correspondentes aquele
n6. Para o caso do apoio na direcfo Y, basta trocar os graus de liber-
dade u por v e Gx por Gy. A restric¢do ou ndo do grau de liberdade deve
vir acompanhada, necessariamente, do valor prescrito do deslocamento

ou do esforco associado, conforme indicado na Tabela 4.2.

E conveniente lembrar a distinc¢f#io entre os casos 8S-1 e 88-2 da
tabela anterior. Embora ambos correspondam a uma situac¢8o de apoio
simples, a especifica¢Zo dos dgraus restritos e 1liberados, conforme
indicado, implicara em resultados completamente distintos,
especialmente nos cantos, onde ¢é maior a influéncia do momento de
torc¢io Mxy. Seqgundo Héaggblad & Bathe [1990], uma condi¢d3o de apoio
simples "soft" remove, de um canto da placa, o comportamento singular
dos esforcos resultantes observados no modelo de Kirchhoff. Salvo
indicac3o em contririo, os exemplos a seguir apresentados correspondem

ao caso S8S-2.
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4.4.1. Placa Isotrodpica Simplesmente Apoiada.

A aplicac¢do inicial do MMFGL usando a Teoria de Primeira Ordem
corresponde ao caso de uma placa isotrépica, quadrada, e simplesmente
apoiada. As analises sdo realizadas considerando-se carregamento se-
noidal ou uniformemente distribuido ao longo da superficie da placa. O
coeficiente de Poisson, v, vale 0.3. Devido 3s condi¢des de simetria,
apenas 1/4 da placa é discretizado. Sdo utilizadas malhas com 1, 4, 9,
e 16 elementos finitos no dominio para examinar a convergéncia dos

resultados.

A analise inicial corresponde ao caso de um carregamento

senoidal, expresso pela relacio:

3 ' X Ty
qal{x,y) = q, sen ( - ) sen ( - ) (4.51)

onde a, € a intensidade do carregamento no centro da placa e a € a

dimensdo caracteristica.

Tabela 4.4. ~- Placa isotrépica (v=0.3), quadrada, simplesmente
apoiada, submetida a um CARREGAMENTO SENOIDAL: valores dos

deslocamentos verticais no né central

% Reddy MMFGL

(séries) M‘lX‘l MZXZ M3X3 M4X4
5 3.4349 3.4089 3.4340 3.4347 3.4348
10 2.9607 2.9405 2.9601 2.9606 2.9606
12.5 2.9038 2.8843 2.9032 2.9037 2.9038
20 2.8422 2.8234 2.8416 2.8420 2.8421
50 2.8090 2.7906 2.8085 2.8089 2.8089
100 2.8042 2.7859 2.8037 2.8041 2.8042

Placa Fina : 2.8027
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W
362
. Carreg. SENOIDAL:
I ‘w —— Reddy [1984]
33f ! F K MMFGL - matha 1x1
ket B MMFGL - malhg 2x2
Pl. Isotrop. --- GPT
31r
291
~._..§'_~_: ﬁ.._.--“—_-.v._..
27 1 { 1 )| 1
0 20 40 60 80 100 120
(a/h) '
Figura 4.2. - Placa isotrodpica (v=0.3), quadrada, simplesmente

apoiada, submetida a um CARREGAMENTO SENOIDAL: deslocamentos w no

centro (Ponto A).

, Para diversas relac¢des a/f, onde A é a espessura da placa, sfo
calculados os deslocamentos verticais no ponto central e comparados
com os resultados obtidos por Reddy [1984] através de expansSes em
séries com 19 termos. Todos estes valores estfo indicados na Tabela

4.4.

Na Figura 4.2, s3o apresentados os deslocamentos calculados pelas
malhas 1x1 e 2x2 de elementos finitos, bastante pro6ximos aos
fornecidos por Reddy. E interessante observar que a desconsideracio
do cisalhamento transversal na Teoria Classica, conduz a um erro da

ordem de 22.5 % para o caso de placas espessas.
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A analise seguinte ¢é efetuada considerando-se um carregamento
uniformemente distribuido na superficie da placa. Neste caso, além dos
resultados fornecidos por Reddy [1984] determinados por séries, sdo
indicados, também, os de Lakshiminarayvana e Murthy [1984], que imple-
mentaram um elemento finito triangular de placa, de trés pontos nodais
e 15 graus de liberdade por no, denominado de "TRIPLT". Esse elemento
é baseado na Teoria de Primeira Ordem (FSDT), e mostrou-se altamente
preciso nas aplica¢des realizadas. Novamente, quatro malhas foram

utilizadas para testar o MMFGL, com 1, 4, 9 e 16 elementos finitos.

Wy
5.5
Y
C. UNIFORME :

53F N —— Reddy - Serlos

]

o | |~ TRIPLT - MEF - (6x6)

]
51} E ! R MMFGL - malha 2x2

S O MMFGL - malhn 4x4
49+ PL. Isotrop. oe

&
4.3 1 ] 1 1 L
0 20 40 60 80 100 120
{(a/h)
Figura 4.3. - Placa isotropica (v=0.3), quadrada, simplesmente

apoiada, submetida a um CARREGAMENTO UNIFORME: deslocamentos W no

centro da placa (Ponto A)
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Tabela 4.5. - Placa 1isotrodpica (v=0.3), quadrada, simplesmente
apoiada, submetida a um CARREGAMENTO UNIFORME: valores dos

deslocamentos verticais no noé central

% Reddy TRIPLT MMMGL,
(séries) (5x5) M1x1 szz Maxa M4x4

5 5.3556 — 5.5161 5.3668 5.3570 5.3560
10 4.6660 4.6671 4.8138 4.6735 4.6674 4.6664
12.5 4.5832 4.5839 4.7295 4.5907 4.5846 4.5836
20 4.4936 4.4970 4.6383 4.5010 4.,4950 4.4940
50 4.4453 4.4443 4.5890 4.4526 4.4466 4.4457
100 4.4438 4.4363 4.5820 4.4457 4.4398 4.4388
1000 —_— 4.3467 4.5797 4.4434 4.4375 4.4365

Placa Fina: 4.4370

Os resultados de deslocamentos do nédé central fornecidos por
Reddy, Lakshminarayvana e pelo MMFGL est8o indicados na Tabela 4.5. Os
resultados do elemento TRIPLT correspondem a uma malha 5x5, com 50
elementos triangulares, e foli adotado um coeficiente de correc¢do do
cisalhamento, ks, igual a 0.91. Para o MMFGL, considerou-se kg = 5/6.

Os valores constantes na Tabela 4.5 estfo representados, graficamente,

na Figura 4.3.

Tomando por referéncia os resultados fornecidos por Reddy, o
MMFGL apresenta diferencas, cujos valores, em porcentagem, estdo re-
presentados nas Figuras 4.4 e 4.5. Na primeira delas, mostra-se a
variacdo dos resultados com o refino da malha, para relac¢les a/f
iguais a 5 e a 100, tanto para o carregamento uniforme quanto para o
senoidal. Observa-se que, com malha 2x2, o MMFGL apresenta resultados
bastante aceitaveis, com erro maximo da ordem de 0.02 % . Um unico

elemento (malha 1x1), corresponde a um erro de 0.76 % para o carrega-
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Vel Abg Efro (%) - W,

al % % C.Unlt. (a/h = )
-+- C. Unit. {a/h = 100)
. ~#- C. Sen. (a/h = 6)
- C. Sen. (a/h = 100)

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
N. Elementos

Figura 4.4. - Placa 1isotropica (v=0.3), quadrada, simplesmente
apoiada, submetida a um CARREGAMENTO SENOIDAL ou UNIFORME: erro em

(%) com o refino da malha.

mento senoidal, e a 3.22 % para o uniforme. Variando-se a relacio a/4&,
ha uma tendéncia das diferengas permanecerem nesses patamares, confor-

me mostra a Figqura 4.5, para as malhas I1x1 e 2x2 elementos de dominio.

Reddy [(1984] também fornece, para este caso, o0s valores das
tensOes normais e cisalhantes, ostas tltimas calculadas por Relacio
Constitutiva ou por Equilibrio. Para comparar a preciséo e
convergéncia dos resultados das tensdes por meio do MMFGL, foi prepa-
rada a Tabela 4.6., considerando duas relac¢les de a/A iguais a 5 e a

10. Os resultados das colunas indicadas por "MEF" foram determinados
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Val. Abs. Erro (%) - W 4

ORI R R it o e
a3l x . X
MMFGL.
2r . =~ (. Senoldal - M=1x1
-#- C. Senolda! - M=2x2
-X- C. Unlforme - M=ixt
1l NCoUnoime M 2x
s N -
- R Rmmm e
0 |—F==fe—% S T %
1 H ] 1 I
0 20 40 60 80 100 120
(a/h)
Figura 4.5. - Placa isotropica (v=0.3), quadrada, simplesmente

apoiada, submetida a um CARREGAMENTO SENOIDAL OU UNIFORME: erro em

(%) conforme a variacfo de a/h.

pélo processo convencional de elementos finitos, ou seja, derivac¢8o do
campo de deslocamentos e utilizac3o de relag¢des constitutivas. Ja os
indicados nas colunas "MMFGL" Jforam calculados dirctamente a partir
dos esforcos nodais determinados pelo método integral. E interessante
observar que, através do MMFGL, pode-se obter resultados razoaveis de

tens®es normais para o caso de um Unico elemento finito, o que, evi-

dentemente, ndo ocorre no MEF.



. Tabela

apoiada,

4.6. -

Placa

isotropica

(v=0.3),

quadrada,

submetida a um CARREGAMENTO UNIFORME: resultados

fornecidos por seéries

deslocamentos (MEF),

[Reddy (1984)],

e pelos valores nodais dos esforg¢os do MMFGL.

por

derivacido do

simplesmente
tensdes

campo

g o o
x Yy xy Xz yz
a/k MALHA
MEF MMFGL MEF MMFGL MEF iy MMFGLi
M1 ) 0.0000 0.3021 0.0000 0.2172 0.3088 0.4718
Mzzz 0.1824 0.2898 0.0866 0.1996 0.3664 0.4240
5 MBX3 0.2381 0.2882 0.1321 0.1974 0.4026 0.4120
M4x4 0.2591 0.2878 0.1539 0.1965 0.4250 0.4084
Mst 0.2691 0.2876 0.1658 0.1960 0.4394 0.4070
Reddy 0.2873 0.1946 0.4909 0.3928
M1x1 0.0000 0.3017 0.0000 0.2209 0.3118 0.4668
M2x2 0.1823 0.2898 0.0866 0.1996 0.3665 0.4231
10 M3x3 0.2381 0.2882 0.1321 0.1975 0.4026 0.4120
M4x4 0.2591 0.2878 0.1539 0.1966 0.4251 0.4084
M5x5 0.2691 0.2876 0.1658 0.1961 0.4394 0.4071
Reddy 0.2873 0.1946 0.4909 0.3928
+ Calculo por meio das Equac¢des de Equilibrio;
+ Calculo por meio de Relag¢des Constitutivas.
A convergéncia das tensOes normais e cisalhantes ¢ ilustrada nas
Figuras 4.6 a 4.8, onde se observa uma rapida aproxima¢3o dos
resultados de ox e de oxy aos fornecidos por Reddy, mas, para as

tensOes transversais, o - como conseqiiéncia do processo de derivacgio,

a aproximacdo €é mais lenta.
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Figura 4.6. ~ Placa isotroé6pica (v=0.3), quadrada,

simplesmente

apoiada, submetida a um CARREGAMENTO UNIFORME: tensdes o para a/fk=5.

0.256
0.2 ;_ﬁw}ﬁ:-mﬁﬁ ....... S X

0.16

ah=5
01F
,. | C. UNIFORME :
0.05} 8- MEF
; -A- MMFGL
Pl. 1sotrop. ==~ Reddy [1084]
o+ L i i |
0 5 10 15 20 25 30
N. Elementos
Figura 4.7. - Placa isotroépica (v=0.3), quadrada,

simplesmente

apoiada, submetida a um CARREGAMENTO UNIFORME: tensO0es oxy para a/#=5.
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O.D
X2
0.55
0.0
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Figura 4.8. - Placa 1isotropica (b=0.3), quadrada, simplesmente
apoiada, submetida a um CARREGAMENTO UNIFORME: Lensoes v, bara a/b=5H.

Finalmente, na Tabela 4.7. s8o comparados os resultados do
presente trabalho com aqueles obtidos por Barbieri [1992], que
utilizou o MMFGL para analisar placas isotroépicas utilizando o Modelo
de Mindlin, com trés graus de liberdade por né. Os resultados
indicados na Tabela 4.7. foram determinados, por ambas as
alternativas, considerando-se elementos lagrangeanos quadraticos de
nove nos em malha 2xX2. S3o fornecidos os resultados de deslocamentos
e de momentos Mx no centro da placa, momentos Mxy no canto, e esforco
cisalhante Q ou Qy no meio do lado. Verifica-se a total concordéancia

entre os resultados.



Tabela

apoiada,

4.7.

- Placa

isotroépica

submetida a um CARREGAMENTO

determinados por um Modelo de Mindlin ([Barbieri

(L=0.3),
UNIFORME:

quadrada,

resultados
(1992)] e pela
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simplesmente
do

MMFGL

Teoria

de Placa Laminada de Primeira Ordem (FSDT) considerando Malha 2X2.
% M M Q
a/& x Xy X
Mindlin{ FSDT Mindlin| FSDT Mindlin| FSDT Mindlin FSDT
5 15.3638 (5.3638 |4.8270 |4.8307 |3.3308 [3.3272 |-3.5332 }|-3.5332
20 14.5010 (4.5010 |4.8267 ]4.8301 |3.3655 [3.3621 |-3.5048 |-3.5048
100 [4.4457 14.4457 )4.8264 [4.8295 }3.4011 13.3980 [-3.4642 |-3.4642
1000 (4.4434 ]4.4434 [4.8264 [4.8294 [3.4012 |3.4011 |-3.4062 |-3.4062

.4.2.

Placa Ortotrépica Simplesmente Apoiada.

0O segundo exemplo a ser tratado refere-se ao caso de uma placa

ortotroépica quadrada e simplesmente apoiada.

As propriedades elasticas

correspondem as do Material 2, indicadas na Tabela 1. Duas condig¢des

de

carregamento

[:3: T}

consideradas:
(4.46) ,

distribuic83o regida pela expressio

Devido

as

discretizado.

cidos por Reddy (1984},

Inicialmente,

condicdes

de

na Tabela 4.8,

simetria,

carregamento

centro da placa para diversas relagles a/#,

malhas uniformes usadas pelo MMFGL,

to senoidal.

me.

e

apenas

senoidal,

da

acom

carregamento uniforme.
1/4

Resultados de deslocamentos sfo comparados com os forne-

placa é

que utilizou expans®es em séries (19 termos).

sdo mostrados os deslocamentos no
e para diversos tipos de
considerando o caso de carregamen-

O mesmo € feito na Tabela 4.9 para o carregamento unifor-
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Tabela 4.8. - Placa ortotropica (Material 2),
apoiada, submetida a um CARREGAMENTO SENOIDAL: deslocamentos verticais

do no6 central.

quadrada, simplesmente

a MMFGL
T Reddy
(séries) M1x1 szz M3x3 M4x4
5 1.2327 1.2174 1.2318 1.2325 1.2326

10 0.6383 0.6321 0.6381 0.6383 0.6383
12.5 0.5644 0.5593 0.5643 0.5644 0.5644

20 0.4836 0.4794 0.4835 0.4836 0.4836

50 0.4397 0.4360 0.4395 0.4396 0.4396
100 0.4334 0.4298 0.4332 0.4333 0.4333
Placa Fina: 0.4313

Tabela 4.9. Placa ortotrdépica (Material 2), quadrada, simplesmente

apoiada, submetida a um CARREGAMENTO UNIFORME: deslocamentos verticais

do no central.

a MMFGL
4 Reddy
(séries) Mixa Moxz Mixa Mixa
5 1.8159 1.8552 1.8165 1.8162 1.8162
10 0.9519 0.9881 0.9521 0.9520 0.9520
12.5 0.8442 0.8796 0.8443 0.8442 0.8442
20 0.7262 0.7606 0.7262 0.7261 0.7262
50 0.6620 0.6957 0.6619 0.6620 0.6620
100 0.6528 0.6864 0.6527 0.6527 0.6528

Placa Fina : 0.6497
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Figura 4.9, - Placa ortotroOpica (Material 2), quadrada, e

apoiada: valores dos deslocamentos verticais no no central (Ponto A).

A Figura 4.9. ilustra, graficamente, a variac¢fdo dos deslocamentos
correspondentes aos'carregamentos senoidal e uniforme, para o0s casos
de malhas 1x1 e 3x3, conforme a rela¢3o a/A. A Figura 4.10. mostra o
erro absoluto, em porcentagem, dos deslocamentos determinados pelo
MMFGL em relacfo aos fornecidos por Reddy, para os dois casos de car-
regamento, e para a/f igual a 5 e a 100. Fica evidente que o desempe-
nho de um unico elemento, neste caso, Jja nd3o ¢é t3o bom como no
isotrodpico, uma vez que, para o carregamento senoidal, o erro corres-
ponde a 1,24 %, enquanto que, para o uniforme, ele sobe a 5,15 %,

valores bem superiores aos 0,76 % e 3,15 %, respectivamente, do exem-

plo anterior.
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6 Val Abs Erro (%)

1 o y ~8- Car.Sen. (8/h=100)
b \ - ~#- Car.Sen. {a/h=5)
\ [}

) ' | -B Car.Unil. (a/h=100)

\ | : A Car.Unlt. (a/h=6)
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Figura 4.10. - Placa ortotrodpica (Material 2) quadrada e apoiada: erro

percentual dos deslocamentos no né central (Ponto A).

Se a desconsideracd3o dos efeitos cisalhantes transversais em
placas espessas e semi-espessas isotrépicas ja representava um erro
razoavel, agora, para o problema ortotrépico, tal procedimento implica
em falha ainda mais grave. No exemplo em quest3o, os deslocamentos
verticais no noé central calculados pela FSDT correspondem a 22,8581
vezes adqueles determinados pela CPT, considerando carregamento senoi-

dal e relacido a/# igual a 5; se o carregamento for uniforme, tal dife-

renca chega a 2,795 vezes.
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4.4.3. Placa Laminada 0°/90°/90°/0° Simplesmente Apoiada.

O terceiro exemplo corresponde ao caso de um laminado simétrico,
composto de quatro laminas de mesma espessura, com propriedades
elasticas correspondentes as do Material 2 indicado na Tabela 4.1. As
laminas s3o dispostas segundo uma configuracsio 0°/90°/90°/0°. A placa
estd submetida a um carregamento uniformemente distribuido. Devido as
condi¢des de simetria, apenas um quarto da placa €& discretizado. S&o
utilizadas malhas de 2x2 e 4x4 elementos finitos no dominio.

Resultados de deslocamentos, tensOes normais, e tensOes cisalhan-
tes calculadas pelas Equa¢Oes de Equilibrio para diversas relac¢bes a/h
estdo apresentados na Tabela 4.10., e foram adimensionalizados seqgundo
as expressOes (4.44) com n = 2. S3o fornecidos, também, os resultados
de Pagano [1970al, Engblom e Uchoa [1985, 1986], Putcha e Reddy
[1986], Reddy [1984] e Noel [1991a,b]. Deve-se salientar que os resul-
tados de Pagano, determinados pela Teoria da Elasticidade, estdo indi-
cados apenas como comparac¢ido pois, como ja mencionado, a Teoria de
Primeira Ordem (FSDT) € naturalmente limitada para os aproximar, espe-
cialmente no caso de placas espessas. Por outro lado, Putcha e Reddy
[1986] utilizaram uma formulacfo mista de elementos finitos. Os resul-
tados de Reddy [1984] foram determinados por meio de uma Teoria de
Primeira Ordem. Engblom e Uchoa [1985, 1986] empregaram uma formulacio
refinada, expandindo os deslocamentos planares por meio de polindmios
quadraticos. E, finalmente, Noel [1991a,b] adotou um procedimento
misto baseado em deforma¢fes supostas para desenvolver um elemento de
casca de dupla curvatura. Esta €& uma das mais avancadas formulag¢Oes de
elementos finitos na atualidade. Os seus resultados est3o indicados
para os casos de malhas 3x3 e 6x6. BEntretanto, como se pode observar,

0s resultados do MMFGL estZo bem proximos a eles.
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Tabela 4.10 - Placa Laminada 0°/90°/90°/0°, quadrada, simplesmente
apoiada, submetida a um CARREGAMENTO UNIFORME: deslocamentos, tensdes

normais e cisalhantes.

W o Iz r2 o o
G./ﬁ. Fonte x y Xy yz X2z

(pt. A) (Pt.A) (Pt.A) (Pt.C) (Pt.B) (Pt.C)

NoeT-3x3 T7.087 170.414 0.597 0.032 | 0.271 | 0.256
Noel-6x6 17.095 0.408 0.582 0.031 0.278 0.265
Engblom 22.598 0.387 0.615 0.034 0.336 0.300
4 Putcha 17.170 0.399 0.568 0.030 - -
Pagano 19.536 0.720 0.666 0.048 0.292 0.270
Reddy 17.170 0.406 0.577 0.031 0.196 0.140
MMFGL-2x2| 17.088 0.413 0.589 0.031 0.246 0.177
MMFGL-4x4] 17.095 0.408 0.587 0.031 0.271 0.243
Noel-3x3 6.627 0.511 0.372 0.025 0.174 0.304
Noel-6x6 6.627 0.502 0.364 0.024 0.179 0.314
Engblom 7.704 0.490 0.382 0.026 0.209 0.325
10 Putcha 6.642 0.491 0.356 0.024 - -
Pagano 7.434 0.559 0.403 0.028 0.196 0.301
Reddy 6.628 0.499 0.362 0.024 0.129 0.167
MMFGL -2x2 6.626 0.507 0.377 0.024 0.158 0.208
MMFGL-4x4 6.627 0.501 0.375 0.024 0.175 0.287
Noel-3x3 4.912 4.540 0.304 0.023 0.144 0.319
Noel-6x6 4.911 0.530 0.298 0.022 0.149 0.329
Engblom 5.233 0.528 0.298 0.023 0.167 0.339
20 Putcha 4.916 0.519 0.291 0.021 - .o
Pagano 5.172 0.543 0.309 0.023 0.156 0.328
Reddy 4.912 0.527 0.296 0.022 0.109 0.175
MMFGL-2x2 4.911 0.534 0.310 0.023 0.132 0.217
MMIFGI - 4x 4 1.912 0.529 0.310 0.022 0.145 0.301
Noel-3x3 4.410 0.549 0.280 0.022 0.135 0.324
Noel-6x6 4.409 0.540 0.275 0.022 0.139 0.334
Engblom 4.498 0.542 0.265 0.022 0.152 0.345
50 Putcha 4.410 0.528 0.269 0.021 - -
Pagano 4.485 0.539 0.276 0.022 0.141 0.337
Reddy - - - - -

.023 0.123 0.220
.022 0.136 0.305
.022 0.133 0.324

MMFGL -2x2 4.409 0.540 0.289
MMFGL-4x4 4.409 0.538 0.288
Noel-3x3 4.338 0.550 0.277

OO OQIOCO
[«
[SS]
N
o
—
w
~J

Noel-6x6 4.337 0.541 0.272 0.335
Engblom 4.395 0.544 0.259 .022 0.146 0.346
100 Putcha 4.337 0.530 0.266 021 - -
Pagano 4.385 0.539 0.271 0.021 0.139 0.339
Reddy 4.337 0.541 0.271 0.021 0.101 0.178

MMFGL-2x2 4.336 0.540 0.285 0.023 0.121 0.134
MMFGL - 4x 4 4.337 0.539 0.285 0.022 0.134 0.306
CPT 4.350 0.539 0.269 0.021 0.138 0.339
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Figura 4.11. - Placa Laminada 0/90/90/0, quadrada, simplesmente apoia-
da, submetida a um CARREGAMENTO UNIFORME: deslocamentos verlicais no

né central

Os valores apresentados correspondem aos seguintes pontos: w no
Ponto A (0,0,0); ax no Ponto A (0,0, % h/2); 5y no Ponto A (0,0,%
h/74); axy no ponto C (a/2,a/2, * h/2); oyz no ponto B (0,a/2,0); e o
no ponto D (a/2,0,0).

Os resultados indicados na tabela anterior estfo representados
graficamente nas Figuras 4.11 a 4.15. Assim, a variac¢do dos desloca-
mentos, para varias relac¢les a/f, esta ilustrada na Figura 4.11. Nota-
se que o modelo adotado pelo MMFGL € um pouco mais rigido do que o

necessario para alcanc¢ar os resultados de Pagano (Elasticidade). No
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Figura 4.12. - Placa Laminada 0/90/90/0, quadrada, simplesmente apoia-
da, submetida a um CARREGAMENTO UNIFORME: tensdes normais ox no ponto
central. ’

entanto, esta ¢€é uma das caracteristicas inerentes da FSDT, sendo
também observada nos modelos de Noel e de Putcha, que adotaram
expansOes lineares semelhantes do campo de deslocamentos. Por outro
lado, deve-se observar que a diferenca entre o resultado de Pagano e
aquele determinado pela Teoria Classica representa um expressivo valor

de 4.49 vezes quando a relac¢do a/# vale 4.0.

As tensOes normais c e oxy estdo apresentadas nas Figuras 4.12 e

4.13, respectivamente. Calculadas diretamente a partir dos valores
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0.045 e
' . B Putcha
o & Engblom
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0.035 !
] 0/90/90/0 K MMFGL (4x4)
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Figura 4.13. - Placa Laminada 0/90/90/0, quadrada, simplesmente apoia-
da, submetida a um CARREGAMENTO UNIFORME: tensdes oxy no Ponto C.

"nodais do MMFGL, seus resultados s3o muito bons. Ja as tensdes trans-
versais oyz e o ., mostradas em 4.14 e 4.15, ndo tém o mesmo desempe-
nho pois seus valores s3o afetados pelo processo de derivac¢fo para o
calculo das deforma¢des. A limitac¢do da FSDT de representar adequada-
mente o caso de placas espessas fica bem demonstrada na Figura 4.12,
onde nenhum dos modelos aproximou os resultados da Teoria da Elastici-

dade (Pagano).
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Figura 4.14. - Placa Laminada 0/90/90/0, quadrada, simplesmente apoia-
da, submetida a um CARREGAMENTO UNIFORME: tens?des oyz no Ponto B.
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Figura 4.15. - Placa Laminada 0/90/90/0, quadrada, simplesmente apoia-
da, submetida a um CARREGAMENTO UNIFORME: tensodes o . no Ponto D.
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4.4.4. Placa Laminada Quadrada 0°/90°/0°.

A aplicac¢3o de agora consiste numa placa quadrada de trés laminas
de mesma espessura, 0°/90°/0°, simplesmente apoiada, e submetida a um
carregamento senoidal como em (4.46). As propriedades elasticas cor-
respondem as do Material 2 na Tabela 4.1. Aproveitando as condic¢oes de
simetria do problema, somente 1/4 da placa ¢ discretizado. S8o utili-
zadas malhas uniformes com 2x2 e 4x4 elementos de dominio para aproxi-

macd3o das matrizes de Green.

Resultados de deslocamentos e de tensOes estdo fornecidos na
Tabela 4.11. Nessa tabela, sdo apresentados, também, resultados de
tensOes obtidos pela Teoria da Elasticidade por Pagano [1970]; alguns
resultados de deslocamentos e de tensdes, determinados pela FSDT por
Reddy e Chao [1981] via Método dos Elementos Finitos e considerando o
coeficiente de corre¢d3o do cisalhamento iqual a 5/6; e valores de
tensOes determinados por Engblom e Uchoa [1985] através de elementos
finitos quadrangulares, denominados QHD-40, com oito ndés e sete graus
de liberdade por no. Tais elementos foram desenvolvidos a partir de

uma expansdo polinomial quadratica dos deslocamentos planares.

Levando-se em conta as limitacdes do modelo de primeira ordem,
percebe-se, mais uma vez, o bom desempenho do MMFGL tanto em termos de
deslocamentos quanto em termos de tensdes normais. Fmbora o grau de
precisfdo das tensfes cisalhantes n3o seja t8o acentuado como no caso
das normais, em comparac¢do com o0s outros resultados, seus valores

estdo muito bons.

A distribuic¢3o das tensdes o € oxy ao longo da espessura da
placa, para o caso de a/A = 4, €& ilustrada nas Fiquras 4.16 e 4.17,
respectivamente. Mesmo com um modelo de primeira ordem, o MMFGL
apresenta uma razoavel distribuic¢fio dessas tensdes gquando comparado
com s resultados de Engblom. Nas duas figuras s3o tambdOm indicadas as
solug¢fes de Pagano (Elasticidade) e da Teoria Classica de Placas

(CPT) .
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Tabela 4.11. - Placa Laminada O°/90°/O°, quadrada, simplesmente
apoiada, submetida a um CARREGAMENTO SENOIDAL: deslocamentos
tensOes atuantes, considerando malhas uniformes.
a/h Fonte W ot ot o o o
x y Xy Xz yz
Pagano _— 0.755 0.556 0.0505 0.282 0.217
Reddy (FSDT)| 1.7763| 0.4369 —_— _— —_— 0.1562
4 |Engblom=-2x2 —_— 0.414 0.598 0.0465 0.296 0.238
Engblom-6x6 _ 0.391 0.572 0.0448 0.308 0.251
MMFGL-2x2 1.7750( 0.4438] 0.4754] 0.0378 0.3115| 0.1775
MMFGL -4x 4 1.7758| 0.4383| 0.4955| 0.0371 0.3295]| 0.1919
Pagano _ 0.590 0.288 0.0289 0.357 0.123
Reddy (FSDT)| 0.6693} 0.5134 — _— —_— 0.0915
10 |Engblom-2x2 S 0.529 0.292 0.0289 0.352 0.123
Engblom-6xs6 — 0.500 0.279 0.0280 0.369 0.130
MMFGL-2x2 0.6692| 0.5209]| 0.2746] 0.0261 0.3483]| 0.1007
MMFGL -4x4 0.6693| 0.5145] 0.2748] 0.0253 0.3714] 0.1083
Pagano e 0.552 0.210 0.0234 0.385 0.0938
Reddy (FSDT) —_— —_— —_— —_— _ R
20- |Engblom-2x2 o 0.560 0.206 0.0240 0.367 0.0910
Engblom-6x6 — 0.531 0.189 0.0233 0.387 0.0954
MMFGL-2x2 0.4921}) 0.5378] 0.2215] 0.0239 0.3566| 0.0825
MMFGL-4x14 0.4921| 0.5328] 0.2216] 0.0225 0.3815| 0.0882
Pagano —_— 0.541 0.185 0.0216 0.393 0.0842
Reddy (FSDT) _— —_— — —_ _ —_
50 |Engblom-2x2 —_— 0.567 0.178 0.0226 0.374 0.0812
Engblom-6x6 _ 0.541 0.164 0.0217 0.392 0.0843
MMFGL-2x2 0.4410| 0.5400} 0.2055] 0.0242 0.3582| 0.0772
MMFGL-4x4 0.4411| 0.53841 0.2050} 0.0217 0.3848| 0.0819
Pagano —_— 0.539 0.181 0.0213 0.395 0.0828
Reddy (FSDT){ 0.4337]| 0.5384 _ _— _— 0.0703
100 JEngblom-2xz —_ 0.566 0.174 0.0224 0.375 0.0803
Engblom-6x6 — 0.542 0.167 0.0215 0.393 0.0827
MMFGIL, -2x 2 0.4336 0.5395 0.2033 0.0246 0.3581 0.0765
MMFGL -4x4 0.4337 0.5391 0.2026 0.0218 0.3853 0.0811
CPT — 0.539 0.180 0.0213 0.395 0.082
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Figura 4.16. - Placa Laminada 0/90/0, quadrada, simplesmente apoiada,

submetida a um CARREGAMENTO SENOIDAL: distribuic¢fo das tensdes o, ao
longo da espessura (a/f = 4).

z/h

10.6

t0.4

102

-0.2 || Carreg. Senoldal: R ‘5(: """"""""""""
R MMFGL 4x4 3
=~ Engblom
-04 ) Pagano
-~ OPT
'0»6 | | L 1
-0.08 -0.04 -0.02 0 0.02 0.04 0.08
G°
Xy
Figura 4.17. - Placa Laminada 0/90/0, quadrada, simplesmente apoiada,

submetida a um CARREGAMENTO SENOIDAL: distribuicf3o das tensoes oxy ao
longo da espessura (a/h = 4).



Considerando este mesmo laminado, nova aplicac¢d3o € realizada
empregando-se as malhas distorcidas MD-1, MD-2 e MD-3 indicadas na
Figura 4.18. O objetivo ¢€é testar a sensibilidade do método as
distorcdes geométricas de seus elementos. 0Os resultados de deslocamen-
tos e de tensOes estdo apresentados na Tabela 4.12, onde se incluem,
também, as respostas do ja citado trabalho de Engblom e Uchoa [1985],
que utilizaram as mesmas malhas. Graficamente, estes resultados estdo

representados nas Figuras 4.19 a 4.23.

a’/4 a/4
a’4 -
a/? a/3 -
' T 0/3
8/2 a/3
ez o2 w8 a3
MD-1 MD-2 MD-3

Figura 4.18. - Malhas Distorcidas Utilizadas

Os deslocamentos verticais do ndé central est8o ilustrados na
Figura 4.19. S#o apresentados os resultados do MMFGL para as trés
malhas distorcidas. Na mesma figura, s#3o indicadas as soluc¢les de

Engblom, com malhas distorcidas, e a de Reddy, por séries. Os resulta-
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Tabela 4.12. - Placa Laminada 0°/90°/0°, quadrada, simplesmente
apoiada, submetida a um CARREGAMENTO SENOIDAL: deslocamentos e

tensOes atuantes, considerando malhas distorcidas.

a/k Fonte w oA o’ o¢ &P &5
X y xy Xz yz

Pagano —_— 0.755 0.556 0.0505 0.282 0.217
Engblom (MD-1)} 2.709 0.409 0.620 0.0525 0.128 0.122
Engblom (MD-2)} 2.473 0.393 0.573 0.0485 0.254 0.206

4 |Engblom (MD-3)| 2.587 0.402 0.596 0.0472 0.290 0.229
MMFLG (MD-1)1{| 1.7720] 0.4556| 0.4988]| 0.0374 0.3134| 0.1771
MMFGL (MD-2) | 1.7750| 0.4573} 0.4956| 0.0373 0.3420} 0.1860
MMFGL ({MD-3) 1.7758}1 0.4395| 0.4953] 0.0370 0.3235} 0.1885
Pagano —_— 0.590 0.288 0.0289 0.357 0.123
Engblom {(MD-1)j 0.866 0.539 0.292 0.0344 0.141 0.0686
Engblom (MD-2)| 0.812 0.502 0.279 0.0300 0.293 0.107

10 |Engblom (MD-3)| 0.839 0.530 0.286 0.0290 0.357 0.114
MMFGL ({MD-1)| 0.6682| 0.5309| 0.2761] 0.02455] 0.3506] 0.1001
MMFGL (MD-2)}| 0.6697| 0.5342| 0.2722{ 0.02508| 0.3832} 0.1031
MMFGL (MD-3)| 0.6693}| 0.5159| 0.2744}| 0.02482| 0.3629) 0.1067
Pagano e 0.552 0.210 0.0234 0.385 0.0938
Engblom (MD-1)] 0.545 0.574 0.198 0.0297 0.153 0.0552
Engblom (MD-2)] 0.529 0.531 0.199 0.0248 0.303 0.079

20 |Engblom (MD-3)| 0.539 0.571 0.198 0.0239 0.378 0.088
MMFGL (MD-1){ 0.4910| 0.5475} 0.2216}| 0.0223 0.3554| 0.0819
MMFGL (MD~-2)| 0.4925] 0.5483| 0.2196| 0.0228 0.3907| 0.0834
MMFGL (MD-3)| 0.4921| 0.5345| 0.2216| 0.0212 0.3696| 0.0862
Pagano — 0.541 0.185 0.0216 0.393 0.0842
Engblom (MD-1) 0.4413 0.585 0.174 0.0300 0.180 0.0516
Engblom (MD-2) 0.445 0.533 0.178 0.0226 0.304 0.070

50 |Engblom (MD-3)| 0.449 0.587 0.177 0.0221 0.378 0.096
MMFGL (MD-1)| 0.4388; 0.556 0.1978] 0.0292 0.3452}| 0.0767
MMFGL (MD-2)| 0.4413| 0.5456| 0.2051| 0.0251 0.3890| 0.0793
MMFGL (MD-3)| 0.4410( 0.5400| 0.2066| 0.0196 0.3580| 0.0730
Pagano —_— 0.539 0.181 0.0213 0.395 0.0828
Engblom (MD-1)| 0.418 0.591 0.190 0.0312 0.200 0.0363
Engblom (MD-2)| 0.432 0.531 0.176 0.0215 0.302 0.069

100 [Engblom (MD-3)| 0.433 0.596 0.180 0.0212 0.359 0.112
MMFGL (MD-1)]| 0.4304| 0.5653| 0.1843| 0.0366 0.3335| 0.0749
MMFGL (MD-2)| 0.4339| 0.5420| 0.2037| 0.0269 0.3871}| 0.0797
MMFGL (MD-3)| 0.4365| 0.5394| 0.2051| 0.0177 0.3331} 0.0554

CPT —_— 0.539 0.180 0.0213 0.395 0.082
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Figura 4.19. - Placa Laminada 0/90/0, quadrada, simplesmente apoiada,

submetida a um CARREGAMENTO SENOIDAL: deslocamentos verticais no

centro (Ponto A)

dos de Engblom, determinados com expansOes quadraticas dos deslocamen

tos, aproximam-se dos de Reddy para os casos de placas espessas e
semi-espessas, mas coincidem com os do MMFGL quando a relac¢do a/f
aumenta. O MMFGL mostrou-se muito menos sensivel a distorc¢io da malha,

em termos de deslocamentos, do que o elemento QHD-40, de Engblom.

Quanto a variac¢id3o de tensdes, as Figuras 4.20 a 4.23 mostram,
novamente, um comportamento mais estavel do MMFGL do que o apresentado
pelo QHD-40. Observa-se que, no caso das tensOes oxy, Figura 4.22,
ocorre uma certa instabilidade dos resultados, para a Malha MD-1 e

a/fh = 100. Esse efeito, no entanto, foi eliminado com o refino da
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malha, como no c¢aso MD-3. Chama aten¢do, tambeéem, o desempenho mais
"regular” do MMFGL do que o elemento QHD-40, para o caso das tensOes

transversais o ,+ mesmo com a malha MD-1 (Figura 4.23).

A ligeira degrada¢8o dos resultados do MMFGL com a distor¢3o da
malha ja havia sido observada por Barbieri [1992] no estudo de placas
isotroépicas. A sensibilidade € menor para elementos de ordem mais

elevada, por exemplo, p = 3 ou p = 4.

o
08 e L
o7t
06} e
X
R
05
0471 —— Pagano (Elastic.)
° ° —+ Engblom MD-1
03¢ L ’*‘4’ =¥~ Engblom MD-2
-8~ Engblom MD-3
ozr | ’ X MMFGL MD-1
o01F Placa 0/60/0 O MMFGL MD-2
| A MMFGL MD-3
0 1 ! ' 1 !
0 20 40 60 80 100 120
a/h
Figura 4.20. - Placa Laminada 0/90/0, quadrada, simplesmente apoiada,

submetida a um CARREGAMENTO SENOIDAL: tensdes o (Ponto A)
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Figura 4.22.

Placa Laminada 0/90/0,
submetida a um CARREGAMENTO SENOIDAL: tensdes oxy
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120

simplesmente apoiada,
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Figura 4.23. - Placa Laminada 0/90/0, quadrada, simplesmente apoiada,

submetida a um CARREGAMENTO SENOIDAL: tensdes o . ({Ponto D)

4.4.5. Placa Laminada Retangular 0°/90°/0°.

Uma vez verificada a sensibilidade do MMFGL a distorc¢do, nova
aplicacdo € realizada com o mesmo laminado 0°/90°/0° do exemplo ante-
rior, considerando, agora, o caso de uma placa ret»angular, b/a=3,
simplesmente suportada, submetida a um carregamento senoidal e com
laminas de mesma espessura. S8o0 consideradas duas malhas regulares de
2X2 e 4x4 elementos, discretizando apenas 1/4 do dominio a fim de

aproveitar as condic¢Oes de simetria do problema.
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Resultados de deslocamentos e de tensdes estio indicados na Tabe-
la 4.14. Por se tratar de um caso de flex3o cilindrica de placas que
foi resolvido por Pagano [1969] através da Teoria da Elasticidade,
seus resultados est3o inclusos nessa tabela. S3o apresentados, também,
os fornecidos por Reddy [1984], que empregou expans®es em séries para

determinar a solu¢8o pela Teoria de Primeira Ordem.

Uma solu¢do de Reddy, determinada aproximadamente por meio do
Método dos Elementos Finitos, empregando ainda uma formulac¢io baseada
na FSDT, ¢ indicada na Tabela 4.14. Esta solucl3o foi transcrita do
trabalho de Engblom e Uchoa [1985], de onde se indicam, também, os
resultados determinados nrclo ja citado elemento QHD-40, atraveées de

malha de 6x6 elementos finitos.

A variac¢do dos deslocamentos conforme o valor de a/fi ¢ mostrada
na Figura 4.24, onde se observa a boa aproximacd3o do MMFGL aqueles
apresentados por Reddy, tanto por suas solu¢Oes em séries, como por
elementos finitos. Como no exemplo anterior, as solu¢des determinadas
pelo MMFGL e pelos outros modelos baseados na Teoria de Primeira Or-
dem, mostram-se ligeiramente mais rigidas do gue as determinadas por
Pagano, especialmente para o caso de placas espessas. Todavia, mesmo
em termos de tensdes, os resultados alcancados pelo MMFGL comparam-se
aos de Engblom e Uchoa, que utilizaram formula¢des refinadas, e aos de

Reddy.

Observa-se na Figura 4.24, mais uma vez, a importancia da consi-
deracfio dos efeitos cisalhantes transversais, uma vez dque a sua
omissfo, representada pela CPT, implica em deslocamentos 5,61 vezes
inferiores aqueles determinados por Pagano, pela Teoria da Elasticida-

de, quando a relac¢do a/# chega a 4,0.
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Tabela 4.14. Placa Laminada 0°/90°/0°, retangular (b/a = 3),
simplesmente suportada, submetida a um CARREGAMENTO SENOIDAL: valores
dos deslocamentos e de tensdes (hi = h/3)

a/b Fonte W o’ ot o oV b
x y Xy Xz yz
Pagano 2.82 1.10 0.119 0.0281 0.387 0.0334
Reddy (seéries)| 2.3626| 0.6130| 0.0934| 0.0205 0.1879| 0.0308
Reddy (MEF) —_— _— —_— —_— — ——

4 |Engblom-2x2 3.55 0.657 0.130 0.0296 0.410 0.0357
Engblom-6x6 3.58 0.612 0.126 0.0284 0.431 0.0391
MMFGL -2x2 2.3523| 0.6331) 0.1066}| 0.0231 0.4053] 0.0244
MMFGL-4x4 2.3619] 0.6171} 0.1177| 0.0206 0.4270| 0.0274
Pagano 0.919 0.725 0.0435] 0.0123 0.420 0.0152
Reddy (séries) 0.803 0.6214| 0.0375] 0.0105 0.1894] 0.0159
Reddy (MEF) 0.802 0.603 0.0364] 0.0102 —— —_

10 |Engblom-2x2 0.995 0.669 0.0431| 0.0125 0.414 0.0143
Engblom-6x6 1.000 0.625 0.0421| 0.0121 0.436 0.016
MMFGL-2x2 0.8012) 0.6376| 0.0534| 0.0145 0.4052( 0.0120
\MMFGL - 4x 4 0.8029| 0.6253| 0.0623] 0.0107 0.4299| 0.0136
Pagano 0.610 0.650 0.0299| 0.0093 0.434 0.0299
Reddy (séries)| 0.5784} 0.6228| 0.0283}| 0.0088 0.1896| 0.0135
Reddy (MEF) 0.578 0.605 0.0276| 0.0086 —_— —_—

20 |Engblom-2x2 0.625 0.666 0.0286}1 0.00959| 0.415 0.0112
Engblom-6x6 0.629 0.628 0.0278] 0.00928| 0.437 0.0121
MMFGL-2x2 0.57771 0.6323| 0.0486| 0.0153 0.4016}| 0.0105
MMFGL -4x 4 0.5784| 0.6263| 0.0531| 0.0094 0.4301] 0.0113
Pagano 0.520 0.628 0.0259| 0.0084 0.439 0.0110
Reddy (séries) —_— — —_ _ ———— e
Reddy (MEF) 0.515 0.604 0.0251¢1 0.0081 — E—

50 |Engblom-2x2 0.521 0.659 0.0252} 0.00878} 0.416 0.0113
Engblom-6=x6 0.524 0.629 0.02371 0.00848| 0.437 0.0110
MMFGL-2x2 0.5151| 0.6256| 0.0505y 0.01737] 0.3974| 0.0105
MMFGL-4x4 0.5154{ 0.6248] 0.0509} 0.00978} 0.4294] 0.0108
Pagano 0.508 0.624 0.0253}) 0.0083 0.439 0.0108
Reddy (séries)| 0.5064| 0.6233| 0.0253} 0.0083 0.2886| 0.0129
Reddy (MEF) 0.506 0.603 0.0253¢ 0.0080 —_ e

100 |Engblom-2x2 0.507 0.657 0.0259} 0.00856] 0.416 0.0127
Engblom-6x6 0.509 0.628 0.0231f 0.00837| 0.437 0.0108
MMFGL -2x2 0.5062| 0.6241| 0.0512| 0.0180 0.3964) 0.0105
MMFGL -4x4 0.5064| 0.6239] 0.0509| 0.0104 0.4287| 0.0107
cpT 0.503 0.623 0.0253}| 0.0083 _— —




161

4 B GRS VOUH UGy o wre e s+ a————— m——— ot

b/a = 8.0; hi = h/3
—*— Pagano

—+- Reddy (FSDT)

X MMFGL -~ Matha 2x2
O MMFGL - Malha 4x4
-A- Engblom - Malha 6x8

CPT

O 1 1 1 1 |
0 20 40 60 80 100 120

a/’h

Figura 4.24. - Placa Laminada 0/90/0 Retangular (b/a=3), simplesmente
apoiada, submetida a um carregamento SENOIDAL: deslocamentos verticais

no centro da placa.

A variacd3o das tensoOes o oxy, e o, conforme a relac3o a/#k,
esta ilustrada nas Figuras 4.25 a 4.27. Os resultados do MMFGL mostram
o bom desempenho do método, comparando-se com os de Engblom e Uchoa,

mesmo no caso de a/h =4,0.
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b/a=8.0; hi = h/3

—— Pagano

~©- Reddy (serles)

-& Engblom {6x6)
A MMFGL (4x4)
- CPT

0.5 1 i 1 ] i
0 20 40 80 80 100 120

a/h

Figura 4.25 - Placa Laminada 0/90/0 Retangular (b/a=3), simplesmente
apoiada, submetida a um carregamento SENOIDAL: tens0Oes o no centro da

placa.

A C
.Oxy
0.04
b/8=3.0; hl = h/3
—— Pagano
0.03} -4~ Raddy (serles)
-EF Enghlom (8x8)
R MMFGL (4x4)
........... oPT
0.02} .
0/60/0
3 R
0.01 x
0 ] 1 ] 1 1
0 20 40 60 80 100 120

a/h

Figura 4.26 - Placa Laminada 0/90/0 Retangular (b/a=3), simplesmente
apoiada, submetida a um carregamento SENOIDAL: tensdes oxy no canto da
placa (Ponto C).
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On
0.5
RO e &
0.4t
0.3+ »
0/90/0
021 O@O . o
| —*— Pagano
0.1 :' . ~O  Raddy (serles)
N -6 Engblom (6x6)
o R MMFGL {4x4)
0 L 1 1 1 |
0 20 40 80 80 100 120
a/h

Figura 4.27. - Placa Laminada 0/90/0 Retangular (b/a=3), simplesmente
apoiada, submetida a um carregamento SENOIDAL: tensdes o , no meio do
lado (Ponto D).

4.4.6. Placa Laminada Simétrica - [0°/90°/...] - 9 laminas.

0 sexto exemplo desta série corresponde a uma placa laminada
simétrica, quadrada, simplesmente apoiada, constituida por nove
laminas 0°/90°/..., e submetida a um carregamento uniformemente dis-
tribuido. As propriedades elasticas correspondem as do Material 3 na
Tabela 4.1. Devido as condi¢bes de simetria do problema, somente 1/4
da placa €& discretizado. Os resultados s3o comparados com os determi-

nados por Lakshminaravana & Murthy [1984], que utilizaram um elemento
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finito - triangular TRIPLT de 3 noés e 15 graus de liberdade por no,
baseado em um campo linear de deslocamentos. Nesse trabalho, a titulo
de compara¢do, € citada a soluc¢3o analitica determinada por Noor &
Mathers [1975]. Como a analise realizada pelo TRIPLT foi feita consi-
derando o coeficiente de corre¢d3o do cisalhamento igual a 1,0, este

mesmo valor foi adotado no presente estudo.

Deslocamentos no no® central, momentos fletores e rotacdes para
varias rela¢les de a/f e para varios tipos de malhas s#o fornecidos na
Tabela 4.15. A solucéo correspondente ao elemento TRIPLT foi determi-
nada considerando malha 4x4, num total de 32 elementos. A solucéo
indicada como "analitica" corresponde aos valores transcritos de Noor
& Mathers.

A Figura 4.28. mostra a convergéncia dos deslocamentos com O
refino da malha para diversas rela¢fes a/f. Sendo um problema forte-
mente influenciado pela relac¢l3o a/f, dois aspectos interessantes poden
ser destacados: o primeiro, que o MMFGL, ao contrario do MEF-TRIPLT,
mostrou-se pouco sensivel com a variac¢8o da espessura, apresentando
6tima aproximac¢d3o ja com a malha 2xX2; o segundo, que um unico elemento
de 9 noés €& capaz de fornecer resultado com precis3o razoavel, n#o

ocorrendo o mesmo com O MEF.

A boa aproxima¢d3o dos deslocamentos determinados pelo MMFGL €
mostrada na Figura 4.29, que ilustra a varia¢3o dos mesmos no centro
da placa, conforme a relacfio a/f&. Dessa figura se percebe que, compa-
rado com o0s casos que envolvem menor numero de laminas, a diferenca
entre os resultados de placas semi-espessas daqueles determinados pela
Teoria Classica nd3o é t3o grande, mas ainda ndo deixa de ser um valor

expressivo (cerca de 30 %).
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Tabela 4.15. Placa Laminada Simétrica [0°/90°/...] - 9 laminas:

valores de deslocamentos, momentos e rotacOes.

k/a Fonte W »* M° g°
A x Xy y
TRIPLT-4x4 5.8481 8.4223 5.3563 1.53293
Analitico 5.8480 8.424 5.3250 1.533
MEPGLM=-1x1 6.0651 9.6221 8.9511 1.64873
0.1 MFGLM-2x2 5.9036 9.1638 5.9718 1.6028
MFGLM-3x3 5.8956 9.0775 5.6674 1.5920
MFGLM-4x4 5.8943 9.0573 5.5505 1.5898
MFGLM-5x5 5.8940 9.0510 5.4990 1.5891
TRIPLT-4x4 4.4846 8.8107 4.850 1.4668
Analitico 4.4855 8.8786 —_— E—
MFGLM-1x1 4.6100 9.9632 8.7547 1.4949
0.01 MFGLM-2x2 4.4897 9.6779 6.4618 1.4772
MFGLM-3x3 4.4834 9.6544 5.6118 1.4762
MFGILM-4x14 4.4824 9.6495 5.2821 1.4759
MFGLM-5x5 4.4821 9.6472 5.1308 1.4757
TRIPLT-4x4 —_— —_ _— —
Analitico e —_ | — e
MFGLM-1x1 4.5987 9.9679 8.7393 1.4933
0.005| MFGLM-2x2 4.4787 9.6808 6.5028 1.4755
MFGLM-3x3 4.4725 9.6574 5.6851 1.4747
MFGLM-4x4 4.4715 9.6532 5.3595 .1.4745 .
MFGLM-5x5 4.4712 9.6252 5.1900 1.4745
TRIPLT-4ax4 4.4508 8.4182 4.511 1.4685
Analitico 1.14718 8.8850 — e
MFGLM-1x1 4.5951 9.9695 8.7378 1.4929
0.001| MFGLM-2x2 4.4753 9.6818 6.1499 1.4750
MFGLM-3x3 4.4690 9.6582 5.7232 1.4741
MFGLM-4x14 4.4681 9.6541 5.4061 1.4741
MFGLM-5x5 4.4678 9.6530 5.2472 1.4740

Analogamente ao caso dos deslocamentos, €& apresentada a Figura
4.30, que mostra a convergéncia dos momentos Mx no centro da placa.
Embora a precisfio dos resultados de momentos nd3o se mostre em grau tdo
elevado quanto os de deslocamentos, permanecem validas as mesmas ob-

servacfes comentadas anteriormente.
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g no centro da placa,

determinada por meio dos wvalores nodais do MMFGL,

malha 4x4, e por

processo de derivac¢ido dos deslocamentos, para a relacdo a/&# = 100, é

mostrada na Figura 4.31. A distribuic3o das tens8es transversais o . é

ilustrada na Figura 4.32.

Figura 4.28.

plesmente apoiada,

P ‘gx_-»‘- g
o-- - IRV
- A“”
o- _
e MMFQI
. TRIPLY
]
! -3 h/a =01
T -©-
= o’
- 9(0/90/...] ' e =00
) &~ h/s = 0,000
A A~ h/a = 0,000

N. Elementos por ado

submetida a

Placa Laminada Simétrica 9x[0/90/...],
um CARREGAMENTO UNIFORME: convergéncia

quadrada, sim-

dos deslocamentos verticais no centro da placa.
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! Carreg. Unlforme:
v — Analitico
' A
5.5 | \ TRIPLT
; ' A MMFGL-4x4
— ==+ CPT
9x[0/90/..]
5 =
46t eI &
4 1 1 1 1 L3 111 1 1 1 | D O N |
10 100 1000
a/h
Figura 4.29. - Placa Laminada Simétrica 9x[{0/90/...], quadrada, sim-

plesmente apoiada, submetida a um CARREGAMENTO UNIFORME: deslocamentos

verticais no centro da placa (Ponto A) conforme a/&

M / ':/1 erat
1.2
L R g |
ST o -
PRl i .--h
08} J L A
.'— - - e // ///
' ’/
} ’
. : /X — MMFGL
08t ! ) P -=- TRIPLY
R /
- //’ B a0
ox(0/90/...] ,/ - h/a = 0.01
04 .
~0~ h/e = 0.006
A~ h/a » 0.001
0'2 ] 1 1 H H
0 1 2 3 4 ) 6
N. Elementos no Lado
Figura 4.30. - Placa Laminada Simétrica 9x[0/90/...], quadrada, sim-

plesmente apoiada, submetida a um CARREGAMENTO UNIFORME: convergéncia
dos momentos A& no centro da placa (Ponto A)
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6
B-—-%
4 b ppe-e- .
:
2 +1 1
¢
0 A
9[0/90/..]
-2 L
n a/h = 100
-4 t ., - MEF  4x4
- MMFGL 4x4
_6 ) 1
-1 -0.5 0 0.5 1
O—A
Figura 4.31. - Placa Laminada Simétrica 9x{0/90/...], quadrada, sim-

plesmente apoiada, submetida a um CARREGAMENTO UNIFORME: distribuicfo

das tensdes normais ¢ ao longo da espessura.

SRR

810/80/...)

a/h =100
-8 MMFGL (Equll) - 4x4

-8 1 | 1 1 1

0 0.1 0.2 03 0.4 0.5 0.6

O
Xz

Figura 4.32. - Placa Laminada Simétrica 9x(0/90/...], quadrada, sim-
plesmente apoiada, submetida a um CARREGAMENTO UNIFORME: distribuicfo
das tensdes cisalhantes o, ao longo da espessura.
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4.4.7. Placa Laminada Simétrica 9x[0°/90°/...] Engastada.

A mesma placa do exemplo anterior €& agora processada considerando

que seus lados estejam engastados. E adotado um coeficiente de

correc¢do do cisalhamento igual a 1,0. Valores de deslocamentos verti-

cais no centro da placa e dos momentos Mx no ponto de interseccdo
entre o bordo paralelo ao EixXxo Y e a linha de simetria s8o fornecidos

na Tabela 4.16 para varios valores de #A/a, e considerando malhas de

2X2 e 4x4 elementos de dominio. Nessa tabela s3o apresentados, também,
oS fesultados determinados por Lakshminarayana & Murthy [1984],
através do elemento TRIPLT.

Tabela 4.16. - Placa Laminada Simétrica 9x[(0°/90°%/...1, quadrada,
engastada, submetida a um CARREGAMENTO UNIFORME: valores dos

deslocamentos verticais e de momentos no centro da placa.

W no centro M no meio do lado
hra X
Ma2x2 Maxa TRIPLT M2x2 Max4 TRIPLT
0.1 2.358375 2.348775 2.3199 6.0575 5.9131 5.6602
0.08 1.864160 1.854874 - 6.2971 6.1505 —
0.06 1.474281 1.465258 - 6.5870 6.4438 -
0.04 1.189872 1.181184 - 6.8858 6.7621 —
0.02 1.014840 1.006500 - 7.0884 7.0166 -
0.01 0.970350 0.962100 0.96278 7.1245 7.0810 6.6155
0.005 0.959156 0.950906 " - 7.1305 7.0893 —
0.001 0.955500 0.947325 0.93410 7.1322 7.0837 6.6551

Os resultados de deslocamentos estéo

Figura 4.33,

onde se percebe a boa concord2ncia entre os valores obti-

ilustrados graficamente na

dos pelo MMFGL e pelo elemento TRIPLT. Comparando-se as Figuras 4.33 e
4.29 verifica-se que o erro em decorréncia da desconsideracdo dos
efeitos do cisalhamento € muito superior ao caso de placa engastada do

que a de simplesmente suportada.
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Figura 4.33.

- Placa Laminada Simétrica 9x[0/90/...]1, quadrada,
tada, submetida a um CARREGAMENTQO UNIFORME:

engas-
variacdo dos deslocamentos
verticais no centro da placa.

malha 4x4.

A Figura 4.34 mostra a variacd3o dos momentos fletores Mx e My ao
e 1000. foram

longo do bordo paralelo ao Eixo Y, para relac¢des a/f iguais a 10,
Para tanto,

100
utilizados os resultados obtidos atraves

da
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M, My
0.08
Malha 4x4:
0.08 —#- a/h=10
~©- a/h =100
0.04 —= a/h = 1000

Y

// UU[,/ L

%/

1y ' /*
=

ff/m/mbmm 4
-0.02 ' ‘

? 9(0/90/...]
i 1 1 i i
0

0.02

-0,04
01 02 03 04 05 086

y/a para x = a/?

Figura 4.34. - Placa Laminada Simétrica 9x([0/90/...], quadrada, engas-
tada, submetida a um CARREGAMENTO UNIFORME: variac¢ido dos momentos

fletores Mx e My ao longo do bordo paralelo ao Eixo Y.

4.4.8. Placa Laminada Simétrica [+6/-6/...] - 9 laminas.

O objetivo agora € testar a sensibilidade do MMFGL as mudancas
nas orienta¢des das fibras de cada l&amina. Dessa forma, € analisado um
laminado simétrico, de configurac¢ido [+6/-6/...], nove laminas, onde 9,
o angulo de orientacdo das fibras, €& tomado no intervalo de 0° a 45°.
As propriedades elasticas correspondem as do Material 3 na Tabela 4.1.
A placa esta simplesmente apoiada e submetida a um carregamento uni-
forme. A exemplo dos problemas anteriores, foi considerado um coefi-

ciente de correc¢do do cisalhamento igual a 1.0.
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Considerando a placa discretizada integralmente, foi elaborada a
Tabela 4.17 que apresenta os resultados de deslocamentos verticais no
ponto central para diversas rela¢des A&/a e para 0 = 45°. Os resultados
do MMFGL foram determinados por meio de malhas de 3x3 e 4x4 elementos

de dominio. A titulo de comparac¢fo, sdo indicados os resultados de

Lakshminarayana & Murthy [1984] que, com seu elemento TRIPLT, também
consideraram todo o dominio discretizado por uma malha de 6x6
elementos.

Tabela 4.17. - Placa Laminada Simétrica [(+6/-6/...]1, 9 laminas,

simplesmente apoiada, submetida a um CARREGAMENTO UNIFORME: valores de

deslocamentos verticais no centro da placa para 6 = 45°.

14

Qi

TRIPLT M3x3 M‘“4

0.1 | 3.7323 | 3.8097 | 3.7998
0.01 | 2.3999 | 2.4652 | 2.4650
0.001 | 2.2231 | 2.4517 | 2.4516

Na Figura 4.35 s3o apresentadas as respostas em termos de deslo-
camentos verticais no centro da placa determinadas pelo MMFGL e pelo
TRIPLT quando o éangulo 6 varia de 5 em 5 graus. S8o consideradas
rela¢des A/a iguais a 0.1 e a 0.01. E interessante observar como a
placa laminada €& influenciada pela orienta¢8o de suas fibras. Usando o
mesmo material, pode-se, mediante um giro de 45° na orientac¢fo de cada
lamina, reduzir consideravelmente os deslocamentos verticais na ordem

de 25% para placa finas, e 40% para placas semi-espessas.



173

l -R- MMFGL h/a = 0.1
—K- MMFGL h/a = 0.01
WL -5~ TRIPLT h/a = 01
-5 TRIPLT h/a = 0.01
O 1 L ] i 1 i 1 Il
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45
B (em graus)
Figura 4.35 - Placa Laminada Simétrica [+6/-6/...] - 9 1laminas,

quadrada, simplesmente apoiada, submetida a um CARREGAMENTO UNIFORME:

variacdo dos deslocamentos verticais no centro da placa conforme 0.

A Figura 4.36 mostra a variac¢do dos deslocamentos verticais no
centro da placa, para diversos valores de 6, conforme a relacido A/a.
Os resultados foram determinados usando malha com 3x3 elementos de
dominio discretizando a placa inteira. Observa-se que a
desconsiderac¢3o dos efeitos transversais € menos significativa em

laminados [+45/-45/...] do que nos demais.

Deve-se observar que, discretizando integralmente a' placa, os
resultados de deslocamentos no centro referem-se a valores de dominio.
‘Ainda assim, o MMFGL foi capaz de representar bem o comportamento do
laminado, pafa as diversas orientac¢des das fibras.
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w
10—
Angulo:
st =¥ Teta = 0
~- Tota =16 "
¥ Tola = 30 R A X
gLl -8 Tota = a0 7

0 ] 1 1 ] [
§] 0.02 0.04 0.08 . 0.08 0.1 0.12
h/a
Figura 4.36 - Placa Laminada Simétrica [+6/-6/...] - 9 laminas,

quadrada, simplesmente apoiada, submetida a um CARREGAMENTO UNIFORME:

variac¢do dos deslocamentos no centro da placa conforme a/f e 6.

4.4.9. Placa Retangular Anisotropica Engastada.

O caso ora em estudo nZo permite a discretizac¢Zo de uma parte do
‘dominio, pois n8o existem condi¢des de contorno apropriadas para a
considerac¢io da simetria. Trata-se de uma placa retangular
anisotroédpica engastada, com as fibras orientadas segundo uma direg¢do 0
genérica. A relac¢fo entre o maior e o menor lado, %/a, é igual a 2.0.
As propriedades elasticas consideradas coincidem com as do Material 3
da Tabela 4.1. O carregamento atuante €& distribuido uniformemente.

Neste problema, o acoplamento entre os efeitos de flexd3o e de membrana
|
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€ de grande relevancia, sendo mais um motivo para que a discretizacfo

seja feita na placa inteira.

Os resultados de deslocamentos verticais do ndé central estdo
indicados na Tabela 4.18, para a relac¢3o a/A igual a 10. A Tabela
4.19 foi elaborada para a relac¢dio a/#h igual a 100. Em ambas as
situacbes sfo apresentados os resultados de Lakshminarayvana & Murthy
{19851, que utilizaram uma malha de 8x8 elementos TRIPLT:; e os de Noel
(1991] que, por meio de uma formula¢8o mista de deformac¢les supostas,
utilizou malha de 8x8 elementos finitos. S%o ainda apresentados os
resultados de Wilt et. alli. [1990], determinados com malha 10x10,
para o caso correspondente a a/A = 100. A solucdo pelo MMFGL foi de-
terminada com malha regular de 4x4 elementos de dominio. No entanto,
no primeiro caso, considerou-se, também, malha 5x5, onde se percebe

pouca variac¢do entre os resultados das duas discretizacoes.

"Tabela 4.18. Placa Retangular Anisotroépica Engastada, b6/a=2.0,
CARREGAMENTO UNIFORME: deslocamentos verticais no centro, considerando
relacdo a/f = 10.

Orientacdo

A Noel-8xs TRIPLT-8x8 MMFGL-4x4 MMFGL-5x5
das Fibras

(]

0 16.227 16.051 16.340 16.240
15° 15.064 14.854 15.180 15.080
30° 11.175 11.001 9.852 9.817
45° 6.905 6.840 6.054 6.054
60° 4.537 4.522 4.383 4.385
75° 3.546 3.543 3.537 3.551

90° 3.280 3.280 3.236 3.266




Tabela 4.19. Placa Retangular Anisotroépica Engastada, b6/a=2.0,
CARREGAMENTO UNIFORME: deslocamentos verticais no centro, considerando
relacdo a/& = 100.
Orientacédo
das Fibras Noel-8x8 TRIPLT-8x8 Wilt-10x10}] MMFGL-4x4
0° 10.660 10.538 10.888 10.750
15° 9.891 9.446 10.022 10.010
30° 6.478 6.086 6.513 5.675
45° 2.897 2.899 2.923 2.750
60° 1.385 1.414 1.382 1.447
75° 0.918 0.913 0.913 0.947
90° 0.805 0.802 0.807 0.873
w {no centro)
20
sy b/a = 2.0
O Noel -8x8
O wiit -10x10
A TRIPLT - Bx8
K MMEGL - 4X4
g o
a3
0 1 i 1 1 ] )
0 15 30 45 60 75 90
© {em graus)
Figura 4.37 - Placa Retangular Anisotroépica Engastada submetida a um

CARREGAMENTO UNIFORME: deslocamentos verticais no centro.
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Com malha grosseira, comparada com as outras referéncias, o MMFGL
consegue boa precisd3o dos resultados, mesmo considerando que as suas
respostas advém de um nd interno de dominio. Tal desempenho pode ser
visto na Figura 4.37, gque ilustra a variaci3o dos deslocamentos no

centro da placa para diversos angulos de orientac¢ido das fibras.

4.4.10. Placa Laminada [0°/90°/...] N#o Simétrica.

O desempenho do modelo adotado para analise de laminados né#o
simétricos ¢é examinado nesta aplicac¢do, onde se verificam, também,
novos casos de condi¢Oes de contorno. Considera-se uma placa laminada
quadrada, submetida a um carregamento senoidal como o0 expresso em
(4.46). A configura¢@o do laminado é [(0°/90°/...1, sendo o numero de
laminas variavel. As propriedédes elasticas correspondem as do Mate-
rial 2 na Tabela 4.1. As condi¢des de contorno nos lados paralelos ao
eixo Y sd0 simplesmente apoiadas. Nos demais, s3o admitidas as
condi¢des SS, CC e FF. Para estas situa¢Oes, Reddy [1989] determinou
solu¢des analiticas por um processo que envolve um conceito estado/es-

paco do tipo Levy.

Sdo0 utilizadas malhas de 2x2 e 4x4 elementos de dominio e, apesar
de se tratar de um problema nﬁo'simétrico, apenas 1/4 da placa ¢ dis-
cretizado. Reddy {1989] mostrou {ue, para o caso particular
[0°/90°/...] ou para [+45°/-45°/...], mediante condicBes de contorno
apropriadas, €& possivel discretizar apenas 1/4 da placa. Para a confi-
guracgio [0°/90°/...]1, basta utilizar as condi¢des de simetria conven-

cionais.

Os resultados de deslocamentos verticais e de tensdes est#@o apre-
sentados na Tabela 4.20, considerando a/f = 10 e uma configurac¢fo do
laminado que compreende um total de duas laminas. Na Tabela 4.21, séio
apresentados os resultados de um laminado com NL = 10, onde NL. & o
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numero total de laminas. Além das solu¢des pelo MMFGL, s3o apresenta-
das as respostas de Reddy [1989] determinadas pelo processo tipo Leévy
e, também, as determinadas por Reddy e Kdheir (solu¢des estas trans-
critas do trabalho citado de Reddy). Constata-se a Otima concordancia

dos resultados do MMFGL com os fornecidos analiticamente por Reddy.

Tabela 4.20. Placa Laminada [0°/90°/...] Nio Simétrica, gqguadrada,
submetida a um CARREGAMENTO SENOIDAL: valores dos deslocamentos verti-

cais e de tensOes para varias condic¢des de contorno e com NL = 2.
{a/& = 10)
NL Solucfo Fonte Condig¢oes de Contorno
8888 ssccC SSFF
Reddy (FSDT) 1.238 0.657 2.027
T Analitico 1.237 0.656 2.028
MMFGL-2x2 1.237 0.656 2.026
MMFGL~-4x4 1.237 0.656 2.028
CPT 1.043 0.417 1.786
Reddy (FSDT) 6.948 4.232 2.331
_ Analitico 7.157 4.450 2.442
o1 MMFGL=-2x2 7.262 4.539 2.570
MMFGL-4x4 7.225 4.491 2.550
CPT 6.659 4.348 2.034
2
Reddy (FSDT) 6.948 3.661 11.654
_ Analitico 7.157 3.799 11.884
9, MMFGL-2x2 7.262 3.852 11.940
MMFGL-4x4 7.225 3.845 11.910
CPT 6.659 2.615 11.614
Reddy (FSDT) 2.652 1.459 3.814
5 Analitico 2.729 1.523 3.882
4 MMFGL~2x2 3.065 1.673 4.622
MMFGL-4x4 3.253 1.771 4.980
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 Tabela 4.21. Placa Laminada [0°/90°/...] N#o Simétrica, quadrada,
submetida a um CARREGAMENTO SENOIDAL: valores dos deslocamentos

verticais e de tensf®es para varias condicBes de contorno e com NL=10.

(a/f = 10)
NL Solucio Fonte Condigdes de Contorno
' SSSS Sscce SSFF
Reddy (FSDT) 0.616 0.386 0.914
_ Analitico 0.615 0.385 0.915
W MMFGL-2x2 0.615 0.385 0.914
MMFGL-4x4 0.615 0.385 0.915
CPT 0.444 0.169 0.686
Reddy (FSDT) 4.863 2.550 1.648
_ Analitico 5.009 2.692 1.723
o1 MMFGL-2x2 5.103 2.776 1.815
MMFGL~-4x4 5.061 2.727 1.796
CPT 4.611 2.798 1.324

10

Reddy (FSDT) 4.863 3.031 7.384
_ Analitico 5.009 3.135 7.533
o, MMFGL-2x2 5.103 3.187 7.573
MMFGL-4x4 5.061 3.165 7.551
CPT 4.611 1.694 7.395
Reddy (FSDT) 2.652 1.648 3.782
. Analitico 2.729 1.708 3.853
4 MMFGL-2x2 2.193 1.370 3.064
MMFGL-4x4 2.345 1.1467 3.311

4.4.1ll Placa "Angle-Ply" (+6/-6] Quadrada e Apoiada.

Este exemplo corresponde a uma placa laminada n#8o-simétrica,
quadrada, de duas laminas de mesma espessura, e submetida a um carre-
gamento uniformemente distribuido. As fibras estdo orientadas segundo
as direcSes +15°/-15°. A placa tem relacdo a/f = 0,02, onde a = 10,0
in. As propriedades elasticas correspondem a do Material 3, na Tabela
4.1.
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Tabela 4.22. - Placa "Angle-Ply" ([+15°/-15°], Apoiada, Submetida a wum
CARREGAMENTO UNIFORME: valores dos deslocamentos w, u e v.

W u v

Fonte a a a a
(Erzlo) (21010) (01210)
TRIPLT-6Xx6 9.04 0.00773 0.0327
Spilker 8.9486 0.0078 0.03279
M”1 7.5122 0.00600 0.03214
M2x2 9.6463 0.00859 0.03312
ngg 8.3385 0.00836 0.03202
M”4 9.6650 0.00792 0.03204
Mst 9.7689 0.00749 0.03234

As condic¢des de contorno do problema correspondem ao caso SS-1 da
Tabela 4.3. Por se tratar de um 1laminado n3o simétrico, onde os
efeitos do acoplamento flex&o-membrana sfo pronunciados, a placa sera
discretizada integralmente. S&o determinados os deslocamentos w, u e

v, respectivamente, nos pontos (%,%,0), (g,0,0) e (O;%,O).

Os resultados estd3o apresentados na Tabela 4.22 considerando
varios refinos uniformes de malhas e coeficiente de cisalhamento igual
a 5/6. S3o0 apresentados, também, os resultados de Lakshminarayana &
Murthy [1984] que, utilizando o elemento TRIPLT, discretizaram a placa
toda por meio de uma malha 6x6, e os de Spilker & Jakobs [1986] que
resolveram este problema empregando uma formula¢3o hibrida e malha

6x6.

E interessante observar a natureza oscilatoria dos resultados
determinados pelo MMFGL. Isto se explica pelo fato de que, para as
malhas 1x1, 3x3 e 5x5, o0s resultados correspondem a um ponto nodal

interno do elemento, enquanto que, para as malhas 2x2 e 4x4, estdo
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associados a um vértice do mesmo. Barbieri {1992] ja havia observado,
também, comportamento oscilatorio semelhante em alguns outros

exemplos.

4.4.12. Placa Circular Ortotropica Engastada.

O ultimo exemplo desta série corresponde ao caso de uma placa
circular ortotrodpica engastada de raio a, submetida a um carregamento
uniformemente distribuido de intensidade q. As propriedades
elasticas correspondem as do Material 3, na Tabela 4.1. Devido as
condi¢des de simetria, apenas 1/4 da placa foi discretizado. A
discretizacdo de dominio adotada corresponde a ilustrada na Figura
4.38. A Figura 4.39 mostra a variac¢do dos deslocamentos verticais no
centro da placa, conforme a relac#o A/a. As Figuras 4.40 e 4.41 mos-
tram, respectivamente, a varia¢do dos deslocamentos verticais e dos
momentos A&x ao longo do eixo Y. S#o apresentados, também, os resulta-
dos fornecidos por Lakshiminarayana & Murthy ([1984], com o elemento

TRIPLT. Os deslocamentos foram adimensionalizados por meio da relacfo

b3
—W—Dr— (4.51)
q a

Tl
I

onde D* = 3 (p,, + D,) + 2 (D, + 2D ) e D _s# os coefici-

ij
entes da matriz de rigidez de flex3o expressos em (4.19).

Novamente, o MMFGL demonstra um bom desempenho e revela oscilac¢fo
entre 0s resultados dos nos dos cantos dos elementos e 0s

intermediarios, como indicado nas Figuras 4.40 e 4.41.
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Figura 4.38. Placa Circular Ortotrodpica Engastada: malhas utilizadas.

C. Unitorme:
-A- TRIPLT
\ ~f MMFGL
— CPT
Pl. Cire,
01}
OOb ] I i 1 | Y S I ) 1 1 i 1 | S O T |
10 100 1000
a/’h
Figura 4.39. - Placa Circular Ortotrépica Engastada: variac3o dos

deslocamentos verticais no centro, conforme a relacido #&/a.
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W
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C. Unliorme:
0.25 ;x —A- TRIPLT - h/a=0.1
-B- TRIPLT - h/g=0.01
-4 - h/a=0.
ook MMFGL - h/a=0.1
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Figura 4.40. - Placa Circular OrtotrOpica Engastada: variacfo dos

deslocamentos verticais ao longo do eixo Y.
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¥ MMFGL - h/a=0.01
& TRIPLT - h/a=0.01

O 1 | 1

0 0.2 0.4 0.8 0.8 1

(y/a)
Figura 4.41. - Placa Circular Ortotrépica Engastada: variac8o dos

momentos Mxx ao longo do eixo Y.
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CAPITULO 5

SoLucAo DE Pracas CoMposTas LaMINADAS PELO
MtTopo MopiFicapo pa Funcio pE GREEN LocaL

ATrRAVES DE UMA TEORIA DE ORDEM SUPERIOR

5.1. INTRODUCAO.

No Capitulo anterior, mostrou-se a aplicac¢fo do Método Modificado
da Func¢3o de Green Local (MMFGL) ao caso de placas ortotrodpicas
laminadas, utiliiando-se uma Teoria de Primeira Ordem. Tal teoria
baseava-se no Modelo de Mindlin para placa homogéneas e foi estendida
pela primeira vez ao caso multi-laminado por Yang, Norris & Stavsky
{1966]. A denominac¢do de "Primeira Ordem" deve-se ao fato de se consi-
derar uma variac¢do linear dos deslocamentos ao longo da espessura.
Como os efeitos das deformac¢des cisalhantes transversais sf3o também
incorporados na propria formulac3o, decorre dai a identificac¢3o "FSDT

- First Order Shear Deformation Theory".

A Teoria de Primeira Ordem, baseada num modelo de deslocamentos
como a adotada anteriormente, é bastante simples de ser implementada e
computacionalmente de baixo custo. Assim, a primeira investigacdo do
MMFGL ao caso de placas laminadas foi feita através da FSDT. Os
resultados alcancados, como demonstram as diversas aplicacdes

realizadas, foram plenamente satisfatoérios.

Apesar da simplicidade do modelo de primeira ordem, alguns

aspectos nfo podem ser relevados na analise de um composto laminado,
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sob pena de serem cometidos alguns erros.

Um deles, de grande importéncia, relaciona-se com a utilizacZo do
fator de correcdo de cisalhamento, k. Tendo sido introduzido
artificialmente nos modelos de Reissner [1949] e Mindlin ([1951) para
que a resultante de tensOes cisalhantes, em termos médios, fosse
correta, o fator k ¢é tomado constante para o caso de placas
homogéneas. Embora este procedimento seja usual em placas laminadas e
tenha sido adotado no Capitulo anterior, sera mostrado que nem sempre
isso é correto. Como a distribuic¢8o de tensdes interlaminares ao longo
da espessura nfo é linear, a utilizac¢3o de um Unico e constante fator,
k, ¢é 1insuficiente para representar corretamente esse efeito,
especialmente em placas espessas ou em laminados com propriedades

muito distintas entre as laminas.

Qutro conceito muitas vezes admitido é€ o de que o comportamento
de um laminado, quando cresce o numero de laminas, se aproxima de uma
placa homogénea anisotroépica. Whitney [1972])] mostrou gue esta idéia
nem sempre € verdadeira. Experimentos numéricos por ele realizados
mostraram que os fatores de correc¢do do cisalhamento n3o se aproximam,
necessariamente, dos valores classicos de placas homogéneas, guando
cresce o numero de laminas. Tais coeficientes dependem da distribuic¢io
das tensfes cisalhantes transversais ao longo da espessura que, por
sua vez, dependem das propriedades locais de cada lamina. Logo, se as
propriedades variam muito, n3o é possivel tratar o laminado como uma
placa homogénea anisotropica. Estas observacbes reforcam o fato de que
a considerac¢do de um udnico e constante fator de cisalhamento pode

conduzir a resultados n3o totalmente corretos.

A maneira de incorporar os efeitos do cisalhamento transversal
representa uma das dgrandes diferencas entre as diveras teorias de
placas. E bom recordar que a Teoria Classica, CPT, ao admitir que a
‘normal permanece reta apo¢s a deformac3o, n3o considera tais efeitos,
sendo, portanto, restrita apenas ao caso de placas finas.
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Inumeros trabalhos publicados por Pagano (1969, 1970a, 1970b],
Pagano et. alli. ([1971], Pagano & Hatfield ([1972], Whitney & Leissa
{1969), e Whitney & Pagano [1970], atestam a limita¢#o da Teoria
Classica de Placas. Pagano,.na série de artigos citados, desenvolve
solu¢des "exatas", baseadas na Teoria da Elasticidade, para diversas
configura¢des de laminados, simétricos ou nfo, e para varios casos de
carregamento. Mostra, também, qué os resultados decorrentes da CPT,
quando comparados com suas solu¢des exatas, s#o aceitavelis apenas para

grandes rela¢des entre vd3o e espessura (a/h).

A influéncia do coeficiente de correcfo do c¢isalhamento para
diversos casos de 1laminados foi investigada por Whitney e Pagano
[1970], que comprovaram que a Teoria de Primeira Ordem, da forma
utilizada em casos homogéneos, nao pode ser empregada indistintamente
em laminados. Verificaram, também, que as tensGes cisalhantes
interlaminares, calculadas por meio de relag¢les constitutivas, n#o
tinham precis#o aceitavel e n3o satisfaziam as condi¢des de equilibrio

nas interfaces.

Para atender o equilibrio de tens8es interlaminares, Pryor &
Barker [1971] propuseram que as tensdes cisalhantes fossem calculadas
atrayés das equa¢fes de equilibrio da Elasticidade 3-D. O0Os autores
mostraram que, assim procedendo, os resultados seriam mais coerentes e

proximos daqueles obtidos por Pagano.

Pouco tempo depois, Whitney [1972], num caminhamento inverso ao
usual, isto é, partindo das equac¢les de equilibrio da Elasticidade,
usando as rela¢des constitutivas de cada lamina, e substituindo-as na
expressido da energia de deformac¢fo, concluiu que o campo de desloca-
mentos necessario para descrever a placa deformada n#o poderia ser
linear, como no caso da Teoria de Primeira Ordem. Estabelecia, deste
modo, a necessidade de utilizacfdo de polindmios de ordem mais elevada
para melhor representar o campo de deslocamentos. A partir de entdo,

comecaram a surgir as Teorias de Ordem Superior ou Refinadas.
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Muitas teorias refinadas foram desenvolvidas e podem ser
encontradas na literatura. A principal diferenca entre elas reside no
grau do polindmio adotado para representar cada um dos deslocamentos

u, v ou w, ou, ainda, nos termos n3o nulos desse polindmio.

No presente Capitulo, trés Teorias de Ordem Superior ser3o anali-
sadas: a de Lo, Christiensen & Wu [1977a,b], a de Reddy [1984a,b,c], e
a de Kant ([1988]. Apresenta-se, também, o processo preditor-corretor
de Noor & Burton [1989] gque, mesmo adotando uma expansfo linear de
deslocamentos, consegue adequar os coeficientes de correc¢ido do cisa-
lhamento para o caso especifico do laminado em analise e, dessa forma,
representar melhor a distribuic¢fdo das tensdes cisalhantes ao longo da

espessura.

Embora o MMFGL seja totalmente geral e qualquer dos métodos
citados pudesse ser utilizado numa analise refinada de placas
laminadas, como primeira investiga¢ido, apenas a proposta simplificada

de Kant & Pandya [1988] para laminados n#o simétricos sera examinada.

Devido a importancia dos trabalhos de Pagano e de Whitney, sera
feita, a seguir, uma breve revisido de suas obras, antes de serem apre-

sentadas as teorias de ordem superior,

5.2. OS TRABALHOS DE WHITNEY & PAGANO.

Assim como Yang, Norris & Stavsky ([1966] podem ser considerados
como o0s piloneiros na modelagem pela Teoria Classica de Placas
Laminadas (CLPT), Whitney e Pagano podem ser admitidos como o0s
precursores das Teorias de Ordem Superior (HSDT - High Order Shear
Deformation Theory). Foi a partir de seus trabalhos que se salientou a
necessidade de utilizac¢3o de polindémios de maior ordem para descrever
o campo de deslocamentos e representar melhor a distribuicfo das

tensdes cisalhantes ao longo da sec¢do transversal.
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Pagano [1969, 1970a, 1970b, 1971 e 1972] teve o grande mérito de
ter desenvolvido solu¢des exatas, baseadas na Teoria da Elasticidade,
para diversas configurac¢fes de 1laminados e para varios tipos de
carregamento. Seus resultados servem, até hoje, como referéncia e

aferic8o de novos métodos.

Em seu trabalho inicial (1969}, Pagano estudou a flexdo
cilindrica de laminados simétricos e simplesmente suportados,
submetidos a um carregamento senoidal. A soluc¢3o do problema de valor
de contorno, determinado a partir das equac¢des de equilibrio, foi
»obtidg supondo-se que as tensOes normais também variassem por meio de

uma senoide no sentido longitudinal da placa.

Nesse trabalho foram analisadas trés configurac¢des geométricas
distintas: (a) wuma placa uni-direcional com fibras orientadas na
direc¢do X; (b) uma placa n8o simétrica de duas laminas; e, finalmente,
(c) um laminado simétrico de trés camadas de mesma espessura. Por meio
desses exemplos, Pagano comparou o0s seus resultados com aqueles
determinados pela Teoria Classica de Placas, CPT, mostrando que esta
teoria sub-avalia as deformac¢les e, para pequenos valores de ¢=a/h, ha
necessidade de incorporar a influéncia das deformag¢®es por cisalhamen-
to. Caso contrario, comete-se erro que, nos casos (a) e (c)}, vale,

aproximadamente, 20%., quando 4=20.

Quanto 3 distribuicdo de tensOes, apesar de algumas varia¢des em
relacdo a soluc¢ido exata terem sido anotadas, Pagano observou uma
substancial concordancia entre os dois procedimentos. A aproximac¢io
das tensdes transversais, responsaveis pelos problemas de
delaminac¢des, converge, pela CPT, a soluclo exata, muito mais
rapidamente do que os valores dos deslocamentos perpendiculares ao

plano médio.

A conclusfo desse trabalho € que a Teoria Classica, como agora ja

é¢ t3o sabido, s6 é adequada no projeto de pe¢as muito finas, com
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elevados valores de «s=a/#h.

Pagano estendeu seu primeiro estudo a outras configurac¢des
geométricas, de distribuic¢do de laminas, e de casos de carregamento.
No trabalho seguinte [1970al, foram determinadas as solu¢Oes exatas
para compostos retangulares. Placas com laAminas orientadas segundo
dire¢Oes quaisquer ("angle-ply"), com angulos correspondentes a 15°,
30°

o

, 45°, 60°, 75° e 90° foram também investigadas [1970b].

A flex30 cilindrica de compostos laminados submetidos a
carregamentos uniforme ou concentrado foi discutida por Pagano et.
alli. [1971]. O caso de laminados com maior numero de laminas foi

abordado por Pagano & Hatfield [1972].

Um pouco antes, Whitney & Leissa [1969] apresentaram solu¢des
aproximadas para laminados simétricos e simplesmente apoiados,
utilizando as hipo6teses de Kirchhoff acrescidas das hipdteses de
grandes deslocamentos de Von Karman. Para tanto, empregaram um campo
linear de deslocamentos. O acoplamento membrana-flexdo foi também

analisado.

Esta formulag¢8o foi posteriormente adotada por Whitney & Pagano
(1970171, que compararam os resultados com as solugdes exatas
desenvolvidas por Pagano [1969] para a flexfo c¢ilindrica de placas. As

principais conclusdes deste trabalho reforcgavam que:

a) O fator de corre¢3io do cisalhamento influencia a qualidade
final da solucido do problema;

b) O efeito das deformacg¢des por cisalhamento pode ser significa-
tivo para compostos com baixos valores de s=a/f, por exemplo,
0520

¢) Placas laminadas anisotropicas sfo muito mais suscetiveis as
influéncias das deformac¢des por cisalhamento do que as

isotroépicas homogéneas.
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O trabalho que mais incisivamente modificou a filosofia de
abordagem das analises de placas laminadas por meio de expansdes dos
campos de deslocamentos foi o de Whitney [1972]. Até ent#3o, todas as
teorias que incorporavam as deforma¢des por cisalhamento o faziam de
maneira analoga a Teoria de Mindlin para o caso de placas homogéneas.
Os deslocamentos no plano da placa eram considerados como variando
linearmente ao longo da espessura e as deforma¢Oes transversais por

cisalhamento nas superficies da placa n3o eram anuladas.

Para considerar o fato de que as tensfGes cisalhantes transversais
ndo sfo constantes em cada lamina do laminado, Whitney utilizou dois
fatores independentes de correc¢3o do cisalhamento, k1 e kz, que foram
incorporados nas rela¢des constitutivas de cisalhamento da placa, tais

como:

y 1 44 1 2 45 yz
= (5.1)
2 o
Qx k k2 A45 kz ASS sz

onde Q@ e Qx s3o os esforcos cisalhantes nas direc¢des Y e X,
y o o ~ .
respectivamente, eyz e € sdo as deforma¢Oes transversais por
cisalhamento na superficie de referéncia da placa, e A44, A45 e Ass
sd0 os coeficientes da matriz de rigidez do laminado, determinados de

acordo com (4.16).

Partindo da equac¢#o constitutiva (4.22), isto €,

— (5.2)

Whitney determinou as deformac¢des

w
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€ N N
— = e = _— (5.3)
K M M
que, numa forma compactada, podem ser expressas COmMO:
o * x
£ = +
i AiJ NJ Bij Mj
(i,j = 1,2,6) (5.4)
K = B N + D' M

Supondo o caso de flex8o cilindrica, estado plano de tensdfes, e
levando as deforma¢des calculadas em (5.4) na Lei de Hooke, (3.5),
chega-se, para uma l&mina genérica, L, a:

O(L) (L) ( * x )

= Q B + z D

i ij jm jm Mm (i,j = 1,2,6) (5.5)

onde Qij sd30 os componentes da matriz de rigidez reduzida no Estado

Plano de Tens0Oes, dados por (3.19).

Levando-se (5.5) nas equa¢ldes de equilibrio da Elasticidade,
(3.28), as tensdes cisalhantes transversails da k-ésima lamina podem
ser obtidas ap6s integrac¢fo em relac¢ido a Z, chegando-se a:

o_(!.) = H(L)

) 1 (2B, + zD )Q 0  (ij=4,5

jm

NN
o
-
L

(5.6)

onde H:L) s30 termos constantes definidos pela continuidade de o
(i= 4,5) nas interfaces das diversas laminas e pela condic3o de que
essas tensdes se anulem nas superficies livres da placa. Desse modo

ficam garantidas as condi¢des de equilibrio.

A expressfo (5.6) revela que as tensOes interlaminares variam
quadraticamente em rela¢8o0 a coordenada Z. Se for wutilizada na

terceira equac¢do de equilibrio, (3.28), mostrara também que a tensio
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normal o, varia cubicamente com a coordenada Z. Whitney concluiu ainda
ser possivel a determina¢3o do valor exato dos coeficientes de
correcdo do cisalhamento, usando (5.6) na expressfio da energia de
deformac¢do do cisalhamento transversal, (4.27), isto &,

U = lj (oM ) L S )y 4y (5.7)
-7 C 2 yz vz Xz Xz
v
Lembrando que
h/2
(Q., Q) = J (o , 0 ) dz (5.8)
x y xz vz
-h/2

e substituindo (5.1) em (5.7), a energia de deformacfo pode ser ex-
pressa em termos dos esforc¢os cisalhantes, ficando dependente apenas
dos fatores de correc¢ido , k1 e kz‘ Por outro 1lado, pode-se expressar
UC somente em termos das tensfes transversais usando (5.6) e (5.8) em
(5.7). Como, por qualquer dos dois processos o resultado deve ser o
mesmo, igualando-se as duas expressoOes, determinam-se os coeficientes
k1 e kz'

Para evitar a redundadncia de duas incégnitas, k1 e kz, e uma
unica equac¢do, Whitney se baseou no fato de que o maximo valor de Qy,
no caso de uma flex8o cilindrica predominante na direcflo X, ser pelo
menos'uma ordem de grandeza inferior a Qx. Desse modo, os termos que
envolvem Qy podem ser negligenciados e o0 coeficiente k1 pode ser

determinado através de:



195

h/2
2
2 _ x (v () (L) (L) (L)
k1 = A55 J [ S55 ( g, (z)) + 2 845 g, (z) g, (z)
-h/2
(L) (L) ¢ -
+ S,, ( g, (z) ) ] dz (5.9)
onde
% A44 .
A = : (5.10)
5% (A - a°2
44 “'s5 45
(L) (L) Z (L)
g, (z) = [H1 Z(ZBU +szJ)le ]
(5.11)
(L) (L) Z * * (L)
) (z) [ H6 5 ( 2 BGJ + 2z DGj ) le ]
Si;) s#do os coeficientes da matriz de flexibilidade, S,

correspondente a la8mina L. Por um procedimento analogo, determina-se o
fator kz’

Para melhor entendimento do trabalho de Whitney, considere-se o

seguinte caso:

Caso Particular de uma Placa Isotropica Homogénea:

Supondo que a placa esteja submetida a um Estado Plano de
Tens des, u = v = 0, entflo as tensdes normais correspondem a:

+ v

- FE z [ 62w d w ] = 12 A& Z
- v) 2

(1 ax
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2 2
oy - - E 2z [ w + b 0w ] = 12 A& Z
(l - l)) ayz ax2 &3
2
_ - E =z 3w 12 M Z
g = Xy
Xy p

(5.12)
(1 + v) Oxdy

Como este procedimento € geral,

para o caso de

0 mesmo sera desenvolvido apenas
g

vz’ sendo inteiramente analogo para oyz. Logo,
substituindo-se (5.12) na equac3o de equilibrio (3.28), resulta:
30 - 12 oM aM
X2 = ———35 [ X 4 Zy ] (5.13)
9z & x ay

Integrando-se (5.13)

em relacdo a Z, obtém-se:

2
- 6 z oM oM
c = . x + Xy + f (x,7) (5.14)
& ax dy Xz
onde t;z(x,y) é¢ uma func¢3o a ser determinada impondo-se as condicdes
de contorno

o= 0 em 2z = xh/2. Assim procedendo,

3 oM aM
f (x'y) = X + Xy
Xz 2 & a)(

dy

chega-se a:

(5.15)
0 que implica em

3 aM M 2
o - — X ¢ XY 1-4(%} (5.16)
Xz 2 4 ax Ay

Analogamente,

3 oM oM 2
o, « — | —t+—=2||1-4(%] (5.17)
vz 2 & ay ax
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Substituindo-se (5.16) e (5.17) na terceira equacio de
equilibrio, o + o + o = 0, integrando-se ao longo da

Xz, % yz,y z,z
coordenada Z, e impondo-~se a condic3o oz(x,y,z=i&/2) = 0, chega-se a:

o, = -—g—[ 1 - 3(%} + 4(%)3] (5.18)

onde ¢ € o carregamento atuante sobre a placa.

Considerando ainda a placa homogénea isotropica, € possivel

expressar a energia de deformaclo transversal, UC, como sendo:

1
et g

Usando (5.1) em (5.19) e lembrando que, para a placa homogénea
2 2

h/2
J ( o € + 0 € ) dQ dz (5.19)
Xz Xz yz yz

-h/2 “Q

. isotrépica, A44 = Ass = DC ; A45 = 0 k1 = k2 = k ; e
D, = EA / [2(14v)] : entio
1 h/2
U = J J ( Q o + Q o J dz d4dQ (5.20)
C 2 kD X Xz y vz
c Q " -ns2

Levando (5.8) em (5.20), pode-se escrever:

1 2 2
U = ( Q; + Qy ) do (5.21)
2 k DC Q

Por outro lado, observa-se que UC em (5.19) pode ser re-escrita

exclusivamente em termos de 9., © oyz, uma vez gque, pela equagcio

constitutiva do caso isotrépico homogéneo

o = o1z (i = 4,5) (5.22)
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Assim, a energia de deforma¢8o transversal resulta em

]

C

h/2

c
!

(02 + ¢ ) dz dQ (5.23)
yz

~h/2

Substituindo (5.16) e (5.17) em (5.23) e integrandd em relacéo a

7Z, obtém-se:

a
0
o

%J (Qz + Qz] a0 (5.24)
C Q x y

Igualando (5.24) a (5.21), resulta o ja tradicional valor de

k = 5/6, referente a Teoria de Reissner.

Um ultimo aspecto relevante a ser extraido deste toépico €& que a

Teoria Classica de Placas, CPT, s6 tem validade se as tensOes o;,

z

oyz e ozz forem pequenas quando comparadas com as tensGes ox, oy e
oxy. Como as tensGes normais s3o da ordem [ g a? / &2 1: o oyz

oxy sfo da ordem [ g a / & ];: e o é@ da ordem [ g ], ent3o, para
relacOes a/k =< 10, placas semi-espessas, é imprescindivel a

consideracio das deforma¢des cisalhantes transversais, especialmente
nas regides com elevados gradientes de tensdes, como, por exXxemplo, na

vizinhanca de cargas concentradas.

5.3. O PROCESSO PREDITOR-CORRETOR DE NOOR E BURTON.

A grande restri¢f3o da Teoria de Primeira Ordem € a sua

incapacidade de representar perfeitamente a distribui¢do nZo linear
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das tensdes transversais através de uma expans3o linear do campo de
deslocamentos ao longo da espessura. Os efeitos ndo lineares s8o mais
pronunciados em pecas espessas, n3o sendo, portanto, apropriado o seu

uso nos casos de baixos valores da relacl3o a/k.

A necessidade de utilizac¢83o de polindémios de maior ordem para
descrever o campo de deslocamentos, e a importancia dos fatores de
corre¢do do cisalhamento transversal foram assuntos apresentados por

Whitney e discutidos no item anterior.

Como os coeficientes de corre¢3o do cisalhamento, dependendo da
configura¢d3o do 1laminado, podem assumir valores distintos dos
considerados para o caso de placa homogéneas, Noor & Burton ([1989b]
propuseram um processo iterativo, de duas fases, para a correta

determinacido dos mesmos.

A idéia do método consiste em corrigir os coeficientes de
cisalhamento da Teoria de  Primeira Orden, permitindo, dessa
forma, que se descrevam, precisamente, os deslocamentos, tensOes, etc.

Portanto, utiliza-se, a principio, a expans8o linear da proépria FSDT.

Na fase inicial, os coeficientes tém valores pré-estabelecidos e
os deslocamentos globais da placa s3o calculados. Tais coeficientes
podem ser tomados como sendo os valores classicos da Teoria de
Reissner ou Mindlin, mas nada impede que assumam quaisquer outros
valores, por exemplo, a unidade. Na fase posterior, os fatores sédo
corrigidos e procede-se a modificac¢3o dos deslocamentos globais. Com
os deslocamentos globais corrigidos, realiza-se o calculo das tensodes
ao longo da espessura da placa. A resposta final, tanto em termos de

deslocamentos quanto de tensdes, €& muito boa.

A Figura 5.1. mostra, esquematicamente, o0s passos envolvidos nas
duas fases do procedimento computacional. O método pode ser
considerado "preditor-corretor" pois os valores utilizados na primeira
fase sdo corrigidos e empregados na segunda quando, entéfo,
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determina-se a solucfo final do problema.’
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A fase inicial ¢ aquela onde se realiza uma primeira analise

global, utilizando a FSDT em sua forma original,
valores dos deslocamentos e das rota¢des no plano médio da placa.

e procurando obter os

Sdo
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obtidas, também, as deforma¢des e as mudancas de curvatura na
superficie média, {e°} e {K}, respectivamente, bem como as deformacdes
cisalhantes médias, €, © eyz, e as resultantes de tensdes, (N}, (M},
e {Q}. Nessa fase, s83o ainda calculadas as tens®es normais em cada
lamina por meio das relac¢des constitutivas.

A segunda fase tem inicio com o calculo das tensdes transversais
cisalhantes, por meio das trés equag¢des de equilibrio da Elasticidade
3-D. Devido a descontinuidade das tensdes cisalhantes nas faces inter-
laminares, a integrac¢3o desenvolvida nesta etapa ¢é feita lamina a

lamina.

Obtidas as tensdes interlaminares, o passo seguinte consiste em
se calcular as deforma¢des cisalhantes correspondentes, utilizando-se,
novamente, das rela¢des constitutivas de cada l&mina e da matriz de
flexibilidade.

Pode-se, dessa forma, calcular os coeficientes sz, e Uyz da

energia densidade de deformac¢fo por cisalhamento transversal, que s#o
obtidos por:

c

i
S TE

Q

™

(5.25)

c

i
1] 1

Q

m

onde C55 e C s3o os coeficientes de rigidez tri-dimensional dados

por (3.28).

44

Inspirados no processo de determinacfo do fator k sugerido por
Whitney [1972], Noor & Burton propdem uma estimativa "a posteriori"
dos.fatores de correcfo do cisalhamento, k& e ké, igualando a integral
da energia de deformac¢ido por cisalhamento transversal ao 1longo da

espessura, com aguela obtida pela teoria bi-dimensional, isto é,
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NL _h
L 1 o 2 2
= — = 5
k‘ Uiz dz 5 ( ki ] . ( €. ) (i 4,5)
L=t “n
(5.26)
onde
NL _h
- L (L)
¢ = z J ¢t gz (5.27)
iz iz
L=1 “h
L-1

e k: e ki sdo os fatores de cisalhamento inicial e corrigido, res-
pectivamente; hL , © hL s8o0 as disténcias das superficies superior e
inferior da l&mina L ao plano de referéncia da placa, e NL é o numero

de laminas.

Os deslocamentos e rota¢des com valores médios corrigidos ao

longo da espessura sido calculados truncando-se a série de Taylor na

forma:
_ ow
w = W + Ak 2
° ° I 8k
h]
_ ou
u = u_ + bk % (i,j = 1,2)
i i ok
_ 30
6 = 6 + Ak %y (i,j = 1,2)
o o j akj v
(5.28)
onde AkJ = kJ - kj e Eo, Eo e 6 s3o os deslocamentos e as

o]
i i
rota¢les médias no plano de referéncia da placa.

Os deslocamentos em qualquer ponto da pec¢a podem ser calculados
integrando-se as deforma¢des ao longo da espessura, isto €,
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W o= J € dz + b
r 4 z
~-h/2
{(5.29a)
z —
E=J (E —-‘?ﬂ)dz+b (i = 1,2)
i iz ax i
T -h/2 i
(5.29b)

onde bz e bi s8o constantes determinadas igualando-se os deslocamentos
obtidos em (5.28) com o0s valores médios determinados a partir de

{(5.29), ou seja,

h/2
J Ui dz = u (i =1,2)
-h/2

>

(5.30)

Finalmente, com os deslocamentos corretamente determinados, as
tens des e as deformac¢des podem ser agora re-calculadas pelos

procedimentos usuais.

A questdo ainda peﬁdente ¢ quanto as derivadas em relac3o aos
fatores kj dos deslocamentos e das rotac¢Oes que aparecem em (5.28).
Para o caso estatico, Noor & Burton sugerem a resolug¢lio do seguinte
sistema algébrico de equag¢les, baseado na FSDT para materiais

ortotroépicos:

0 o ax ) _
([, + K, o+ K [K]z){;}-{} = - K, (X}
i

(5.31)
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onde [K] ¢ a parte da matriz de rigidez n3o afetada pelos
coeficientes k? 's (corresponde aos efeitos de membrana e de flex#o);

(K]
i
finalmente, k? € 0 coeficiente de correcdo do cisalhamento usado na

¢ a parte da matriz de rigidez afetada pelo coeficiente k?; e,
primeira fase do processo, onde i = 1,2.

O grande atrativo desta proposta consiste em permitir a analise
refinada de um laminado, empregando a Teoria de Primeira Ordem, com
apenas cinco graus de 1liberdade por né. No entanto, o método exige
que, em cada iteracdo, sejam resolvidos dois sistemas de equac¢des, o
inicial, para determinar os deslocamentos globais da peca, e o final,
para obter as derivadas desses deslocamentos em rela¢3o aos coeficien-

tes ki's.

Experimentos numéricos realizados por Noor & Burton indicaram
que, em geral, uma Unica iterac3o € suficiente para obter os
deslocamentos corretos da placa. Seus resultados, tanto de

deslocamentos quanto de tensdes, s8o muito bons.

Diversos outros artigos foram posteriormente publicados por Noor
& Burton, como os de {[1989a] e [(1990a}, empregando esta técnica. Mais
recentemente o processo foi estendido, também, a outras aplica¢des
como, por exemplo, para cascas [Noor, Burton & Peters (1990)] e
flambagem térmica ([1991].

5.4. A TEORIA DE ORDEM SUPERIOR DE LO, CHRISTIENSEN E WU (LCW).

As Teorias de Ordem Superior (HSDT) fdram desenvolvidas a partir
da constataclo de que os deslocamentos ao longo da espessura da placa
ndo eram bem representados pela Teoria de Primeira Ordem (FSDT), uma
vez que este modelo pressupunha a distribuic¢8o linear dos mesmos. O
modelo correto deveria ser capaz de representar a distribuic¢3o nédo
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linear dos deslocamentos, cujo efeito é mais pronunciado em placas

espessas. Nestas condi¢des, o uso da FSDT n#3o é indicado.

As Teorias Refinadas foram desenvolvidas expandindo-se os
deslocamentos em séries de poténcias, em termos da cooordenada normal
a superficie média, Z. A principio, a precisfo dessas teorias depende
apenas da inclus3o de um numero suficiente de termos na série. Na
pratica, porém, o truncamento depende do grau de complexidade que a
expansdo polinomial acarreta a teoria. Um grande numero de termos na
série implica num aumento do numero de graus de liberdade, tornando o
sistema final de equac¢des maior, majorando os gastos computacionais
com o0 armazenamento e as opera¢des dessas matrizes. Podem, também,
surgir termos de ordem elevada cujo significado fisico seja de
dificil ou, até mesmo, impossivel conceituac¢fo, dificultando o

estabelecimento das condi¢des de contorno pelo usuario.

Em virtude dessas limita¢Oes, poucas s8o as teorias que, na
pratica, podem ser adotadas. Uma delas €& a desenvolvida por Lo,
Christiensen & Wu ([1977a, 1977b, 1978], daqui por diante referenciada
por "LCW", e que seré, a seguir, apresentada.

A Teoria de LCW foi idealizada de tal modo que as deformacOes
cisalhantes transversais, €., © eyz, tivessem a mesma ordem, tanto
para: os termos derivados do deslocamento 1w, c¢omo para aqueles
decorrentes dos deslocamentos no plano, u e v. Dessa forma, o campo de

deslocamentos foi considerado como:

u = u + z6 + z°E + z3¢
[e] X X X
v = v + z 6 + zz & + z° ¢
o y y y
w = w + 2z 0 + z° 3 (5.32)
o] z Zz

Com o campo de deslocamentos indicado acima, LCW derivaram as

expressOes para o comportamento da placa a partir do Principio da
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Energia Potencial Estacionaria, e compararam os resultados com a
Teoria da Elasticidade. Apresentaram as expressOes que determinam os
esforcos cisalhantes em func¢ido do campo de deslocamentos (5.32). As
tensdes normais foram calculadas por rela¢les constitutivas enquanto
que as transversais foram obtidas a partir das equa¢Oes de equilibrio
da Elasticidade.

Os resultados obtidos para placas de comprimento infinito foram
bastante proximos dos da Teoria da Elasticidade. Pequenas distor¢des
foram observadas em alguns casos de tensOes planas, mas apenas em
regifes onde essas tensdes atingiam valores relativamente baixos, néfo
invalidando, portanto, a soluc¢do final. Neste modelo, nd3o foram

utilizados os fatores de correc¢ido do cisalhamento.

Deve-se notar que o numero total de termos que definem os trés
deslocamentos em (5.32) ¢é razoavelmente alto. S3o0 necessarios onze
graus de liberdade por né, contra apenas cinco na FSDT. Os varios
termos quadraticos e cubicos dificultam, também, o estabelecimento

apropriado das condi¢des de contorno do problema.

.A proposta de LCW mostrou-se adequada para resolver placas espes-
sas, com relacdes a/f inferiores a unidade. Mas, casos como estes
sugerem a utilizac¢3o de elementos volumétricos, considerando-se a
placa antes um s6lido tri-dimensional do que um elemento bi-
dimensional. Se, por um lado, os resultados para placas espcssas foram
muito bons, no caso de placas finas, a op¢3o n3o se mostrou compensa-
dora, a menos nos casos com varia¢des acentuadas de carregamento, em
problemas de impacto, fraturas, pe¢as com aberturas, e todos os outros

casos de natureza essencialmente tri-dimensional.

Um ultimo aspecto importante € que a Teoria de LCW n#o incorpora
automaticamente as condi¢8es de contorno de tensfes cisalhantes nulas
nas superficies livres da placa. Para contornar esse inconveniente,
Chomkwah & Avula {[1990] wutilizaram multiplicadores de Lagrange para
que tals condi¢l8es de contorno fossem atendidas.. Essa op¢do
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acrescentou seis novos termos na analise, elevando o numero total de

incdégnitas nodais para dezessete. Os resutados de tensdes, contudo,

foram muito bons.

Por fim, vale ressaltar que a expans3o sugerida por LCW em (5.32)

engloba diversas outras teorias de placas laminadas, tais como:

a) Teoria de Primeira Ordem (FSDT):
Anulando-se os termos de ordem quadratica e cubica, o campo de

deslocamentos em (5.32) recai no modelo de primeira ordem ja

discutido anteriormente, e cuja expansi3o linear vale:

o= w (5.33)

Como a Teoria Classica de Placas é um caso particular da Teoria
de Primeira Ordem, ent3o ¢é também representada por (5.32)-(5.33)
tomando-se Gx e ey como sendo, respectivamente, 8u°/8x e avo/ay.

b) Teoria de Nelson e Lorch.

O campo de deslocamentos proposto por Nelson & Lorch [1974]

previa expansdes quadraticas completas para cada direcfo, talis como:

u = u + z 6 + z &
o x X
2
v = v + 2z 0 + z &
o y y
W o= w + z 6 + z°E (5.34)
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Observou-se que o0s termos quadraticos deste modelo nfo traziam
vantagens significativas em relac¢fo a Teoria Classica. Foram utiliza-
dos, também, coeficientes de corre¢3o do cisalhamento, o que tornou
inconsistente o nivel de aproximac¢do em (5.34), uma vez que tais coe-
ficientes s0 deveriam ser adotados quando a distribuicido de tensdes
cisalhantes ao longo da se¢do fosse uniforme, o que, efetivamente, ndo
decorria do campo de deslocamentos empregado.

c) Teoria de Naghdi e Essenburg.
Naghdi [1957], derivando uma teoria geral de cascas, e Essenburg
{1975]), desenvolvendo uma teoria correspondente ao caso de placas

uni-dimensionais, utilizaram o seguinte campo de deslocamentos:

u = u + =z O
o X
v = v + =z 6
) y
w o= w + 26 + z2E (5.35)
[o] z z

A exemplo do caso anterior, esta proposta tornou-se inconsistente
por também terem sido considerados os fatores de correc¢do do

cisalhamento.

Kwon & Akin ([1987] fizeram uso deste campo de deslocamentos,
empregando-o no desenvolvimento de um modelo misto de elementos
finitos. Os autores tomaram o cuidado de n8o utilizar coeficientes de
corre¢do do cisalhamento, mas sO apresentaram resultados de
deslocamentos para o elemento isoparameétrico de quatro nobs
desenvolvido.
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d) Teoria de Ordem Superior de Reissner.

Para analisar problemas onde a distribuic¢8o nfo linear de tensdes
cisalhantes se manifesta mais acentuadamente, tais como placas com
orificios de mesma ordem de grandeza que sua espessura, Reissner
{1975] propds um modelo no qual s3o desprezadas as contribuicdes dos
modos de deforma¢do no plano; apenas os efeitos externos ao plano s#o

considerados. Assim, o campo de deslocamentos adotado consistia em:

u = 2z 06 + z ¢
X X
v = 2z 8 + 23 ¢
y y
2
W = W + 2z E (5.36)
o) z

Para o caso de uma placa com furo, o modelo de Reissner apresen-
tou resultados bastante satisfatérios.

5.5. A TEORIA DE ORDEM SUPERIOR DE REDDY.

Reddy [1984a] propdés uma nova teoria refinada para laminados que,
além de incorporar automaticamente as condi¢Ses de tensdes cisalhantes
nulas nos bordos livres da placa, considerava uma expansfo polinomial
cubica, em termos da coordenada Z, apenas para os deslocamentos no
plano u e v. O deslocamento normal ao plano, w, era mantido indepen-
dente de Z, sob o argumento de que as tensdes o, eram da ordem de
(&/a)2 vezes as tenslbes planares o oy e oxy, 0 que permitia esta
simplificacio.

O campo de deslocamentos adotado €é da forma:
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u = u + z 6 + 22 E + 23 ¢
o X x X
2 3
v = Vv + z 6 + z & + z7 ¢
o y Yy Y
W = W (5.37)

As deformag¢les cisalhantes e, © cyz calculadas a partir de

(5.37), resultam em:

_ 2 ow
CXZ - ex + 2 2 E)( + 3 z ¢X + a_X- .
(5.38)
2 ow
= 0 + + + ==
cyz v 2 z §y 3 z ¢y 3y

Para que as tensOes cisalhantes nos bordos livres da placa se
anulem, ¢é necessario que as deforma¢des correspondentes, €, © cyz

também se anulem em *A/2. Quando isto acontece, os coeficientes de

(5.38) ficam determinados como:

Ex = 0 Ey = 0
4
- - ow
¢x B 3 hZ [ex + aX)
4
= - dw
o = - (o, + 5] (5.39)

Levando-se (5.39) em (5.37), resulta no campo final de desloca-

)]
)]

mentos da proposta de Reddy, ou seja,

ow e e [o - 4 (5) (o

22
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i
oS
+
N
—
D
«

1
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N
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D
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+
S (e
T

(5.40)
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Os dois grandes aspectos positivos dessa teoria s83o a incluséo
das condi¢Oes de contorno de tensfes interlaminares na propria formu-
lacdo, e o pequeno numero de graus de liberdade envolvidos na andalise.
S80 apenas cinco incognitas por no, U, Voo W, Gx e Gy, exatamente as

mesmas que na Teoria de Primeira Ordem.

Essas vantagens s3o, entretanto, compensadas pelo fato de que os
deslocamentos em (5.40) dependem das derivadas de w em relacd3o a X e a
Y. Tais derivadas n#o s3o conhecidas a priori. Para determina-las sem
aumentar o numero total de incégnitas do problema €& necessario usar
polindtmios de Hermite que incorporam derivadas da fun¢f3o de
interpolac¢3o na sua formulac¢83o. Elementos de classe g fazem uso
destes polindmios e apresentam continuidade tanto em termos de
deslocamentos quanto de suas derivadas. Apesar de ha bastante tempo
conhecidos [Zienkiewicz (1974)], os elementos g' sdo ateé hoje
restritos a dominios simples devido a dificuldades na sua
implementacfo. A ineficiéncia computacional de tais elementos
restringe a aplicac¢8o do modelo de Reddy em termos praticos.

Como o campo de deslocamentos indicado em (5.40) é capaz de gerar
deformacdes c¢isalhantes transversais que variam quadraticamente ao
longo da espessura, e também atendem as condi¢des de contorno de
(5.39), entdo ndo ha necessidade de utilizac¢3o dos coeficientes de

correcd3o do cisalhamento na Teoria de Reddy.

No trabalho citado [Reddy (1984a)], s3o apresentadas solu¢Oes
exatas para laminados "cross-ply" (0°/90°/...) simétricos em placas
retangulares simplesmente apoiadas. Para obter essas soluc¢les, Reddy
empregou uma aproximac¢fdo do tipo de Navier [Reddy (1984c)]. Foram
mostrados, também, diversos resultados que confirmam as conclusdes de
whitney e Pagano, especialmente o efeito provocado pela anisotropia do
matefial nos deslocamentos normais ao plano da placa. As tensOes nor-
mais foram calculadas por meio das rela¢fes constitutivas da Teoria de

Oordem Superior e, portanto, mostraram-se melhores do que as obtidas
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pelas Teorias Classica e de Primeira Ordem. As tensdes cisalhantes
foram calculadas a partir das equac¢des de equilibrio da Elasticidade.

Phan & Reddy [1985] e, posteriormente, Khdeir [1988, 1989] e
Khdeir e colegas [1987, 1988, 1989], apresentaram novas solu¢des apro-
ximadas através da Teoria de Ordem Superior de Reddy. No primeiro
foram empregadas as soluc¢Oes de Navier para dois tipos de condig¢des de
contorno em placas retangulares. No segundo, foi desenvolvida uma
solucdo do tipo Lévy para laminados simétricos, simplesmente apoiados
em dois bordos opostos, e para diversas outras combina¢Oes de
condi¢bes de contorno nos outros dois bordos. Os casos de carga uni-

forme, triangular e concentrada foram também analisados.

5.6. A TEORIA DE ORDEM SUPERIOR DE KANT.

Um novo modelo bastante parecido com o de Lo, Christensen & Wu
foi sugerido por Kant e empregado numa série de artigos [Kant et.
alli. (1982); Pandya & Kant (1988); Kant & Pandya (1988); Mallikarjuna
& Kant (1988); Kant et. alli. (1990); Kant & Menon (1991)]. No seu
aspecto geral, o modelo utiliza polindmios cubicos completos para
descrever os deslocamentos no plano da placa, e considera que os des-
locamentos perpendiculares a esse plano variem quadraticamente ao

longo da espessura, ou seja,

- 3
u = u + 2z 6 + z° u + 2z 0
o] X o]
2 3
v = v + 2z 6 + z v + z° 0
o y
2 % -
W = W + z7 w (5.41)
[+] [+]

onde u, v, e w sido os deslocamentos num ponto gqualquer de coordenadas

(X,.v.2); u, v, e w s80 os correspondentes deslocamentos no plano de
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referéncia da placa (x,v,0); Gx e Gy s830 as rotac¢des em torno dos
. . X X X X X

eixos Y e X, respectivamente; e u., V.. W, Gx e Oy sd0 os termos

de ordem superior correspondentes a u., V.. W, Gx e Gy, respectiva-

mente.

Na maioria das aplica¢des, o termo de ordem superior u: em (5.41)
é desconsiderado. Isso foi feito, por exemplo, na analise dina&mina de
placas {[Kant et. alli. (1990)], e no estudo de cascas cilindricas
(Kant & Menon (1991)]. O numero de graus de liberdade corresponde,

neste caso, a nove.

Em outras situa¢les, como no caso de placas ortotrépicas [Pandya
& Kant (1988a)), o campo de deslocamentos (5.41l) é simplificado des-
considerando-se o0s termos associados as deformac¢des de membrana, e
reduzindo os graus de liberdade nodais a apenas seis incégnitas, ou

seja,

u = 2z 6 + 2z 0 -
X xX
v = 2z 8 + 23 0™
y y
W o= W + 22 W (5.42)
o] [+ ]

O campo de deslocamentos indicado em (5.42) foi ainda empregado
na analise de placas compostas laminadas submetidas a flex3o [Pandya &
Kant (1988b)].

Embora a teoria proposta por Kant e representada em (5.41) permi-
ta o uso de elementos finitos lagrangeanos de continuidade £°, tem o
inconveniente de possuir um elevado numero de graus de liberdade e de
n8o incorporar, automaticamente, as condi¢des de tensOes cisalhantes

nulas nos bordos livres das placas.
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Esses dois inconvenientes foram suprimidos numa situac¢8o’
particular de (5.41), valida apenas para o caso de laminados n#o
simétricos [Kant & Pandya (1988)1]. O problema foi resolvido
modificando-se a matriz global de cisalhamento, Kc, e embutindo, nessa
matriz, as condi¢Bes de contorno de tensdes cisalhantes nulas em
z = #R/2. Tal modificac8o n3o incluiu o aparecimento de derivadas dos
deslocamentos originais e, portanto, foi possivel manter o uso dos
elementos classe 8°. Dessa situa¢3o resultou, ainda, um modelo com
apenas sete graus de 1liberdade por né6. Pela sua originalidade e,
especialmente, pelos seus bons resultados, esta teoria sera detalhada

a seguir.

Para que as tensOes cisalhantes transversais sejam nulas nos
bordos livres da placa, é necessario que as deforma¢des transversais,
€., © eyz também o sejam. Essas deforma¢Ses, calculadas a partir de
(5.41), s#o dadas por:

dw
_  9v dw * 2 % o
cyz = 3z + o Gy + 2z v, + 3 z Gy +
(5.43)
ow
_  6u dw  _ x 2 o
exz = 3 + > ex + 2 z u + 3 2z Gx + 3%

Igualando eyz e € a zero em (5.43) nos niveis correspondentes a

z = /2, as seguintes condi¢Oes s3o obtidas:

v* = u* = 0
[+3 o
ow
4 o
= 6 +
% 347 ( y % )
* = 2 o + My (5.44)
x 3&2 x IxX *

Levando as expressOes (5.43) em (5.41), o campo de deslocamentos

passa a corresponder a:
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u = u + 2z @ + z° 06
o X
v = v + z 0O + z3 e*
[ y y
W = W (5.45)

Enquanto que Reddy [1984a] substituiu (5.44) em (5.45) para
chegar a um campo de deslocamentos com apenas cinco graus de liberdade
por nédé, porém incluindo as derivadas de w_em relag¢do a X e a Y na
expans8o polinomial, Kant & Pandya trabalharam diretamente com as
expressfes (5.45) - portanto, com sete graus de liberdade por no6, e
incluiram as condig¢des (5.44) apenas na elaboracfio da matriz de
rigidez de cisalhamento, KC. Esse artificio evitou a manipulacéo dos

termos de derivadas dos deslocamentos e permitiu a continuac¢8o do uso

dos elementos lagrangeanos convencionais.

Para melhor entendimento, considerem-se as deformac¢Oes associadas

ao campo de deslocamentos (5.45):

€ = ¢° + 2z K + 23 Kx
x X X X
e = €° + z K + z K
y y y
€ = 0
z
o 3
€ = € + z K + 2 K’
Xy Xy Xy Xy
awo 2 2
= @ + = 4+ 3] = +
eyz v 3y 3 z v ¢y z ¢
awo 2 * 2 X
€ = @ + + 3 z° 06 = ¢ 4+ z° ¢ (5.46)
Xz x ax x x X

onde
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du av du av
€0 - [e] . cO = o] . CO = o] + o] .
* ox ' y Sy ' xy dy ax ‘
36 _ aey 36, 36
- L4 = r—— . 3 + _y .
Arw N Ty Ky T o &
. ae: . ae’y‘ . a0 ae:
= " = r—-A ; = ——— 4 A ;
Kk % Ky 3y Koy 3y Y
awo awo
¢y = ey + 3y H ¢x = ex + 3x
" = 36 ; ¢ = 3 6* (5.47)
Yy y x x

Assim como foi feito no Capitulo anterior, ¢é conveniente o
desmembramento das deforma¢des em duas parcelas, uma decorrente dos
efeitos longitudinais ou planares, €. € a outra devido aos efeitos

transversals ou cisalhantes, €_. No presente caso, tais vetores podem

ser expressos como: !
e 1 = | €1 + z (K} + z°( K}
e} = (1) + 2% (7} (5.48)

onde

{ € ] = € ey, exy !t = { €0 €, Eg lt

el = Le e 1" = (e, e}

{ 21 = { €°, E:, czy 1t o= g €7 eg, ez 3t

(K1) = UK, K., K 1' = (K, K, K1

(K} = (K. K, K 1" = (K, K, Kl
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{try = (17, T }
Yy x
(™) = | Jj, " pt (5.49)

A Teoria de Kant & Pandya, conforme o campo de deslocamentos
indicado em (5.45), utiliza sete graus de liberdade por né6, que podem
ser agrupados no vetor de deslocamentos generalizados, d, como:

d = {u,v,w, 6,606,606, 6] (5.50)
[} o [} x y

Y X

Desse modo, as deforma¢des no plano de referéncia indicadas em
(5.46)-(5.48), podem ser re-escritas em fun¢fio do vetor 4, tais como:

(e’ = (gl ada ; (kK =1(gld ;: (K} =I[g]d
(r} = (gl a ; (T} =1[g] 4 (5.51)
onde $“, ZF, 1% s30 o0s operadores diferenciais correspondentes as

parcelas de primeira ordem das deformac¢des de membrana, flex3o e
N R x x . . .
cisalhamento, respectivamente; $F e $C s30 os operadores diferenciais
correspondentes as parcelas de ordem superior das deformac¢des de

flexdo e de cisalhamento, respectivamente.

Lembrando, novamente, que ax = g(«)/3x e ay 8(+) /9y, ent3o os

operadores diferenciais acima mencionados valem:

8 0 0 0 0 i
(e,] = 0 ay 0 0 0 0 0 (5.52a)
a 8 0 0 0 0 0 |
y x
0 0 i
X
(£l = 0 0 0 ay (b)
0 3 9 ]
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(0 0 0 0 , O ]
(z:] = ©o 0 o0 o o0 o0 3 (c)
o0 o o 0o o0 a8 o
y X

(£ = (@)

(71 =

{e)

[0000030'

0

[
o
o
[=]
[=]
w
L

Minimizando o funcional da Energia Potencial da placa laminada,

treze resultantes de tensdes ficam estabelecidas:

h/2

N, = J o:l') dz i=1,2,6 (5.53a)
-h/2
h/72
F (L) \
Mi = 01 z dz i=1,2,6 (b)
Y'eh/2
_ h/2
Moo= a:“ 23 az i=1,2,6 (c)
~h/2
h/72
0, = a:” dz i= 4,5 (d)
~-h/2 '
h/72
Q: = o:L) z2 dz i=4,5 (e)
-h/2

onde

ofL)

,  ~— € o i-ésimo componente do vetor de tensdes da lamina L;

- coordenada z da lamina L;
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x .
Ni, Mi, M:, Qi, Qi - componentes dos vetores de forg¢a normais,

momentos fletores e esforcos cortantes, respectivamente,
N, M, M, Qe Q.

N = (N, N, NI = (N, N, N
t t
Moo= (M, M, M) = UMMM
M= (M, M, M = M, M, M (5.54)
X y Xy
0 = (o, 0 I = (o, 0 I
"= 0. o1t = o) o 1"

Apo6s a integracdo ao longo da espessura de (5.53), s3o obtidas as
seguintes soluc¢des, escritas em forma matricial, e que definem as

relacdes entre as resultantes de tensf3o-deformacfio do laminado:

{ 3 - - 3
N A BPP BPS ( CO
{ o = g% o°* | D°F { k} (5.55)
b3 PS PS SS X
| M) | B D > | | ¥
e
Q n’ I 1)28 7
T x = PS SS T (5.56)
0 L T

onde os indices P e s referem-se, respectivamente, as contribuigdes

dos termos de primeira ordem e de ordem superior, e
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NL
(a1 = ) @ n | (5.57a)
L=1
NL
(871 = ) 10 H, (b)
L=1
NL
(51 = ) @ A, (c)
L=1
NL .
(071 = ) 1e1? H, ()
L=1
. NL
("1 = ) @ " A (e)
=1
NL
(01 = Y ™ &, (£)
L=1
NL
rP, 1 (L)
1 = ) 1odM H (9)
L=1 . .
(0.°1 = (0] (h)
NL
ss, _ (L) .
(03°1 = ) 100" H, (i)

Nas expressOes anteriores, enquanto que [0] é uma matriz (2x2)
com todos os seus coeficientes nulos, [Q] e [QC] sd0 as matrizes de

rigidez reduzida no Estado Plano de TensOes, associadas as parcelas de
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membrana-flex3o e cisalhamento, respectivamente, e correspondentes
a (3.17) e (3.18).

Ainda em (5.57), Ia, Hz’ e H7, H e HC sd0 coeficientes

multiplicativos das matrizes de rigidez e s3o determinados por:

= 1 ko k -
neo= 22 ) - (2n)]  weraem
(5.58)
onde z, e z ., sd30 as coordenadas dos topos das laminas L e Ll+1,
respectivamente. 0Os coeficientes H e HE correspondem a:
4
o (- on)
1 52 3
(5.59)
42 )
H, = (H - — H
c 5 4 3

Nota-se que a matriz de rigidez de cisalhamento, na forma
~indicada em (5.56) ja incorpora as condig¢des de contorno para tensdes

interlaminares nulas nos bordos livres da placa, isto é,

T+ T, = 0
(5.60)
2
T+ A=
x 4 “x

As condig¢les (5.60) consideradas na matriz de rigidez (5.56)
tornam a Teoria de Kant & Pandya consistente. Caso (5.60) n3o tivesse
sidobadmitida, as condi¢fes de contorno de tensdes nulas nos bordos
livres n#3o seriam automaticamente atendidas. Neste caso, a matriz de
rigidez de cisalhamento, (5.56), seria constituida das seguintes

sub-matrizes:
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NL
1 = ) 1ed™ A,
Latl
NL
("1 = z e ™" H, (5.61)
L=1
NL
ss,  _ (L)
(051 = ) 100" &,
L=1

Apesar de consistente, a Teoria de Kant & Pandya ainda necessita
calcular as tens8es cisalhantes transversais através da integracfo das
equac¢des de equilibrio da Elasticidade 3-D, para garantir a

continuidade das tensOes interlaminares.

Um dltimo aspecto a ser mencionado ¢é que o fato de (5.56) ja
incluir as condicg¢8es de cisalhamento nulo nos bordos livres da placa,
(5.60), torna a matriz de rigidez global da estrutura n#o positiva
definida, o que recomenda o emprego de métodos de solu¢ldo apropriados

para tals matrizes.

5.7. SOLUGAO DE PLACA LAMINADA PELO MMFGL ATRAVES DA TEORIA
DE ORDEM SUPERIOR DE KANT E PANDYA.

5.7.1. Comentarios Iniciais.

Durante todo 0 presente Capitulo, procurou-se mostrar a
importancia das Teorias de Ordem Superior na analise de placas
ortotroépicas laminadas. Um numero razoavel de modelos foi apresentado,
embora ainda possam ser encontradas na literatura diversas outras
propostas. A existéncia de grande quantidade de Teorias Refinadas
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revela a dificuldade de se estabelecer um modelo que seja adequado
para todos o0s casos. Ao contrario, cada um deles apresenta
caracteristicas que o tornam mais ou menos favoraveis conforme a

analise que se esteja realizando.

Um dos objetivos deste estudo nio é avaliar a eficiéncia de cada
uma das teorias citadas, mas verificar a aplicabilidade e examinar o
desempenho de um novo método computacional, o Método Modificado da
Func¢@o de Green Local (MMFGL), numa analise refinada de placas lamina-
das. Assim, a escolha do modelo a ser adotado representou uma séria
decisdo, pois n3o seria por causa de uma dessas propostas que se pode-
ria julgar definitivamente o método, embora, dentre as inumeras
op¢Oes, um grau maior de dificuldade na implementac¢do pudesse mascarar
o desempenho do MMFGL.

Considerando que esta & a primeira aplicac¢ido do MMFGL ao caso de
placas ortotrdpicas laminadas por meio de uma Teoria de Ordem Supe-
rior, optou-se por um modelo que atendesse 0s seguintes requisitos:
facil implementac¢8o; possibilidade de ampla aplicac¢8o; baixo numero de
graus de liberdade; ordem polinomial maior ou igual a 2; consistente,
ol seja, que n8o utilizasse coeficientes de correc¢fo do cisalhamento:
e, finalmente, que atendesse as coundi¢les de tensdes nulas nos bordos

livres da placa.

Dentre os diversos modelos estudados, o0 que mais se aproximou
destes requisitos foi a Teoria Simplificada de Kant & Pandya [1988],
discutida no item 5.6., e restrita ao caso de laminados

anti-simétricos.

O Modelo de Kant & Pandya foi desenvolvido considerando apenas
sete graus de liberdade por noé. NZo apresenta termos gque envolvam
derivadas de deslocamentos, permitindo, dessa forma, que sejam
utilizados elementos de continuidade 8°. As condic¢des de tensles nulas
nos bordos livres da placa est8o automaticamente incluidas na teoria
através da modifica¢3o da matriz de rigidez de cisalhamento. Os
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resultados apresentados mostraram otima preciséo, tanto para

deslocamentos quanto para tens®es normais e cisalhantes.

Kant & Pandya [1988] implementaram um elemento lagrangeano
quadratico de nove pontos nodais para testar a nova teoria. Esse mesmo
elemento ja havia sido utilizado pelo MMFGL na soluclo de placas
laminadas pela Teoria de Primeira Ordem ([Machado & Barcellos (1992}].
A coincidéncia deste fator contribuiu, também, para a sua escolha.

Nos proéximos itens ser@o discutidos os detalhes de implementacio
dessa Teoria de Ordem Superior pelo MMFGL, bem como algumas aplica¢Oes
para validar o método.

5.7.2. Determinac¢do das Proje¢des dos Tensores de Green.

Uma das etapas fundamentais do MMFGL & a determinacfo das
projecdes dos tensores de Green, com os quais sdo montadas diversas
matrizes do sistema de equac¢Oes integrais. Tais proje¢les dependem do
tipo do problema a ser considerado. Essencialmente, o processo
utilizado no caso das Teorias de Ordem Superior, modelo de
deslocamentos, ¢é uma extensfo daquele utilizado pela Teoria de

Primeira Ordem e discutido no Capitulo 4.

As matrizes de Green mantém as caracteristicas apresentadas no

item 4.3.2. J3a a aproximac¢3o dos tensores G?P e Gjp é feita através da

minimizac8o do sequinte funcional:
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NGL
#6776 = 3 ) [ (g, 9]t ALz, 0,0
+ [2, 9, @] B [ g, (m)] + [2,9,(m]" " [£] g (P)]
+ [2 g, ] B°" [g, 9, ()] + [ g (m]" DF [£, g ()]
+ [, g, 0] D% [gr g (P)]) + [ g (P)]" B [£, g,(P)]
+ [$: gi(P)]t p"s [ZF gi(P)] + [2: gi(P)]t p°° [$: gi(P)]
+ [2. 9,01 D7 [2, g, (2)] + [2, 9, (P)]" DF° [£] g (P)]
+ [e5 g, 2)])" DI° [2. 9, (M) ] + [£ g, (p)]" DI° [£} g, (P)]

- B [g,(P)] [tpi(P)] ) 4o
NGL

1 t t
+ = [¥'g (p)]" g (p) - « [g (p)] [¢ (p)] | ddQ
2 i21 JaQ ( i i i i )
(5.62)

onde

x e B sfo parametros pré-definidos conforme o problema considera-

do. Para a determinac¢fo de Ggp, faz-se a = 0 e B = 1. No
caso de Gjp, adota-se a =1 e B =0

g, € uma variavel que corresponde as colunas da sub-matriz
Gjp, ou G?P, como em (4.39), conforme se deseja determinar
Gjp ou G;P, respectivamente.

Minimizando o funcional de (5.62) através de técnicas

convencionais de elementos finitos, e desenvolvendo o agrupamento das
matrizes dos elementos nas correspondentes matrizes globais, resulta o

seguinte sistema de equa¢fes, analogo a (4.45):

[K.][gopggcp] = [“5'9] (5.63)

onde
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K =K + K'

MEF

KMEF - €& a matriz de rigidez convencional de elementos finitos;

K* - ¢é a matriz de rigidez resultante da primeira integral de
contorno de (5.62)

DP cp , D c ,

g e g - correspondem aos valores nodalis de G e G~ respecti-
vamente

A e D - s3o as matrizes formadas pelos ultimos termos nas

integrais de dominio e de contorno, respectivamente, em
(5.62), e coincidem com as matrizes indicadas em (2.65) e
(2.71).

Vale lembrar que o vetor de deslocamentos dgeneralizados, d, que
para a Teoria de Kant & Pandya € determinado por (5.50), pode ser
expandido em termos das funcdes de interpolacdo [y] de dominio. Desse
modo, considerando que m = NNEF, onde NNEF é o numero dé nos no
elemento finito, as deformac¢des calculadas em (5.51) podem ser

re~escritas como:

fe’} = liﬁ"]z v, d = ZBmdi = B, a
f=a1 _ i=s1

(k1 = [ZF] z wl dl = z er di = BF a
i1 iw1

(K*) = lﬁc"]z v d = z BX. d, = B! a (5.64)
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m m
(r1 = (¢l ) w d = ) B d = B_a
im1 i=1
m m
- x - x - X
("} = (£ ) w,d = ) Bl d = Ba
i=1 i=1
onde
m
Bw ~ [$h] \d' ; BH = Z Biw
f=1
m
B = [trl v, i By = z Bir
im1
m
* x X - x
B}, = (21w, : B = )8 (5.65)
{a1l
m
Bie [zc] v, i B, = 2 B
i=1
. m
x _ x . x
B = [zc] v, i B¢ z B..
i=1
e a= { d1’ dz, ..... , dNNEF }

Consequentemente, a matriz de rigidez convencional de elementos

finitos, K em (5.63), pode ser expressa por:

MEF’
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_ t t PP t PS b3
Kusr = J ( BM A BM + B_ B BF + B B BF +
Q
t PP t PP t PS x
B_ B BM + B_ D BF + BF D BF +
xt PS xt PS xt .SS *
BF B BH + BF D BF + BF D BF +
t PP PS x xt PS xt SS *
B. D BC + B DC BC + BC DC BC + BC DC BC ) dQ

5.8. APLICAGCOES.

Com o intuito de verificar o desempenho do MMFGL através da
Teoria de Ordem Superior de Kant & Pandya, algumas aplica¢les serio
realizadas, variando-se o numero de elementos, as condicdes de

contorno, a configura¢3o do laminado, e o tipo de carregamento.

. Nestes exemplos, serfo consideradas apenas malhas regulares e
unifdrmes. Rigorosamente, por se tratar de laminados nido simétricos,
onde o acoplamento dos efeitos de membrana-flex3o ¢é inevitavel, os
dominios deveriam ser discretizados integralmente. Entretanto, confor-
me observa Reddy [1984e,1989], para laminados [0°/90°/...] ou para
[+45°/-45°/...], simplesmente apoiados ¢ ainda. possivel discretizar
apenas 1/4 da placa, com condi¢des de simetria apropriadas. Esse pro-

cedimento sera aqui adotado.

0O material considerado em todas as aplicacgdes apresenta

propriedades elasticas com 0s seguintes valores:
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25 = = 0.50 ; = 0.20 ; v = 0.25

tlll 3}
N =
]

i

(5.68)

Os' resultados apresentados est3o adimensionalizados da mesma

forma que em (4.49).

5.8.1. Placa Laminada [O°/90°], Quadrada, Apoiada, Submetida a um

Carregamento Senoidal.

A analise deste laminado sera feita considerando relaclo a/kf
variavel e diversos tipos de malhas. Os resultados s3o comparados com
os fornecidos por Kant & Pandya [1988], que também utilizaram elemen-

tos lagrangeanos quadraticos de nove noés, com integrac¢do seletiva.

A Tabela 5.1. mostra a convergéncia dos deslocamentos maximos no
centro da placa e de tensdes, quando a relacfio a/f# = 10. Observa-se a
6tima concordancia entre o MMFGL e os resultados de Kant, no que diz
respeito aos deslocamentos. E grande, também, a aproximac8io dos resul-
tados de tens0es o e oxy nos dois bordos da placa, onde atingem valo-
res maximos. As tensOes cisalhantes transversais o calculadas tanto
pelas relag¢des constitutivas gquanto por equilibrio s8o equivalentes
entre os dois procedimentos, e ambos revelam boa aproximacd3o com os

resultados de Pagano.

A Tabela 5.2. é idéntica a anterior, porém os resultados de Kant
sf8o substituidos por aqueles determinados pelo MMFGL utilizando a
Teoria de Primeira Ordem, para que as duas teorias - FSDT e HSDT,
possam ser comparadas. Nota-se que, em termos de deslocamentos, n#o

houve diferenca t3o acentuada, uma vez que o0s resultados variaram em
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torno de 2.0 % entre si. O mesmo aconteceu com as tensdes oxz determi-
nadas por equilibrio, que mantiveram uma raz3o da ordem de 2.0 %. As
tensOes normais o, atingiram, para o caso de malha 5x5, a diferenca de
5.89 %, enquanto que, para oxz determinada por relac¢des constitutivas,

os resultados da HSDT foram 25% maiores do que da FSDT.

A Figura 5.1. ilustra a convergéncia dos deslocamentos conforme a
quantidade de elementos na malha. O mesmo é feito na Figura 5.2. para
as tensoOes o € na Figura 5.3. para as tensdes o .- Em todos estes
casos s3o incluidos os resultados de Kant, de Pagano, e do MMFGL
usando a FSDT e a HSDT. |

A Tabela 5.3. mostra a resposta em termos de deslocamentos, para
diversos tipos de malhas, quando a relac¢fio a/hA ¢é considerada com
valores iguais a 4, 10, 50 e 100. 830 apresentadas, também as
respostas determinadas pela Teoria de Primeira Ordem. Observa-se
grande aproximac¢do entre as duas Teorias para altos valores de a/h.
Entretanto, quando a placa torna-se espessa, a diferenc¢a entre as duas

solu¢bes deixa de ser desprezivel, pois atinge o valor de 9.8 %.

Graficamente, a Figura 5.4. ilustra os valores indicados na Tabe-
la 5.3., mostrando, com muita clareza, a diferenc¢a dos resultados de
deslocamentos determinados pela FSDT e pela HSDT nos casos de placas

espessas.

A Tabela 5.4. fornece os valores maximos dos deslocamentos, de
momentos e de esforc¢os cortantes determinados por Kant e pelo MMFGL.
Os resultados do MMFGL correspondem ao caso de malha 4x4. Os valores

indicados foram obtidos nos seguintes pontos:

w em (0,0,0) ; 0 em (2,0)
o x 2

Xy . kY a a

Mx em (0,0) : Mxy em (2,2)
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Tabela 5.1. Placa Laminada N3o Simétrica, [0°/90°7], Quadrada,
Simplesmente Suportada, Submetida a um Carregamento Senoidal:
convergéncia de deslocamentos e tens8es para a/& = 10.
Malha| Fonte z/& o o oEQ ok¢ %
b4 X y Xz Xz [o]
KANT 0.5 - - - - -
-0.5 - -
1x1
mMrgr | 0+° | 0-7516 1-0.0820 | 2459 | 0.3745 | 1.2046
-0.5 |-0.0790 | 0.0820
KANT 0.5 | 0.7644 1-0.0542 | , 5693 | 0.3310 | 1.2128
-0.5 |-0.0862 | 0.0542
2x2
mMrgr, | 9-° | 0-7675 [-0.0603 | 4 3599 | 0.3535 | 1.2119
-0.5 |-0.0788 | 0.0603
kant | 05 | 0-7633 1-0.0537 | 4 3161 | 0.3369 | 1.2125
-0.5 [-0.0859 | 0.0537
3x3
mMrgr | 02 | 0-7695 1-0.0519 | 4 4005 | 0.3489 | 1.2123
-0.5 {-0.0790 | 0.0519
kKanT | -9 | 0-7603 1-0.0537 | 3544 | 0.3387 | 1.2125
~0.5 [-0.0857 | 0.0537
4x4
murer | 00 | 0-7696 1-0.0536 | 4 3997 | 0.3454 | 1.2124
-0.5 |-0.0788 | 0.0536
0.5 | 0.7593 |-0.0537
KANT |_o = |_0. 0855 | 0.0537 | 0-3267 | 0.3395 | 1.2124
5x5
mMreL | 9-2 | 0-7649 [-0.0537 | 4 3316 | 0.3440 | 1.2124
-0.5 [-0.0788 | 0.0537
pacaNo | 0-5 | 0.7300 |-0.0538 | | ..o ) )
-0.5 |-0.0890 | 0.0536




Tabela 5.2. Placa Laminada N&o Simétrica,

Simplesmente
Resultados Obtidos pelo MMFGL através da FSDT e da HSDT (a/& = 10)

Suportada,

Submetida a

um Carregamento

[0°/90°7,
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Quadrada,

Senoidal:

o

—EQ

—RC
ag

W

Malha| Fonte z/k o o
X Xy Xz Xz o
FSDT 0.5 0.7323 1-0.0636 0.2347 .| 0.3001 1.2284
~0.5 |-0.0787 | 0.0636
1x1
uspr | 9-° | 0-7516 }-0.0820 | 4 5359 | 0.3745 | 1.2046
-0.5 [-0.0790 | 0.0820
pspr | 0-2 | 0-7261 |-0.0532 | 4 3064 | 0.2832 | 1.2369
-0.5 |-0.0783 | 0.0532
2x2
gspr | 0-2 | 0-7675 |-0.0603 | 4 3099 | 0.3535 | 1.2119
-0.5 {-0.0788 | 0.0603
FSDT 0.5 1 0.7233 [-0.0527 | 3798 | 0.2783 | 1.2372
-0.5 |-0.0782 | 0.0527
3x3
uspr | @-% | 0-7695 }-0.0519 | 4 3995 | 0.3489 | 1.2123
-0.5 |-0.0790 | 0.0519
FSDT 0.5 | 0.7225 1-0.0526 | 4 3953 | 0.2761 | 1.2372
-0.5 |-0.0782 | 0.0526 |
4x4
uspr | 9-° | 0-7696 1-0.0536 | , 3997 | 0.3454 | 1.2124
-0.5 |-0.0788 | 0.0536
0.5 | 0.7223 [-0.0526
FSDT | _o ¢ |-0.0762 | 0.0526 | ©-3277 | 0.2750 | 1.2373
5x5
HSDT 0.5 | 0.7649 [-0.0537 | 4 3316 | 0.3440 | 1.2124
-0.5 |-0.0788 | 0.0537
pacano | ©-5 | 0-7300 [-0.0538 | o ... ] ]
~0.5 |-0.0890 | 0.0536




W, 233

1.26
L L SRELEEEETTE W *
128 ¢~
- 2
121 . o B f
&
’ a/h =10
119 *
C. Senoldat:
-B- KANT
1171
: R MMFGL ~ HSDT
Placa 0/80 ¥ MMFGL - FSDT
1-16 | 1 1 1 1
0 b 10 15 20 26 30

N. Elementos em 1/4 da Placa

Figura 5.1. - Placa Laminada (0/90], Quadrada, Apoiada, Submetida a um
Carregamento Senoidal: Convergéncia dos Deslocamentos Verticais no

Centro da Placa.

O,: emz/h =05

- A'
0.84 C. Senoldal:
8 A MMFGL - HSDT
0.82 K- MMFGL - FSDT
-B- KANT
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Placa 0/90
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X
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N. Elementos em 1/4 da Placa .

Figura 5.2. - Placa Laminada {0/90], Quadrada, Apoiada, Submetida a um

Carregamento Senoidal: Convergéncia das TensOdes ax no centro.
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Tabela 5.3. Placa Laminada N3o Simétrica, (0°/90°7, Quadrada,
Simplesmente Suportada, Submetida a um Carregamento Senoidal:

Deslocamentos Verticais conforme a relacfo a/k.

MMFGL

a/k TEORIA KANT
M1x1 M2x2 M3x3 M4x4 MSxS
4 FSDT - 2.1298| 2.1481| 2.1489| 2.1490{ 2.1491
HSDT 1.9562 1.9138] 1.9547}( 1.9563} 1.9564| 1.9566
10 FSDT - 1.2284] 1.2369] 1.2372| 1.2372| 1.2373
HSDT 1.2128 1.2046( 1.2119] 1.2123}| 1.2124 1.2124
50 FSDT - 1.0628| 1.0702}| 1.0705} 1.0705| 1.0705
HSDT 1.0701 1.06181 1.0693}| 1.0699] 1.0695] 1.0696
100 FSDT - 1.0576] 1.0650| 1.0653] 1.0653] 1.0653
HSDT 1.0656 1.0574) 1.0648) 1.0650}| 1.0651} 1.0651

Tabela 5.4. Placa Laminada N&8o Simétrica, [0°/90°], OQuadrada,

Simplesmente Suportada, Submetida a um Carregamento Senoidal:

Deslocamentos e Esforc¢os Maximos.

a/&| Fonte W M M 0
o x Xy x
MMFGL 1.9564 0.0427 -0.0080 0.1611
10 KANT 1.2128 0.0425 -0.0087 0.1545
MMFGL 1.2124 0.0421 -0.0087 0.1611
50 KANT 1.0701 0.0423 -0.0088 0.1540
MMFGL 1.0695 0.0419 -0.0088 0.1605
100 KANT 1.0656 0.0423 -0.0088 0.1538
MMFGL 1.0651 0.0419 -0.0088 0.1600
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Figura 5.3. - Placa Laminada [0/90], Quadrada, Apoiada, Submetida a um

Carregamento Senoidal: Convergéncia das TensOes Exz no ponto D.
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Figura 5.4. - Placa Laminada [0/90], Quadrada, Apoiada, Submetida a um

Carregamento Senoidal: variacf3o dos deslocamentos verticais no centro

da placa conforme a relacfio a/k.
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Carregamento Senoidal: variac¢8o das tensoes Ex ao longo da espessura
(a/h = 4 e a/h = 10).

Figura 5.6.
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Finalmente, as Figuras 5.5 e 5.6 mostram, respectivamente, a
distribuicido das tensdes 5x e Exz ao longo da espessura da placa. S3o
fornecidas as respostas do MMFGL para os casos de malhas 2x2 e 4x4
elementos. E muito boa a concordancia dos valores obtidos pelo método

integral com aqueles fornecidos por Kant.

5.8.2. Placa Laminada [0°/90°], Quadrada, Apoiada, Submetida a um

Carregamento Uniforme.

0O segundo exemplo desta série corrvesponde ao mesmo laminado do
caso, anterior, porém com o carregamento uniformemente distribuido. O
problema ¢é analisado para diversos refinos uniformes de malha, e os
resultados de deslocamentos e de tensGes estdo apresentados na Tabela

5.6. para a relac¢do a/f& = 10.

Para que possa ser observada a diferenc¢a de resultados entre as
teorias FSDT e HSDT foi elaborada a Tabela 5.7, idéntica a anterior,
exceto que os valores fornecidos por Kant foram substituidos por aque-
les determinados pelo MMFGL usando a Teoria de Primeira Ordemn.
Percebe-se que, se em termos de deslocamentos a diferenca entre as
duas teorias n#3o €& excessiva (para este exemplo, chega-se a uma razéfo
de, aproximadamente, 1,50 %), em termos de tensdes, a FSDT registra
valores que variam entre 9,8 %, para o caso de tensO0Oes ax, 8,5 % para
tens Oes o . calculadas por equilibrio, e até 28,5 % para tensOes o .

determinadas por rela¢des constitutivas.

A convergéncia dos resultados de deslocamentos esta representada
graficamente na Figura 5.7.; para as tens®es normais Ex, indica-se a
Figura 5.8; e para as tensdes Exz calculadas por equilibrio, a Figura
5.9.
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Tabela 5.6. Placa Laminada N3do Simétrica, [0°/90°7, Quadrada,
Simplesmente Suportada, Submetida a um Carregamento Uniforme:

convergéncia de deslocamentos e tens®es para a/f& = 10.

Malha| Fonte z/& o o otQ oR¢ W
x xy xz Xz o
KANT 0.5 - - - - -
-0.5 - -
1x1
murcL | 0-° | 1-1700 1-0.2091 1§ 4 3993 | 0.8447 | 1.9652
-0.5 |-0.1220 | 0.2091
KANT 0.5 1 1.1460 1-0.0970 | 4 5030 | 0.6280 | 1.9113
-0.5 |-0.1290 | 0.0970
2x2
maper | 09 | 1-2220 1-0.1137 1 4 5921 | 0.7717 | 1.9113
~0.5 |-0.1189 | 0.1137
kant | 0-% | 1-0600 =0.0973 | , 5933 | 0.6703 | 1.9179
-0.5 |-0.1265 | 0.0973 |
3x3
mMrer | 9-° | 1:0380 1-0.0908 } 4 664 | 0.7530 | 1.9179
-0.5 |-0.1165 | 0.0908
KANT 0.5 ] 1.0640 1-0.0981 1  £473 | 0.6902 | 1.9165
~0.5 |-0.1271 | 0.0981
4x4
mMrgL | ©-2 | 1-0650 |-0.0931 0.6465 | 0.7468 1.9164
-0.5 {-0.1178 | 0.0536
0.5 | 0.9948 |-0.1000
KANT | o o |_o 112511 0.1000 | ©0-6432 | 0.7118 | 1.9180
5x5
mMrgL | 02 | 0-9838 [-0.1007 1 4 955 | 0.7704 | 1.9180
-0.5 |-0.1162 | 0.1007
2x20 |purcHA | 0.5 - - - - 1.9193
Exato |REDDY -0.5 - - - - 1.9173
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‘Tabela 5.7. Placa Laminada N3o Simétrica, [0°/90°y1, Quadrada,
Simplesmente Suportada, Submetida a um CarregaMento Uniforme:
resultados determinados pelo MMFGL usando as teorias FSDT e HSDT.

(a/h = 10)
Malha| Fonte z/h o o oFQ oR¢ W
% Xy Xz Xz o
0.5 | 1.1230 [-0.1190
FSDT
0.5 |-0.1208 | 0.1190 | 0-3647 | 0.6738 | 2.0013
1x1
HSDT 0.5 ] 1.1700 1-0.2091 | 4 3994 | 0.8447 | 1.9652
~0.5 |-0.1220 | 0.2091
0.5 | 1.0880 |-0.0992
FSDT
0.5 1-0.1176 | 0.0992 | 0-5106 | 0.6220 | 1.9500
2X2
uspr | 9-° | 1-2220 |-0.1137 | 4 5199 | 0.7717 | 1.9113
-0.5 |-0.1189 | 0.1137
FSDT 0.5 1 1.0830 1-0.0976 | 4 5995 | 0.6061 | 1.9475
~0.5 |-0.1173 | 0.0976
3x3 -
HSDT 0.5 ] 1.0380 1-0.0908 | 4 6064 | 0.7530 | 1.9179
-0.5 [-0.1165 | 0.0908
FSDT 0.5 | 1.0820 [-0.0972 | 6169 | 0.6008 | 1.9471
~0.5 |-0.1172 | 0.0972
4x4
ugpr | 0+3 | 1-0650 [-0.0931 | 465 | 0.7468 | 1.9164
-0.5 |-0.1178 | 0.0536
0.5 | 1.0810 [-0.0970
FSDT | 0 s |_0.1172 | 0.0970 | 0-6409 | 0.5987 | 1.9469
5x5
HSDT 0.5 | 0.9838 [-0.1007 | 4 ¢955 | 0.7704 | 1.9180
~0.5 [-0.1162 | 0.1007
2x20 |purcHA | 0.5 - - - - 1.9193
Exato |REDDY -0.5 - - - - 1.9173
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Figura 5.7. - Placa Laminada ([(0/90], Quadrada, Apoiada, Submetida a um
Carregamento Uniforme: convergéncia dos deslocamentos verticais no

centro da placa.
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Figura 5.8. - Placa Laminada [0/90], Quadrada, Apoiada, Submetida a um

Carregamento Uniforme: convergéncia das tensdes Ex no Ponto A.
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Figura 5.9. - Placa Laminada [0/90], Quadrada, Apoiada, Submetida a um
Carregamento Uniforme: convergéncia das tensdes 5xz no Ponto D.

5.8.3. Placa Laminada [+45°/-45°/ ... 1, 8 laminas, Simplesmente
Apoiada, Submetida a um Carregamento Senoidal.

O modelo agora em estudo corresponde ao de um laminado quadrado
ndo simétrico, de oito laminas [+45°/-45°/ ... 1}, simplesmente apoia-
do, e recebendo um carregamento senoidal. Aproveitando as condic¢fes de
simetria do problema, conforme sugerido por Reddy [1989], somente um
quarto da placa sera discretizado. Resultados de deslocamentos,
tens®es normais e cisalhantes determinados por Kant & Pandya [1988] e

pelo MMFGL s8o mostrados na Tabela 5.8, para a relacdo a/# = 10.
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Para comparar os resultados entre as teorias FSDT e HSDT foi
elaborada a Tabela 5.9, analoga a anterior, mas com todos os resulta-

dos determinados pelo MMFGL.

A Tabela 5.10 fornece resultados de deslocamentos pelas teorias
FSDT e HSDT para diversas relag¢les a/f. S30o mostrados os resultados
determinados por Kant & Pandya, com os quais o MMFGL apresenta Otima

aproximacio.
Deslocamentos, momentos e esfor¢os cortantes s3o mostrados na

Tabela 5.11, para diversas relacdes a/A. Os pontos de obtencdo de tais

valores tem as segquintes coordenadas:

}30 em (0,0,0) : Q em (<,0)

M em (0,0)
.4

=l

®

=
N
N
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Tabela 5.8. - Placa Laminada N#%o Simétrica, ([+45°/-45°/...], 8
laminas, Quadrada, Simplesmente Apoiada, Submetida a um Carregamento
Senoidal: convergéncia de deslocamentos e tens®es para a/& = 10.

Malha| Fonte z/4 o o oEQ aR¢ W
x Xy xz Xz °
KANT 0.5 - - - - -
-0.5 - -
1x1
mMrGr | 0-° | 0-08572{-0.0950 | 4 1448 | 0.2694 | 0.4272
~0.5 |-0.06753|-0.0952
KANT 0.5 1 0.1663 1-0.1601 | 5488 | 0.2347 | 0.4193
~0.5 |-0.1806 | 0.1732 '
2x2 .
ML | 0-° | 0-2025 |-0.1845 | 4 5y58 | 0.2491 | 0.4190
-0.5 ~-0.1768 0.1849
kany | 0-° | 0-1591 1-0.1545 |, 5419 | 0.2371 | 0.4197
~0.5 |-0.1807 | 0.1724
3x3
mMrgr, | 0-° | 0-2008 1-0.1800 }  5y94 | 0.2437 | 0.4196
-0.5 |-0.1732 | 0.1802
KANT 0.5 ] 0.1602 1-0.1549 | , 5450 | 0.2376 | 0.4196
~0.5 |-0.1832 | 0.1743
4x4
| mmrgr | 02 | ©0-2052 1-0.1830 } 4 5091 | 0.2421 | 0.4161
-0.5 |-0.1758 | 0.1834
0.5 | 0.1626 |{-0.1415 |
KANT | o & |-0 1895 | 0. 1606 | 0-2468 | 0.2379 | 0.4197
5x5 -
mMrGL | 0-° | 0-2155 | 0.1653 | 9974 | 0.2398 | 0.4198
~0.5 |-0.1843 |-0.1657 -
2x20 |purcHA | 0.5 - - - -
Exato |REDDY -0.5 - - - - 0.42
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Laminada Néio

Placa [+45 7-45 7...1, 8

Submetida a um Carregamento

Tabela 5.9. - Simétrica,

laminas, Quadrada, Simplesmente Apoiada,
Senoidal: deslocamentos e tensdes determinados pelo MMFGL considerando

as teorias FSDT e HSDT para a/f& = 10.

Malha| Fonte z/k o o oEQ oR¢ W
x Xy X2z xXz [+]
FSDT 0.5 | 0.1541 1-0.1672 [ 4 9794 | 0.2170 | 0.4116
-0.5 [-0.1541 | 0.1672
1x1
HSDT 0.5 | 0.0857 [-0.0950 | 1888 | 0.2694 | 0.4272
-0.5 [-0.0675 [-0.0952
FSDT 0.5 1 0.1530 1-0.1574 | 4 9516 | 0.2001 | 0.4160
~0.5 |-0.1530 | 0.1305
2x32
HSDT 0.5 1 0.2025 1-0.1845 | 4 5158 | 0.2491 | 0.4190
-0.5 |-0.1768 | 0.1849
FSDT 0.5 1 0.1521 1-0.1575 | 4 9532 | 0.1959 | 0.4162
-0.5 |-0.1521 | 0.1285
3x3
uspr | 9-° | 0-2008 1-0.1800 | 4 5y94 | 0.2437 | 0.4196
-0.5 |-0.1732 | 0.1804
FSDT 0.5 | 0.1516 1-0.1583 | 4 9539 | 0.1943 | 0.4162
-0.5 |-0.1516 | 0.1277
4x4
HSDT 0.5 1 0.2052 1-0.1830 | 4 9901 | 0.2421 | 0.2161
-0.5 [-0.1758 | 0.1834
0.5 | 0.1514 [-0.1591
FSDT |_o s |-0.1514 | 0.1272 | 0-2529 | 0.1935 | 0.4163
5x5 .
uspr | 9-5 | 0-2155 | 0.1653 | 4 9974 | 0.2398 | 0.4198
-0.5 |[-0.1843 |-0.1657
2x20 |pUTCHA | 0.5 - - - -
0.42
Exato |REDDY |-0.5 - - - -
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8

Submetida a um Carregamento

Senoidal: deslocamentos verticais no centro para varios valores de a/#

MMFGL
a/bh TEORIA KANT
M‘lx‘l M2x2 M3x3 M4x4 M5x5
4 FSDT - 1.31191(1.3273411.32806(1.32819(|1.32822
HSDT 1.2791 [1.27795]1.27795}1.2771811.27783}1.27806
10 FSDT - 0.41159(0.41602(0.41620(0.4162310.41625
) HSDT 0.4193 |0.42716]0.41895]0.41962}0.4196110.41967
50 FSDT - 0.2471410.24929]0.2493610.2493810.24939
HSDT 0.2522 10.2489910.25202]0.25219]0.25233(0.25217
100 FSDT - 0.2420110.24407]0.2441570.2441710.24418
HSDT 0.2469 ]0.24386[0.2467110.24697]10.24707(0.24771
Tabela 5.11. - Placa Laminada N3o Simétrica, (+45°/-45°/...1, 8
laminas, Quadrada, Simplesmente Suportada, Submetida a um Carregamento
Senoidal: deslocamentos e resultantes de tensfes para varios valores
de a/f.
a/k| Fonte W M M 0
o x xy X

4 KANT 1.2791 0.0266 -0.0256 0.1540

MMFGL 1.2778 0.0286 -0.0273 0.1593

10 KANT 0.4193 0.0264 -0.0254 0.1546

; MMFGIL, 0.4196 0.0276 -0.0261 0.1596

50 KANT 0.2522 0.0264 -0.0255 0.1544

MMFGL 0.2523 0.0274 -0.0271 0.1557

100 KANT 0.2469 0.0264 -0.0255 0.1543

MMFGL 0.2471 0.0273 -0.0263 0.1521
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5.8.4. Placa Laminada [(0°/90°/ ... 1, 10 1laminas, Quadrada,
Simplesmente Apoiada, Submetida a um Carregamento

Senoidal.

Um laminado de configuracédo [0°/90°/...], composto de 10 l&minas
de mesma espessura, quadrado, simplesmente suportado, €& submetido a um
carregamento senoidal. Embora seja uma placa n#o-simétrica, este caso
particular pode ainda ser discretizado considerando apenas 1/4 do
dominio total. Reddy [1988] determinou solug¢fo analitica para o mesmo
cujos valores de deslocamentos e tensdes est3o apresentados na Tabela
5.12. Nessa mesma tabela s3o0 fornecidos resultados aproximados do
proprio Reddy, bem como do MMFGL por meio de malhas 2x2 e 4x4 elemen-
tos de dominio. S&o apresentados tanto resultados da FSDT como da
HSDT. Observa-se que o0s resultados do MMFGL estfo muito proéximos da

solucdo analitica.

Tabela 5.12. - Placa Laminada [0°/90°/...], 10 1laminas, quadrada,
simplesmente apoiada, submetida a um carregamento senoidal:

deslocamentos e tensdes maximas pela FSDT e HSDT (a/& = 10).

Teoria Fonte % o o P

x Yy vz
Reddy 0.616 0.4863 0.4863 0.2652
FSDT Analit. 0.615 | 0.5009 0.5009 0.2729
MMFGL2 2 0.615 0.5103 0.5103 0.2193
MMFGL4:4 0.615 0.5061 0.5061. 0.2345
Reddy 0.619 0.4842 0.4842 0.3577
HSDT Analit. 0.616 0.5346 0.5346 0.3408
: MMFGL2 2 0.616 0.5454 0.5454 0.2164
MMFGL“::4 0.616 0.5404 0.5404 0.2315

CPT 0.442 0.5009 0.5009 -
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5.8.5. Placa Laminada [0°/90°/...], NL = 2 ou 10, ©Quadrada,
Submetida a Um Carregamento Senoidal, e Com'Condicées de

Contorno Variaveis.

Uma Ultima aplicac¢fio ¢ agora rcalizada considerando-se o caso de
um laminado quadrado, submetido a um carregamento senoidal, e cuja
configuracéo é [O°/90°/...]. Considera-se que o numero de laminas, NL,
seja igual a 2 ou a 10. Dois bordos opostos da placa sfo simplesmente
apoiados. Os outro dois, serd3o considerados 1livres ou engastados.
Nestas condicgoes, Reddy [1989] determinou solu¢des analiticas

utilizando um procedimento do tipo Lévy. A relacfio a/A é igual a 10.

Tabela 5.13. - Placa Laminada [0°/90°/...], com NL laminas, Quadrada,
Submetida a um Carregamento Senoidal, Apoiada (SS} em Dois Bordos
Opostos e nos Outros Dois Engastada (CC) ou Livre (FF): valores dos

deslocamentos verticais no centro {(a/# = 10)

NL Fonte Condic¢des de Contorno
SS-CC SS-FF

Reddy 0.605 0.2002

9 Analitico 0.617 0.1992
MMFGL2x2 0.701 0.1984
MMFGL4 4 0.635 0.1984

cpr 0.429 0.1977
Reddy 0.372 0.926
Analitico 0.375 0.916
10 MMFGL2x2 0.403 0.915
MMFGL4x4 0.380 0.914

CPT - 0.167 0.665
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Foram calculados os deslocamentos verticais no centro da placa
considerando malhas de 2x2 e 4x4 elementos de dominio. Os resultados
estdo indicados na Tabela 5.13, onde s%o apresentados, também, os
resultados analiticos de Reddy, bem como uma solu¢3o aproximada
utilizando a sua teoria de ordem superior. Constata-se o bom
desempenho do MMFGL.
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CAPITULO 6

CONCLUSOES

6.1. COMENTARIOS INICIAIS.

Quando Barcellos & Silva [1987] idealizaram o Método Modificado
da Funcio de Green Local (MMFGL), perceberam que estavam lidando com
uma poderosa ferramenta de analise computacional para resolver
problemas da Mec&nica. Esse novo instrumento, no entanto, precisava

ser melhor investigado para que sua potencialidade ficasse comprovada.

As primeiras aplica¢les do MMFGL corresponderam a casos bastante
simples de hastes, vigas e membranas elasticas que mostraram a sua
simplicidade de utilizac3o e grande precisio dos resultados ({[Silva
(1988)]. O método revelava um excelente desempenho para esses casos
triviais e indicava ser uma boa op¢#o para os métodos consagrados dos

Elementos Finitos (MEF) e dos Elementos de Contorno (MEC).

Era necessario estender a aplicacdo do MMFGL a outros campos da
Mecéanica. Isso foi feito de modo bastante detalhado por Barbieri
[{1992], que resolveu problemas de Potenciais, de Elasticidade 2-D e
3-D, e de Placas Isotrodpicas Homogéneas. Todas estas aplicacles ja
haviam sido resolvidas tanto pelo MEF quanto pelo MEC e, comparados
com os destes, os resultados do novo método integral mostraram-se

altamente satisfatorios.

Barbieri & Barcellos {a ser publicado] estudando problemas poten-

ciais em meios n#3o homogéneos, mostraram a aplicabilidade do MMFGL em
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casos onde ndo se dispOe de solucdo fundamental na forma explicita, o
que impede a utilizac¢3o do Método dos Elementos de Contorno. Esta
caracteristica talvez seja a mais importante no MMFGL, isto €, a de-
terminacdo automatica da solu¢3o fundamental do problema. Aliada a
ela, as outras propriedades observadas, tais como taxas elevadas de
convergéncia, acentuada precisfo nodal tanto para as variaveis primais
quanto para as duais, etc., abriram um grande horizonte de aplicac¢des

para o novo método.

O campo de atuacido do MMFGL é, aparentemente, ilimitado. Mas, por
se tratar de um método muito novo, outras investiga¢8es precisam ainda

ser feitas para poder generalizar o seu uso.

Um dos problemas que sempre despertou grande curiosidade e expec-
tativa quanto a utiliza¢8o do MMFGL era o das placas laminadas de
materiais compostos onde, até o momento, n8o se dispde de solucio
fundamental apropriada, restringindo, dessa forma, a utilizacfo do
Metodo dos Elementos de Contorno em tais aplicac¢les. E, talvez, por
esse motivo que o numero de artigos publicados pelo MEC em problemas
de placas laminadas fique, até hoje, em niveis insignificantes. A
grande op¢do dos pesquisadores sempre foi, sem duvidas, o Método dos
Elementos Finitos.

Uma vez que o Método Modificado da Fung¢fo de Green Local ¢ capaz
de gerar automaticamente uma solu¢3o fundamental para o problema de
contorno, foi a sua aplica¢d3o, pela primeira vez, ao caso de placas
ortotroéopicas laminadas, que motivou o presente estudo. Agora, no en-
rerramento deste trabalho, pode-se dizer que o novo método integral é,
realmente, uma Otima opc¢do para a analise de estruturas laminadas.
Muito ainda pode e deve ser feito nessa area para melhor qualificar o
nétodo. Mas, os objetivos que este trabalho perseguia foram plenamente
ilcancg¢ados, pois ficou comprovada a sua aplicabilidade e seu bom de-
sempenho ao caso de placas laminadas, através de alguns dos modelos
jue normalmente s3o adotados em analises usuais pelo Método dos Ele-

nentos Finitos. Abre-se, dessa forma, mais uma grande e promissora
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linha de aplicac¢do para o MMFGL.

Para melhor concluir esta pesquisa, € 1interessante tratar o
assunto sob dois aspectos distintos: a) quanto a aplicabilidade e
desempenho do MMFGL ao caso de placas ortotrodpicas laminadas; e, b)
quanto . a sua potencialidade para futuras investiga¢des. EFEsses dois

enfoques serfo abordados nos itens seguintes.

6.2. APLICABILIDADE E DESEMPENHO DO MMFGL AO CASO DE PLACAS
ORTOTROPICAS LAMINADAS.

6.2.1. Aplicabilidade.

Esta mais do que provado que o Método Modificado da Func¢do de
Green Local é aplicavel a problemas de placas ortotropicas laminadas.
As diversas aplicac¢les realizadas mostraram uma boa resposta do
método, tanto em termos de deslocamentos, quanto em termos de esfor¢os
e de tensdes, seja pela Teoria de Primeira Ordem (FSDT) quanto pela
Teoria de Ordem Superior (HSDT). Foram examinadas inumeras situacgodes
de configurac3io do 1laminado, de carregamento, de condi¢les de
contorno, de materiais, e, até mesmo, de refinamentos regulares e
irregulares das malhas. Em todos os casos, o MMFGL revelou algumas das
suas propriedades detectadas em outras aplicag¢fes, confirmando-se,
realmente, como um método de solu¢do para problemas de placas

ortotrépicas laminadas.

6.2.2. Desempenho.

Para que a analise de desempenho do MMFGL seja a mais correta

possivel, € necessario considerar alguns fatores envolvidos no estudo.
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Inicialmente, deve-se ressaltar que o elemento finito utilizado
para discretizar o dominio do problema e aproximar as Matrizes de
Green - o lagrangeano dquadratico de nove pontos nodais, ¢é dos mais
simples gque existe na literatura. Outros elementos mais elaborados
poderiam melhorar a soluc¢fo. Filippin et. alli [1992], por exemplo,
mostraram, num estudo da convergéncia p e h do MMFGL, que 0s elementos

de maior ordem polinomial convergem mais rapidamente para a soluc#o.

Outro fator importante € que o modelo de deslocamentos utilizado
ndo contém grandes complexidades. Hoje em dia, existem inumeras formu-
lac¢des mistas e hibridas que, no caso de placas, apresentam desempenho

mais adequado.

O modelo de camada simples empregado €& naturalmente limitado para
descrever, com precisfo, o comportamento local do laminado, por exem-
plo, em termos de tensdes cisalhantes. Essa restri¢fio, observada em
inumeros artigos que utilizaram o Método dos Elementos Finitos, foi
também presenciada no MMFGL, embora, em termos das respostas globais
de desldcamentos, seu desempenho tenha sido excelente. A utilizac¢8o de
uma Teoria de Ordem Superior n3o foi totalmente suficiente para melho-

rar esse quadro.

De um modo geral verificou-se grande precisfo dos resultados em
termos de deslocamentos e de tensdes planares. Nos problemas onde as
respostas desejadas correspondiam as variaveis de contorno, como, por
exemplo, nos casos em que, pelas condic¢des de simetria, apenas 1/4 da
placa era discretizado, os resultados nodais das variaveis primais
(deslocamentos e rotag¢les) e das duais (esforgos cisalhantes, normais
e de flex#3o) revelaram-se altamente precisos. As tensOes planares,
calculadas diretamente a partir dos valores de contorno, comprovaram
essa precisdo. Ja nos problemas onde a resposta correspondia as
variavels internas, como nos casos de laminados nf3o simétricos, onde
havia necessidade de discretizac¢3o do dominio todo, os resultados de
deslocamentos no dominio foram, ainda, de grande precis3o, mas as

respostas em termos de esfor¢os e de tensbes ficaram prejudicadas por
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ndo mais poderem ser obtidas diretamente a partir das variaveis de

contorno.

Esta € uma das raz0es para um desempenho n3o t3o bom do MMFGL na
avaliac¢3o das tensfes transversais. Uma vez que, para calcula-las, &
necessario empregar as equag¢oes de equilibrio 3-D da Elasticidade,
conseqiientemente, desse procedimento resultam calculos das derivadas
das tens®es normais em pontos do interior do dominio (veja-se item
3.6.). Como nesses pontos n3o se dispde dos resultados nodais do con-
torno que, para o MMFGL s3o de grande precisfo, € necessario, entdo,
que as derivadas sejam determinadas por processo convencional como o
normalmente realizado pelo Método dos Elementos Finitos, a partir dos
deslocamentos nodais calculados no elemento. Fsse ©processo de
derivacido degrada, ligeiramente, a precisfio dos resultados de tensoes
transversais. Mesmo assim, comparados com outras fontes, os resultados

determinados pelo MMFGL sfo bastante aceitaveis.

Um aspecto muito importante ¢ gque n3o se observou o fendmeno de
travamento ("locking”) dos efeitos de cisalhamento ou de membrana,
muitas vezes inevitaveis em outros métodos. Esse problema ocorre na
medida em que a placa se torna muito fina, tornando-a ficticiamente
mais rigida. Mesmo com relag¢Ses a/f& da ordem de 10° n3o se percebeu
qualquer modificac¢do dos resultados, ao contrario de alguns modelos de
elementos finitos (veja-se, por exemplo, o elemento TRIPLT, de
Lakshminarayana & Murthy (1984]).

6.3. POTENCIALIDADE DO MMFGL EM PROBLEMAS ORTOTROPICOS LAMINADOS.

Nd3o ha duvidas de que as expectativas iniciais do MMFGL se con-
firmaram no caso de placas ortotrodpicas laminadas e ampliaram o seu
leque de aplicag¢Oes, especialmente em area t3o promissora como a de

materiais compostos. Algumas recomenda¢Oes, frutos da experiéncia
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deste trabalho, podem ser citadas, visando novas investiga¢des sobre o
método.

‘Deve merecer grande atencido o0 processo de determinacdo de
esforcos e de tensdes no interior do dominio. Comprovou-se gue, no
contorno, tais valores s3o altamente precisos. Mas, no dominio, exigem
pésiprocessamento que lhes diminui esta propriedade. O calculo das
tensdes planares no dominio, para o caso de laminados, ¢é de grande
importancia, porque é com estes valores que as tensOes cisalhantes
transversalils s#o calculadas a partir das equa¢des de equilibrio 3-D da
Elasticidade.

Para resolver este problema, duas alternativas podem ser
‘experimentadas. A primeira, pela implementac¢ido de ™sub-regifes", ou
"células de Green". Em todo este estudo, utilizou-se wuma Unica

"célula" para discretizar o problema, constituida de uma malha de
elementos finitos no dominio, e outra a ela associada, no contorno,
por meio de elementos de contorno. A divisdo do problema em varias
"células", com condic¢des de contorno entre elas bem estabelecidas,
permitira que se obtenham resultados de tensfes muito precisos, no
contorno de uma sub-regifio, correspondentes ao interior do dominio do
- problema. O modelo original de Silva [1988] para o MMFGL, e o
tratamento por sub-regides sugerido por Barbieri [1992] representam

alternativas que merecem ser implementadas.

OQutra alternativa que merece investigacdo é a determinac¢3o das
derivadas dos deslocamentos usando, para tanto, derivadas das
proje¢bes dos Tensores de Green. Se as projec¢des da Fung¢3o de Green
sfo calculadas com grande precisfdo para este e outros problemas, as
suas derivadas poderdo ter grau de precisfo comparavel, permitindo que
sejam determinadas diretamente as deforma¢des e, conseqgientemente, as

tensdes.

NZo custa insistir que o calculo das tens®Ges no dominio serviriam

apenas para quando os pontos interiores fossem importantes na analise,
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em se tratando de tensOes normais, ou entfo, para a determinacfo mais
precisa das tensOes cisalhantes. As tensdes normais calculadas no

contorno, como se mostrou neste trabalho, ja s3o muito precisas.

Para melhorar ainda mais os resultados usando uma Teoria de Cama-
da Simples baseada em modelo de deslocamentos, exatamente como as
utilizadas neste trabalho, a alternativa mais evidente corresponde a
melhoria do elemento finito adotado, mediante incremento em sua ordem
polinomial. Elementos de ordem mais elevada devem apresentar resulta-
dos mais precisos, embora o esforc¢o computacional seja maior. No en-

tanto, isto pode ser compensado diminuindo o refino da malha.

Modelos mistos ou hibridos podem ser uma o6tima alternativa para
melhorar a performance do método, dentro das Teorias de Camada
Simples. Na literatura s3o .encontradas inumeras alternativas, com
os mais variados tipos de elementos baseados em tais formulac¢odes.
Elementos triangulares de alto desempenho, apropriados para
discretizar geometrias complexas, ou elementos baseados em deforma¢des
impostas, tém sido muito estudados e constituem-se, talvez, numa boa

opcéo.

As teorias refinadas merecem maior experimentacfo. Esta provado
que o MMFGL também tem um bom desempenho quando se emprega uma Teoria
de Ordem Superior. E, pois, de se esperér que qualquer outra proposta
seja igualmente boa de ser adotada. Dentre as citadas nestes trabalho,
o processo preditor-corretor de Noor & Burton [1989] teria a vantagem
de permitir a utilizac¢8o da FSDT no seu processo iterativo. O modelo
de Reddy [1984] seria uma boa oportunidade para testar os elementos do
tipo €' no MMFGL.

' Mesmo com as teorias refinadas ou com as formulac¢cBes mistas ou
hibridas, se¢ o modelo se bascar numa Tcoria de Camada Simples, um
pOs-processamento continuarda sendo necessario para que as tensOes
interlaminares sejam determinadas a partir das equa¢des de equilibrio

da Elasticidade 3-D. Esta é uma das dgrandes limitac¢des das Teorias de
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Camada Simples.

Para contornar esta dificuldade e incrementar a precisfdo das
tensdes cisalhantes transversais, deve-se pensar na implementacio de
uma teoria do tipo Lamina Discreta. Dentre elas, a GLPT - "Generalized
Laminated Plate Theory", proposta por Reddy et. alli. [1989], parece
ser muito interessante uma vez que, no plano da placa, a FSDT, como
utilizada neste trabalho, pode ser empregada. Posteriormente, associa-
da a um modelo de camada simples, a teoria de la3mina discreta poderia

ser empregada num procedimento do tipo Global-Local.

0 Método Modificado da Fun¢ido de Green Local pode ser considerado
como um "método de malha grosseira", uma vez dque, com poucos
elementos na discretizac¢d3o, atinge-se elevado grau de precisfo dos
resultados. Como apresenta, também, altas taxas de convergéncia, ¢
natural pensar em utiliza-lo em procedimentos adaptativos. Esta €& uma
area recente em estruturas laminadas (veja-se, por exemplo, Surana
& Sorem [1990], e Babuska et. alli. [1992]), na qual o MMFGL
projeta grande potencialidade.

Finalmente, todos os comentarios acima podem ser estendidos a
outras aplicac¢des importantes em laminados, por exemplo, problemas
dindmicos de vibrac¢des 1livres, analises transientes, flambagem,

problemas nZo-lineares, fraturas, danos, etc.
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