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Аннотация

Доказана теорема о среднем для тригонометрических сумм на последовательности мно-
гочленов биномиального типа. Как известно, классическая теорема И. М. Виноградова о
среднем [10] относится к последовательности многочленов вида {𝑥𝑛, 𝑛 ≥ 0}. Важным при-
ложением найденной теоремы о среднем являются оценки сумм вида

∑︁
𝑚≤𝑃

𝑒2𝜋𝑖𝑓(𝑚), 𝑓(𝑚) =

𝑛∑︁
𝑘=0

𝛼𝑘𝑝𝑘(𝑚),

где 𝑝𝑘(𝑥) — последовательность целозначных многочленов биномиального типа, а набор
чисел (𝛼1𝛼1, . . . , 𝛼𝑛) представляет собой точку 𝑛-мерного единичного куба Ω : 0 ≤ 𝛼1, . . . ,
𝛼𝑛 < 1.
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Abstract

The mean-value theorem for trigonometric sums on the sequence of binomial type
polynomials was proved. As known, the classical I. M. Vinogradov mean-value theorem belong
to the sequence of polynomials of the form {𝑥𝑛, 𝑛 ≥ 0}. Estimates of sums of the kind

∑︁
𝑚≤𝑃

𝑒2𝜋𝑖𝑓(𝑚), 𝑓(𝑚) =

𝑛∑︁
𝑘=0

𝛼𝑘𝑝𝑘(𝑚),

are the important application of the finding mean-value theorem. Here 𝑝𝑘(𝑥) is the sequence
integer-valued polynomials of the binomial type, but a set of numbers (𝛼1𝛼1, . . . , 𝛼𝑛) represents
a point of the 𝑛-fold unit cube Ω : 0 ≤ 𝛼1, . . . , 𝛼𝑛 < 1.
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1. Введение

Предметом настоящей статьи, с одной стороны, являются последовательности многочле-
нов, возникающих из перечислительных задач комбинаторики и классического исчисления ко-
нечных разностей в численном анализе (интерполяция, квадратурные формулы) [6, 9]. С дру-
гой стороны, в основе статьи лежат аддитивные задачи теории чисел, в современном изло-
жении которых выдающуюся роль играет “круговой метод Г. Харди — Дж. Литтлвуда —
С. Рамануджана в форме тригонометрических сумм И. М. Виноградова”. В центре метода
тригонометрических сумм находится теорема И. М. Виноградова о среднем [10].

Пусть задана последовательность многочленов {𝑝𝑛(𝑥)}, удовлетворяющая при 𝑛 ≥ 0 ра-
венствам

𝑝𝑛(𝑥+ 𝑦) =

𝑛∑︁
𝑘=0

(︂
𝑛

𝑘

)︂
𝑝𝑘(𝑥)𝑝𝑛−𝑘(𝑦),
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причём точная степень 𝑝𝑛(𝑥) равна 𝑛, а коэффициент при старшей степени равен 1. Такую
последовательность {𝑝𝑛(𝑥)} называют последовательностью многочленов биномиального типа
[9, 1, 3, 4, 7].

Приведём примеры. Последовательности точных степеней

𝑝𝑛(𝑥) = 𝑥𝑛, 𝑛 ≥ 0,

имеем бином Ньютона (см., например, [14], теорема 1, с. 33)

(𝑥+ 𝑦)𝑛 =

𝑛∑︁
𝑘=0

(︂
𝑛

𝑘

)︂
𝑥𝑘𝑦𝑛−𝑘;

нижних факториалов

𝑝𝑛(𝑥) = (𝑥)𝑛 = 𝑥(𝑥− 1) . . . (𝑥− 𝑛+ 1), 𝑛 ≥ 1, 𝑝0(𝑥) = 1,

по индукции находим формулу Вандермонда (см., например, [6], с. 18)

𝑝𝑛+1(𝑥+ 𝑦) = (𝑥+ 𝑦 − 𝑛)𝑝𝑛(𝑥+ 𝑦) = (𝑥+ 𝑦 − 𝑛)
𝑛∑︁
𝑘=0

(︂
𝑛

𝑘

)︂
𝑝𝑘(𝑥)𝑝𝑛−𝑘(𝑦) =

=
𝑛∑︁
𝑘=0

(︂
𝑛

𝑘

)︂
(𝑥− 𝑘)𝑝𝑘(𝑥)𝑝𝑛−𝑘(𝑦) +

𝑛∑︁
𝑘=0

(︂
𝑛

𝑘

)︂
𝑝𝑘(𝑥)(𝑦 − 𝑛+ 𝑘)𝑝𝑛−𝑘(𝑦) =

=
𝑛∑︁
𝑘=0

(︂
𝑛

𝑘

)︂
𝑝𝑘+1(𝑥)𝑝𝑛−𝑘(𝑦) +

𝑛∑︁
𝑘=0

(︂
𝑛

𝑘

)︂
𝑝𝑘(𝑥)𝑝𝑛−𝑘+1(𝑦) =

=

𝑛+1∑︁
𝑘=1

(︂
𝑛

𝑘 − 1

)︂
𝑝𝑘(𝑥)𝑝𝑛−𝑘+1(𝑦) +

𝑛∑︁
𝑘=0

(︂
𝑛

𝑘

)︂
𝑝𝑘(𝑥)𝑝𝑛−𝑘+1(𝑦) =

=
𝑛+1∑︁
𝑘=0

(︂
𝑛+ 1

𝑘

)︂
𝑝𝑘(𝑥)𝑝𝑛−𝑘+1(𝑦);

верхних факториалов

𝑝𝑛(𝑥) = (𝑥)𝑛 = 𝑥(𝑥+ 1) . . . (𝑥+ 𝑛− 1), 𝑛 ≥ 1, 𝑝0(𝑥) = 1,

аналогично предыдущему доказывается, что эта последовательность многочленов относится
к биномиальному типу;

многочленов Абеля [2, 7]

𝑝𝑛(𝑥) = 𝑥(𝑥− 𝑎𝑛)𝑛−1, 𝑛 ≥ 1, 𝑎 ∈ R, 𝑝0(𝑥) = 1;

экспоненциальных многочленов [5]

𝑝𝑛(𝑥) =

𝑛∑︁
𝑘=0

𝑠(𝑛, 𝑘)𝑥𝑘, 𝑛 ≥ 1, 𝑝0(𝑥) = 1,

где 𝑠(𝑛, 𝑘) — числа Стирлинга второго рода, определяемые соотношением

(𝑡)𝑛 =

𝑛∑︁
𝑘=0

𝑠(𝑛, 𝑘)𝑡𝑘, 𝑛 ≥ 1, (𝑡)0 = 𝑡0 = 𝑠(0, 0) = 1;
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многочленов Лагерра

𝐿𝑛(𝑥) =
𝑛∑︁
𝑘=0

𝑛!

𝑘!

(︂
𝑛− 1

𝑘 − 1

)︂
(−𝑥)𝑘, 𝑛 ≥ 0;

являются последовательностями многочленов биномиального типа.
Теорема. Пусть 𝑝𝑛(𝑥) — последовательность многочленов биномиального типа, пусть

𝐽 = 𝐽(𝑃 ;𝑛, 𝑘,Λ) — число решений системы диофантовых уравнений вида

2𝑘∑︁
𝑗=1

(−1)𝑗𝑝𝑘(𝑥𝑗) = 𝜆𝑘, 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛, (1)

где неизвестные 𝑥𝑗 , 1 ≤ 𝑗 ≤ 2𝑘, пробегают целые значения в пределах от 1 до 𝑃, а правые

части уравнений 𝜆(𝑘) являются постоянными и могут принимать любые целые значения.

Тогда при 𝑘 ≥ 𝑛𝜏, 𝜏 ≥ 0, справедлива оценка

𝐽 ≤ 𝐷(𝜏)𝑃 2𝑘−Δ(𝜏),Δ(𝜏) =
𝑛(𝑛+ 1)

2

(︂
1−

(︂
1− 1

𝑛

)︂𝜏)︂
.

2. Общие леммы

Лемма 1. Имеем

1)𝐽(𝑃 ;𝑛, 𝑘,Λ) =

1∫︁
0

· · ·
1∫︁

0

|𝑆(𝐴)|2𝑘 𝑒−2𝜋𝑖(𝛼1𝜆1+···+𝛼𝑛𝜆𝑛) 𝑑𝛼1 . . . 𝑑𝛼𝑛,

где

𝑆(𝐴) =
∑︁
𝑥≤𝑃

𝑒2𝜋𝑖𝑓(𝑥), 𝑓(𝑥) = 𝛼1𝑝1(𝑥) + · · ·+ 𝛼𝑛𝑝𝑛(𝑥);

2)𝐽(𝑃 ;𝑛, 𝑘,Λ) ≤ 𝐽(𝑃 ;𝑛, 𝑘,0) = 𝐽 ; 𝐽 ≤ 𝑃 2𝑘1𝐽(𝑃 ;𝑛, 𝑘 − 𝑘1,0);

3)
∑︁
Λ

𝐽(𝑃 ;𝑛, 𝑘,Λ) = 𝑃 2𝑘; |𝜆1| ≤ 𝑘𝑃 (1 + 𝑜(1)), . . . , |𝜆𝑛| ≤ 𝑘𝑃𝑛(1 + 𝑜(1));

4)|𝑆(𝐴)|2𝑘 =
∑︁
Λ

𝐽(𝑃 ;𝑛, 𝑘,Λ)𝑒2𝜋𝑖(𝛼1𝜆1+···+𝛼𝑛𝜆𝑛);

5)𝐽(𝑃 ;𝑛, 𝑘,0) ≥ (2𝑘)−𝑛𝑃 2𝑘−0,5𝑛(𝑛+1)(1 + 𝑜(1)).

Доказательство [15], с. 139-140.
Далее набор чисел 𝑥1, 𝑥3, . . . , 𝑥2𝑘−1 называют регулярным по модулю 𝑞, если ранг матрицы⎛⎝ 𝑝1(𝑥1) . . . 𝑝1(𝑥2𝑘−1)

. . . . . . . . .
𝑝𝑛(𝑥1) . . . 𝑝𝑛(𝑥2𝑘−1)

⎞⎠ ,

рассматриваемой по модулю 𝑞, является максимальным. В противном случае набор называют
сингулярным.

Лемма 2. а) Пусть 𝑥1, . . . , 𝑥2𝑘 — решение системы уравнений (1). Тогда для любого целого

числа 𝑎 набор чисел 𝑥1 + 𝑎, . . . , 𝑥2𝑘 + 𝑎, также является решением системы уравнений (1).

б) Пусть набор чисел 𝑥1, 𝑥3, . . . , 𝑥2𝑘−1 является регулярным (сингулярным) по простому

модулю 𝑞. Тогда для любого целого числа 𝑎 набор чисел 𝑥1 + 𝑎, 𝑥3 + 𝑎 . . . , 𝑥2𝑘−1 + 𝑎, также
является регулярным (сингулярным) по модулю 𝑞.
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Доказательство. Имеем

2𝑘∑︁
𝑗=1

(−1)𝑗𝑝𝑙(𝑥𝑗 + 𝑎) =
2𝑘∑︁
𝑗=1

(−1)𝑗
𝑙∑︁

𝑠=0

(︂
𝑙

𝑠

)︂
𝑝𝑠(𝑥𝑗)𝑝𝑠(𝑎) =

𝑙∑︁
𝑠=0

(︂
𝑙

𝑠

)︂
𝑝𝑠(𝑎)

2𝑘∑︁
𝑗=1

(−1)𝑗𝑝𝑠(𝑥𝑗) = 0.

Тем самым доказано утверждение а).
Утверждение б) следует из того, что после вычитания линейной комбинации строк матрица⎛⎝ 𝑝1(𝑥1) . . . 𝑝1(𝑥2𝑘−1)

. . . . . . . . .
𝑝𝑛(𝑥1) . . . 𝑝𝑛(𝑥2𝑘−1)

⎞⎠
приводится к матрице Вандермонда.

3. Лемма о числе решений полной системы сравнений

Лемма 3. Пусть 𝑝 — простое число, {𝑝𝑛(𝑥)} — последовательность многочленов биноми-

ального типа, 𝑇 — число решений системы сравнений вида⎧⎪⎨⎪⎩
𝑝1(𝑥1) + · · ·+ 𝑝(𝑥𝑛) ≡ 𝑝1(𝑦1) + · · ·+ 𝑝1(𝑦𝑛) (mod 𝑝),

. . . . . . . . . . . .

𝑝1(𝑥1) + · · ·+ 𝑝(𝑥𝑛) ≡ 𝑝𝑛(𝑦1) + · · ·+ 𝑝𝑛(𝑦𝑛) (mod 𝑝𝑛),

(2)

где неизвестные 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑦1, . . . , 𝑦𝑛 пробегают полную систему вычетов по модулю 𝑝𝑛 и на-

бор чисел 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 удовлетворяет условию регулярности по модулю 𝑝. Тогда имеет место

следующее неравенство

𝑇 ≤ 𝑛!𝑝2𝑛2−0,5𝑛(𝑛+1).

В частности, та же оценка справедлива для последовательности многочленов 𝑝𝑛(𝑥) = 𝑥𝑛, 𝑛≥0,
биномиального типа. Доказательство. Будем считать, что 𝑝 > 𝑛, так как в противном случае
нет наборов 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, удовлетворяющих условию регулярности по модулю 𝑝. Рассмотрим
0 ≤ 𝑥𝑠, 𝑦𝑠 < 𝑝𝑛, 1 ≤ 𝑠 ≤ 𝑛. Запишем каждое неизвестное в 𝑝-адической форме

𝑥𝑠 =
𝑛−1∑︁
𝜇=0

𝑥𝑠,𝜇𝑝
𝜇, 𝑦𝑠 =

𝑛−1∑︁
𝜇=0

𝑦𝑠,𝜇𝑝
𝜇, 0 ≤ 𝑥𝑠,𝜇, 𝑦𝑠,𝜇 < 𝑝, 𝑠 = 1, . . . , 𝑛.

Оценим сверху число решений 𝑇0 системы сравнений⎧⎪⎨⎪⎩
𝑝1(𝑥1,0) + · · ·+ 𝑝1(𝑥𝑛,0) ≡ 𝑝1(𝑦1,0) + · · ·+ 𝑝1(𝑦𝑛,0) (mod 𝑝),

. . . . . . . . . . . .

𝑝𝑛(𝑥1,0) + · · ·+ 𝑝𝑛(𝑥𝑛,0) ≡ 𝑝𝑛(𝑦1,0) + · · ·+ 𝑝𝑛(𝑦𝑛,0) (mod 𝑝),

для чего опустим условие регулярности по модулю 𝑝 на переменные 𝑥𝑠, 1 ≤ 𝑠 ≤ 𝑛.
Имеем 𝑇0 ≤ 𝑛!𝑝𝑛. Действительно, зафиксируем любой набор 0 ≤ 𝑦1,0, . . . , 𝑦𝑛,0 < 𝑝. Тогда

при некоторых 𝜆𝑠, 1 ≤ 𝑠 ≤ 𝑛 набор 0 ≤ 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 < 𝑝 является решением системы сравнений⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝑝1(𝑥1,0) + · · ·+ 𝑝1(𝑥𝑛,0) ≡ 𝜆1 (mod 𝑝),

. . . . . . . . . . . .

𝑝𝑛(𝑥1,0) + · · ·+ 𝑝𝑛(𝑥𝑛,0) ≡ 𝜆𝑛 (mod 𝑝),

.
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Число решений этой системы не превосходит 𝑛!.
Далее при 𝑛− 1 ≥ 𝜈 ≥ 1 положим

𝑢𝑠,𝜈 =

𝜈∑︁
𝜇=0

𝑝𝜇𝑥𝑠,𝜇 = 𝑢𝑠,𝜈−1 + 𝑝𝜈𝑥𝑠,𝜈 , 1 ≤ 𝑠 ≤ 𝑛.

Из системы сравнений (2) следует, что любое её решение 𝑥𝑠, 1 ≤ 𝑠 ≤ 𝑛, с условием регулярности
по модулю 𝑝 при любых фиксированных 𝑦𝑠, 1 ≤ 𝑠 ≤ 𝑛, и при некоторых 𝜆𝑠, 1 ≤ 𝑠 ≤ 𝑛,
удовлетворяет следующей системе сравнений 𝑊𝜈 вида⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

𝑝𝜈(𝑢1,𝜈) + · · ·+ 𝑝𝜈(𝑢𝑛,𝜈) ≡ 𝜆𝜈 (mod 𝑝𝜈+1),

. . . . . . . . . . . .

𝑝𝑛(𝑢1,𝜈) + · · ·+ 𝑝𝑛(𝑢𝑛,𝜈) ≡ 𝜆𝑛 (mod 𝑝𝜈+1),

.

Обозначим число её решений символом 𝑇 (𝑊𝜈).
Зафиксируем любое решение 𝑢𝑠,𝜈−1, 1 ≤ 𝑠 ≤ 𝑛 системы сравнений𝑊𝜈−1. Получим условия,

которым должны удовлетворять 𝑝-адические координаты 𝑥𝑠,𝜈 , 1 ≤ 𝑠 ≤ 𝑛. Находим

𝑝𝑡(𝑢𝑠,𝜈) ≡ 𝑝𝑡(𝑢𝑠,𝜈−1) + 𝑝𝜈𝑝′𝑡(𝑢𝑠,𝜈−1)𝑥𝑠,𝜈 (mod 𝑝𝜈+1), 𝜈 + 1 ≤ 𝑠 ≤ 𝑛.

Таким образом при некоторых 𝜆′𝑡, 𝜈 + 1 ≤ 𝑡 ≤ 𝑛, приходим к системе сравнений

𝑛∑︁
𝑠=1

𝑝′𝑡(𝑢𝑠,𝜈−1)𝑥𝑠,𝜈 ≡ 𝜆′𝑡, 𝜈 + 1 ≤ 𝑡 ≤ 𝑛, (3)

при условии, что 𝑢𝑠,𝜈−1, 1 ≤ 𝑠 ≤ 𝑛, удовлетворяют условию регулярности по модулю 𝑝.
Пусть 𝑇𝜈 обозначает число её решений. Тогда 𝑇 (𝑊𝜈) ≤ 𝑇𝜈𝑇 (𝑊𝜈−1). Система сравнений (3)

эквивалентна следующей системе сравнений

𝑛∑︁
𝑠=1

𝑝′𝑡(𝑥𝑠,0)𝑥𝑠,𝜈 ≡ 𝜆′𝑡 (mod 𝑝), 𝜈 + 1 ≤ 𝑡 ≤ 𝑛, (3).

Поскольку строки матрицы ⎛⎝ 𝑝′𝜈+1(𝑥1,0) . . . 𝑝′𝜈+1(𝑥𝑛,0)
. . . . . . . . .

𝑝′𝑛(𝑥1,0) . . . 𝑝′𝑛(𝑥𝑛,0)

⎞⎠
линейно независимы по модулю 𝑝 (условие регулярности), имеем следующую оценку 𝑇𝜈 ≤ 𝑝𝜈 .

Следовательно,

𝑇 ≤ 𝑝𝑛2
𝑇0 . . . 𝑇𝑛−1 ≤ 𝑛!

𝑛−1∏︁
𝜈=0

𝑝𝜈 = 𝑛!𝑝2𝑛
2−0,5𝑛(𝑛+1).

Лемма доказана.

4. Рекуррентное неравенство

Лемма 4. Пусть 𝑛 ≥ 2, 𝑘 ≥ 2𝑛, 𝑃 ≥ 1, 𝐽(𝑃 ;𝑛, 𝑘) — число решений системы диофанто-

вых уравнений (1). Тогда существует число 𝑝 такое, что 𝑃 1/𝑛 ≤ 𝑝 ≤ 2𝑃 1/𝑛, и справедливо

неравенство

𝐽(𝑃 ;𝑛, 𝑘) ≤ 2𝑘2𝑛𝑝2(𝑘−𝑛)+2𝑛2−0,5𝑛(𝑛+1)𝐽(𝑃1;𝑛, 𝑘 − 𝑛) + 22𝑛
2+1𝑛2𝑘𝑃 2(𝑛−1),



Теорема о среднем значении тригонометрических сумм . . . 409

где 𝑃1 = 𝑃𝑝−1 + 1.
Доказательство. Теорема очевидно справедлива при 𝑃 ≤ 2𝑛𝑛2𝑛, поскольку второе сла-

гаемое в неравенстве утверждения леммы превосходит 𝑃 2𝑘. Поэтому в дальнейшем будем
считать, что 𝑃 > 2𝑛𝑛2. Тогда на отрезке [𝑃 1/𝑛, 2𝑃 1/𝑛] будет находиться не менее 𝑛 различных
простых чисел: 𝑝1 < 𝑝2 < · · · < 𝑝𝑛.

Запишем величину 𝐽(𝑃 ;𝑛, 𝑘) в следующем виде

𝐽(𝑃 ;𝑛, 𝑘) =

1∫︁
0

· · ·
1∫︁

0

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒∑︁
𝑥≤𝑃

𝑒2𝜋𝑖𝛼1𝑝1(𝑥)+···+𝛼𝑛𝑝𝑛(𝑥)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
2𝑘

𝑑𝛼1 . . . 𝑑𝛼𝑛 =

=

1∫︁
0

· · ·
1∫︁

0

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ∑︁
𝑥1≤𝑃

∑︁
𝑥3≤𝑃

· · ·
∑︁

𝑥2𝑘−1≤𝑃
𝑒2𝜋𝑖(𝐹 (𝑥1)+𝐹 (𝑥3)···+𝐹 (𝑥2𝑘−1))

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
2

𝑑𝛼1 . . . 𝑑𝛼𝑛,

где

𝐹 (𝑥) =
𝑛∑︁
𝑠=1

𝛼𝑠𝑝𝑠(𝑥).

Все наборы 𝑥1, 𝑥3, . . . , 𝑥2𝑘−1 разобьём на две совокупности 𝐴 и 𝐵. В первую совокупность
𝐴 отнесём те из них, которые хотя бы при одном 𝑝𝑠, 1 ≤ 𝑠 ≤ 𝑛, удовлетворяют условию
регулярности по модулю 𝑝𝑠 = 𝑝. Остальные наборы отнесём ко второй совокупности 𝐵. Тогда
в понятной символической записи имеем

𝐽(𝑃 ;𝑛, 𝑘) =

1∫︁
0

· · ·
1∫︁

0

⃒⃒⃒⃒
⃒∑︁
𝐴

+
∑︁
𝐵

⃒⃒⃒⃒
⃒
2

𝑑𝛼1 . . . 𝑑𝛼𝑛 ≤ 2𝐽1 + 2𝐽2,

где

𝐽1 =

1∫︁
0

· · ·
1∫︁

0

⃒⃒⃒⃒
⃒∑︁
𝐴

⃒⃒⃒⃒
⃒
2

𝑑𝛼1 . . . 𝑑𝛼𝑛, 𝐽2 =

1∫︁
0

· · ·
1∫︁

0

⃒⃒⃒⃒
⃒∑︁
𝐵

⃒⃒⃒⃒
⃒
2

𝑑𝛼1 . . . 𝑑𝛼𝑛.

Перейдём к оценке 𝐽1. Совокупность 𝐴 наборов 𝑥1, 𝑥3, . . . , 𝑥2𝑘−1 разобьём на 𝑛 непересе-
кающихся подсовокупностей 𝐴1, . . . , 𝐴𝑛 в соответствии с числом 𝑝𝑠, 1 ≤ 𝑠 ≤ 𝑛, по которому
набор 𝑥1, 𝑥3, . . . , 𝑥2𝑘−1 является регулярным по модулю 𝑝𝑠. Если набор является регулярным
для нескольких 𝑝𝑠, то отнесём его в подсовокупность с наименьшим из таких 𝑠. Имеем

𝐽1 =

1∫︁
0

· · ·
1∫︁

0

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑛∑︁
𝑠=1

∑︁
𝐴𝑠

⃒⃒⃒⃒
⃒
2

𝑑𝛼1 . . . 𝑑𝛼𝑛 ≤ 𝑛
𝑛∑︁
𝑠=1

1∫︁
0

· · ·
1∫︁

0

⃒⃒⃒⃒
⃒∑︁
𝐴𝑠

⃒⃒⃒⃒
⃒
2

𝑑𝛼1 . . . 𝑑𝛼𝑛 ≤ 𝑛2𝐽0,

где 𝐽0 обозначает наибольшее из значений интегралов

1∫︁
0

· · ·
1∫︁

0

⃒⃒⃒⃒
⃒∑︁
𝐴𝑠

⃒⃒⃒⃒
⃒
2

𝑑𝛼1 . . . 𝑑𝛼𝑛, 𝑝 = 𝑝𝑠, 𝐴𝑠 = 𝐴0.

Поскольку набор 𝑥1, 𝑥3, . . . , 𝑥2𝑘−1 является регулярным по модулю 𝑝, найдутся в этом наборе
𝑛 чисел 𝑥𝑗1 , 𝑥𝑗2 , . . . , 𝑥𝑗𝑛 , таких, что определитель матрицы⎛⎜⎜⎝

𝑝1(𝑥𝑗1) 𝑝1(𝑥𝑗2) . . . 𝑝1(𝑥𝑗𝑛)
𝑝2(𝑥𝑗1) 𝑝2(𝑥𝑗2) . . . 𝑝2(𝑥𝑗𝑛)
. . . . . . . . . . . .

𝑝𝑛(𝑥𝑗1) 𝑝𝑛(𝑥𝑗2) . . . 𝑝𝑛(𝑥𝑗𝑛)

⎞⎟⎟⎠
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отличен от нуля по модулю 𝑝. Без ограничения общности можно считать, что 𝑗1 = 1, 𝑗2 = 3, . . . ,
𝑗𝑛 = 2𝑛 − 1, так как перестановка столбцов матрицы не влияет на справедливость условия
регулярности по модулю 𝑝. Следовательно,

𝐽0 ≤
(︂
𝑘

𝑛

)︂2
1∫︁

0

· · ·
1∫︁

0

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒{∑︁

𝑥1

∑︁
𝑥3

· · ·
∑︁
𝑥2𝑛−1

}′
∑︁
𝑥2𝑛+1

· · ·
∑︁
𝑥2𝑘−1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
2

𝑑𝛼1 . . . 𝑑𝛼𝑛,

где штрих в знаке суммы означает, что суммирование по соответствующим переменным от-
вечает условию регулярности по модулю 𝑝, а суммирование по переменным 𝑥2𝑛+1, . . . , 𝑥2𝑘−1

ведётся по сплошным промежуткам от 1 до 𝑃.
Представим 𝑥𝑗 , 𝑗 = 2𝑛+ 1, . . . , 2𝑘 − 1, в виде

𝑥𝑗 = 𝑦𝑗 + 𝑝𝑧𝑗 , 1 ≤ 𝑦𝑗 ≤ 𝑝, 0 ≤ 𝑧𝑗 ≤ 𝑃𝑝−1.

Тогда ⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ′∑︁
𝐴0

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
2

=

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒{∑︁

𝑥1

∑︁
𝑥3

· · ·
∑︁
𝑥2𝑛−1

}′
∑︁
𝑥2𝑛+1

· · ·
∑︁
𝑥2𝑘−1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
2

=

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒{∑︁

𝑥1

∑︁
𝑥3

· · ·
∑︁
𝑥2𝑛−1

}′
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
2 ⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 𝑝∑︁
𝑦=1

∑︁
𝑧≤𝑃𝑝−1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
2(𝑘−𝑛)

.

Воспользуемся неравенством Гёльдера. Находим⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ′∑︁
𝐴0

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
2

≤ 𝑝2(𝑘−𝑚)−1
𝑝∑︁
𝑦=1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒{∑︁

𝑥1

∑︁
𝑥3

· · ·
∑︁
𝑥2𝑛−1

}′
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
2 ⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ∑︁
𝑧≤𝑃𝑝−1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
2(𝑘−𝑛)

.

Отсюда имеем

𝐽0 ≤
(︂
𝑘

𝑛

)︂2

𝑝2(𝑘−𝑛)max
𝑦

𝐽00, 𝐽00 =

1∫︁
0

· · ·
1∫︁

0

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒{∑︁

𝑥1

∑︁
𝑥3

· · ·
∑︁
𝑥2𝑛−1

}′
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
2 ⃒⃒⃒⃒
⃒∑︁
𝑧

⃒⃒⃒⃒
⃒
2(𝑘−𝑛)

𝑑𝛼1 . . . 𝑑𝛼𝑛.

Величина интеграла 𝐽00 равна при некотором 𝑦 = 𝑦0 числу решений следующей системы
диофантовых уравнений

2𝑛∑︁
𝑗=1

(−1)𝑗𝑝𝑡(𝑥𝑗) =
2𝑘∑︁

𝑗=2𝑛+1

(−1)𝑗𝑝𝑡(𝑦0 + 𝑝𝑧𝑗), 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑛,

где неизвестные 𝑥1, 𝑥3, . . . , 𝑥2𝑛−1 удовлетворяют условию регулярности по модулю 𝑝, а неиз-
вестные 𝑧𝑗 , 2𝑛 + 1 ≤ 𝑗 ≤ 2𝑘 пробегают сплошные промежутки целых чисел от нуля до 𝑃𝑝−1.
По лемме 2 с сохранением условия регулярности решения предыдущей системы уравнений
являются решениями следующей системы уравнений

2𝑛∑︁
𝑗=1

(−1)𝑗𝑝𝑡(𝑥𝑗 − 𝑦0) =
2𝑘∑︁

𝑗=2𝑛+1

(−1)𝑗𝑝𝑡(𝑝𝑧𝑗), 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑛,

Отсюда имеем эквивалентную систему уравнений

2𝑛∑︁
𝑗=1

(−1)𝑗(𝑥𝑗 − 𝑦0)𝑡 = 𝑝𝑡
2𝑘∑︁

𝑗=2𝑛+1

(−1)𝑗𝑧𝑡𝑗 , 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑛, (4)
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Пусть 𝐽*(𝑃𝑝−1;𝑛, 𝑘 −𝑚,Λ) обозначает число решений системы уравнений вида

2𝑘∑︁
𝑗=2𝑛+1

(−1)𝑗𝑧𝑡𝑗 = 𝜆𝑡, 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑛,

где Λ — набор фиксированных целых чисел 𝜆𝑡, 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑛, а неизвестные 𝑧𝑗 изменяются в
пределах 0 ≤ 𝑧𝑗 ≤ 𝑃𝑝−1, 2𝑛+ 1 ≤ 𝑗 ≤ 2𝑘. Тогда из леммы 1 получим

𝐽*(𝑃𝑝−1;𝑛, 𝑘 −𝑚,Λ) ≤ 𝐽*(𝑃𝑝−1;𝑛, 𝑘 −𝑚,0) = 𝐽*
1 (𝑃1;𝑛, 𝑘 −𝑚,0) =

= 𝐽(𝑃1;𝑛, 𝑘 −𝑚,0) = 𝐽(𝑃1;𝑛, 𝑘 −𝑚),

где 𝐽*
1 (𝑃1;𝑛, 𝑘 −𝑚,0) — число решений предыдущей системы уравнений, но неизвестные 𝑧𝑗 в

ней пробегают целые значения от 1 до 𝑃1.

Следовательно, из системы уравнений (4) имеем

𝐽00 ≤ 𝑇𝐽(𝑃1;𝑛, 𝑘 −𝑚).

Далее, поскольку

𝑇 ≤ 𝑛!𝑝2𝑛2−0,5𝑛(𝑛+1),

находим

𝐽1 ≤ 𝑛2𝑛!
(︂
𝑘

𝑛

)︂2

𝑝2(𝑘−𝑛)+2𝑛2−0,5𝑛(𝑛+1)𝐽(𝑃1;𝑛, 𝑘 − 𝑛) ≤ 𝑘2𝑛𝑝2(𝑘−𝑛)+2𝑛2−0,5𝑛(𝑛+1)𝐽(𝑃1;𝑛, 𝑘 − 𝑛).

Перейдём к оценке 𝐽2. Оценим число 𝑈 элементов в совокупности 𝐵. Набор чисел
𝑥1, 𝑥3, . . . , 𝑥2𝑘−1 относится к совокупности 𝐵, если при 𝑘 ≥ 𝑛 матрица⎛⎜⎜⎝

𝑝1(𝑥1) 𝑝1(𝑥3) . . . 𝑝1(𝑥2𝑘−1)
𝑝2(𝑥1) 𝑝2(𝑥3) . . . 𝑝2(𝑥2𝑘−1)
. . . . . . . . . . . .

𝑝𝑛(𝑥1) 𝑝𝑛(𝑥3) . . . 𝑝𝑛(𝑥2𝑘−1)

⎞⎟⎟⎠
имеет для всякого 𝑠, 1 ≤ 𝑠 ≤ 𝑛, ранг по модулю 𝑝𝑠 меньший, чем 𝑛. Другими словами, для
всякого 𝑠 найдётся свой набор чисел 𝑐

(𝑠)
1 , . . . , 𝑐

(𝑠)
𝑛 из полной системы вычетов по модулю 𝑝𝑠

такой, что имеют место сравнения

𝑛∑︁
𝑡=1

𝑐
(𝑠)
𝑡 𝑝𝑡(𝑥𝑗) ≡ 0 (mod 𝑝𝑠), 𝑥𝑗 ≡ 𝑥𝑗(𝑝𝑠) (mod 𝑝𝑠), 𝑗 = 1, 3, . . . , 2𝑘 − 1,

причём не все 𝑐(𝑠)𝑡 сравнимы с 0 по модулю 𝑝𝑠, 𝑐
(𝑠)
1 = 0 или 1. При фиксированных наборах

𝑐
(𝑠)
𝑡 , 1 ≤ 𝑡 ≤ 𝑛, каждое из сравнений имеет не более 𝑛 решений. Отсюда, используя китайскую
теорему об остатках, находим

𝑈 ≤
𝑛∏︁
𝑠=1

(︁
2𝑝𝑛−1
𝑠 𝑛𝑘

)︁
≤ 2𝑛

2
𝑛𝑘𝑃𝑛−1, 𝐽2 ≤ 𝑈2 ≤ 22𝑛

2
𝑛2𝑘𝑃 2(𝑛−1).

Лемма 4 доказана.
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5. Доказательство теоремы 1

Проведём ндукцию по параметру 𝜏. Очевидно, что утверждение справедливо при 𝜏 = 0.
Предположим, что утверждение теоремы имеет место при 𝜏 = 𝑚. Докажем его при 𝜏 = 𝑚+1.
Так как 𝑘 ≥ 𝑛(𝑚+ 1), то из леммы 1 находим

𝐽(𝑃 ;𝑛, 𝑘) ≤ 𝑃 2(𝑘−𝑛(𝑚+1))𝐽(𝑃 ;𝑛, 𝑛(𝑚+ 1)).

Воспользуемся рекуррентным неравенством из леммы 4. Получим

𝐽(𝑃 ;𝑛, 𝑛(𝑚+ 1)) ≤ 2(𝑛(𝑚+ 1))2𝑛𝑝2𝑛𝑚+2𝑛2−0,5𝑛(𝑛+1)𝐽(𝑃1;𝑛, 𝑛𝑚) + 22𝑛
2+1𝑛2𝑛(𝑚+1)𝑃 2(𝑛−1),

где 𝑃1 = 𝑃𝑝−1 + 1.
По предположению индукции имеем

𝐽(𝑃1;𝑛, 𝑛𝑚) ≤ 𝐷(𝑚)𝑃
2𝑛𝑚−0,5𝑛(𝑛+1)+0,5𝑛(𝑛+1)(1−1/𝑛)𝑚

1 .

Следовательно,
𝐽(𝑃 ;𝑛, 𝑛(𝑚+ 1)) ≤ 𝐼1 + 𝐼2,

где

𝐼1 = 2(𝑛(𝑚+ 1))2𝑛𝐷(𝑚)𝑝2𝑛𝑚+2𝑛2−0,5𝑛(𝑛+1)𝑃
2𝑛𝑚−0,5𝑛(𝑛+1)+𝛿(𝑚)
1 , 𝛿(𝑚) = 0, 5𝑛(𝑛+ 1)(1− 1/𝑛)𝑚,

𝐼2 = 22𝑛
2+1𝑛2𝑛(𝑚+1)𝑃 2(𝑛−1).

Оценим 𝐼1. Считаем, что 𝑃 ≥ (2𝑛𝑚)2, так как в противном случае утверждение теоремы
тривиально. Преобразуя 𝐼1, находим

𝐼1 = 2(𝑛(𝑚+ 1))2𝑛𝐷(𝑚)𝑝2𝑛𝑚+2𝑛2−0,5𝑛(𝑛+1)−2𝑛𝑚+0,5𝑛(𝑛+1)−𝛿(𝑚)×

×𝑃 2𝑛𝑚−0,5𝑛(𝑛+1)+0,5𝑛(𝑛+1)(1−1/𝑛)𝑚(1 + 𝑝𝑃−1)2𝑛𝑚−0,5𝑛(𝑛+1)+0,5𝑛(𝑛+1)(1−1/𝑛)𝑚 .

Поскольку
(1 + 𝑝𝑃−1)2𝑛𝑚−0,5𝑛(𝑛+1)+0,5𝑛(𝑛+1)(1−1/𝑛)𝑚 < 𝑒 < 3,

получим
𝐼1 ≤ 6(𝑛(𝑚+ 1))2𝑛𝐷(𝑚)𝑝2𝑛

2−𝛿(𝑚)𝑃 2𝑛𝑚−0,5𝑛(𝑛+1)+0,5𝑛(𝑛+1)(1−1/𝑛)𝑚 ≤

≤ 8(𝑛(𝑚+1))2𝑛22𝑛
2
𝐷(𝑚)𝑃 2𝑛(𝑚+1)−0,5𝑛(𝑛+1)+0,5𝑛(𝑛+1)(1−1/𝑛)𝑚+1 ≤ 0, 5𝐷(𝑚+1)𝑃 2𝑛(𝑚+1)−Δ(𝑚+1).

Оценим 𝐼2. Имеем

𝐼2 = 22𝑛
2+1𝑛2𝑛(𝑚+1)𝑃 2(𝑛−1) ≤ 0, 5𝐷(𝑚+ 1)𝑃 2𝑛(𝑚+1)−Δ(𝑚+1).

Теорема доказана.

6. Вывод оценки суммы по последовательности многочленов би-
номиального типа

Пусть 𝛼𝑠, 1 ≤ 𝑠 ≤ 𝑛, — произвольные действительные числа, 𝑝𝑠(𝑥), 𝑠 ≥ 0, — последова-
тельность многочленов биномиального типа, 𝑃 > 1. Рассмотрим тригонометрическую сумму
вида

𝑆 =
∑︁
𝑥≤𝑃

𝑒2𝜋𝑖𝑓(𝑥), 𝑓(𝑥) =
𝑛∑︁
𝑠=1

𝛼𝑠𝑝𝑠(𝑥).
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Тогда справедливо следующее утверждение.
Теорема 2. Пусть 𝑛, 𝑘1, 𝑘2 — натуральные числа, 𝑃 > 1, 𝑌 > 1 — действительные числа,

Λ,𝑀 — целочисленные наборы вида (𝜆1, . . . , 𝜆𝑛) и (𝜇1, . . . , 𝜇𝑛), причём |𝜆𝑟| ≤ 𝑘1𝑃 𝑟, |𝜇𝑟| ≤ 𝑘2𝑌 𝑟,

1 ≤ 𝑟 ≤ 𝑛. Тогда

|𝑆|4𝑘1𝑘2 ≤ 24𝑘1𝑘2𝑃 2𝑘1(2𝑘2−1)𝑌 2𝑘1(2𝑘2−1)𝐽(𝑃 ;𝑛, 𝑘1)𝐽(𝑌 ;𝑛, 𝑘2)𝑊0 + (2𝑌 )4𝑘1𝑘2 ,

где

𝑊0 =
∑︁
𝑀

⃒⃒⃒⃒
⃒∑︁

Λ

𝑒2𝜋𝑖𝑔(𝑀,Λ)

⃒⃒⃒⃒
⃒ , 𝑔(𝑀,Λ) =

𝑛∑︁
𝑠=1

𝛼𝑠

𝑠∑︁
𝑡=0

(︂
𝑠

𝑡

)︂
𝜆𝑠−𝑡𝜇𝑡.

Доказательство. В сумме 𝑆 произведём сдвиг промежутка суммирования. Получим

𝑆 = 𝑌 −1𝑊 + 2𝜃𝑌,𝑊 =
𝑌∑︁
𝑦=1

∑︁
𝑥≤𝑃

𝑒2𝜋𝑖𝑓(𝑥+𝑦), |𝜃| ≤ 1.

Далее, используя неравенство Гёльдера, находим

|𝑊 |2𝑘1 ≤ 𝑌 2𝑘1−1
𝑌∑︁
𝑦=1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒∑︁
𝑥≤𝑃

𝑒2𝜋𝑖𝑓(𝑥+𝑦)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
2𝑘1

= 𝑌 2𝑘1−1𝑊1.

𝑓(𝑥+ 𝑦) =
𝑛∑︁
𝑠=1

𝛼𝑠

𝑠∑︁
𝑡=0

(︂
𝑠

𝑡

)︂
𝑝𝑡(𝑦)𝑝𝑠−𝑡(𝑥).

Преобразуем сумму 𝑊1. Имеем

𝑊1 ≤
𝑌∑︁
𝑦=1

∑︁
𝑥1,...,𝑥2𝑘1≤𝑃

𝑒2𝜋𝑖𝑔(𝑦,Λ) =
∑︁
Λ

𝐽(𝑝;𝑛, 𝑘1)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 𝑌∑︁
𝑦=1

𝑒2𝜋𝑖𝑔(𝑦,Λ)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ =𝑊2,

𝑔(𝑦,Λ) =
𝑛∑︁
𝑠=1

𝛼𝑠

𝑠∑︁
𝑡=0

(︂
𝑠

𝑡

)︂
𝑝𝑡(𝑦)𝜆𝑠−𝑡,

𝜆𝑟 =
2𝑘∑︁
𝑗=1

(−1)𝑗𝑝𝑟(𝑥𝑗), 0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑛.

Вновь, используя неравенство Гёльдера, приходим к оценке

|𝑊2|2𝑘2 ≤

(︃∑︁
Λ

𝐽(𝑃 ;𝑛, 𝑘1,Λ)

)︃2𝑘2−1∑︁
Λ

𝐽(𝑃 ;𝑛, 𝑘1,Λ)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 𝑌∑︁
𝑦=1

𝑒2𝜋𝑖𝑔(𝑦,Λ)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
2𝑘2

≤

≤ 𝑃 2𝑘1(2𝑘2−1)𝐽(𝑃 ;𝑛, 𝑘1)
∑︁
Λ

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 𝑌∑︁
𝑦=1

𝑒2𝜋𝑖𝑔(𝑦,Λ)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
2𝑘2

=𝑊3,

Собирая вместе соответствующие слагаемые в 𝑊3, окончательно получим

𝑊3 ≤ 𝐽(𝑌 ;𝑛, 𝑘2)
∑︁
𝑀

⃒⃒⃒⃒
⃒∑︁

Λ

𝑒2𝜋𝑖𝑔(𝑀,Λ)

⃒⃒⃒⃒
⃒ ,
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𝑔(𝑀,Λ) =
𝑛∑︁
𝑠=1

𝛼𝑠

𝑠∑︁
𝑡=0

(︂
𝑠

𝑡

)︂
𝜆𝑠−𝑡𝜇𝑡.

Теорема 2 доказана.
В частности, если положить 𝛼1 = · · · = 𝛼𝑛−1 = 0, 𝛼𝑛 = 𝛼, в теореме 2 будем иметь

𝑊0 ≤
∑︁

𝜇1,...,𝜇𝑛

𝑛∏︁
𝑡=0

min

(︃
2𝑘1𝑃

𝑡,
1

2‖
(︀
𝑛
𝑡

)︀
𝛼𝜇𝑛−𝑡‖

)︃
,

где функция ‖𝑥‖ обозначает расстояние до ближайшего целого числа 𝑥.
Применение теоремы 1 в этом случае приводит к оценке

|𝑆| ≪ 𝑃 1−𝜌, 𝜌 =
𝛾

𝑛2 ln𝑛
,

где 𝛾 > 0 — некоторая постоянная.

7. Заключение

В настоящей работе дано обобщение теоремы И.М.Виноградова о среднем на последова-
тельность многочленов 𝑝𝑛(𝑥), 𝑛 ≥ 0, биномиального типа, т.е. многочлены имеют представле-
ние в виде

𝑝𝑛(𝑥+ 𝑦) =
𝑛∑︁
𝑘=0

(︂
𝑛

𝑘

)︂
𝑝𝑘(𝑥)𝑝𝑛−𝑘(𝑦),

Заметим, что теорема И.М.Виноградова имеет дело с последовательностью 𝑥𝑛, 𝑛 ≥ 0, бино-
миального типа. Представляется интересным получение нетривиальных оценок тригономет-
рических сумм вида

𝑆 =
∑︁
𝑥≤𝑃

𝑒2𝜋𝑖(𝛼1𝐹1(𝑥)+···+𝛼𝑛𝐹𝑛(𝑥)),

где 𝛼1, . . . , 𝛼𝑛 — произвольные действительные числа, а 𝐹𝑛(𝑥) — последовательность целознач-
ных многочленов.
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