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Аннотация

В работе рассматриваются топологические характеристики многозначных отображе-
ний, которые могут быть представлены в виде конечной композиции отображений с асфе-
ричными значениями. Для такого рода случайных отображений, уплотняющих относи-
тельно некоторой абстрактной меры некомпактности, вводится случайный индекс непо-
движных точек, описываются его свойства и даются применения к теоремам о неподвиж-
ной точке. Определяется топологическая степень совпадения для уплотняющей пары, со-
стоящей из линейного фредгольмова оператора нулевого индекса и многозначного отобра-
жения указанного выше класса. В последнем разделе указаны возможности распростра-
нения этой теории на случайные уплотняющие пары.
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Abstract

In the paper the topological characteristics of multivalued mappings that can be represented
as a finite composition of mappings with aspherical values are considered. For such random
mappings, condensing with respect to some abstract measure of noncompactness, a random
index of fixed points is introduced, its properties are described and applications to fixed-point
theorems are given. The topological coincidence degree is defined for a condensing pair consisting
of a linear Fredholm operator of zero index and a multivalued mapping of the above class. In
the last section possibilities of extending this theory to random condensing pairs are shown.
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1. Введение

Характеристики типа топологической степени для многозначных отображений находят
широкие применения не только внутри многозначного анализа и теории неподвижных точек,
но и в теории дифференциальных включений, теории колебаний, устойчивости и ветвления
траекторий обобщенных динамических систем, теории игр, математической экономике и дру-
гих разделах современной математики. За последние десятилетия такие характеристики были
описаны и изучены для различных классов многозначных отображений, включая отображе-
ния с выпуклыми и невыпуклыми значениями, компактные и удовлетворяющие различным
условиям типа уплотняемости, а также случайные многозначные отображения (см, например,
[1] - [3], [5], [8], [10] - [11], [13] - [16] и имеющуюся там библиографию).
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Настоящая работа продолжает исследования в этом направлении. В ней рассматривают-
ся многозначные отображения, которые могут быть представлены в виде конечной компо-
зиции отображений с асферичными значениями. Для такого рода случайных отображений,
уплотняющих относительно некоторой абстрактной меры некомпактности, вводится случай-
ный индекс неподвижных точек, описываются его свойства и даются применения к теоремам
о неподвижной точке. На этой основе далее определяется топологическая степень совпадения
для уплотняющей пары, состоящей из линейного фредгольмова оператора нулевого индекса
и многозначного отображения указанного выше класса. В последнем разделе указано как эта
теория может быть распространена на случайные уплотняющие пары.

2. Предварительные сведения

2.1. Многозначные отображения

Напомним некоторые понятия теории многозначных отображений, используемые в даль-
нейшем (см., например, [1], [3], [10], [11], [13]).

Пусть 𝑋 и 𝑌 — метрические пространства. Символами 𝐶(𝑌 ) [𝐾(𝑌 )] мы будем обозначать
совокупности всех непустых замкнутых [соответственно, компактных] подмножеств 𝑌.

Определение 1. Многозначное отображение (мультиотображение) ℱ : 𝑋 → 𝐶(𝑌 )
называется полунепрерывным сверху (п.н.св.) [полунепрерывным снизу (п.н.сн.)] , если для
любого открытого [соответственно, замкнутого] множества 𝑊 ⊂ 𝑌

ℱ−1(𝑊 ) = {𝑥 ∈ 𝑋 : ℱ(𝑥) ⊂𝑊}

- открытое [соответственно, замкнутое] подмножество 𝑋. Если мультиотображение ℱ
полунепрерывно и сверху и снизу, то оно называется непрерывным.

Отметим следующие свойства.

Предложение 1. Пусть ℱ : 𝑋 → 𝐾(𝑌 ) — п.н.св. мультиотображение. Если 𝐴 ⊂ 𝑋 —
компактное множество, то его образ ℱ(𝐴) — компактное подмножество 𝑌.

Предложение 2. Пусть 𝑋,𝑌 и 𝑍 — метрические пространства; ℱ0 : 𝑋 → 𝐾(𝑌 ) и
ℱ1 :𝑌 →𝐾(𝑍) — п.н.св. [п.н.сн.] мультиотображения. Тогда композиция ℱ1∘ℱ0 :𝑋→𝐾(𝑍)—
п.н.св. [соответственно, п.н.сн.] мультиотображение.

Определение 2. Мультиотображение ℱ : 𝑋 → 𝐾(𝑌 ) называется компактным, если
его область значений ℱ(𝑋) — относительно компактное подмножество 𝑌.

Пусть (Ω,Σ) — полное измеримое пространство.

Определение 3. Мультиотображение ℱ : Ω → 𝐶(𝑌 ) называется измеримым, если
ℱ−1(𝑉 ) ∈ Σ для любого открытого множества 𝑉 ⊂ 𝑌 .

Пусть 𝑋,𝑌 — сепарабельные метрические пространства.

Определение 4. Мультиотображение ℱ : Ω × 𝑋 → 𝐶(𝑌 ) называется случайным 𝑢-
мультиотображением, если

(𝑖) ℱ измеримо относительно минимальной 𝜎-алгебры, порожденной Σ × 𝐵(𝑋), где
𝐵(𝑋) — совокупность всех борелевских подмножеств 𝑋;

(𝑖𝑖) для любого 𝜔 ∈ Ω мультиотображение ℱ(𝜔, ·) : 𝑋 → 𝐶(𝑌 ) п.н.св.
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Определение 5. Мультиотображение ℱ : Ω ×𝑋 → 𝐶(𝑌 ) называется мультиотобра-
жением Каратеодори, если

(𝑖) для любого 𝑥 ∈ 𝑋 мультиотображение ℱ(·, 𝑥) : Ω→ 𝐶(𝑌 ) измеримо;

(𝑖𝑖) для любого 𝜔 ∈ Ω мультиотображение ℱ(𝜔, ·) : 𝑋 → 𝐶(𝑌 ) непрерывно.

Справедливо следующее утверждение (см. [11], Proposition 7.9).

Предложение 3. Если ℱ : Ω×𝑋 → 𝐶(𝑌 ) — мультиотображение Каратеодори, то оно
измеримо.

Это утверждение означает, в частности, что всякое мультиотображение Каратеодори яв-
ляется случайным 𝑢-мультиотображением.

Определение 6. Пусть 𝐴 ⊆ 𝑋 — замкнутое множество. Измеримое отображение
𝜉 : Ω → 𝐴 называется случайной неподвижной точкой мультиотображения ℱ : Ω × 𝐴 →
→ 𝐶(𝑋), если

𝜉(𝜔) ∈ ℱ(𝜔, 𝜉(𝜔))

для всех 𝜔 ∈ Ω.

Предложение 4. ([10], Proposition 31.3). Пусть ℱ : Ω × 𝐴 → 𝐶(𝑋) — случайное 𝑢-
мультиотображение такое, что для каждого 𝜔 ∈ Ω множество неподвижных точек

𝐹𝑖𝑥ℱ(𝜔, ·) = {𝑥 ∈ 𝑋 : 𝑥 ∈ ℱ(𝜔, 𝑥)}

непусто. Тогда ℱ имеет случайную неподвижную точку.

2.2. 𝐽 𝑐-мультиотображения

Для описания класса мультиотображений, который мы будем рассматривать, напомним
некоторые понятия.

Для заданного подмножества 𝐴 метрического пространства 𝑌 и 𝜀 > 0 символом 𝑂𝜀(𝐴)
обозначим 𝜀-окрестность 𝐴.

Определение 7. (см., например [6], [1], [10]) Непустое компактное подмножество 𝐴
метрического пространства 𝑌 называется асферичным (или 𝑈𝑉∞-множеством), если для
любого 𝜀 > 0 найдется 𝛿, 0 < 𝛿 < 𝜀 такое, что для всякого 𝑛 = 0, 1, 2, . . . каждое непрерыв-
ное отображение 𝑔 : 𝑆𝑛 → 𝑂𝛿 (𝐴) может быть продолжено до непрерывного отображения̃︀𝑔 : 𝐵𝑛+1 → 𝑂𝜀 (𝐴), где 𝑆

𝑛 =
{︀
𝑥 ∈ R𝑛+1 : ‖𝑥‖ = 1

}︀
и 𝐵𝑛+1 =

{︀
𝑥 ∈ R𝑛+1 : ‖𝑥‖ ≤ 1

}︀
.

Определение 8. (см. [12]) Непустое компактное пространство 𝐴 называется 𝑅𝛿-
множеством, если оно может быть представлено как пересечение убывающей последова-
тельности компактных стягиваемых пространств.

Определение 9. П.н.св. мультиотображение ℱ : 𝑋 → 𝐾 (𝑌 ) называется 𝐽-мульти-
отображением (ℱ ∈ 𝐽 (𝑋,𝑌 )), если каждое значение ℱ (𝑥), 𝑥 ∈ 𝑋 является асферичным
множеством.

Напомним (см., например, [4], [10]), что метрическое пространство 𝑍 называается абсолют-
ным ретрактом (𝐴𝑅-пространством) [соответственно, абсолютным окрестностным ретрактом
(𝐴𝑁𝑅-пространством)], если для каждого гомеоморфизма ℎ, отображающего его на замкнутое
подмножество метрического пространства 𝑍 ′, множество ℎ(𝑍) является ретрактом 𝑍 ′ [соответ-
ственно, некоторой своей открытой окрестности в 𝑍 ′]. Отметим, что класс 𝐴𝑁𝑅-пространств
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достаточно широк: в частности, компактное подмножество конечномерного пространства яв-
ляется 𝐴𝑁𝑅-пространством тогда и только тогда, когда оно локально стягиваемо. В свою
очередь, это означает, что компактные полиэдры и компактные конечномерные многообразия
являются 𝐴𝑁𝑅-пространствами. Объединение конечного числа выпуклых замкнутых подмно-
жеств нормированного пространства также является 𝐴𝑁𝑅-пространством.

Предложение 5. (см. [10]) Пусть 𝑍 — 𝐴𝑁𝑅-пространство. В каждом из следующих
случаев п.н.св. мультиотображение ℱ : 𝑋 → 𝐾 (𝑍) является 𝐽-мультиотображением:
для каждого 𝑥 ∈ 𝑋 значение ℱ (𝑥) является
a) выпуклым множеством;
b) стягиваемым множеством;
c)𝑅𝛿-множеством;
d)𝐴𝑅-пространством.
В частности, каждое непрерывное отображение 𝜎 : 𝑋 → 𝑍 является 𝐽-мультиотображе-
нием.

Определение 10. Символом 𝐽𝑐 (𝑋,𝑌 ) мы будем обозначать совокупность всех муль-
тиотображений ℱ : 𝑋 → 𝐾 (𝑌 ) , которые могут быть представлены в виде композиции
ℱ = ℱ𝑛 ∘ ... ∘ ℱ1, 𝑛 ≥ 1, где ℱ𝑖 ∈ 𝐽 (𝑋𝑖−1, 𝑋𝑖) , 𝑖 = 1, ..., 𝑛, 𝑋0 = 𝑋, 𝑋𝑛 = 𝑌 , и 𝑋𝑖 для
0 < 𝑖 < 𝑛 являются открытыми подмножествами нормированных пространств. Компо-
зиция ℱ𝑛 ∘ ... ∘ ℱ1 называется разложением ℱ . Мы будем обозначать 𝐷ℱ = (ℱ𝑛 ∘ ... ∘ ℱ1) и
называть ℱ 𝐽𝑐-мультиотображением.

Следует отметить, что мультиотображение может допускать различные разложения
(см. [10]).

Пусть теперь 𝑈 — открытое подмножество нормированного пространства 𝐸 и ℱ : 𝑈→𝐾(𝐸)
— компактное мультиотображение класса 𝐽𝑐

(︀
𝑈,𝐸

)︀
, допускающее разложение

𝐷ℱ : 𝑈 = 𝑋0
ℱ1
( 𝑋1

ℱ2
( ...

ℱ𝑛
( 𝑋𝑛 = 𝐸

и такое, что 𝑥 /∈ ℱ(𝑥) для всех 𝑥 ∈ 𝜕𝑈. При этих условиях определена топологическая харак-
теристика — индекс неподвижных точек 𝑖𝑛𝑑(𝐷ℱ , 𝑈) разложения 𝐷ℱ на 𝑈 (см. [8]).

Отметим некоторые свойства индекса неподвижных точек.

Предложение 6. (Свойство неподвижной точки) Если 𝑖𝑛𝑑(𝐷ℱ , 𝑈) ̸=0, то ∅ ̸=𝐹𝑖𝑥ℱ⊂𝑈.

Для описания свойства гомотопической инвариантности нам нужно следующее понятие.

Определение 11. Пусть ℱ ,𝒢 ∈ 𝐽𝑐
(︀
𝑈,𝐸

)︀
— два компактных мультиотображения с

разложениями

𝐷ℱ : 𝑈 = 𝑋0
ℱ1
( 𝑋1

ℱ2
( ...

ℱ𝑛
( 𝑋𝑛 = 𝐸,

𝐷𝒢 : 𝑈 = 𝑋0
𝒢1
( 𝑋1

𝒢2
( ...

𝒢𝑛
( 𝑋𝑛 = 𝐸,

такие, что 𝑥 /∈ ℱ(𝑥) и 𝑥 /∈ 𝒢(𝑥) для всех 𝑥 ∈ 𝜕𝑈. Будем говорить, что разложения 𝐷ℱ и 𝐷𝒢
гомотопны,

𝐷ℱ ∼ 𝐷𝒢 ,

если существуют мультиотображения

ℋ𝑖 ∈ 𝐽(𝑋𝑖−1 × [0, 1], 𝑋𝑖), 𝑖 = 1, ...𝑛
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такие, что ℋ𝑖(·, 0) = ℱ𝑖, ℋ𝑖(·, 1) = 𝒢𝑖, 𝑖 = 1, ..., 𝑛 и мультиотображение ℋ : 𝑈 × [0, 1]( 𝐸,
допускающее разложение

𝑈 × [0, 1] = 𝑋0 × [0, 1]
̃︀ℋ1
( 𝑋1 × [0, 1]

̃︀ℋ2
( ...

̃︀ℋ𝑛−1

( 𝑋𝑛−1 × [0, 1]
ℋ𝑛
( 𝑋𝑛 = 𝐸

где ̃︀ℋ𝑖(𝑥, 𝜆) = ℋ𝑖(𝑥, 𝜆) × {𝜆} для 𝑥 ∈ 𝑋𝑖−1, 𝜆 ∈ [0, 1], 𝑖 = 1, ..., 𝑛 − 1 компактно и не имеет
неподвижных точек на 𝜕𝑈 × [0, 1], т.е. 𝑥 /∈ ℋ(𝑥, 𝜆) для 𝑥 ∈ 𝜕𝑈 , 𝜆 ∈ [0, 1].

Отметим, что ℋ(·, 0) = ℱ , ℋ(·, 1) = 𝒢.

Предложение 7. (Гомотопическая инвариантность) Если разложения 𝐷ℱ и 𝐷𝒢 гомо-

топны, 𝐷ℱ ∼ 𝐷𝒢 , то

𝑖𝑛𝑑(𝐷ℱ , 𝑈) = 𝑖𝑛𝑑(𝐷𝒢 , 𝑈).

Предложение 8. (Аддитивное свойство) Если 𝐹𝑖𝑥ℱ∩𝑈 ⊂
⋃︀𝑘
𝑗=1 𝑈𝑗, где 𝑈𝑗 , 𝑗 = 1, ..., 𝑘 —

открытые попарно не пересекающиеся подмножества 𝑈 , то

𝑖𝑛𝑑(𝐷ℱ , 𝑈) =
𝑘∑︁
𝑗=1

𝑖𝑛𝑑(𝐷ℱ , 𝑈 𝑗).

Отметим, что, вообще говоря, указанная характеристика зависит не только от ℱ , но также
и от используемого разложения 𝐷ℱ .

2.3. Уплотняющие мультиотображения

Напомним некоторые понятия (см., например, [1], [13]). Пусть 𝐸 — банахово простран-
ство. Обозначим 𝑃 (𝐸) совокупность всех непустых подмножеств 𝐸. Пусть (𝒜,≥) — частично
упорядоченное множество.

Определение 12. Отображение 𝛽 : 𝑃 (𝐸) → 𝒜 называется мерой некомпактности
(МНК) в 𝐸, если

𝛽 (𝑐𝑜𝒟) = 𝛽 (𝒟) для любого 𝒟 ∈ 𝑃 (𝐸) .

МНК 𝛽 называется:

(i) монотонной, если 𝒟0, 𝒟1 ∈ 𝑃 (𝐸) , 𝒟0 ⊆ 𝒟1 влечет 𝛽 (𝒟0) ≤ 𝛽 (𝒟1) ;

(ii) несингулярной, если 𝛽 ({𝑎} ∪ 𝒟) = 𝛽 (𝒟) для любых 𝑎 ∈ 𝐸, 𝒟 ∈ 𝑃 (𝐸);

(iii) вещественной, если 𝒜 = R+ = [0,+∞] с естественным упорядочением и 𝛽 (𝒟) < +∞
для любого ограниченного множества 𝒟 ∈ 𝑃 (𝐸) .

Среди известных примеров МНК, удовлетворяющих указанным выше свойствам, отметим
МНК Хаусдорфа

𝜒 (𝒟) = inf {𝜀 > 0 : 𝒟 имеет конечную 𝜀-сеть} .

и МНК Куратовского

𝛼 (𝒟) = inf {𝛿 > 0 : 𝒟 допускает конечное разбиение на множества диаметра меньше 𝛿} .
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Мы можем рассмотреть также пример МНК, заданной на ограниченных подмножествах
пространства непрерывных функций 𝐶([𝑎, 𝑏]; ℰ), где ℰ — банахово пространство. Для ограни-
ченного 𝒟 ⊂ ℰ положим

𝜈(𝒟) = max
𝒟′∈Δ(𝒟)

(︀
sup
𝑡∈[𝑎,𝑏]

𝜒(𝒟′
(𝑡)),𝑚𝑜𝑑𝐶(𝒟

′
)
)︀
,

где Δ(𝒟) обозначает набор всех счетных подмножеств 𝒟, 𝜒 — МНК Хаусдорфа в ℰ ,
𝒟′

(𝑡) = {𝑑(𝑡) : 𝑑 ∈ 𝒟′} и

𝑚𝑜𝑑𝐶(𝒟
′
) = lim

𝛿→0
sup
𝑑∈𝒟′

max
|𝑡1−𝑡2|≤𝛿

‖𝑑(𝑡1)− 𝑑(𝑡2)‖

— модуль равностепенной непрерывности множества 𝒟′
(см. [13]). Областью значений МНК

𝜈 является конус R2
+ и max берется в смысле упорядоченности, индуцируемой конусом.

Пусть теперь 𝑈 — открытое подмножество 𝐸, 𝛽 — МНК в 𝐸.

Определение 13. П.н.св. мультиотображение ℱ : 𝑈 → 𝐾(𝐸) или п.н.св. семейство
мультиотображений ℋ : 𝑈 × [0, 1] → 𝐾(𝐸) называется 𝛽-уплотняющим, если для любого
𝒟 ⊆ 𝑈, не являющегося относительно компактным, мы имеем, соответственно,

𝛽 (ℱ (𝒟)) � 𝛽 (𝒟)

или
𝛽 (ℋ (𝒟 × [0, 1])) � 𝛽 (𝒟) .

Определение 14. Замкнутое выпуклое подмножество 𝑇 ⊂ 𝐸 называется фундамен-
тальным для мультиотображения ℱ : 𝑈 → 𝐾(𝐸), если

(1) ℱ(𝑈 ∩ 𝑇 ) ⊆ 𝑇 ;

(2) 𝑥 ∈ 𝑐𝑜 (ℱ (𝑥) ∪ 𝑇 ) влечет 𝑥 ∈ 𝑇.

Отметим следующие свойства фундаментальных множеств (см. [1], [13]).

Предложение 9. (𝑖) Множество неподвижных точек 𝐹𝑖𝑥ℱ содержится в каждом
фундаментальном множестве мультиотображения ℱ .

(𝑖𝑖) Если {𝑇𝛼} — некоторый набор фундаментальных множеств мультиотображения ℱ ,
то множество ∩𝛼𝑇𝛼 также фундаментально.

Предложение 10. Каждое 𝛽-уплотняющее мультиотображение ℱ : 𝑈 → 𝐾(𝐸), где
𝛽 — монотонная несингулярная МНК, обладает непустым компактным фундаментальным
множеством.

2.4. Линейные фредгольмовы опрераторы

Пусть 𝐸1 и 𝐸2 — линейные пространства; 𝐿 : 𝐷𝑜𝑚𝐿 ⊆ 𝐸1 → 𝐸2 — линейный оператор.
Напомним следующие факты (см., например, [9]).

Предложение 11. Пусть 𝑃 : 𝐸1 → 𝐸1 — линейный оператор проектирования такой,
что 𝐼𝑚𝑃 = 𝐾𝑒𝑟 𝐿. Тогда

(𝑖) оператор 𝐿𝑃 : 𝐷𝑜𝑚𝐿 ∩𝐾𝑒𝑟 𝑃 → 𝐼𝑚𝐿 заданный как сужение

𝐿𝑃 (𝑥) = 𝐿(𝑥) для всех 𝑥 ∈ 𝐷𝑜𝑚𝐿 ∩𝐾𝑒𝑟 𝑃

является линейным изоморфизмом;
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(𝑖𝑖) Оператор 𝐾𝑃 : 𝐼𝑚𝐿→ 𝐷𝑜𝑚𝐿 ∩𝐾𝑒𝑟 𝑃 заданный как

𝐾𝑃 = 𝐿−1
𝑃 ,

удовлетворяет соотношению

𝐾𝑃 ∘ 𝐿𝑥 = 𝑥− 𝑃𝑥 для всех 𝑥 ∈ 𝐷𝑜𝑚𝐿.

Пусть теперь 𝐸1 — банахово пространство, 𝐸2 — нормированное пространство.

Определение 15. Линейный оператор 𝐿 : 𝐷𝑜𝑚𝐿 ⊂ 𝐸1 → 𝐸2 называется линейным
фредгольмовым оператором нулевого индекса, если пространство 𝐼𝑚𝐿 замкнуто, простран-
ства 𝐾𝑒𝑟 𝐿 и 𝐶𝑜𝑘𝑒𝑟 𝐿 = 𝐸2/𝐼𝑚𝐿 конечномерны и

𝑑𝑖𝑚 𝐾𝑒𝑟 𝐿 = 𝑑𝑖𝑚 𝐶𝑜𝑘𝑒𝑟 𝐿.

Предложение 12. Пусть 𝐿 : 𝐷𝑜𝑚𝐿 ⊂ 𝐸1 → 𝐸2 — линейный фредгольмов оператор
нулевого индекса. Тогда

(𝑖) существуют линейные непрерывные проекционные операторы 𝑃 :𝐸1→𝐸1 и 𝑄 :𝐸2→𝐸2

такие, что 𝐼𝑚𝑃 = 𝐾𝑒𝑟 𝐿 и 𝐼𝑚𝐿 = 𝐾𝑒𝑟𝑄;

(𝑖𝑖) каноническая проекция Π : 𝐸2 → 𝐶𝑜𝑘𝑒𝑟 𝐿, заданная как

Π𝑦 = 𝑦 + 𝐼𝑚𝐿,

является непрерывным линейным оператором;

(𝑖𝑖𝑖) существует непрерывный линейный изоморфизм Λ : 𝐶𝑜𝑘𝑒𝑟 𝐿→ 𝐾𝑒𝑟 𝐿;

(𝑖𝑣) уравнение
𝐿𝑥 = 𝑦, 𝑦 ∈ 𝐸2

равносильно уравнению
(𝐼 − 𝑃 )𝑥 = (ΛΠ +𝐾𝑃,𝑄)(𝑦),

где 𝐼 — тождественный оператор в 𝐸1 и оператор 𝐾𝑃,𝑄 : 𝐸2 → 𝐸1 задан как

𝐾𝑃,𝑄 = 𝐾𝑃 (𝐼 −𝑄).

Пара проекций (𝑃,𝑄) называется точной относительно 𝐿.

3. Случайный индекс неподвижных точек для уплотняющих
мультиотображений

Пусть 𝐸 — банахово пространство, 𝑈 — открытое подмножество 𝐸, 𝛽 — монотонная несин-
гулярная МНК в 𝐸 и Ω— полное измеримое пространство. Нашей целью является определение
индекса неподвижных точек для мультиотображения ℱ : Ω × 𝑈 → 𝐾(𝐸), удовлетворяющего
следующим условиям:

(ℱ1) ℱ — случайное 𝑢-мультиотображение;

(ℱ2) для каждого 𝜔 ∈ Ω, ℱ(𝜔, ·) : 𝑈 → 𝐾(𝐸) — 𝛽-уплотняющее 𝐽𝑐-мультиотображение;

(ℱ3) 𝑥 /∈ ℱ(𝜔, 𝑥) для всех (𝜔, 𝑥) ∈ Ω× 𝜕𝑈 .
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В дальнейшем класс мультиотображений ℱ , удовлетворяющих условиям (ℱ1) – (ℱ3) будет
обозначаться 𝐽𝑐𝛽(Ω, 𝑈 ;𝐸). Соответственно, символом ̃︀𝐽𝑐𝛽(Ω, 𝑈 ;𝐸) будет обозначаться совокуп-
ность мультиотображений, удовлетворяющих (ℱ1) – (ℱ2).

Пусть ℱ ∈ 𝐽𝑐𝛽(Ω, 𝑈 ;𝐸). Для фиксированного 𝜔 ∈ Ω, пусть 𝑇𝜔 — непустое компактное фун-
даментальное множество мультиотображения ℱ(𝜔, ·) с разложением 𝐷ℱ(𝜔,·) = (ℱ𝑛 ∘ ... ∘ ℱ1).
Выберем ретракцию 𝜚 : 𝐸 → 𝑇𝜔 и рассмотрим мультиотображение

𝜚 ∘ ℱ(𝜔, ·) : 𝑈 → 𝐾(𝐸).

Ясно, что 𝜚 ∘ ℱ(𝜔, ·) является компактным 𝐽𝑐-мультиотображением с разложением

𝐷𝜚∘ℱ(𝜔,·) = (𝜚 ∘ ℱ𝑛 ∘ ... ∘ ℱ1).

Более того, из Предложения 9 (i) следует, что

𝐹𝑖𝑥(𝜚 ∘ ℱ(𝜔, ·)) = 𝐹𝑖𝑥ℱ(𝜔, ·)

и, таким образом, определен индекс неподвижных точек 𝑖𝑛𝑑(𝐷𝜚∘ℱ(𝜔,·), 𝑈).

Лемма 1. Индекс неподвижных точек 𝑖𝑛𝑑(𝐷𝜚∘ℱ(𝜔,·), 𝑈) не зависит от выбора фундамен-
тального множества 𝑇𝜔 и ретракции 𝜚.

Доказательство. Рассмотрим два непустых компактных фундаментальных множества 𝑇𝜔0
и 𝑇𝜔1 для ℱ(𝜔, ·) с ретракциями 𝜚0 : 𝐸 → 𝑇𝜔0 и 𝜚1 : 𝐸 → 𝑇𝜔1 соответственно.

Если 𝑇𝜔0 ∩ 𝑇𝜔1 = ∅, то

𝐹𝑖𝑥(𝜚0 ∘ ℱ(𝜔, ·)) = 𝐹𝑖𝑥(𝜚1 ∘ ℱ(𝜔, ·)) = 𝐹𝑖𝑥ℱ(𝜔, ·) = ∅

и тогда, согласно Предложению 6

𝑖𝑛𝑑(𝐷𝜚0∘ℱ(𝜔,·), 𝑈) = 𝑖𝑛𝑑(𝐷𝜚1∘ℱ(𝜔,·), 𝑈) = 0.

Пусть теперь 𝑇𝜔0 ∩ 𝑇𝜔1 ̸= ∅, тогда, согласно Предложению 9 (ii) мы можем предположить, без
ущерба для общности, что 𝑇𝜔0 ⊆ 𝑇𝜔1 .

Определим отображение ℎ : 𝐸 × [0, 1]→ 𝐸,

ℎ(𝑦, 𝜆) = 𝜚1(𝜆𝑦 + (1− 𝜆)𝜚0𝑦)

и рассмотрим мультиотображение ℋ : 𝑈 × [0, 1]→ 𝐾(𝐸) заданное как

ℋ(𝑥, 𝜆) = ℎ(ℱ(𝜔, 𝑥), 𝜆).

Нетрудно видеть, что компактное мультиотображение ℋ принадлежит классу 𝐽𝑐(𝑈 × [0, 1], 𝐸)
и, более того, оно задает гомотопию разложений 𝐷𝜚0∘ℱ(𝜔,·) и 𝐷𝜚1∘ℱ(𝜔,·). Действительно, необ-
ходимо проверить только, что

𝑥 /∈ ℋ(𝑥, 𝜆), ∀(𝑥, 𝜆) ∈ 𝜕𝑈 × [0, 1].

В предположении противного, пусть найдется (𝑥, 𝜆) ∈ 𝜕𝑈 × [0, 1] такое, что

𝑥 = 𝜚1(𝜆𝑦 + (1− 𝜆)𝜚0𝑦)

для некоторого 𝑦 ∈ ℱ(𝜔, 𝑥).
Тогда 𝑥 ∈ 𝑇𝜔1 и следовательно 𝑦 ∈ 𝑇𝜔1 . Поскольку также 𝜚0𝑦 ∈ 𝑇𝜔1 , мы получаем

𝑥 = 𝜆𝑦 + (1− 𝜆)𝜚0𝑦,

откуда вытекает, что 𝑥 ∈ 𝑐𝑜 (ℱ(𝜔, 𝑥) ∪ 𝑇𝜔0 ) и таким образом 𝑥 ∈ 𝑇𝜔0 , 𝑦 ∈ 𝑇𝜔0 и 𝑥 = 𝑦 в
противоречие с условием (ℱ3).

Теперь утверждение вытекает из Предложения 7.
2

Доказанная лемма дает возможность обосновать следующие понятия.
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Определение 16. Для данного 𝜔 ∈ Ω, индекс неподвижных точек разложения ℱ(𝜔, ·)
определяется следующим образом:

𝑖𝑛𝑑(𝐷ℱ(𝜔,·), 𝑈) := 𝑖𝑛𝑑(𝐷𝜚∘ℱ(𝜔,·), 𝑈),

где 𝜚 — ретракция на произвольное непустое компактное фундаментальное множество
мультиотображения ℱ(𝜔, ·).

Определение 17. Для данного ℱ ∈ 𝐽𝑐𝛽(Ω, 𝑈 ;𝐸), индекс неподвижных точек определя-
ется как следующий набор чисел:

𝐼𝑛𝑑(ℱ , 𝑈) = {𝑖𝑛𝑑(𝐷ℱ(𝜔,·), 𝑈) : 𝜔 ∈ Ω}.

По определению полагаем 𝐼𝑛𝑑(ℱ , 𝑈) ̸=0 при условии, что 𝑖𝑛𝑑(𝐷ℱ(𝜔,·), 𝑈) ̸=0 для всех 𝜔 ∈ Ω.
Опишем основные свойства введенной характеристики. Из Предложений 4 и 6 вытекают

следующие утверждения.

Предложение 13. (Свойство неподвижной точки) Если 𝐼𝑛𝑑(ℱ , 𝑈) ̸= 0, то ℱ имеет

случайную неподвижную точку.

Определение 18. Два мультиотображения ℱ ,𝒢 ∈ 𝐽𝑐𝛽(Ω, 𝑈 ;𝐸) называются гомотоп-
ными,

ℱ ∼ 𝒢
если существует семейство ℋ : Ω× 𝑈 × [0, 1]→ 𝐾(𝐸) такое, что:

(ℋ1) для каждого 𝜆 ∈ [0, 1], ℋ(·, ·, 𝜆) : Ω× 𝑈 → 𝐾(𝐸) — случайное 𝑢-мультиотображение;

(ℋ2) для каждого 𝜔 ∈ Ω, семейство ℋ(𝜔, ·, ·) : 𝑈 × [0, 1]→ 𝐾(𝐸) является 𝛽-уплотняющим;

(ℋ3) для каждого 𝜔 ∈ Ω, разложения 𝐷ℋ(𝜔,·,0) = 𝐷ℱ(𝜔,·) и 𝐷ℋ(𝜔,·,1) = 𝐷𝒢(𝜔,·) гомотопны в
смысле Определения 11.

Предложение 14. (Гомотопическая инвариантность ) Если ℱ ∼ 𝒢 то

𝐼𝑛𝑑(ℱ , 𝑈) = 𝐼𝑛𝑑(𝒢, 𝑈).

Доказательство. Для данного 𝜔 ∈ Ω, существует непустое компактное выпуклое множе-
ство 𝑇 ⊂ 𝐸, которое является фундаментальным для каждого мультиотображения ℋ(𝜔, ·, 𝜆),
𝜆 ∈ [0, 1] ([13], Теорема 2.2.1). Пусть 𝜚 : 𝐸 → 𝑇 — некоторая ретракция. Тогда нетрудно ви-
деть, что компактные разложения 𝐷𝜚∘ℋ(𝜔,·,0) = 𝐷𝜚∘ℱ(𝜔,·) и 𝐷𝜚∘ℋ(𝜔,·,1) = 𝐷𝜚∘𝒢(𝜔,·) гомотопны и
следовательно, согласно Предложению 7,

𝑖𝑛𝑑(𝐷ℱ(𝜔,·), 𝑈) = 𝑖𝑛𝑑(𝐷𝒢(𝜔,·), 𝑈),

завершая доказательство. 2

Следующее свойство вытекает из Предложения 8.

Предложение 15. (Аддитивное свойство) Для данного ℱ ∈ 𝐽𝑐𝛽(Ω, 𝑈 ;𝐸), пусть для

каждого 𝜔 ∈ Ω

𝐹𝑖𝑥ℱ(𝜔, ·) ∩ 𝑈 ⊂
𝑘⋃︁
𝑗=1

𝑈𝑗 ,

где 𝑈𝑗 , 𝑗 = 1, ..., 𝑘 — открытые попарно непрерсекающиеся подмножества 𝑈 , тогда

𝐼𝑛𝑑(ℱ , 𝑈) =
{︀ 𝑘∑︁
𝑗=1

𝑖𝑛𝑑(𝐷ℱ(𝜔,·), 𝑈 𝑗) : 𝜔 ∈ Ω
}︀
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В качестве приложения свойства неподвижной точки рассмотрим следующее утверждение.

Теорема 1. Пусть ℱ ∈ 𝐽𝑐𝛽(Ω, 𝑈 ;𝐸), где 𝑈 — выпуклая окрестность нуля и

𝑥 /∈ 𝜆𝐹 (𝜔, 𝑥), ∀𝜔 ∈ Ω, 𝑥 ∈ 𝜕𝑈, 0 ≤ 𝜆 < 1.

тогда ℱ имеет случайную неподвижную точку.

Доказательство. Зададим семейство ℋ : Ω × 𝑈 × [0, 1] → 𝐾(𝐸) следующим образом. Для
данного 𝜔 ∈ Ω, пусть 𝐷ℱ(𝜔,·) = (ℱ𝑛 ∘ ... ∘ ℱ1) — некоторое разложение ℱ(𝜔, ·). Определим

ℋ(𝜔, 𝑥, 𝜆) = (𝜓 ∘ ℱ⋆𝑛 ∘ ... ∘ ℱ⋆1 ),

где для 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛,
ℱ⋆𝑖 (·, 𝜆) = ℱ𝑖 × {𝜆}, 𝜆 ∈ [0, 1]

и
𝜓(𝑧, 𝜆) = 𝜆𝑥, 𝜆 ∈ [0, 1].

Ясно, что семейство ℋ удовлетворяет условиям (ℋ1) и (ℋ3) Определения 18.
Для проверки условия (ℋ2) обозначим. для 𝜔 ∈ Ω, ℋ𝜔 = ℋ(𝜔, ·, ·) и предположим, что

𝛽(ℋ𝜔(𝒟 × [0, 1]))) ≥ 𝛽(𝒟)

для некоторого 𝒟 ⊂ 𝑈.
Поскольку

ℋ𝜔(𝒟 × [0, 1])) = 𝑐𝑜 (ℱ(𝜔,𝒟) ∪ {0}),

получаем
𝛽(ℱ(𝜔,𝒟)) ≥ 𝛽(𝒟)

откуда вытекает, что 𝒟 относительно компактно.
Таким образом, семейство ℋ задает гомотопию, связывающую исходное мультиотображе-

ние ℱ и нулевое отображение. Это означает, согласно свойству нормализации топологической
степени, что 𝑖𝑛𝑑(𝐷ℱ(𝜔,·), 𝑈) = 1 для всех 𝜔 ∈ Ω и следовательно

𝐼𝑛𝑑(ℱ , 𝑈) ̸= 0,

и мы можем применить Предложение 13. 2

Аналогичными методами можно доказать следующее утверждение.

Теорема 2. Пусть ℱ ∈ ̃︀𝐽𝑐𝛽(Ω, 𝑈 ;𝐸), где открытое множество 𝑈 выпукло и

ℱ(Ω× 𝜕𝑈) ⊂ 𝑈.

Тогда ℱ имеет случайную неподвижную точку.

4. Степень совпадения для уплотняющего возмущения линейно-
го фредгольмова оператора

Нашей целью теперь является описать топологическую характеристику — степень совпа-
дения для пары, состоящей из линейного фредгольмова оператора нулевого индекса и 𝐽𝑐-
мультиотображения уплотняющего типа.
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Пусть 𝐸1 — банахово пространство; 𝐸2 — нормированное пространство; 𝑈 ⊂ 𝐸1 — откры-
тое ограниченное множество. Пусть, далее, 𝐿 : 𝐷𝑜𝑚 𝐿 ⊂ 𝐸1 → 𝐸2 -линейный фредгольмов
оператор нулевого индекса; ℱ — мультиотображение класса 𝐽𝑐(𝑈,𝐸2).

Пусть 𝛽 — монотонная, несингулярная, алгебраически полуаддитивная и правильная МНК
в 𝐸1.

Скажем, что точная пара проекций (𝑃,𝑄) относительно 𝐿 допустима, если оператор 𝐾𝑃

непрерывен.

Определение 19. Будем говорить, что (𝐿,ℱ) является 𝛽-уплотняющей парой, если
выполнены следующие условия:

(𝐿ℱ1) Множество ℱ(𝑈) ограничено в 𝐸2;

(𝐿ℱ2) Существует допустимая пара проекций (𝑃,𝑄) относительно 𝐿 такая, что мультио-
тображение 𝐾𝑃,𝑄ℱ : 𝑈 → 𝐾(𝐸1) является 𝛽-уплотняющим.

Лемма 2. Определение 𝛽-уплотняющей пары (𝐿,ℱ) не зависит от выбора допустимой
пары проекций (𝑃,𝑄).

Доказательство. Прежде всего отметим, что если точная пара проекций (𝑃,𝑄) относитель-
но 𝐿 допустима, то и любая другая точная пара (𝑃 ′, 𝑄′) относительно 𝐿 будет допустимой.
Это вытекает из равенства 𝐾𝑃 ′ = (𝐼 − 𝑃 ′)𝐾𝑃 (см. [9]).

Далее, пусть множество 𝒟 ⊂ 𝑈 таково, что для некоторой точной пары (𝑃 ′, 𝑄′) имеем

𝛽(𝐾𝑃 ′,𝑄′ℱ(𝒟)) ≥ 𝛽(𝒟). (1)

Используя операторное равенство

𝐾𝑃 ′,𝑄′ = (𝐼 − 𝑃 ′)𝐾𝑃,𝑄 + (𝐼 − 𝑃 ′)𝐾𝑃 (𝑄−𝑄′)

(см. [9]), свойства МНК 𝛽, а также тот факт, что 𝑃 ′𝐾𝑃,𝑄ℱ(𝒟) и (𝑄−𝑄′)ℱ(𝒟) являются ограни-
ченными подмножествами конечномерных подпространств𝐾𝑒𝑟 𝐿 и (𝑄−𝑄′)𝐸2 соответственно,
получаем

𝛽(𝐾𝑃 ′,𝑄′ℱ(𝒟)) = 𝛽(𝐾𝑃,𝑄ℱ(𝒟)) ≥ 𝛽(𝒟),

откуда вытекает относительная компактность множества 𝒟, что и доказывает утверждение.
2

Множество всех 𝛽-уплотняющих пар (𝐿,ℱ) будем обозначать 𝒥 𝛽(𝑈,𝐸2).

Определение 20. Точка 𝑥 ∈ 𝐷𝑜𝑚𝐿 ∩ 𝑈 называется точкой совпадения оператора 𝐿 и
мультиотображения ℱ , если

𝐿𝑥 ∈ ℱ(𝑥).

Множество всех точек совпадения 𝐿 и ℱ будем обозначать 𝐶𝑜𝑖𝑛 (𝐿,ℱ).

Будем теперь предполагать выполненным следующее условие.

(𝐿ℱ3) Пусть

𝐶𝑜𝑖𝑛 (𝐿,ℱ) ∩ 𝜕𝑈 = ∅,

то есть 𝐿𝑥 /∈ ℱ(𝑥) для всех 𝑥 ∈ 𝐷𝑜𝑚𝐿 ∩ 𝜕𝑈.
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Множество всех 𝛽-уплотняющих пар (𝐿,ℱ), удовлетворяющих условию (𝐿ℱ3) будем обо-
значать 𝒥 𝛽𝜕𝑈 (𝑈,𝐸2).

Для пары (𝐿,ℱ) ∈ 𝒥 𝛽𝜕𝑈 (𝑈,𝐸2), и произвольной допустимой пары (𝑃,𝑄) оператора 𝐿 рас-
смотрим мультиотображение 𝒢 : 𝑈 → 𝐾(𝐸1) вида

𝒢(𝑥) = 𝑃𝑥+ (ΛΠ +𝐾𝑃,𝑄)ℱ(𝑥), 𝑥 ∈ 𝑈. (2)

Из Предложения 12 (𝑖𝑣) вытекает, что 𝐹𝑖𝑥𝒢 совпадает с 𝐶𝑜𝑖𝑛 (𝐿,ℱ) и таким образом,
согласно условию (𝐿ℱ3)

𝐹𝑖𝑥𝒢 ∩ 𝜕𝑈 = ∅.

Лемма 3. Мультиотображение 𝒢, определенное формулой (2), является 𝛽-уплотняю-
щим 𝐽𝑐-мультиотображением.

Доказательство. Тот факт, что мультиотображение 𝒢 является 𝛽-уплотняющим вытекает
из свойств МНК 𝛽, условий (𝐿ℱ1) - (𝐿ℱ2) и конечномерности операторов 𝑃 и Λ.

Пусть теперь

𝐷ℱ : 𝑈 = 𝑋0
ℱ1
( 𝑋1

ℱ2
( ...

ℱ𝑛
( 𝑋𝑛 = 𝐸2 (3)

— некоторое разложение мультиотображения ℱ . Рассмотрим мультиотображения ̃︀ℱ1 : 𝑈 (
𝐸1 ×𝑋1 и ̃︀ℱ𝑖 : 𝐸1 ×𝑋𝑖−1( 𝐸1 ×𝑋𝑖, 𝑖 = 2, ..., 𝑛, заданные следующим образом:

̃︀ℱ1(𝑥) = {𝑥} × ℱ1(𝑥),

̃︀ℱ𝑖(𝑥, 𝑧) = {𝑥} × ℱ𝑖(𝑧)
и непрерывное отображение Ψ: 𝐸1 ×𝑋𝑛 → 𝐸1,

Ψ(𝑥, 𝑧) = 𝑃𝑥+ (ΛΠ +𝐾𝑃,𝑄)(𝑧).

Ясно, что тогда
𝐷𝒢 = (Ψ ∘ ̃︀ℱ𝑛 ∘ ... ∘ ̃︀ℱ1) (4)

— разложение 𝒢. 2

Доказанное утверждение дает возможность ввести следующее понятие.

Определение 21. Степенью совпадения deg(𝐿,ℱ , 𝑈) пары (𝐿,ℱ) ∈ 𝒥 𝛽𝜕𝑈 (𝑈,𝐸2) называ-
ется индекс неподвижных точек разложения (4):

deg(𝐿,ℱ , 𝑈) := 𝑖𝑛𝑑(𝐷𝒢 , 𝑈).

Известно (см., например, [9]), что множество всех непрерывных линейных изоморфизмов
Λ: 𝐶𝑜𝑘𝑒𝑟 𝐿→ 𝐾𝑒𝑟 𝐿 разбивается на два гомотопических класса (если 𝐶𝑜𝑘𝑒𝑟 𝐿 и 𝐾𝑒𝑟 𝐿 ори-
ентированы, то два изоморфизма принадлежат одному классу, если они задают одинаковую
ориентацию образа 𝐶𝑜𝑘𝑒𝑟 𝐿).

Корректность Определения 21 обосновывает следующее утверждение.

Лемма 4. При заданном разложении (3) степень совпадения deg(𝐿,ℱ , 𝑈) зависит толь-
ко от гомотопического класса Λ.

Доказательство. Пусть (𝑃,𝑄) и (𝑃 ′, 𝑄′) — две допустимых пары относительно 𝐿 и Λ, Λ′ —
два изоморфизма между 𝐶𝑜𝑘𝑒𝑟 𝐿 и 𝐾𝑒𝑟 𝐿, которые принадлежат к одному гомотопическому
классу. Пусть ̃︀Λ: 𝐶𝑜𝑘𝑒𝑟 𝐿× [0, 1]→ 𝐾𝑒𝑟 𝐿 — связывающая их гомотопия. Известно (см., [9]),
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что для каждого 𝜆 ∈ [0, 1] операторы 𝑃 (𝜆) = (1−𝜆)𝑃 +𝜆𝑃 ′ и 𝑄(𝜆) = (1−𝜆)𝑄+𝜆𝑄′ образуют
допустимую пару относительно 𝐿 и, более того,

𝐾𝑃 (𝜆) = (1− 𝜆)𝐾𝑃 + 𝜆𝐾𝑃 ′ .

Далее, обозначив ̃︀Λ𝜆 = ̃︀Λ(·, 𝜆), рассмотрим семейство ̃︀𝒢 : 𝑈 × [0, 1]→ 𝐾(𝐸1) вида̃︀𝒢(𝑥, 𝜆) = 𝑃 (𝜆)𝑥+ (̃︀Λ𝜆Π+𝐾𝑃 (𝜆),𝑄(𝜆))ℱ(𝑥). (5)

Ясно, что при любом 𝜆 ∈ [0, 1] множество неподвижных точек 𝐹𝑖𝑥 ̃︀𝒢(·, 𝜆) совпадает с
𝐶𝑜𝑖𝑛 (𝐿,ℱ) и, таким образом,

𝐹𝑖𝑥 ̃︀𝒢(·, 𝜆) ∩ 𝜕𝑈 = ∅, ∀𝜆 ∈ [0, 1].

Следовательно, для того, чтобы убедиться, что семейство ̃︀𝒢 порождает гомотопию мультио-
тображений 𝒢0 = 𝑃𝑥+ (ΛΠ+𝐾𝑃,𝑄)ℱ и 𝒢1 = 𝑃 ′𝑥+ (Λ′Π+𝐾𝑃 ′,𝑄′)ℱ нужно проверить только,
что семейство ̃︀𝒢 является 𝛽-уплотняющим.

Пусть множество 𝒟 ⊂ 𝑈 таково, что

𝛽(̃︀𝒢(𝒟 × [0, 1])) ≥ 𝛽(𝒟).

Из представления (5) вытекает

̃︀𝒢(𝑥, 𝜆) ⊂ (1− 𝜆)𝑃𝑥+ 𝜆𝑃 ′𝑥+ ̃︀Λ𝜆Πℱ(𝑥) + [(1− 𝜆)𝐾𝑃 + 𝜆𝐾𝑃 ′ ] [𝐼 − (1− 𝜆)𝑄− 𝜆𝑄′]ℱ(𝑥) =

= (1− 𝜆)𝑃𝑥+ 𝜆𝑃 ′𝑥+ ̃︀Λ𝜆Πℱ(𝑥) + [(𝐼 − 𝜆𝑃 ′)𝐾𝑃,𝑄 + 𝜆(𝐼 − 𝜆𝑃 ′)𝐾𝑃 (𝑄−𝑄′)]ℱ(𝑥).

Первые три слагаемых в последней сумме конечномерны, множество ∪𝜆∈[0,1]𝜆𝑃 ′𝐾𝑃.𝑄ℱ(𝒟) —
ограниченное подмножество конечномерного пространства 𝐾𝑒𝑟 𝐿, множество (𝑄−𝑄′)ℱ(𝒟) —
ограниченное подмножество конечномерного пространства (𝑄−𝑄′)𝐸2, в силу чего ∪𝜆∈[0,1]𝜆(𝐼−
−𝜆𝑃 ′)𝐾𝑃 (𝑄−𝑄′)ℱ(𝒟) — относительно компактное подмножество 𝐸1. В силу свойств МНК 𝛽
это означает, что

𝛽(̃︀𝒢(𝒟 × [0, 1])) ≤ 𝛽(𝐾𝑃,𝑄ℱ(𝒟)),

откуда и следует относительная компактность множества 𝒟.
Применяя теперь (при фиксированном 𝜔) свойство гомотопической инвариантности (см.

Предложение 14), получаем
𝑖𝑛𝑑(𝐷𝒢0 , 𝑈) = 𝑖𝑛𝑑(𝐷𝒢1 , 𝑈),

что и доказывает утверждение. 2

Непосредственно из Определения 21 и соответствующих свойств индекса неподвижной
точки, описанных в Разделе 3, вытекают следующие утверждения.

Предложение 16. (Свойство точки совпадения) Пусть (𝐿,ℱ) ∈ 𝒥 𝛽𝜕𝑈 (𝑈,𝐸2) и

deg(𝐿,ℱ , 𝑈) ̸= 0.

Тогда ∅ ≠ 𝐶𝑜𝑖𝑛(𝐿,ℱ , 𝑈) ⊂ (𝑈 ∩𝐷𝑜𝑚𝐿).

Определение 22. Пусть (𝐿,ℱ), (𝐿,𝒢) ∈ 𝒥 𝛽𝜕𝑈 (𝑈,𝐸2), и мультиотображения ℱ и 𝒢
допускают разложения

𝐷ℱ : 𝑈 = 𝑋0
ℱ1
( 𝑋1

ℱ2
( ...

ℱ𝑛
( 𝑋𝑛 = 𝐸2,

𝐷𝒢 : 𝑈 = 𝑋0
𝒢1
( 𝑋1

𝒢2
( ...

𝒢𝑛
( 𝑋𝑛 = 𝐸2,
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Будем говорить, что разложения 𝐷ℱ и 𝐷𝒢 𝐿-гомотопны,

𝐷ℱ
𝐿∼ 𝐷𝒢 ,

если существуют мультиотображения

ℋ𝑖 ∈ 𝐽(𝑋𝑖−1 × [0, 1], 𝑋𝑖), 𝑖 = 1, ...𝑛

такие, что ℋ𝑖(·, 0) = ℱ𝑖, ℋ𝑖(·, 1) = 𝒢𝑖, 𝑖 = 1, ..., 𝑛 и мультиотображение ℋ : 𝑈× [0, 1]( 𝐸2,
допускающее разложение

𝑈 × [0, 1] = 𝑋0 × [0, 1]
̃︀ℋ1
( 𝑋1 × [0, 1]

̃︀ℋ2
( ...

̃︀ℋ𝑛−1

( 𝑋𝑛−1 × [0, 1]
ℋ𝑛
( 𝑋𝑛 = 𝐸2

где ̃︀ℋ𝑖(𝑥, 𝜆) = ℋ𝑖(𝑥, 𝜆)× {𝜆} для 𝑥 ∈ 𝑋𝑖−1, 𝜆 ∈ [0, 1], 𝑖 = 1, ..., 𝑛− 1 таково, что

(𝑖) множество ℋ(𝑈 × [0, 1]) ограничено в 𝐸2;

(𝑖𝑖) семейство 𝐾𝑃,𝑄ℋ(𝑥, 𝜆) является 𝛽-уплотняющим для некоторой допустимой пары
(𝑃,𝑄) оператора 𝐿 ;

(𝑖𝑖𝑖) 𝐿𝑥 /∈ ℋ(𝑥, 𝜆) для 𝑥 ∈ 𝐷𝑜𝑚 𝐿 ∩ 𝜕𝑈 , 𝜆 ∈ [0, 1].

Предложение 17. (Гомотопическая инвариантность) Если (𝐿,ℱ), (𝐿,𝒢) ∈ 𝒥 𝛽𝜕𝑈 (𝑈,𝐸2)
и

𝐷ℱ
𝐿∼ 𝐷𝒢 ,

то
deg(𝐿,ℱ , 𝑈) = deg(𝐿,𝒢, 𝑈).

Предложение 18. (Аддитивное свойство) Пусть {𝑈𝑗}𝑘𝑗=1 — семейство открытых по-

парно непересекающихся подмножеств 𝑈 и пара (𝐿,ℱ), (𝐿,𝒢) ∈ 𝒥 𝛽𝜕𝑈 (𝑈,𝐸2) такова, что

𝐶𝑜𝑖𝑛(𝐿,ℱ)
⋂︁(︀

(𝑈 ∖
𝑘⋃︁
𝑗=1

𝑈𝑗) ∩𝐷𝑜𝑚𝐿
)︀
= ∅.

Тогда

deg(𝐿,ℱ , 𝑈) =

𝑘∑︁
𝑗=1

deg(𝐿,ℱ , 𝑈 𝑗).

В качестве примера приложения общего принципа существования точки совпадения рас-
смотрим следующее утверждение.

Теорема 3. Пусть для пары (𝐿,ℱ) ∈ 𝒥 𝛽𝜕𝑈 (𝑈,𝐸2) выполнены следующие условия:

(i) 𝐿𝑥 /∈ 𝜆ℱ(𝑥) для всех 𝜆 ∈ (0, 1], 𝑥 ∈ 𝐷𝑜𝑚𝐿 ∩ 𝜕𝑈 ;

(ii) 0 /∈ Πℱ(𝑥) для всех 𝑥 ∈ 𝐾𝑒𝑟 𝐿 ∩ 𝜕𝑈 ;

(iii)
𝑖𝑛𝑑𝐾𝑒𝑟 𝐿(ΛΠℱ|𝑈𝐾𝑒𝑟 𝐿

, 𝑈𝐾𝑒𝑟 𝐿) ̸= 0,

где символ 𝑖𝑛𝑑𝐾𝑒𝑟 𝐿 обозначает индекс неподвижных точек, вычисляемый в простран-
стве 𝐾𝑒𝑟 𝐿, и 𝑈𝐾𝑒𝑟 𝐿 = 𝑈 ∩𝐾𝑒𝑟 𝐿.

Тогда ∅ ≠ 𝐶𝑜𝑖𝑛(𝐿,ℱ , 𝑈) ⊂ (𝑈 ∩𝐷𝑜𝑚𝐿).
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Доказательство. Рассмотрим деформацию Ψ : 𝑈 × [0, 1] → 𝐾(𝐸1), заданную следующим
образом:

Ψ(𝑥, 𝜆) = 𝑃𝑥+ (ΛΠ + 𝜆𝐾𝑃,𝑄)ℱ(𝑥), (𝑥, 𝜆) ∈ 𝑈 × [0, 1].

Для 𝜆 ∈ (0, 1] и 𝑥 ∈ 𝐷𝑜𝑚𝐿 ∩ 𝜕𝑈, из условия (𝑖) вытекает

𝑥 /∈ Ψ(𝑥, 𝜆).

С другой стороны, условие (𝑖𝑖) влечет

𝑥 /∈ Ψ(𝑥, 0)

для всех 𝑥 ∈ 𝐷𝑜𝑚𝐿 ∩ 𝜕𝑈.
Кроме того, семейство Ψ является 𝛽-уплотняющим. Действительно, если 𝒟 ⊂ 𝑈 — неко-

торое подмножество такое, что

𝛽
(︀
∪𝜆∈[0,1]𝜆𝐾𝑃,𝑄ℱ(𝒟)

)︀
≥ 𝛽(𝒟),

то
𝛽
(︀
∪𝜆∈[0,1]𝜆𝐾𝑃,𝑄ℱ(𝒟)

)︀
= 𝛽 (𝑐𝑜({0} ∪𝐾𝑃,𝑄ℱ(𝒟)) = 𝛽 (𝐾𝑃,𝑄ℱ(𝒟)) ,

откуда вытекает относительная компактность 𝒟.
Таким образом, Ψ порождает гомотопию, откуда следует

deg(𝐿,ℱ , 𝑈) = 𝑖𝑛𝑑(𝑃 + ΛΠℱ , 𝑈).

Мультиотображение 𝑃 + ΛΠℱ принимает значения в конечномерном пространстве 𝐾𝑒𝑟 𝐿.
Применяя принцип сужения отображения (см., например, [8]), получаем

𝑖𝑛𝑑(𝑃 + ΛΠℱ , 𝑈) = 𝑖𝑛𝑑𝐾𝑒𝑟 𝐿(ΛΠℱ|𝑈𝐾𝑒𝑟 𝐿
, 𝑈𝐾𝑒𝑟 𝐿).

Остается использовать условие (𝑖𝑖𝑖) и Предложение 16. 2

5. О случайной степени совпадения

Пусть, как ранее, 𝐸1 — банахово пространство; 𝐸2 — нормированное пространство;
𝑈 ⊂ 𝐸1 — открытое ограниченное множество; 𝐿 : 𝐷𝑜𝑚 𝐿 ⊂ 𝐸1 → 𝐸2 -линейный фредгольмов
оператор нулевого индекса и 𝛽 — монотонная, несингулярная, алгебраически полуаддитивная
и правильная МНК в 𝐸1.

Для полного измеримого пространства Ω, пусть мультиотображение ℱ : Ω × 𝑈 → 𝐾(𝐸2)
удовлетворяет условиям:

(ℱ𝜔1) ℱ — мультиотображение Каратеодори;

(ℱ𝜔2) для каждого 𝜔 ∈ Ω, ℱ(𝜔, ·) - 𝐽𝑐-мультиотображение;

(ℱ𝜔3) для каждого 𝜔 ∈ Ω, (𝐿,ℱ(𝜔, ·)) является 𝛽-уплотняющей парой.

Если теперь выполнено условие

(ℱ𝜔4) для каждого 𝜔 ∈ Ω,

𝐿𝑥 /∈ ℱ(𝜔, 𝑥) для всех 𝑥 ∈ 𝐷𝑜𝑚 𝐿 ∩ 𝜕𝑈,
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то случайная степень совпадения пары (𝐿,ℱ) может быть определена как

𝐷𝑒𝑔(𝐿,ℱ , 𝑈) = {𝑑𝑒𝑔(𝐿,ℱ(𝜔, ·), 𝑈) : 𝜔 ∈ Ω}.

По определению полагаем, что 𝐷𝑒𝑔(𝐿,ℱ , 𝑈) ̸= 0, если 𝑑𝑒𝑔(𝐿,ℱ(𝜔, ·), 𝑈) ̸= 0 для всех 𝜔 ∈ Ω.

Справедливо следующее утверждение.

Теорема 4. Если 𝐷𝑒𝑔(𝐿,ℱ , 𝑈) ̸= 0, то пара (𝐿,ℱ) имеет случайную точку совпадения,
то есть существует такое измеримое отображение 𝜉 : Ω→ 𝑈, что

𝐿𝜉(𝜔) ∈ ℱ(𝜔, 𝜉(𝜔)) для всех 𝜔 ∈ Ω.

Доказательство. Согласно Предложению 16 при каждом 𝜔 ∈ Ω множество точек совпа-
дения пары (𝐿,ℱ(𝜔, ·)) непусто, а следовательно непусто и множество неподвижных точек
мультиотображения 𝒢 : Ω× 𝑈 → 𝐾(𝐸1) вида

𝒢(𝜔, 𝑥) = 𝑃𝑥+ (ΛΠ +𝐾𝑃,𝑄)ℱ(𝜔, 𝑥), 𝑥 ∈ 𝑈,

где (𝑃,𝑄) — некоторая допустимая пара оператора 𝐿. Нетрудно видеть, что 𝒢(𝜔, 𝑥) является
мультиотображением Каратеодори, а значит, согласно Предложению 3, оно измеримо и таким
образом, в частности, является случайным 𝑢-мультиотображением. Согласно Предложению 4
𝒢(𝜔, 𝑥) имеет случайную неподвижную точку, которая и является искомой случайной точкой
совпадения. 2
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