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“A ciéncia ndo pode prever o que vai acontecer.
S6 pode prever a probabilidade de algo acontecer.”
César Lattes






Resumo

Na modelagem da dindmica de estruturas, um modelo mecanico-mate-
matico é construido com a finalidade de determinar o comportamento
de estruturas reais. Nesse processo, duas fontes de incertezas podem
ser destacadas: as limitacbes dos processos de manufatura que, por
mais complexos e modernos, nao podem eliminar as variabilidades de
producao, e a incapacidade de representar matematicamente processos
fisicos complexos de maneira exata. Esta dissertagao tem como principal
objetivo a determinacdo numeérica do comportamento dindmico de um
tubo de descarga acoplado a carcaga de um compressor hermético consi-
derando as incertezas do modelo. Inicialmente, é construido um modelo
linear deterministico para cada componente estrutural e, a partir desse
modelo médio, desenvolve-se um modelo probabilistico ndo paramétrico.
Essa abordagem estocastica, bastante recente, encontra-se amparada
no principio de maxima entropia, levando em conta as restrigoes fisicas
de um sistema dindmico como vinculos em um problema de otimizacao.
Em uma primeira andlise, a resposta dindmica de cada componente
é avaliada separadamente, enquanto a dispersao do modelo de cada
estrutura, controlada por trés pardmetros, é determinada utilizando
resultados experimentais. Por fim, a determinagdao do comportamento
dindmico do tubo de descarga acoplado & carcaga é calculada através
de um método de sintese modal de componentes. Essa metodologia
permite acessar a resposta robusta do sistema quando as incertezas
nao estao distribuidas de maneira homogénea no modelo. Os resulta-
dos mostram que a determinacao da velocidade quadratica média na
superficie da carcaga do compressor, quando excitada através de uma
extremidade do tubo de descarga, é bastante sensivel as incertezas no
modelo numérico do tubo. Esse resultado sugere que a construcao de
modelos mais representativos para o tubo de descarga é fundamental
para a obtencao de modelos mais fiéis as respostas reais do sistema.
Além disso, a aplicagdo da abordagem probabilistica ndo paramétrica
juntamente com o método de sintese modal de componentes mostrou-se
uma ferramenta interessante para o projeto de novos tubos de descarga,
uma vez que tal metodologia é capaz de considerar as variabilidades
do processo de manufatura e, de maneira conjunta, as limitagoes do
modelo numérico utilizado.

Palavras-chave: Compressores domésticos, dindmica linear, modelos
probabilisticos, sintese modal de componentes.






Abstract

During structural modeling process, a mathematical-mechanical model is
constructed to determine the dynamical behavior of physical structures.
In this process, two sources of uncertainties should be highlighted: the
limitations of the manufacturing processes, even complex and modern
ones, which cannot eliminate production variabilities, and the incapabil-
ity to represent, mathematically, complex physical processes accurately.
The main purpose of this master thesis is to evaluate the dynamical
behavior of a discharge pipe coupled with an hermetic compressor shell
considering the uncertainties of the numerical model. Firstly, a linear
deterministic model is constructed for each compressor’s component
and, from this mean model, a nonparametric probabilistic model is
implemented. This recent stochastic approach is derived from the maxi-
mum entropy principle, which considers the physical properties of the
dynamical system as constraints in an optimization problem. In a first
analysis, the dynamical responses from the compressor components are
individually analyzed, while the dispersion of each numerical model,
controlled by three parameters, are fitted by using experimental results.
Finally, the dynamical responses of the discharge pipe coupled with
the compressor’s shell are calculated according to a component mode
synthesis method, which is able to represent nonhomogeneous uncer-
tainties in the numerical model. The obtained result shows that the
averaged square velocity on the housing surface, due to an excitation
on the discharge pipe, is very sensitive with respect to the tube model
uncertainties. This result suggests that a more representative discharge
pipe model is very important to achieve a better model for the coupled
system. Moreover, the nonparametric probabilistic approach, together
with the component mode synthesis method, seems to be an interest-
ing tool to design new discharge pipes considering the limitations of
the numerical model as well as the variability of the manufacturing
processes.

Keywords: Household compressors, linear dynamics, probabilistic mod-
els, component mode synthesis.
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S Subestruturas de um modelo

U Variaveis gaussianas com média nula e varidncia unitaria
U Respostas do sistema

v Variaveis aleatérias com densidade de probabilidade gama
w Espaco amostral

w Ponto de um espago amostral

X Variavel real aleatéria

Conv  Funcdo convergéncia

Subscrito

M+ Matrizes reais, simétricas e positivo definidas
(b) Ponto (b)

np Modelo nao paramétrico

X Matriz aleatéria [X]

A Matriz [A]

C Matriz de amortecimento
c Coordenadas na interface

CB  Modelo de Craig-Bampton



cc Termos referentes as coordenadas de interface do sistema
e Elementar
G Matriz [G]

H? Altura da viga

1 Coordenadas internas

ic Termos referentes as coordenadas internas e de interface do
sistema

% Termos referentes as coordenadas internas do sistema

K Matriz de rigidez

k-ésimo valor

L Posicao L

M Matriz de massa

my Dimenséao das coordenadas modais do modelo do tubo
My Dimensao das coordenadas modais do modelo da viga
Ne Dimensao das coordenadas globais do modelo da carcaga
ng Dimenséao das coordenadas globais do modelo do tubo
Ny Dimensao das coordenadas globais do modelo da viga
P Parametro do modelo

q g-ésimo termo

v Viga

X Variavel aleatéria X

9] Modelo paramétrico

Sobrescrito

+ Limite superior do envelope de confianca

— Limite inferior do envelope de confianga

aprox Aproximado



c Carcaga
exp Experimental

mod  Modelado

r Termo referente & subestrutura 1 ou 2
t Tubo de descarga
v Viga

GOE Matrizes gaussianas ortogonais

Vetores

{u}  Processo estocdstico associada & resposta do sistema, [m, rad]
{¢}  Vetor de forma modal

{a}  Vetor de aceleragoes do modelo, [m/s? rad/s?]

{f}  Vetor de excitagdes externas, [N, N.m]

{P}  Vetor de pardmetros aleatdrios

{p}  Vetor de pardmetros

{¢}  Vetor de coordenadas modais

{r}  Vetor com os pardmetros de dispersao das matrizes aleatérias
{u}  Vetor de deslocamentos de liberdade do modelo, [m, rad]
Operadores

E{X} Esperanca matemédtica de X

tr{[X]} Traco da matriz {[X]}
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1 Introducao

Este documento tem como principal objetivo a quantificagdo de
incertezas em modelos numéricos de componentes estruturais utilizados
em compressores herméticos. Atualmente, os projetos de muitos produtos
na industria de refrigeracdo sao baseados em modelos numéricos e
muitas decisoes sdo tomadas levando em conta resultados obtidos em
simulacoes. Porém, tais investigacoes costumam ser feitas utilizando
modelos deterministicos que, por sua vez, ndo sao capazes de considerar
as variabilidades dos processos de manufatura e as limitagdes do modelo
fisico adotado. Desse modo, vista a complexidade do assunto, este
trabalho deve ser interpretado como o primeiro passo de um projeto que,
para se obter resultados mais préximos as aplicagoes industriais, deve
ser estendido por um periodo mais longo. Esse é a realidade sugerida
por GAGLIARDINI (2014), quando o autor afirma que, para obter
modelos probabilisticos para os produtos da montadora de automoéveis
Peugeot-Clitréen, a empresa necessitou de uma parceria de mais de dez
anos com os pesquisadores de uma universidade francesa.

Os estudos a respeito da quantificacido de incertezas em mode-
los numéricos se intensificaram nos ultimos anos. O resultado disso
é que, atualmente, muitas metodologias encontram-se disponiveis a
respeito do problema e varias revistas passaram a dedicar um espago
restrito ao tema. No entanto, tais avancos encontram sérias dificulda-
des de inser¢ao em ambientes industriais por diversos motivos, dentre
os quais pode ser destacada a mé formacdo dos engenheiros e cien-
tistas a respeito do tema. Essa realidade fez com que a Associagao
Brasileira de Engenharia e Ciéncias Mecanicas (ABCM) criasse, no
ano de 2008, um comité exclusivo para o assunto visando, principal-
mente, a capacitagdo dos profissionais brasileiros nesta area de atuacao
(ABCM, 2015). De fato, a quantificacio de incertezas em modelos
numéricos vem chamando a atencao de organizacdes de outros pai-
ses, como é o caso da associagdo americana de engenheiros mecanicos
(American Association of Mechanical Engineers — ASME) que
criou um comité similar ao da ABCM para o estudo de incertezas
(ASME, 2015).
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Capitulo 1. Introdug¢do

1.1

Objetivos

1.1.1 Objetivo geral

O principal objetivo desta dissertacdo é a construcao de um

modelo numérico para o tubo de descarga acoplado a carcaga de um
compressor hermético tipico levando em conta a variabilidade do processo
de manufatura e as incertezas do modelo proposto.

1.1.2  Objetivos especificos

1.2

e Investigar as principais propostas de modelagens probabilisticas

para baixa e média frequéncias disponiveis na literatura.

Avaliar duas abordagens probabilisticas distintas para a aplicacdo
em um problema de flexdo de vigas com incertezas no modelo.

Construir um modelo numérico para um tubo de descarga de um
compressor hermético levando em conta as limitacdes do modelo
e as variabilidades observadas em ensaios dindmicos.

Construir um modelo numérico similar ao anterior para a carcaca
de um compressor hermético tipico.

Prever a resposta dos dois componentes, quando acoplados, utili-
zando os modelos incertos construidos anteriormente.

Estrutura da dissertacao

Esse documento encontra-se dividido nos seguintes capitulos:

Capitulo 2: Revisao bibliografica dos principais trabalhos envol-
vendo quantifica¢io de incertezas em modelos vibroactsticos. Além
disso, apresentam-se algumas ferramentas matemaéaticas necessarias
para o desenvolvimento de modelos numéricos robustos e discutem-
se duas metodologias distintas de modelagem computacional.

Capitulo 3: Desenvolvem-se dois modelos probabilisticos aplicados
a um problema de flexdo de viga. Nesse capitulo discutem-se
as principais diferencas entre os dois modelos propostos e, por
fim, apresenta-se uma metodologia para a solugdo de problemas
inversos utilizando resultados obtidos em ensaios de analise modal
experimental.
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e Capitulo 4: Desenvolvem-se dois modelos probabilisticos para o
tubo de descarga de um compressor tipico. Desse modo, discutem-
se os objetivos de cada modelo e, por fim, ajusta-se um dos modelos
probabilisticos definindo-se um problema de minimos quadrados
com base em resultados experimentais.

e Capitulo 5: Aplicam-se os procedimentos da se¢ido anterior vi-
sando a construcao de um modelo robusto para a carcaca de um
compressor hermético tipico. Além disso, esse capitulo testa o
procedimento de ajuste do modelo probabilistico descrito anteri-
ormente em um problema dindmico distinto.

e Capitulo 6: Por fim, esta secdo destina-se a determinacao do
comportamento dindmico do tubo de descarga acoplado a carcaga
de um compressor hermético tipico levando em conta as incertezas
do modelo. Desse modo, apresentam-se as fundamentacoes tedricas
necessarias e, entao, avalia-se a resposta dindmica do sistema para
diferentes configuragoes.

e Capitulo 7: Nessa secao apresentam-se os principais resultados
obtidos nesta dissertagdo e, ainda, discutem-se algumas sugestoes
para trabalhos futuros.
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2 Incertezas em vibracoes e acdstica

A fabricacdo de qualquer produto apresenta variabilidade em re-
lacao as condi¢bes nominais de projeto. Espera-se que essa variabilidade
nao seja grande o suficiente para alterar, de maneira significativa, a
funcionalidade do produto. Porém, a medida que o comprimento de
onda de vibragdo diminui, a resposta dindmica de uma estrutura pode se
tornar bastante sensivel aos pequenos detalhes (MANOHAR; KEANE,
1994), chegando ao limite em que pequenas diferengas na configuracao
original levam a respostas estruturais completamente distintas (LE-
GAULT; LANGLEY; WOODHOUSE, 2012). Desse modo, a limitacao
de um processo de manufatura pode ser considerada a primeira fonte de
incertezas durante a construcao de um modelo mecanico-matematico
preditivo. Outra fonte de incerteza, bastante significativa em estrutu-
ras complexas, deve-se a incapacidade de se representarem processos
fisicos complexos de maneira exata. Em decorréncia disso, os estudos
sobre modelagem e quantificagdo de incertezas foram intensificados nos
ultimos anos e periédicos inteiros foram dedicados ao assunto (MACE;
WORDEN; MANSON, 2005; SCHUELLER; JENSEN, 2008; BECK;
TRINDADE, 2012; BECK; TRINDADE, 2013).

2.1 Variabilidade em resultados experimentais

Atualmente, a grande maioria dos resultados envolvendo quan-
tificacao de incertezas é baseada em modelos analiticos e simulagoes.
De acordo com ADHIKARI et al. (2009), o nimero de resultados envol-
vendo andlises experimentais ainda é baixo devido as dificuldades em:
(1) obter um grande nimero de amostras de determinados produtos, (2)
garantir os recursos necessdrios para o elevado nimero de testes, (3) a
natureza repetitiva dos procedimentos experimentais necessarios e (4)
garantir que a dispersao observada nos resultados é exclusiva da varia-
bilidade dos produtos. Porém, estas dificuldades nao impossibilitaram
os estudos a respeito de modelagem de incertezas, uma vez que algumas
metodologias mais recentes (SOIZE, 2013) diferem bastante em relagao
as técnicas mais antigas (IBRAHIM, 1987).

Dentre os resultados experimentais disponiveis na literatura, apre-
senta-se o resultado de Fahy (FAHY, 2000), cujo objetivo era determinar
experimentalmente a variabilidade no desempenho dinamico de estru-
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Figura 1 — Respostas de latas de cerveja a uma excitagdo acustica
(FAHY, 2000). A parte superior da imagem indica a am-
plitude das respostas, enquanto a parte inferior apresenta os
espectros de fase.

turas simples. Desse modo, mediram-se as respostas estruturais de 41
latas de cerveja, nominalmente idénticas, sujeitas & mesma excitagao
actstica. A Fig. 1 apresenta os resultados das fungdes resposta em
frequéncia (FRFs) da populagido medida, & direita, e também um ensaio
de repetitividade, a esquerda. A partir da Fig. 1 se comprova que a
dispersao nas FRFs das 41 latas é maior comparada ao ensaio de re-
petitividade. Esse resultado confirma que mesmo estruturas, do ponto
de vista constitutivo, bastante simples, podem apresentar variabilidade
significativa no comportamento dindmico.

Para avaliar as variagdes no desempenho dindmico de estruturas
mais complexas, KOMPELLA; BERNHARD (1993) realizaram uma
série de medigoes em veiculos, nominalmente idénticos, sujeitos as
mesmas excitagoes estruturais e acusticas.

A Fig. 2 ilustra um dos resultados obtidos, onde apresentam-se
as FRFs calculadas a partir das medicoes de forga, aplicada por um
martelo instrumentado, e do nivel de pressdao sonora (NPS) no interior de
cada veiculo. Os resultados & esquerda da imagem indicam os espectros
medidos em um ensaio de repetitividade, enquanto o grafico da direita
ilustra as respostas medidas em 99 veiculos distintos. As variagoes
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Figura 2 — Respostas de 99 carros nominalmente idénticos, a direita,
comparadas a um ensaio de repetitividade, & esquerda (KOM-
PELLA; BERNHARD, 1993).

observadas podem, em algumas faixas de frequéncia, ultrapassar os 10
dB. Os resultados sugerem ainda que, em frequéncias mais elevadas,
essa diferencga deve ser ainda maior, visto o aumento da sensibilidade
das estruturas a medida que seu comprimento de onda de vibragao
diminui. Uma série de experimentos mais recentes (DURAND; SOIZE;
GAGLIARDINI, 2008) indicam que a variabilidade no desempenho
estrutural e acustico de automoveis de um mesmo modelo pode ser ainda
maior quando acrescentam-se opcionais extras, como ar-condicionado,
dire¢do hidraulica, etc. Alguns resultados estruturais, conduzidos pela
industria automotiva utilizando aros de liga leve (HINKE et al., 2009),
mostram que pode ser complexa a identificagdo das diferencas estruturais
que levam as variabilidades observadas.

De maneira similar aos dois casos anteriores, DOI (2011) realizou
medi¢des de um conjunto de componentes de compressores herméticos
utilizados em refrigeradores. A Fig. 3 apresenta, como exemplo, as
respostas de acelerancia de 20 carcagas de compressores, nominalmente
idénticas, obtidas de lotes de fabricacdo e matrizes de estampagem
distintas. As FRFs sao determinadas a partir da aplicacdo de uma
forga impulsiva, obtida por um martelo instrumentado, e da medigao da
respectiva aceleracdo por um acelerémetro. Outro teste conduzido pela
industria de refrigeragdo (FABRO, 2010) visando avaliar as variagoes
no desempenho acustico de refrigeradores domésticos, nominalmente
idénticos, comparou os resultados das medigoes dos espectros de nivel
de poténcia sonora (NWS) de trés refrigeradores distintos. As diferencas,
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Figura 3 — Acelerancia de 20 carcacas de compressores, nominalmente
idénticas, sujeitas aos mesmos testes (DOI, 2011).

em faixa de tergo de oitava, podem ultrapassar os 5 dB, valor bastante
elevado comparado aos niveis de reduc¢do desejados atualmente. Os
resultados obtidos, bastante similares aos apresentados anteriormente,
corroboram a ideia de que as estruturas podem se tornar muito sensiveis
em frequéncias mais elevadas.

Ao se observar o nivel de dispersao dos resultados anteriores,
identifica-se a dificuldade de se definir uma tnica FRF que represente o
comportamento dindmico de cada sistema. Em alguns casos, a variabili-
dade é grande o suficiente para perder, por exemplo, a capacidade de
determinacao das frequéncias naturais de cada componente estrutural.
Essa variabilidade faz com que a aplicacdo de métodos deterministicos
de modelagem matematica percam significativamente a sua capacidade
de predi¢do. Uma forma de considerar as variabilidades observadas
consiste no calculo de regioes de confianca, obtidas a partir da aplicacdo
de métodos de modelagem estocastica, conforme serd descrito neste
trabalho.

2.2  Erros e incertezas em um modelo médio

As defini¢oes de erros e incertezas em um modelo, presentes na
literatura, podem apresentar pequenas divergéncias de acordo com as
referéncias (IBRAHIM, 1987; SOIZE, 2005a; VOSE, 2008; LEGAULT;
LANGLEY; WOODHOUSE, 2012). As defini¢des utilizadas neste do-
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cumento estdo de acordo com as defini¢gdes propostas por Soize em
suas publicagdes mais recentes (SOIZE, 2005a; SOIZE, 2008; SOIZE,
2012). Define-se, primeiramente, um sistema mecanico projetado, como
mostrado na Fig. 4. Esse é um sistema mecanico idealizado, definido
pela sua geometria, materiais constituintes e condigoes de operagdo. A
partir do sistema projetado, constroem-se os sistemas reais, oriundos
de um processo de manufatura. Consequentemente, os sistemas reais
diferem do projetado, apresentando variacbes em suas propriedades
mecénicas, geométricas, condigdes de contorno e operagdao. Desse modo,
todos os sistemas reais podem ser considerados incertos em relacao ao
sistema projetado.

(0
g@‘“ . .
N“N Sistema projetado
2‘
0 o
@
Y0
Sistema real Modelo médio
e =) Sistema T mod = Modelo preditivo |y ™

f manufaturado u f P u

Sistema incerto g

Figura 4 — Sistemas projetado, real e modelado (SOIZE, 2005a; SOIZE,
2008; SOIZE, 2012).

A partir do sistema projetado, descrito anteriormente, constroi-se
um modelo médio. A principal finalidade do modelo médio é prever as
respostas u¢®P dos sistemas reais mediante excitagoes f¢*P dos sistemas
reais. Consequentemente, esse modelo possui um conjunto de entradas
fmed  representando f*P, e saidas u™°? representando u*? (Fig. 4).
Além disso, o modelo médio possui um conjunto de parametros de
entrada g que representa os dados do problema, como condig¢ées de
contorno, propriedades geométricas e mecanicas. A partir desse processo
de modelagem descrito anteriormente, definem-se como (SOIZE, 2005a):

1. erros de numéricos: Os erros de numéricos surgem devido a apro-
ximacdo de u™°% por uma outra resposta u®°*. Como exemplo,
define-se um problema de valor no contorno, como uma viga en-
gastada sendo excitada por uma forca impulsiva concentrada. A
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rigor, este é um problema de valor no contorno de dimenséao infi-
nita, mas que pode ser aproximado por um problema de dimensao
finita utilizando-se o método dos elementos finitos (MEF). Nesse
problema, os erros numéricos podem surgir devido a construgao
de uma malha pouco refinada ou, ainda, a superposicao de poucos
modos em uma expansao modal. Dessa forma, os erros numéri-
cos podem ser controlados e devem ser reduzidos, chegando ao
limite em que u™°? ~ T ¢ consequentemente, os erros sejam
pequenos ao ponto de poderem ser negligenciados;

. incertezas nos dados : Definem-se como incertezas nos dados (ou

paramétricas) a incapacidade de se representar, de maneira exata,
a entrada f°% e o conjunto de pardmetros g de um modelo médio.
Como exemplo, podem ser consideradas incertas uma excitagao
pontual, modelando a forca provocada por um martelo durante
um teste de impactagdo, as propriedades mecanicas dos materiais
constituintes da estrutura, como densidade, mdodulo de elasticidade
e coeficiente de Poisson;

. incertezas no modelo: As incertezas (ou erros) de modelo sdo

geradas durante o processo de modelagem mecanico-matemaéatico
que define o modelo médio. Essas incertezas surgem, geralmente,
devido as simplificagoes adotadas ou ainda por conta da incapaci-
dade de se representar determinados processos fisicos de maneira
exata. Como exemplo, um cilindro feito de material compdsito
pode ser modelado como uma viga Euler-Bernoulli, uma viga de
Timoshenko, ou ainda utilizando-se a teoria de elasticidade dos
sélidos. Outro exemplo de incerteza de modelo estd relacionado
a definicdo matematica de jungoes entre duas estruturas unidas,
por exemplo, por parafusos ou rebites;

. iredicabilidade do modelo médio: A predicabilidade do modelo mé-

dio pode ser definida como a capacidade de representar as respostas
das estruturas reais. Pode-se definir, matematicamente, a predi-
cabilidade do modelo como o inverso da norma || u™°% — 4 ||.
Nesse caso, o modelo médio pode ser considerado um modelo
preditivo se, e somente se, a norma anterior for suficientemente
pequena. Porém, em casos reais, devido as incertezas nos dados e
no modelo, o resultado dessa operagao pode ser suficientemente
grande, tornando-se necessaria a aplicagdo de alguma metodologia
de modelagem de incertezas.
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2.3  Conceitos matematicos basicos

Antes de iniciar o processo de modelagem estocastica de sistemas
mecanicos, esta se¢cdo tem o objetivo de discutir alguns conceitos mate-
maticos que serao utilizados no decorrer deste trabalho. Desse modo,
apresenta-se o conceito de varidveis aleatérias, matrizes aleatérias e pro-
cessos estocasticos. Além disso, define-se 0 método de Monte Carlo, uma
ferramenta muito utilizada durante a solucao de processos estocasticos.
Por fim, discute-se o principio de maxima entropia, uma metodologia
capaz de construir o melhor modelo probabilistico com base apenas nas
informagoes disponiveis para o problema.

2.3.1 Variaveis aleatérias reais e continuas

Uma variavel aleatoria real e continua é definida, matematica-
mente, como uma funcdo X que associa a cada ponto wy de um espago
amostral W uma unica variavel real X (wy) (PAPOULIS, 1991; LIMA,
2011; SAMPAIO; LIMA, 2012). A fun¢do X pode ser vista como a
transformacao apresentada na Fig. 5, onde W é o dominio de X e R é o
seu contradominio. Essa definicio matematica pode ser interpretada,
fisicamente, como um experimento, passivel de representacdo em forma
numérica que, apds varias realizagoes idénticas, ndo é capaz de ser
representado por um tnico nimero real (SCHERER, 2005).

A

Figura 5 — Varidvel real aleatéria como uma fungdo X: W — R (LIMA,
2011; SAMPAIO; LIMA, 2012).

Uma varidvel aleatéria X possui funcao distribuigdo de probabili-
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dades Fx(z) definida como
Fx(z) = P{X <z}, (2.1)

onde P{X < =z} representa a probabilidade de X receber um valor
menor ou igual a um valor = qualquer. Ao seguir a defini¢do anterior, é
possivel concluir que Fx(x) é uma fun¢do monotonicamente crescente e
que possui imagem entre 0 e 1, ou seja, Fx(z) : R — [0,1]. A funcéo
px (), obtida da derivagao

dF'x (x)
px(z) = o (2.2)
¢é chamada de fungdo densidade de probabilidade. O fato de Fx(z) ser
monotonicamente crescente leva, obrigatoriamente, a px (z) ser uma
funcao estritamente positiva, ou seja, px(z) : R — [0, 00).

De posse de px (z) e F'x(x), é possivel gerar amostras de X. Antes
da popularizagao dos computadores, a grande maioria dos geradores
de variaveis aleatorias eram baseados em circuitos elétricos. Porém,
a medida em que as ferramentas computacionais tornaram-se mais
acessiveis, gradativamente estes circuitos foram sendo substituidos por
ferramentais computacionais. Os algoritmos utilizados atualmente para
a geragao de varidveis aleatérias podem ser bastante simples, como os
baseados em congruéncia linear para geragdo de px(x) uniforme, ou
mais complexos, como o algoritmo Metropolis-Hastings baseado em
cadeias de Markov para a geracdo de fungdes px (z) mais complexas
(LIMA, 2011; SAMPAIO; LIMA, 2012).

2.3.2 Matrizes aleatérias reais e continuas

Uma matriz aleatéria real e continua é definida, matematica-
mente, como uma matriz cujos elementos que a compde sao variaveis
aleatorias reais e continuas (MEHTA, 2004). De acordo com ADHIKARTI;
SARKAR (2009), essa definigao pode ser interpretada, fisicamente, como
um fendmeno observavel, passivel de representacdo em forma matricial
e que, apos repetidas observagoes, nao é capaz de ser definida através
de uma tnica matriz. O estudo sobre matrizes aleatérias comegou no
inicio do século passado, com Wishart, em meados de 1930. Porém,
somente a partir de 1950, no contexto da fisica nuclear, esses estudos
foram intensificados (MEHTA, 2004).

De maneira andloga as variaveis aleatérias, uma matriz aleatoria
[X] possui func¢do densidade de probabilidade px ([X]) : M — [0, 00),
onde M representa o conjunto de todas as matrizes reais. De acordo
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com SOIZE (2003), as matrizes mais importantes para aplicagdes fisicas
sdo as matrizes gaussianas ortogonais (GOE), cuja fungdo densidade
de probabilidade p)CéOE pode ser escrita, com respeito ao elemento de
volume de Lebesgue d[X] = 22(»~1)/4 [Ti<i<j<n d[X]ij, como (SOIZE,
2012)

nGOE
pOP (M) = 080 wep { Pt el | @)

onde C$OF ¢ uma constante de normalizagdo, tr{[X]} representa o
trago de [X], n“9F ¢ a ordem da matriz e §9°F ¢ o parametro que
controla a dispersio das matrizes geradas . De posse de p§{©¥, é possi-
vel demonstrar, matematicamente, que os elementos constituintes das
GOEs sao varidveis aleatdrias gaussianas independentes (SOIZE, 2003),
fato que facilita a geracdo das amostras dessas matrizes. O fato mais
importante é que existe uma série de trabalhos que mostram que muitos
processos fisicos observados podem ser modelados utilizando-se GOEs.
Como exemplo, para o caso particular de vibragoes, Weaver (WEAVER,
1989; BOHIGAS et al., 1991) demonstrou que as frequéncias naturais
de blocos de aluminio, em frequéncias proximas a 135 kHz, podem ser
representadas pelos autovalores das GOEs. Porém, a grande maioria
dos resultados foram validados para faixas de frequéncia com alta den-
sidade modal, regides cujas respostas das estruturas sdo mais sensiveis
as incertezas dos dados e do modelo adotado.

2.3.3 Processos estocasticos

Um processo estocastico é definido, matematicamente, como uma
funcdo que associa a cada elemento wy do espaco amostral W uma
funcao real X dependente de um pardmetro temporal ¢, ou seja X =
X(w,t) (PAPOULIS, 1991; LIMA, 2011; CATALDO, 2012). Desse modo,
um processo estocastico nada mais é do que uma familia de varidveis
aleatérias dependentes do tempo. A Fig. 6 ilustra a representacéo de
um processo estocastico, onde para cada evento wy, de W define-se
uma fun¢do X (wy,t). Muitos processos fisicos podem ser interpretados
como um processo estocastico. Esta vis@o estatistica da fisica comegou
a ser construida, aos poucos, com o desenvolvimento da termodindmica
(SAMPAIO; CURSI, 2012). Porém, somente com a consolida¢ao da
mecanica quantica, chegou-se & concluséo de que os processos fisicos sao,
em sua esséncia, estatisticos. De acordo com FEYNMAN; LEIGTHON;
SANDS (1963), a maneira mais precisa de a ciéncia descrever a natureza
deve ser feita em termos de probabilidades. A titulo de exemplo, o
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t

Figura 6 — Representagdo de um processo estocéstico.

movimento de uma particula em um fluido (movimento browniano) e
seu respectivo campo de velocidades sdo processos estocasticos. Para
o caso particular de vibragao, as respostas dindmicas de uma turbina
ellica sujeita ao carregamento exercido pelas forcas do vento também
SA0 processos estocdsticos.

2.3.4 Método de Monte Carlo

A solugao numérica de um processo estocastico pode ser dividida
em trés partes. Primeiramente, projeta-se um modelo deterministico para
o sistema de acordo com os pardmetros e fenémenos fisicos envolvidos no
processo. Depois disso, cria-se um modelo probabilistico para variaveis
do sistema, atribuindo a cada variavel incerta uma respectiva fungao
densidade de probabilidade. Por fim, geram-se amostras das varidveis
incertas e, para cada amostra, calcula-se uma resposta deterministica.
A unifo destas trés partes caracteriza o método de Monte Carlo direto.
Quando o modelo deterministico é solucionado utilizando-se o método
dos elementos finitos este processo também é conhecido como método
dos elementos finitos estocdsticos (SAMPAIO; RITTO, 2008). A Fig. 7
ilustra a resposta de um sistema, dependente de duas varidveis aleatérias,
utilizando-se o Método de Monte Carlo. Nessa imagem, a esquerda,
identificam-se as varidveis aleatérias de entrada com suas respectivas
funcoes densidade de probabilidades, enquanto a direita identificam-se
as respostas calculadas utilizando-se um modelo deterministico.

Vale a pena ressaltar que um método de solugdo de processos
estocasticos nao deve ser confundido com um método de modelagem
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Figura 7 — Mapeamento de respostas, dependente de varidveis aleatorias,
através do método de Monte Carlo (SCHUELLER, 2007).

estocéstica. O método de Monte Carlo é, apenas, uma ferramenta vol-
tada a aproximacao de processos estocédsticos. O método de modelagem
estocastica é definido pela estratégia adotada na representacao das
fungoes densidade de probabilidades das entradas do modelo. Desse
modo, a determinacdo dessas fun¢oes é a parte fundamental na constru-
¢ao de um modelo probabilistico. Existem, basicamente, trés maneiras
de determinar as fungoes densidade de probabilidade das entradas. A
primeira, baseada na existéncia de muitos resultados experimentais, con-
siste na aplicagao de testes de hipdteses, como os testes Qui-Quadrado
ou Kolmogorov-Smirnov (SAMPAIO; RITTO, 2008). Na maioria dos
casos praticos os resultados experimentais a respeito dos parametros
incertos do modelo sdo escassos e pouco precisos, tornando essa andlise
proibitiva. A segunda estratégia para a determinacao das funcoes densi-
dade de probabilidades das entradas consiste na aplicacao do principio
de maxima entropia. Essa estratégia, como serd visto na préxima subse-
¢do, possibilita a determinacdo das fungdes densidade de probabilidades
com base apenas nas informagoes disponiveis no problema. Existe ainda
uma terceira metodologia, amparada no teorema de Bayes (RITTO,
2014), que permite acessar as propriedades estatisticas dos pardmetros
de entrada com base nas respostas do sistema.

2.3.5 Principio de maxima entropia (PME)

O conceito de entropia em teoria de informagao foi proposto
por Shannon (SHANNON, 1948), enquanto a ideia de maximizar essa
grandeza foi sugerida por Jaynes (JAYNES, 1957), no contexto da
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mecanica estatistica. Desde entdo, o PME mostrou-se uma ferramenta
eficaz para a construcao de modelos probabilisticos.

Para uma varidvel aleatéria real e continua, a entropia de Shannon
S associada a funcdo densidade de probabilidade px pode ser escrita
como

S(py) = — /C px (@) npx (@)dz = —E{npx (2)},  (2.4)

onde C é o conjunto suporte de px e o operador £{z} representa o
valor esperado de uma grandeza x qualquer. Em teoria de informagoes,
a entropia estd fortemente relacionada ao nivel de incerteza que uma
funcdo densidade de probabilidade carrega. O PME estabelece, entao,
um problema de otimizac¢ao, que consiste em encontrar, dentre todas
as funcoes definidas no conjunto C e compativeis com as restricdes
propostas, aquela que maximiza a entropia (incerteza) S, ou seja,

px = argmax S(px). (2.5)

Para restri¢oes simples, como momentos de primeira (E{(X)}) e segunda
(E{(X?)}) ordens, px pode ser encontrada, analiticamente, utilizando-se
o método dos multiplicadores de Lagrange. O Apéndice A apresenta a
demonstracao matemética do caso mais simples possivel, onde apenas o
conjunto suporte C é conhecido. O fato mais importante a respeito do
PME ¢ que ele fornece uma alternativa para se determinar px admitindo-
se a existéncia de poucos resultados experimentais. Além disso, um fato
curioso é que praticamente todas as fun¢des px conhecidas na literatura
podem ser recuperadas a partir da aplicacao deste método (KAPUR,
2009).

De maneira andloga as variaveis aleatérias, o PME também pode
ser estendido ao estudo de matrizes aleatdrias. Desse modo, para uma
matriz aleatéria real e continua, a entropia de Shannon associada a
fun¢do densidade de probabilidade py pode ser definida como (SOIZE,
2000; SAMPAIO; CURSI, 2012)

S(pn) = — /M paa([M]) In pag (M) d[M). (2.6)

O PME estabelece, novamente, um problema de otimizacao, que consiste
em encontrar, dentre todas as fungoes py definidas em M e compativeis
com as restrigoes propostas, aquela que maximiza a entropia (incerteza)
S, ou seja,

pM = argmax S(pm)- (2.7)
Essa abordagem permite construir a melhor funcao densidade de pro-
babilidade matricial condizente com as informagoes disponiveis. No
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entanto, resolver esse problema de otimizagao, do ponto de vista mate-
matico, pode ser bastante complexo, fato que leva a existéncia de poucos
resultados de py obtidos a partir da aplicacao dessa metodologia.

2.4 Abordagem via métodos probabilisticos

A seguir, serdo apresentadas duas maneiras distintas de modela-
gens probabilisticas. A primeira abordagem, chamada de probabilistica
paramétrica, consiste em construir um modelo probabilistico para os
parametros incertos do sistema, enquanto a segunda abordagem, cha-
mada ndo paramétrica, é capaz de construir um modelo probabilistico
ao nivel dos operadores.

2.4.1 Abordagem probabilistica paramétrica

Ao se modelarem as incertezas de um sistema através da aborda-
gem probabilistica paramétrica, consideram-se como incertos os para-
metros constitutivos do modelo, atribuindo-se a cada parametro uma
varidvel aleatdria. Desse modo, a defini¢do do modelo probabilistico de
cada parametro é parte fundamental durante a etapa de modelagem. A
construcao desse modelo pode ser baseada, como mencionado anterior-
mente, em um teste de hipétese ou na aplicagdo do PME. A abordagem
probabilistica paramétrica é a melhor estratégia para a modelagem de
incertezas em sistemas dindmicos se, e somente se, as incertezas do
modelo encontram-se apenas ao nivel de seus pardmetros constituin-
tes (SOIZE, 2005a; SAMPAIO; RITTO, 2008; SAMPAIO; CATALDO,
2010), ou seja, quando as erros de modelo podem ser desprezados.

2.4.2 Abordagem probabilistica ndo paramétrica

Durante a abordagem probabilistica ndo paramétrica, conside-
ram-se as incertezas do modelo ao nivel dos operadores. Desse modo,
atribui-se a cada operador do modelo médio uma respectiva matriz
aleatéria. De maneira similar & abordagem probabilistica paramétrica,
a definicdo do modelo probabilistico é parte fundamental durante a
modelagem probabilistica ndo paramétrica. Uma das alternativas para
a construcao dos modelos probabilisticos para as matrizes do sistema
consiste, como visto anteriormente, na aplicacdo do PME as fungoes
densidade de probabilidades matriciais. E possivel demonstrar, mate-
maticamente, que a abordagem probabilistica ndo paramétrica, além de
mais ampla, engloba os resultados gerados pela modelagem paramétrica.
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Esse comportamento faz com que essa formulagio seja eficiente para
quantificar as incertezas geradas pelos parametros do modelo e também
pelo modelo mecénico-matemético, de maneira conjunta (SOIZE, 2000;
SOIZE, 2005a; SAMPAIO; CATALDO, 2010). Uma abordagem mais
recente, chamada de probabilistica generalizada, permite a construgao
de um modelo probabilistico para os parametros do sistema e outro
para o préprio modelo proposto, possibilitando assim a identificagao
e quantificacdo de cada componente (SOIZE, 2010). Essa abordagem
também utiliza a teoria de matrizes aleatorias mas, por simplicidade,
ela nao sera discutida e aplicada neste trabalho.

2.4.3 Resultados publicados

Atualmente, muitos trabalhos envolvendo modelagem e quanti-
ficagdo de incertezas podem ser encontrados na literatura. Esta sub-
secao traz dois resultados disponiveis, como exemplos, envolvendo as
abordagens probabilisticas paramétrica e ndo paramétrica aplicadas a
estruturas dindmicas complexas e distintas.

Com o objetivo de identificar as incertezas em algumas respostas
dindmicas de uma estrutura bastante complexa, SCHUELLER (2007)
aplicou o método de modelagem probabilistica paramétrica ao modelo
matemaético, discretizado através do MEF, de um satélite acoplado a
um sistema de propulsdo. A Figura 8 mostra, a esquerda, a malha da
estrutura propulsora e, a direita, a malha do satélite isolada. Para o
modelo do satélite, elegeram-se, aproximadamente, 1300 parametros
incertos, modelando-os como variaveis aleatérias independentes. Esses
parametros se referem, basicamente, as propriedades mecanicas dos
materiais constituintes da estrutura e também as suas respectivas ge-
ometrias. Nesse caso, a grande maioria das varidveis aleatérias foram
modeladas utilizando-se fungoes densidade de probabilidades gaussianas,
enquanto as suas respectivas dispersoes foram determinadas a partir de
resultados experimentais ou baseadas no conhecimento prévio de estru-
turas similares. A partir dessa andlise, SCHUELLER. (2007) foi capaz
de determinar as forgas, juntamente com suas respectivas regides de con-
fianca, na interface entre cada componente do sistema propulsor. Esse
mesmo modelo probabilistico foi capaz de identificar os niveis de tensao
de von Mises possiveis no mecanismo que conecta o satélite ao seu painel
solar, parametro critico para se determinar até que ponto a estrutura é
robusta a falha perante incertezas nos pardmetros do modelo proposto
(SCHUELLER, 2007). Uma anélise distinta (CAPIEZ-LERNOUT et
al., 2006) mostrou que, embora as incertezas nos pardmetros sejam
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Figura 8 — Malha do sistema propulsor, a esquerda, juntamente com a
malha do satélite, & direita (SCHUELLER, 2007).

importantes em frequéncias superiores a 30 Hz, esta parcela é muito
menor comparada a sensibilidade do préprio modelo utilizado.

Com a finalidade de construir um modelo robusto as incertezas,
DURAND; SOIZE; GAGLIARDINI (2008) construiram um modelo
probabilistico ndo paramétrico de um veiculo comercial. Trata-se de
uma estrutura acoplada a uma cavidade acustica, ambos discretizados
utilizando-se o método dos elementos finitos, com a interface entre a
estrutura e a cavidade modelada utilizando-se um modelo de dissipacao
acustica simplificado (DURAND; SOIZE; GAGLIARDINTI, 2008). A Fig.
9 ilustra, a esquerda, o modelo estrutural utilizado e, & direita, uma
resposta impulsiva obtida excitando-se a estrutura préximo ao bloco
do motor e medindo-se a aceleracdo na parte traseira do veiculo. No
caso probabilistico ndo paramétrico, tratam-se as incertezas ao nivel dos
operadores, construindo-se um modelo probabilistico para cada matriz do
modelo. Nesse caso, as fungdes densidade de probabilidades das matrizes
do modelo sao construidas utilizando-se o PME, como sera detalhado na
Subsecao 3.2.2, enquanto os parametros de dispersao de cada operador
foi calculado resolvendo-se um problema de otimizagao com base em
resultados experimentais (DURAND; SOIZE; GAGLIARDINI, 2008).
O fato mais importante que pode ser observado na Fig. 9 é que existem
grandes diferencas entre os resultados experimentais e o resultado obtido
com o modelo médio simulado. Esse comportamento ocorre devido as
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Figura 9 — Malha da estrutura veicular, a esquerda, sem a cavidade
actstica. A direita, sio apresentadas as respostas dos 20
vefculos medidos (linhas cinzas), a respectiva resposta obtida
com o modelo médio (linha preta tracejada), a resposta média
(linha preta fina) e os limites de confianca de 96% (linhas
pretas) obtidos com o modelo probabilistico ndo paramétrico
(DURAND; SOIZE; GAGLIARDINI, 2008).

incertezas nos dados e no modelo, vide a complexidade e a dificuldade
de se construir um modelo fiel & estrutura real. Ao se observar a regido
de 96% de confianca, calculada utilizando-se a modelagem probabilistica
nao paramétrica, é possivel observar que esses resultados aumentam
consideravelmente a predicabilidade do modelo, uma vez que a grande
maioria dos resultados experimentais encontram-se dentro da regiao
calculada (Fig. 9).
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3 Viga Euler-Bernoulli

Como visto no capitulo anterior, o processo de modelagem es-
tocastica pode ser mais complexo quando comparado ao processo de
modelagem deterministica. A titulo de exemplo, durante a aborda-
gem probabilistica paramétrica, atribui-se a cada pardmetro incerto do
modelo uma variavel aleatéria, que por sua vez é definida, matemati-
camente, como uma fung¢ao. Desse modo, enquanto uma abordagem
deterministica opera utilizando como parametros de entrada do pro-
blema apenas valores constantes, objetos de dimensao unitiria, uma
modelagem estocastica utiliza como dados de entrada fungdes, objetos
matemdticos de dimensdo infinita (SAMPAIO; CURSI, 2012). Devido a
essa complexidade, este capitulo destina-se, basicamente, a aplicacao
e a discussao dos métodos de modelagem probabilisticos paramétrico
e nao paramétrico de quantificacdo de incertezas em um problema de
flexdo de vigas sujeito a variabilidade na altura de sua secgio retangular
e também, mais adiante, incerteza no seu modelo constitutivo. Essa
aplicagao foi escolhida, como primeiro exemplo, devido & sua simpli-
cidade e também ao baixo custo computacional necessario para a sua
reproducao.

3.1 Modelo médio

A Fig. 10 apresenta a geometria da viga modelada, a esquerda,
juntamente com o seu respectivo elemento, a direita, obtido durante o
processo de discretizacdo da estrutura em elementos finitos. Trata-se de
uma viga de comprimento L", densidade p¥, mddulo de elasticidade E",

) L,, b up uy
| Clte o8 )or
A T <—>2a d

Figura 10 — Geometria da viga, a esquerda, juntamente com seu respec-
tivo elemento, a direita.



52 Capitulo 3. Viga Fuler-Bernoulli

base bY e altura h¥. Cada elemento de viga é modelado de acordo com a
teoria de viga de Euler-Bernoulli, admitindo-se para cada né do modelo
um grau de liberdade de deslocamento e um de rotacdo (Fig. 10).

Apos discretizar a estrutura, é possivel demonstrar, matematica-
mente, que as matrizes de massa [M] e rigidez [K?] elementares sdo
(FAHY; GARDONIO, 2007)

78 22a 27 —13a
_ p’A¥a | 22a 8a* 13a —6a®

IMe] =55 27 13a 78 220 | ¢ G
—13a —6a? —22a 8a?
3 3a. -3 3a
o EUIY | 3a 4a®> —3a 2a?
KI=%53 | 23 3¢ 3 —3a | (32)
3a  2a® —3a 4a?
onde AV = b'hY é a 4rea da secdo retangular, IV = bV (hV)3/12 é

o momento de inércia de segunda ordem, enquanto 2a representa o
comprimento do elemento. O modelo de amortecimento da estrutura sera
introduzido, na Subse¢ao 3.1.1, através do formalismo de amortecimento
modal. Dessa forma, apds se realizar o processo de montagem das
matrizes globais e se identificarem as condigdes de contorno da estrutura,
a equagao de movimento do sistema pode ser escrita, admitindo-se uma
excitagdo harmonica no dominio da frequéncia, como

(—w? My, ]+ gwlCr ] + [, ]) {up, ()} = {7 (@)}, (3.3)

onde [M} ], [C} ] e [K] ] sdo as matrizes globais de massa, amorteci-
mento e rigidez, respectivamente, {uy, (w)} e {f(w)} sdo os vetores
com os graus de liberdade (deslocamentos e rotacoes) e excitagdes ex-
ternas (forgas e torques) do modelo, enquanto w representa a frequéncia
angular de andlise e j é a unidade imagindria. Todas as matrizes do
sistema sao reais, simétricas, positivo definidas e possuem dimensao n,,.
Para todo w € BY, onde BY é a banda de frequéncia de anilise, a Eq.
3.3 possui solugao tnica e na forma

{ul, (@)} = (~w?[M2] +jwlCs |+ KL ) T H{f @) (34)

De posse de {u;, (w)}, o vetor de aceleracdes {a;, (w)} do sistema pode
ser obtido, diretamente, como

{ap, (@)} = —w*{up, (@)} (3:5)
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3.1.1 Modelo reduzido

Com o objetivo de reduzir o nimero de operagoes com as matrizes
(M} ], [Cr ] e[K} ] e, consequentemente, reduzir o custo computacional,
a resposta {u; (w)} pode ser aproximada através de uma expansao
modal. Desta forma, as i-ésimas frequéncia natural w; e forma modal
{#¥} da estrutura podem ser obtidas resolvendo-se o problema de
autovalores e autovetores generalizados

(K5 {oi} = (i) (M J{o7}- (3.6)

Ao se definir a matriz de formas modais [V"] = [{¢7} {¢5} ... {d..}],

com m, < Ny, a resposta {uy, (w)} pode ser aproximada por {uy, (w)}
na forma

{um, (@)} = [T g, (@)} (3.7)

onde {g;,, (w)} é o vetor solucdo da equacao matricial

(—w?[My, ]+ gwlCp ]+ Ky D, ()} = [8T7{f*(@)}.  (3.8)

Ao se admitir a normalizacdo [UV]7[Mp, 1[¥°] = [I,,] , onde [I,,]
¢ a matriz identidade de dimensao m,, as matrizes de massa [M,), |,

amortecimento [C}, ] e rigidez [K7, ] reduzidas da Eq. 3.8 sdo matrizes
reais, diagonais, positivo definidas e que sao construidas na forma

[My,]=6ij, (O] = 260 widij, 1K, ] = (@0)*6is, (3.9)
onde d;; ¢ o delta de Kronecker, wi < wj < ... <wy, sao as frequéncias
naturais do sistema e &7, &3, ... , &, sdo os respectivos amortecimentos
modais. Vale destacar que o erro devido & aproximagao de {u;, (w)} por
{uy,, (W)} pode ser controlado, tornando-se necessario definir um valor
de m, suficientemente grande para que || {u;, (w)} —{u;, (w)} || possa
ser negligenciado. De posse do vetor {u;, (w)}, o vetor de aceleragoes
{a;, (w)} do sistema pode ser determinado, diretamente, como

{am, W)} = —w{uy, (@)} (3.10)

3.2 Modelos estocasticos

Com a finalidade de determinar as respostas do sistema na pre-
senca de incertezas na altura h”, duas metodologias distintas de mode-
lagem estocastica sao abordadas. Na primeira estratégia, substitui-se a
matriz deterministica do modelo médio por uma matriz aleatéria, cuja
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representagao algébrica encontra-se amparada no modelo probabilistico
do parametro incerto h¥ do sistema. Para a aplicagdo da segunda estra-
tégia de modelagem, constroéi-se o modelo probabilistico ao nivel dos
operadores, modelando-se cada matriz reduzida do sistema, diretamente,
como uma matriz aleatdria.

3.2.1 Modelo probabilistico paramétrico

Para a modelagem probabilistica paramétrica, atribui-se ao pa-
rametro incerto AY do modelo uma respectiva variavel aleatéria HY.
Desse modo, a definicdo do modelo probabilistico de HV torna-se parte
fundamental para a determinagao das respostas do modelo estocastico.
Na auséncia de muitos resultados experimentais a respeito de H”, a
melhor maneira de construir o seu modelo probabilistico consiste na
aplicacdo do PME, utilizando-se como vinculos para o problema de
otimizagao algumas restrigoes fisicas do problema. No que segue, as
informagoes disponiveis a respeito da variavel aleatéria HY sdo:

1. a altura da viga é um ntmero estritamente positivo e finito, ou
seja, o conjunto suporte de HY é (0, 00);

2. o valor esperado de H” é conhecido e dado por E{H"} = h" ;

3. a varidvel aleatéria HY possui variancia finita, ou seja, E{(H")?}
< 0Q;

4. o deslocamento de cada grau de liberdade do modelo possui
variAncia finita, ou seja, E{(H") "2} < oco. Essa restrigio pode ser
considerada na solucao do problema de otimizagao admitindo-se
que E{In H"} < oo (SAMPAIO; CATALDO, 2010).

As quatro restrigcbes descritas acima estdo demonstradas, matemati-
camente, para um sistema com um grau de liberdade e estatico no
Apéndice B. Aplicando-se o PME a fun¢ao densidade de probabilidade
pr(hY), conclui-se que o melhor modelo probabilistico para a varidvel
aleatéria HY é uma funciao densidade de probabilidades gama (KAPUR,
2009)

o L INTE 1 e\ T
et =105 (i) ™ iz (i)

: (-t}
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onde 1(h") é a funcao degrau de Heaviside, I' é a funcdo gama I'(x) =
fooo t*~le~dt, enquanto dgv é o coeficiente de variacdo de H” definido
como a razao entre os seus respectivos desvio padréo e média (6% =
0¥ /1Y) Ao observar as restrigdes acima, é possivel concluir que HY néao
deve ser modelada utilizando-se uma funcao densidade de probabilidade
gaussiana, uma vez que tal fun¢do nao obedece as restri¢oes 1 e 4 (ver
Apéndice B). Além disso, vale ressaltar que a funcao densidade de
probabilidade gama da Eq. 3.11 s6 obedece a restrigao 4 para valores
0 < 6% < 1/v3 (RITTO; SAMPAIO; CATALDO, 2008; SAMPAIO;
CATALDO, 2010).

Apés definir um modelo probabilistico para H", constroem-se
as matrizes elementares da estrutura seguindo-se este modelo. Uma
vez que tanto a matriz de massa quanto a de rigidez elementares sao
fungdes de h¥ (ver Egs. 3.1 e 3.2), ambas tornam-se matrizes aleatérias.
De maneira analoga, as matrizes globais da Eq. 3.3 sdo fungées dos
operadores elementares e, consequentemente, também passam a ser
matrizes aleatérias. A seguir, a Eq. 3.3 é substituida por

(—w?[Mp] + jw[Cy] + [KF]) {ugp (@)} = {f"(w)}, (3.12)

onde [M}], [CY] e [K}] sdo as matrizes aleatérias construidas a partir
do modelo probabilistico de H” e {uy(w)} é o processo estocdstico
correspondente a resposta do sistema. A Eq. 3.12 pode ser resolvida
aplicando-se o método de Monte Carlo, apresentado na Subsecao 2.3.4,
juntamente com o processo de reducao de modelo apresentado na Sub-
secao 3.1.1.

3.2.2 Modelo probabilistico ndo paramétrico

Como visto na Subsecdo 2.4.2, ao modelar o sistema utilizando
a abordagem ndo paramétrica, tratam-se as incertezas ao nivel dos
operadores do modelo. Ao analisar os operadores da Eq. 3.3 conclui-se
que, devido a construcao utilizando-se o método dos elementos finitos,
as matrizes [M,, |, [C; ] e [K] ] apresentam muitos zeros topoldgicos,
tornando-se uma melhor alternativa a construgao de um modelo pro-
babilistico para as matrizes reduzidas [M}, ], [Cy, | e [K}, ] da Eq.
3.8 (SOIZE, 2000). O modelo probabilistico desses operadores pode ser
construido utilizando-se a teoria de matrizes aleatdérias juntamente com
o PME.

Seja [A}, | qualquer matriz diagonal [My, |, [C}, ] ou [Kp, |.
Como a estrutura encontra-se presa em uma das extremidades (Fig. 10),
o operador [A}, ] é, necessariamente, positivo definido. Ao se identifica-
rem as restrigoes fisicas de [A}, ], é possivel determinar diretamente,
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utilizando-se o PME, o melhor modelo probabilistico para esse operador.
Porém, o resultado encontrado mostra que os elementos [A}’nv]ij sao
dependentes entre si, fato que dificulta a representagao algébrica desse
operador (SOIZE, 2005b). Para contornar essa dificuldade, uma vez
que [A}, ] é positivo definida, escreve-se este operador utilizando-se a
decomposi¢ao de Cholesky
T
(A7, ] = Ly, ] (L, ], (3.13)
onde [Ly, |¢éuma matriz diagonal. As incertezas sdo, entao, introduzidas
no modelo, sem perda de generalidade, a partir da matriz aleatéria
(G, ], tal que
T
[Am,] =L, ] [GR,][L7,] (3.14)

My

As restricoes fisicas para a construcao da func¢ao densidade de probabili-
dade pg- ([Gy, 1) de [Gy, ] sdo (SOIZE, 2005a; SAMPAIO; CATALDO,
2010):

1. todas as realizagoes de [Gy, ] devem ser simétricas e positivo
definidas para que o operador [A};, ] seja sempre simétrico e posi-
tivo definido; Essa afirmacao pode ser escrita, matematicamente,
admitindo-se que [GY, ] € M, onde M™ representa o conjunto de
todas as matrizes reais, simétricas e positivo definidas.

2. o valor esperado de [Gy, ] é conhecido e igual & matriz identidade,
ou seja, E{[Gy, ]} = [Im,]. Essa condigao é necessaria para que o
valor esperado de [AY, ] seja igual ao valor utilizado no modelo
médio, ou seja, E{[AY, 1} = [A}, ]. Essa restricio pode ser escrita,
matematicamente, como

E{Gn.] (G % pe (G, ]) x AIG, ] = [, )5 (3.15)

}:
M+

3. a ultima restrigdo surge devido & necessidade de que a resposta
do sistema seja um processo estocastico de segunda ordem, ou
seja, para que as varidveis aleatorias que representam a resposta
do sistema possuam variancia finita. Pode-se demonstrar, mate-
maticamente, que a resposta do sistema sera estdvel sempre que a
matriz de rigidez dindmica do modelo reduzido possuir variancia fi-
nita. Porém, resolver o problema de otimizacao definido pelo PME
levando-se em conta essa restricao torna, do ponto de vista anali-
tico, um problema impossivel de ser resolvido utilizando-se a teoria
de matrizes aleatérias desenvolvida até o momento (ADHIKARI,



3.2. Modelos estocdsticos 57

2007). Para contornar esse problema, admite-se que, individual-
mente, cada matriz do sistema possui variancia finita, ou seja,
E{|l [AY,, ]! |7} < oo. Essa ¢ uma condigao suficiente para que o
problema possa ser tratado analiticamente mas nao expressa uma
condi¢ao necesséria para o modelo (ADHIKARI, 2008). No que
segue, para satisfazer a condigao de [A" ], 0 operador [Gy;, | deve
satisfazer a desigualdade &{|| [GY, ]™* ||F} < 00. Essa restri¢do
pode ser inserida junto ao problema de otimizagao admitindo-se
que E{In(det[G};, ])} < oo (SOIZE, 2000; ADHIKARI, 2007);

A funcao pg([G},,]) associada a matriz [Gm,] seguindo as restri-
¢Oes anteriores e construida utilizando o PME é (SOIZE, 2000)

( 1)1_52
mMy+
v 252\ X

pa((Ghn,)) = Ine (G, ]) X Cav x det([G,,])

) my, + 1 "
R e (CANI) S CR

onde 1y+([GY, ]) éigual a 1se [GY, ] € MT e 0se [G}, ] ¢ MT, enquanto
Cgv representa a constante
(2m) = mo (mo=D/4f (m, 4 1)(v/26Y)~ 2}mv(mv+1)/2(6}3)"‘)

Cov = - R
Hj:vl r (2(5;;)2 + T)

. (3.17)

Na Eq. 3.16, o parametro ¢!y representa o coeficiente de disperséo

35 = G - U I 3.19)

que quantifica a distancia quadratica média entre [G}, ] e seu valor
médio [I,,,] (LEGAULT; LANGLEY; WOODHOUSE, 2012) Para que
(G, ] obedeca a restricdo 3, o coeficiente de dispersao deve, obriga-
toriamente, admitir valores entre 0 < 8% < +/(m, +1)/(m, +5). A
representacao algébrica de [GY, ] pode ser construida utilizando-se a
decomposigdo de Cholesky

(G, ] = [LE]TLE], (3.19)

onde [LE] é uma matriz triangular superior tal que (SOIZE, 2000;
SOIZE, 2005a):

e os elementos [Lg];; sdo varidveis aleatérias independentes;
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e para i < j as varidveis aleatérias [La,,];; podem ser escritas como
[La,.)ij=0cUij, onde of = 64%/4/(my + 1) e U;; s@o varidveis

aleatdrias gaussianas com média nula e varidncia unitaria;

e para a diagonal ¢ = j as variaveis aleatoérias estritamente positivas
[Lg,.]j; podem ser escritas como [Lg,,]ij=0¢&+/2V;, onde V; sdo
variaveis aleatérias com funcgao densidade de probabilidade gama

1

oMo+ 1)/2(63)% = (1+4)/2 o~ (3.20)
my+1 1—y

2(55)2 2

ij(U): F(

De posse de uma metodologia para a geracdo da matriz aleatoria
[AY,.], é possivel substituir a Eq. 3.8 por

(—w*[Myp] + jw[Crp] + Kyp ) amp (@)} =[] {f"(w)},  (3.21)

onde [My ], [Cy,] e [K},] sdo as matrizes de massa, amortecimento e
rigidez randomicas obtidas utilizando-se a abordagem nao paramétrica
e {anp(w)} € o respectivo processo estocdstico associado. A Eq. 3.21
pode ser resolvida através do método de Monte Carlo, admitindo-se que
a solugao do sistema pode ser representada como a superposicao das
formas modais obtidas com o modelo médio.

3.3 Resultados simulados

Nesta secao, alguns resultados numéricos obtidos ao simular o
comportamento dindmico do sistema ilustrado na Fig. 10 sdo apresenta-
dos e discutidos. Para os cédlculos, admitiu-se que a viga é constituida
de aco, com valores médios de médulo de elasticidade EY=210 GPa,
densidade p?=7800 kg/m?, comprimento L?=0,5 m, base b*=0,05 m e
altura h’=0,025 m. Devido & incerteza na altura da seciio transversal,
dois modelos probabilisticos distintos sao construidos com base nas
Subsegoes 3.2.1 e 3.2.2. No que segue, analisam-se os resultados obtidos
utilizando-se as duas abordagens probabilisticas, discutindo-se como
as incertezas na altura se propagam no modelo através da abordagem
paramétrica e como esta incerteza pode ser recuperada através de uma
abordagem nao paramétrica.

3.3.1 Resultado do modelo médio

Com a finalidade de reduzir os erros devido a discretizagao do
sistema em elementos finitos, torna-se necessaria uma analise de conver-
géncia da malha utilizada. Para o presente trabalho, utilizou-se como
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métrica de convergéncia as frequéncias naturais da estrutura em funcéo
do niimero de elementos discretizados. Desse modo, apds resolver o
problema de autovalores e autovetores aumentando, gradativamente, o
numero de elementos da malha é possivel afirmar que, para uma precisao
superior a 99,75% na décima frequéncia natural, torna-se necesséario
dividir a estrutura em 21 elementos. A Fig. 11 mostra o espectro de
aceleracdo {a¥ (w)} na extremidade L” da estrutura devido & aplicagdo
de uma forga pontual e unitdria no mesmo local. Os valores de {a} (w)}
foram calculados a partir do processo de redugdao modal, descrito na
Subsec¢ao 3.1.1, utilizando-se a superposicao de 42 modos. Além disso,
o amortecimento do modelo foi imposto a partir do formalismo modal,
admitindo-se um modelo &} = &3 = ... = &}, = 1% constante. Vale a
pena ressaltar que os mesmos resultados obtidos na Fig. 11 podem ser
recuperados utilizando-se um modelo muito mais reduzido, necessitando-
se definir um valor 6timo em que os erros atribuidos a aproximagao
modal possam ser negligenciados.
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Figura 11 — Espectro de aceleragdo {a¥ (w)} calculado utilizando-se o

modelo médio.

3.3.2 Convergéncia quadratica média

Para garantir que os resultados obtidos com os modelos probabi-
listicos sao estatisticamente representativos, torna-se necessario realizar
uma andlise de convergéncia das respostas do modelo. Essa andlise deve
ser capaz de estimar o namero de simulagoes de Monte Carlo s, neces-
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sarias durante a solucdo das Eq. 3.12 e 3.21 e, também, as dimensoes
m,, dos modelos reduzidos. Desse modo, define-se a funcéo convergéncia
quadratica média como

s 1/2
1S
Conv(s,,m,) = {s Z/ a'i(w,k;)|2dw} , (3.22)
v p=17B"

onde k indica o indice da realizagdo gerada e B?=(0,10000] Hz identifica a
banda de frequéncia de analise. A Fig. 12 mostra, a esquerda, os graficos
de 20 x log;,(Conv(s,,m,)) em funcdo de s, para m,=42 modos, de
onde é possivel concluir que o modelo converge, nas duas abordagens,
para s,=1200 simula¢bes. A mesma figura, a direita, apresenta 20 x
logy(Conv(s,,m,)) em fungio de m,, calculados utilizando-se s,=1200
realizacoes. Ao se analisarem os resultados é possivel afirmar que, para
ambas as abordagens, o modelo converge utilizando a superposigao
de m,=12 modos. Nos dois gréaficos os resultados foram calculados
admitindo-se d z»=0,02 para o modelo paramétrico e 6}, = 6}, = 63 =0,1
para o modelo nao paramétrico.
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Figura 12 — A esquerda, Eq. 3.22 calculada variando-se s, para m,=42
e, a direita, a mesma funcéo calculada alterando-se m,, para
$,=1200. Nos dois gréficos os resultados em preto ilustram
os valores calculados utilizando-se o modelo paramétrico e
em cinza o nao paramétrico.
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3.3.3 Resultados obtidos com o modelo paramétrico

A Fig. 13 mostra as func¢oes densidade de probabilidade gama de
H?, definidas utilizando o PME, comparadas as fungoes densidade de
probabilidade gaussiana, para dois coeficientes de variagdo ¢}, distintos.
Os resultados mostram que, para baixos valores de §}, as diferencas
entre as duas fungdes sdo negligencidveis. Porém, a medida que 6%
aumenta, as diferengas entre os modelos probabilisticos podem se tornar
significativas, corroborando a ideia de que admitir uma funcéo densidade
de probabilidade normal para os pardmetros incertos de um modelo
numérico pode nao ser a melhor estratégia.
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Figura 13 — Fungdo densidade de probabilidade gama (linha preta) com-
parada & gaussiana (linha cinza) para 6%,=0,01, & esquerda,
e 03;=0,20, a direita.

A Fig. 14 apresenta a resposta {a}(w)} obtida com o modelo
médio, em preto, juntamente com a regiao de 99% de confianca, em
cinza, calculada utilizando-se a abordagem paramétrica para diferentes
valores de 0% . A regido de confianca foi estimada utilizando-se o método
dos quantis, cuja demonstracdo matemaética encontra-se disponivel no
Apéndice C. A partir dos graficos é possivel concluir que as incertezas
na resposta do modelo aumentam com a frequéncia, confirmando a ideia
de que as estruturas tornam-se bastante sensiveis as pequenas variacoes
em sua configuragdo original em frequéncias mais elevadas. Para o caso
particular em que 63%,=0,10, observa-se que, para frequéncias naturais
superiores ao terceiro modo, as faixas de valores admissiveis para a
respectiva frequéncia natural se sobrepéem as faixas vizinhas. Embora o
valor de 67,=0,10 seja elevado, alguns resultados experimentais mostram



Capitulo 3. Viga Fuler-Bernoulli

"()}] (dB)

v
L

I{a

L 1 | | | | .
1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000
Frequéncia (Hz)

(®)}] (dB)

v
L

V _,
8H70,02

|{a
O

L L L L L L |
1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000
Frequéncia (Hz)

(=3

()} (dB)

v
L

l{a
L
= [y*)
(=) (=)
|

1 | | 1 | | J
1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000
Frequéncia (Hz)

'(0)}] (dB)

v
L

vV _,
6H70,1O

|{a
O
o

| | | | | | |
1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 ~ 8000 9000 10000
Frequéncia (Hz)

Figura 14 — Espectro de aceleracao do modelo médio, em preto, junta-
mente com as respectivas regioes de 99% de confianca, em
cinza, calculadas utilizando-se 0% iguais a 0,01, 0,02, 0,05
e 0,10.

que determinadas estruturas apresentam variagoes em suas propriedades
mecanicas e geométricas superiores a este valor (CAPIEZ-LERNOUT
et al., 2006; SCHUELLER, 2007).

Por fim, a Fig. 15 mostra a fun¢do densidade de probabilidade
discreta da primeira e sexta frequéncias naturais da estrutura, calculadas
a partir dos resultados obtidos com a simulagdo de Monte Carlo, com-
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Figura 15 — Fungao densidade de probabilidade discreta da primeira
(fY) e sexta (f§) frequéncias naturais (preto), estimadas
utilizando-se os resultados obtidos com a simulacdo de
Monte Carlo, comparada as fungoes continuas exatas
(cinza), calculadas utilizando-se o método da transformagao
de fungbes densidade de probabilidades.

paradas as fungoes continuas e exatas, calculadas utilizando-se o proce-
dimento descrito no Apéndice D. Os resultados ilustrados na Fig. 15
foram calculados considerando dg»=0,05. Ao aplicar o teste de hipdteses
qui-quadrado as curvas é possivel afirmar, com nivel de significAncia
superior a 99,99%, que os resultados obtidos através da simulacao de
Monte Carlo concordam com os valores analiticos esperados. Esse resul-
tado comprova que o método de Monte Carlo é uma ferramenta bastante
eficiente quando aplicada & solugao de processos estocasticos.

3.3.4 Resultados obtidos com o modelo ndo paramétrico

A Fig. 16 apresenta a resposta {a¥(w)} obtida com o modelo
médio, em preto, juntamente com a regiao de 99% de confianga, em cinza,
calculada utilizando-se o modelo nao paramétrico para diferentes valores
de 03, 6& e 6%. De maneira analoga ao caso paramétrico, as incertezas
na resposta do modelo aumentam & medida em que os valores de 03, 0¢
e 0} aumentam. Esse comportamento ocorre pelo fato de a dispersao
do i-ésimo autovalor das matrizes aleatérias obtidas com a modelagem
nao paramétrica sempre aumentar com o seu respectivo posto i (SOIZE,
2005b). A maior dificuldade envolvendo a modelagem ndo paramétrica
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Figura 16 — Espectro de aceleracao do modelo médio, em preto, junta-
mente com as respectivas regioes de 99% de confianca, em
cinza, calculadas utilizando-se 3, = ¢ = ¢} iguais a 0,10,
0,20, 0,30 e 0,40.

encontra-se na determinacéo dos valores de 03, 0% e 6% . Enquanto no
modelo paramétrico a dispersdo dos resultados é controlada por 0%,
valor que pode ser obtido diretamente a partir da medicao da altura
de um determinado niimero de estruturas, os valores de d};, 0% e 0%
representam distancias entre matrizes e, consequentemente, nado podem
ser obtidos de maneira direta. Algumas metodologias para estimar os
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valores 03, 6¢ e 0 serdo discutidas neste trabalho, enquanto outras
estratégias podem ser acessadas em algumas referéncias disponiveis na
literatura (SOIZE, 2005a; CAPIEZ-LERNOUT et al., 2006; SOIZE et
al., 2008; RITTO; SAMPAIO; ROCHINHA, 2011).

3.4 Diferencas entre as duas abordagens

Como visto na ultima secdo, as abordagens paramétrica e ndo
paramétrica podem ser utilizadas para a modelagem de sistemas incertos.
Porém, os objetivos das duas abordagens probabilisticas sao um pouco
distintos. Na Fig. 17, a esquerda, esta representada a operagdo de um
modelo deterministico dependente de um conjunto de pardmetros g.
Esse modelo deterministico pode ser interpretado, graficamente, como

L
gE R

Figura 17 — Resposta do modelo deterministico, & esquerda, confrontada
com as respostas do modelo probabilistico paramétrico
(cinza escuro) e nao paramétrico (cinza claro), a direita.

uma transformagao que leva g aos operadores do modelo médio [X (g)].
Devido as incertezas associadas ao processo de modelagem, observa-
se que os operadores construidos com o modelo médio diferem das
matrizes [X.qp] que representam as respostas dos sistemas reais. Esse
comportamento justifica a aplicacdo de algum método de modelagem
de incertezas para o sistema da Fig. 10.

Com a finalidade de descrever o sistema real [Xe.p], admite-se a
aplicacdo de uma abordagem probabilistica paramétrica para o modelo.
Desse modo, os parametros g deixam de ser constantes e passam a ser
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varidveis aleatérias G compativeis com as restrigbes do problema fisico.
De posse de um modelo probabilistico para G, o conjunto de operadores
gerados por esse modelo refletem as respostas admissiveis [Xp] de
uma modelagem paramétrica obtida pelo mapeamento [X(G)]. Para
0 caso em que as incertezas do modelo estao ao nivel dos parametros,
necessariamente o conjunto de operadores gerados por essa abordagem
engloba a resposta experimental [X..p]. Porém, para o caso em que as
incertezas estao presentes ao nivel da formulagdo do modelo fisico, a
resposta [Xegp] poderd estar fora do conjunto de operadores gerados
pela abordagem paramétrica. A titulo de exemplo, a constru¢do de um
modelo incerto para a altura de uma viga, como aquele descrito na
Subsecdo 3.2.1, ndo é capaz de levar em conta as limitagoes do modelo
de vigas de Euler-Bernoulli. O comportamento de uma abordagem
probabilistica paramétrica pode ser acessado, através de um diagrama
de Venn, na Fig. 17 a direita, onde as regides em cinza escuro identificam
os conjuntos admissiveis de G e [X,,].

Para contornar a limitacao da abordagem probabilistica paramé-
trica, admite-se a construcao de um modelo probabilistico ao nivel dos
operadores. Essa abordagem néo paramétrica (SOIZE, 2000) modela,
diretamente, os operadores do sistema como matrizes aleatérias [Xpp)
e, além disso, obriga esse conjunto gerado a conter as respostas dos
sistemas fisicos [Xeqp). Essa caracteristica faz com que a abordagem néo
paramétrica consiga levar em conta, de maneira conjunta, as incertezas
dos parametros e do proprio modelo fisico proposto. Essa caracteristica
pode ser acessada na Fig. 17, a direita, onde a regiao em cinza claro
indica o conjunto de operados admissiveis em uma abordagem nao para-
métrica. Vale ressaltar que a geracdo do conjunto [X,p| deve respeitar as
restrigoes fisicas do problema, como aquelas descritas na Subsecao 3.2.2.
Para um exemplo em que a abordagem probabilistica nao paramétrica é
comparada a paramétrica quando aplicadas a um sistema dindmico sim-
ples, sugere-se a leitura da Referéncia (SAMPAIO; CATALDO, 2010),
enquanto algumas consequéncias fisicas da abordagem ndo paramé-
trica podem ser acessadas nas Referéncias (LEGAULT; LANGLEY;
WOODHOUSE, 2012; LEGAULT; WOODHOUSE; LANGLEY, 2012).

3.5 Determinacao dos parametros 43, d¢ e 0} através de ana-
lise modal experimental

Como visto na Subsecao 3.2.2, as dispersoes das matrizes [My],
[Chpl € [K}pl, geradas através da abordagem nao paramétrica, sao
controladas pelos respectivos coeficientes de dispersao &}, 65 e 0%.
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Desse modo, a determinacao desses parametros é parte decisiva do
modelo, sendo que esta se¢do apresenta uma estratégia para o calculo
desse valores baseados em resultados de andlise modal experimental.
Essa abordagem encontra-se discutida e validada experimentalmente em
alguns trabalhos na literatura (SOIZE, 2005a; SOIZE, 2005b; CHEN;
DUHAMEL; SOIZE, 2006). Por conta disso, essa estratégia serd utilizada
em um exemplo numérico envolvendo o modelo estocéstico construido
para a viga Euler-Bernoulli na Subsecao 3.2.2, buscando aproximar a
aplicagdo numérica de aplicages envolvendo ensaios experimentais.

3.5.1 Definicdo do problema

Durante a modelagem de um sistema, tanto a variabilidade dos
pardametros quanto as incertezas no modelo costumam estar presentes.
Para exemplificar esta situagdo, considere o sistema da Fig. 18, que

Figura 18 — Malha da viga analisada utilizando-se a teoria dos sélidos.

consiste em uma viga modelada utilizando-se a teoria elastica dos sélidos.
Esta estrutura possui exatamente as mesmas propriedades mecéanicas
e geométricas da viga Euler-Bernoulli da se¢do anterior e encontra-
se engastada, apenas, em parte de um extremo, como indicado na
mesma imagem. Além disso, considere que, devido as limitagoes de
um determinado processo de manufatura, ao se construir uma familia
de estruturas similar a viga da Fig. 18, esse componente apresente
variabilidade na sua altura e, ainda, que este comportamento possa ser
perfeitamente descrito por uma fungao densidade de probabilidade gama
com coeficiente de variacao de 1%. De posse dessa lei de probabilidades,
torna-se possivel gerar um conjunto de valores admissiveis para a altura
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Figura 19 — Acelerancias calculadas utilizando-se o modelo médio Euler-
Bernoulli, em preto, e as 100 respostas utilizando a teoria
elastica dos soélidos, em cinza. Os quatro espectros distintos
representam as posigoes 3LV /21 (acima, esquerda), 10L" /21
(acima, direita), 16L7/21 (abaixo, esquerda) e a resposta
pontual em LV (abaixo, direita).

da viga e, entdo, calcular a resposta de cada individuo do conjunto
seguindo o modelo de elasticidade tridimensional. A Fig. 19 ilustra
as FRFs simuladas para 100 vigas obtidas comparadas as respectivas
respostas do modelo Euler-Bernoulli médio, construido na Subsecao
3.1.1. Essas FRFs foram obtidas excitando-se a viga na extremidade,
como mostra a flecha da Fig. 18, e medindo-se as respostas em pontos
distintos (3L¥/21, 10L? /21, 16LY /21 ¢ L") da linha média da mesma
face. Essa configuragao foi adotada visando-se simular os resultados
obtidos em um ensaio harménico, onde impacta-se a estrutura em
uma das extremidades e coleta-se as respectivas aceleragoes através de
acelerdmetros. A partir dos espectros da Fig. 19, é possivel identificar
a variabilidade nas respostas, devido a variabilidade na altura das
estruturas, e também as limita¢oes do modelo médio. O modelo Euler-
Bernoulli nao é capaz de representar, por exemplo, a regiao limitada de
engaste da estrutura sélida. Além disso, o modelo médio Euler-Bernoulli
nao prevé os modos de torcao da estrutura, cujas respectivas respostas
podem ser identificadas nos espectros da Fig. 19. Admitindo-se que as
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respostas obtidas utilizando-se a teoria eldstica tridimensional tenham
sido obtidas, por exemplo, através de um ensaio experimental, este é
um caso bastante evidente em que as incertezas no modelo mecanico-
matemaético proposto (viga Euler-Bernoulli) encontram-se presentes ao
nivel dos dados e também da proépria formulacao do modelo.

3.5.2 Calculo dos parametros

Com a finalidade de determinar os valores 6timos de 03, 0¢& € 0%,
apresenta-se uma estratégia para o calculo destes parametros a partir de
resultados de analise modal experimental (SOIZE, 2005a). Deste modo,
seja [@°"P (k)] a k-ésima matriz, de dimens&o negp X Meyp, cujas colunas
representam as formas modais associadas as m.zp frequéncias naturais
estimadas a partir dos negp graus de liberdade de medicao. De maneira
ansloga, define-se [¥"*™] como uma matriz, de dimensio Negp X Mezp,
obtida com o modelo mecanico-matematico médio, cujas colunas e li-
nhas representam os mesmos modos e graus de liberdade medidos em
[@¢*P(K)]. De posse das massas pg™? (k) e dos amortecimentos £ (k)
dos g-ésimos modos naturais de vibracao da k-ésima estrutura, obtidos
experimentalmente, as matrizes de massa, amortecimento e rigidez expe-
rimentais podem ser construidas, respectivamente, como os operadores
diagonais [M™P (k)| =5 (k)dij, [Co™P (k)] =257 (k)™ ()ws ™ (k)b
e [f(ewp(k;)]:ugwp(k)(wswp<k)>25ij_ Devido & presenca de incertezas nos
pardmetros e no préprio modelo médio proposto, as matrizes [®°*P (k)]
diferem de [¥""™] e, consequentemente, as matrizes reduzidas [M P (k)],
[CerP (k)] e [KeP (k)] estdo definidas em um subespago vetorial diferente
das matrizes [M}, ], [Cp, | ou [K}, | do modelo médio reduzido. Essa
caracteristica faz com que as matrizes ndo possam ser comparadas dire-
tamente (SOIZE, 2005a). Porém, é conhecido que o processo estocdstico
do sistema {u®*P(k,w)} independe do espago vetorial utilizado para
representa-lo e, consequentemente,

{uP(k,w)} = [P (R){QP (k,w)} = [T g™ (W)}, (3.23)

onde {§°*P(k)} representa as coordenadas generalizadas experimentais
e {q™™(k)} as respectivas coordenadas generalizadas do modelo médio.
De posse da igualdade anterior é possivel, apds algumas operacoes
algébricas, afirmar que

{@° (ko)) = [T (k)™ (k, )} (3.24)

onde [P (k)|=([@*P (k)]T [®°*P (k)]) ~1[®*P (k)] [¥"*™] ¢ a matriz mu-
danga de base que leva {q"*™(w)} & {q°“P(k,w)}. De posse do opera-
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dor [T*P(k)] é possivel reescrever as matrizes [Me7P ()], [CeP (k)] e
[K°*P(k)] na mesma base vetorial de [M}, |, [C}, ] e [K} ] tal que

(M2 (k)] = [Te’””(k‘)]T[J\AZ EPRNTP (R, (3.25)
(Cr (k) = (TP (R)]T[CP (RT (R)), (3.26)
[KeoP(k)) = (TP (k)]T[KP (k)T (k)] (3.27)

onde [MP(k)], [C°"P(k)] e [K*P (k)] sdo as matrizes de massa, rigidez
e amortecimento escritas no mesmo espaco vetorial do modelo médio.
Estas matrizes podem ser, entdo, comparadas aos operadores do modelo
meédio visando a determinacdo dos pardmetros 03, 0¢& e 6% . Ao se intro-
duzir a nova notagao [A“"P(k)] relativa a qualquer operador [M*P(k)],
[C*P(k)] ou [K*P(k)] e, relembrando, que [AY, ] = [LY, |T[LY, ] iden-
tificada qualquer matriz reduzida [M},, ], [Cy, ] ou [K}, ] do modelo
médio, torna-se possivel definir um novo operador [G**?(k)] tal que
[A=P (k)|= [Ly, 1T[Ge*P(k)][LY, ], obtendo-se a igualdade

(G (k)] = Ly, )T (AP (R)][Ly,, 17 (3.28)

Admitindo-se que tenham sido ensaiadas p.yp estruturas e recorrendo-se
a definicdo do coeficiente de dispersdo ¢ na Eq. 3.18, tem-se que

Sexp

= Sl - ) IR ) 329

m
PexpMexp =1

onde [I,,,, ] representa a matriz identidade de ordem m.4,. Desse modo,
p

a equacdo anterior oferece uma alternativa, amparada na defini¢do do

coeficiente de dispersao de uma matriz aleatdria, para estimar os valores

de d03,, 04 e 6} com base em resultados obtidos do ensaio de analise

modal experimental.

3.5.3 Resultados simulados

A metodologia descrita na subsecdo anterior foi aplicada aos
resultados numéricos das 100 vigas obtidos utilizando-se a teoria eldstica
dos sélidos. Desse modo, os dados utilizados para o célculo de d};, & e
07, sao gerados a partir de um modelo numérico que simula os resultados
passiveis de medicdo em uma anélise modal experimental.

Apés analisar as respostas dinamicas de Mmeyzp = 7 modos das
Deap = 100 estruturas a partir dos deslocamentos lineares nos 22 noés
cujas localizagbes coincidem com a posicao dos nés do modelo médio,
torna-se possivel estimar os valores de 03, = 0,22, 63 = 0,19 e 0}, =
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0, 26. Os resultados obtidos com o modelo probabilistico ndo paramétrico,
calculados utilizando-se os coeficientes anteriores, estdo apresentados
na Fig. 20. A partir dos resultados obtidos é possivel identificar que

40
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Figura 20 — Respostas calculadas com base no modelo Euler-Bernoulli,
em preto tracejado, juntamente com 100 respostas
utilizando-se a teoria tridimensional, em cinza. A regido em
cinza claro delimitada pelas linhas pretas indica o envelope
de 99% de confianca obtido com o modelo probabilistico
nao paramétrico utilizando-se os valores 6timos d3,, d¢ €
0%

a grande maioria das FRFs obtidas com o modelo de elasticidade dos
sblidos encontra-se dentro da regiao de confianca calculada, fato que
valida o modelo estocéstico. Algumas regides estao fora do envelope de
confianca pelo fato de que esta regiao foi calculada para um nivel de
99% de confianca, e nao de 100%, como considera a esta metodologia
(CHEN; DUHAMEL; SOIZE, 2006).

3.6 Sintese do capitulo

Essa secdo apresentou os procedimentos necessarios para a cons-
trugao de dois modelos probabilisticos distintos aplicados a problemas
de dinamica linear de estruturas. Desse modo, os principais desenvolvi-
mentos desse capitulo sao:
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. construiu-se um modelo deterministico, com base na teoria de

Euler—Bernoulli, para o problema de flexao de viga apresentado;

. identificaram-se as restrigoes fisicas admissiveis para a altura de

uma viga e, a partir dessas informagoes, determinou-se o melhor
modelo probabilistico para o problema segundo o PME;

. identificaram-se as restri¢goes para as matrizes do modelo numérico

construido e, a partir desses resultados, construiu-se um modelo
probabilistico ndo paramétrico para o problema utilizando o PME;

. discutiram-se as principais diferencas nas duas abordagens proba-

bilisticas apresentadas;

. apresentou-se uma metodologia para a solucao de problemas in-

versos em modelos nao paramétricos considerando-se resultados
obtidos em ensaios de andlise modal experimental.
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4 Tubo de descarga

Este capitulo tem como principal objetivo a caracterizagao e a
quantificagdo de incertezas no modelo estrutural do tubo de descarga
de um compressor hermético. Esse componente é o responsavel pela
conexao do cabecgote do cilindro de compressao a carcaca do compressor,
levando o fluido refrigerante ao sistema de refrigeragdo. Com a finalidade
de reduzir os niveis de vibragao dos mecanismos de compressao a carcaca,
a geometria do tubo de descarga apresenta um conjunto de curvaturas
e segmentos de reta bastante particulares. Além disso, devido & baixa
rigidez dindmica, as primeiras frequéncias naturais do tubo tornam-se
muito baixas, proximas as frequéncias de operacdo de 50 ou 60 Hz
do compressor (GAERTNER, 2008; BORTOLI; SILVA, 2012). Assim,
pequenas variagdes na configuragdo original da estrutura podem levar o
sistema a excitar as ressonancias do tubo.

Para avaliar as incertezas nas respostas do modelo proposto,
duas abordagens probabilisticas distintas sdo empregadas. O primeiro
modelo estocastico, construido a partir do modelo probabilistico dos
parametros da estrutura, é utilizado para determinar a sensibilidade
do tubo de descarga mediante pequenas variacbes em sua configuracao
original, enquanto o segundo modelo estocastico, construido ao nivel dos
operadores, é utilizado para descrever o comportamento dindmico da
estrutura mediante incertezas nos dados e também no préprio modelo
mecanico-matematico proposto.

4.1 Modelo médio

A Fig. 21 ilustra a geometria tipica do tubo de descarga de
um compressor hermético. Trata-se de uma estrutura tubular de aco
cobreado, com médulo de elasticidade E*=200 GPa, coeficiente de
Poisson v!=0,3, densidade p'=7870 kg/m?, didmetro externo d‘=3,2
mm e espessura t'=0,5 mm. Para determinar, matematicamente, a
resposta dindmica da estrutura quando excitada por esforgos externos,
a sua geometria foi discretizada utilizando-se o método dos elementos
finitos. Essa modelagem foi realizada com o auxilio do cédigo comercial
ANSYS® (ANSYS, 1999), descrevendo-se cada elemento como uma viga
Euler-Bernoulli com dois nds por elemento e seis graus de liberdade por
n6. O conector acoplado a viga é modelado, de maneira simplificada,
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Figura 21 — Vista isométrica do tubo de descarga analisado.

como um ponto de massa de ¢! = 4,25 g. Levar em conta o conector
durante o processo de modelagem é muito importante, uma vez que a sua
massa é, aproximadamente, 20% da massa total do tubo. A estrutura
encontra-se engastada em (a) e livre em (b) (ver Fig. 21), onde é
excitada por uma forga externa pontual e unitaria na diregdo Z.

O sistema linear amortecido, modelado utilizando-se o método
dos elementos finitos, pode ser representado, no dominio da frequéncia,
€omo

(—w?[My, ]+ gwlC ) + (K, D) {ug, ()} = {f' (W)}, (4.1)

onde [M} ], [C} ] e [K} ] sdo, respectivamente, as matrizes de massa,
rigidez e amortecimento da estrutura, enquanto {f*(w)} e {uf, (w)} sdo
os vetores dos graus de liberdade (deslocamentos e rotagoes) e excitagoes
externas (forgas e torques) do modelo. Os vetores de deslocamentos
{ul,, (w)} e de aceleracoes {al, (w)} podem ser calculados, como visto no
capitulo anterior, invertendo-se a matriz de rigidez dindmica do modelo.

4.1.1 Modelo reduzido

Com a finalidade de se diminuir o niimero de operagoes algébricas

utilizando as matrizes [M} ], [CL | e [K! ] e, consequentemente, reduzir
t t t

o custo computacional, o vetor de respostas {u}, (w)} pode ser aproxi-

mado por {uf, (w)} através do processo de expansio modal descrito

na Subsecao 3.1.1. Desse modo, resolve-se o problema de autovalores e

autovetores generalizados similar ao descrito na Eq. 3.6 e constroem-se

as matrizes de massa [M], |, amortecimento [C}, ] e rigidez [K}, ] reduzi-
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das com base na Eq. 3.9. No que segue, os vetores de respostas {uf,, (w)}
e as respectivas aceleragdes {al, (w)} aproximadas podem ser calculadas
através das relagoes descritas nas Eqgs. 3.7 e 3.8. Para a construgao da
matriz de amortecimento [C}, | do modelo reduzido, admite-se a hipé-
tese de amortecimento modal £f = &5 = ... = ¢, = 0.001% constante,
onde o fator de amortecimento pode ser estimado a partir de resultados
experimentais.

4.2 Modelos estocasticos

Para avaliar as incertezas na resposta estrutural do tubo de
descarga, um modelo probabilistico paramétrico e outro nao paramétrico
sdo construidos e analisados separadamente. Desse modo, o modelo
paramétrico identifica os pardmetros mais relevantes com respeito a
variabilidade na resposta da estrutura, enquanto o nao paramétrico
constréi um modelo capaz de representar a resposta dinadmica do tubo
de descarga levando-se em conta as incertezas nos pardmetros e as
limita¢oes do modelo mecanico-matematico proposto.

4.2.1 Modelo probabilistico paramétrico

Seja {p'}={pt,ps,...,p s} um vetor contendo 46 parametros do
tubo de descarga, como o comprimento de alguns segmentos da estru-
tura, raios de curvatura, angulos de inclinacdo, médulo de elasticidade,
amortecimento modal, massa do conector, etc. Desse modo, as matrizes
(M} ], [C}.] e [K},] e, consequentemente, o vetor dos graus de liberdade
{uf,,} do modelo, construido em elementos finitos, sao funcoes dos com-
ponentes de {p’}. Durante a modelagem probabilistica paramétrica, o
vetor {p'} é modelado como um vetor aleatério { P} cujos k-ésimos ele-
mentos P} sdo varidveis gaussianas independentes e caracterizadas pelas
suas respectivas médias p} e desvios padrao o},. De fato, a aplicagdo
do PME aos parametros incertos do modelo deve levar a outras leis de
probabilidades para algumas varidveis aleatérias do problema. Porém,
tem-se o interesse em estudar o sistema quando sujeito a baixos niveis
de incerteza, levando as diferengas entre as fungoes de maxima entropia
e as gaussianas a serem pequenas a ponto de serem negligenciadas. Uma
outra simplificacdo importante admitida para o modelo probabilistico
adotado é a independéncia das varidveis aleatérias. De fato, o processo
de manufatura do tubo de descarga deve correlacionar alguns paréa-
metros do modelo probabilistico. Porém, na auséncia de informagao
a respeito dessa correlagdo, o PME estabelece que o melhor modelo é
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X 4

Figura 22 — Vista isométrica de duas malhas obtidas com o modelo
paramétrico. Os pontos ilustram a localizagdo dos nds das
malhas, enquanto o quadrado e as cruzes indicam as posi-
¢oes do conector e dos engastes, respectivamente.

aquele que considera os parametros incertos como variaveis aleatorias
independentes. Desse modo, as matrizes deterministicas [M}, ], [C} ] e
(K] sio substituidas pelas matrizes aleatérias [Mp'], [CL] e [K], cuja
construgao algébrica encontra-se amparada no modelo probabilistico
de {P'}. A Fig. 22 ilustra duas malhas distintas, obtidas de maneira
aleatoria com o modelo probabilistico paramétrico, admitindo-se que
todos os coeficientes de variagdo df = o}, /pt dos pardmetros geométricos
da estrutura sao iguais a 1% ((5}€ =0,01), exceto para os parametros an-
gulares, cujo desvio padrao é admitido como 1°. O processo estocéstico
{uf,(w)}, associado & resposta do sistema (similar & Eq. 3.12), pode ser
resolvido utilizando-se o método de Monte Carlo direto juntamente com
o processo de superposi¢do modal da Subsecao 4.1.1.

4.2.2 Modelo probabilistico ndo paramétrico

Durante o processo de modelagem probabilistica ndo paramétrica,
as matrizes reduzidas [M], |, [C}, ] e [K!, ] do sistema sio modeladas,
diretamente, como matrizes aleatérias [MF, ], [C},] e [KE]. Seja [Af, ]
qualquer matriz aleatéria [My, ], [C},] ou [K},]. O modelo probabi-
listico de [Af] pode ser construido utilizando-se a teoria de matrizes
aleatdrias juntamente com o PME (SOIZE, 2000; ADHIKARI, 2007).
Ao se observarem as restrigoes fisicas da matriz [AEPL ¢é possivel con-
cluir que este operador apresenta exatamente as mesmas restrigoes de

[A}p]; cujo modelo probabilistico foi construido e discutido no capitulo
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anterior. Desse modo, a construcao algébrica de [Agp] segue o proce-
dimento descrito na Subsecdo 3.2.2 e a resposta do sistema pode ser
determinada a partir da superposi¢do das formas modais obtidas com o
modelo médio. O processo estocdstico {uf,,(w)}, obtido utilizando-se
a modelagem nao paramétrica (similar & Eq. 3.21), pode ser resolvido
utilizando-se o método de Monte Carlo direto, de maneira similar aos

modelos estocasticos anteriores.

4.3 Resultados simulados

Nesta se¢ao sdo apresentados e discutidos alguns resultados nu-
méricos obtidos ao se simular, de maneira deterministica e estocastica,
o sistema da Fig. 21.

4.3.1 Resultados do modelo médio

Com a finalidade de reduzir os erros devido a discretizagao do
problema em elementos finitos, uma andlise de convergéncia da malha do
modelo médio foi feita avaliando-se as frequéncias naturais do tubo de
descarga, de maneira similar a Subsecao 3.3.1. Desse modo, apéds calcular
as frequéncias naturais da estrutura aumentando-se gradativamente o
numero de elementos utilizados na malha, é possivel afirmar que, para
uma precisdo superior a 99,75% na centésima frequéncia natural de
vibragdo, torna-se necessario dividir a estrutura em 300 elementos. A

10 7
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Figura 23 — Espectro de aceleragao {afb) (w)} calculado utilizando-se o
modelo médio.
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Fig. 23 mostra o espectro da aceleracio, {a%b) (w)} no ponto (b) e diregao
Z devido a excitagdo unitaria no mesmo local e diregao.

4.3.2 Convergéncia quadratica média

Para garantir que os resultados obtidos com os modelos estocas-
ticos sao estatisticamente significativos, torna-se necessario analisar a
convergéncia das respostas do modelo. Com a finalidade de determinar
o numero minimo de simulagées de Monte Carlo s; e a dimensao do
modelo reduzido m; dos modelos estocasticos, avaliou-se, de maneira
similar & Subsecdo 3.3.2, a fung@o convergéncia quadratica média

1/2

1<
Conv(s;,m;) = . Z/Bt \{a’zb) (w, k) }2dw (4.2)
k=1

na faixa B‘=(0,12000] Hz de andlise. A Fig. 24 mostra, a esquerda, os
graficos de 20 xlog;,(Conv(ss,m;)) em fungdo de s; para m;=100 modos,
de onde ¢é possivel concluir que os modelos convergem com s;=1200
simulagdes. A mesma figura, a direita, apresenta 20 x log;,(Conv(ss,m;))

132,8 13 ‘
- 132,7 — 132 [ o—o—¢
£ £
#-132,€ o
Z Z 130 y
8 132t 8
= 2124
5“ 132, g' P
8 8
132, 128
1322 500 1000 1500 2000 12 20 . 40 60 80  10C
Numero de S|mula(;oe§ S Numero de modos m

Figura 24 — A esquerda, Eq. 4.2 calculada variando-se s; para m;=100
e, & direita, a mesma funcdo calculada alterando-se my
para s;=1200. Os resultados em preto ilustram os valores
calculados utilizando-se o modelo paramétrico e em cinza o
nao paramétrico.

em funcdo de my, calculados utilizando-se s,=1200 realizagbes. Ao
analisar os resultados é possivel afirmar que os modelos convergem a
partir da superposicao de m;=70 modos. Para o modelo paramétrico
os resultados foram calculados considerando §;=0,01 para todos os
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k-ésimos pardametros, exceto para as variaveis angulares cujo k-ésimo
desvio padrdo o, foi admitido como 1°. Para o modelo ndo paramétrico
os mesmos cdlculos foram realizados considerando &4, = %, = 64.=0,1.

4.3.3 Resultados obtidos com o modelo paramétrico

A Fig. 25 apresenta a resposta {azb) (w)} obtida com o modelo
médio, em preto, juntamente com as regioes de 99% de confianca calcu-
ladas com o modelo probabilistico paramétrico, em cinza. Os resultados
estocasticos foram calculados controlando a variabilidade das estruturas
a partir dos valores de d}, dos parametros do modelo, exceto para as
varidveis angulares cuja variagdo é controlada por of. A partir da Fig.
25 é possivel identificar que a variabilidade das respostam aumenta
com o incremento de d;, e ok, tornando as FRFs bastante sensiveis
quando analisadas préximo as regioes de ressonancia e anti-ressonancia
da estrutura.

Por fim, a Fig. 26 apresenta um mapa, em escala de cores, com os
coeficientes de correlagdo de Spearman (GIBBONS; CHAKRABORTI,
2003) entre os parametros do modelo estocéstico e os valores das frequén-
cias naturais da estrutura. Esses valores quantificam a associacao entre
os parametros do modelo e as respectivas frequéncias naturais, de modo
que coeficientes préximos & unidade indicam alta correlacdo, valores
proximos a zero refletem auséncia de associagao e coeficientes em torno
da unidade negativa estabelecem uma anti-correlagdo. As 6 primeiras
colunas da Fig. 26 identificam os parametros pt, Et, dt, ¢!, ¢t e V¢,
as colunas 7 a 16 representam os comprimentos de alguns segmentos
da estrutura, as colunas 17 a 26 ilustram os resultados para os raios
de curvatura do modelo, a faixa entre as colunas 27 e 45 identifica os
pardmetros referentes aos angulos de inclinacao da geometria analisada,
enquanto a ultima coluna indica os resultados obtidos para o compri-
mento total do tubo de descarga. Como as frequéncias naturais nao
sdo func¢des do amortecimento da estrutura, o coeficiente de correlagao
deste pardmetro do modelo estocastico nao foi analisado. A partir dos
resultados obtidos, é possivel identificar que os parametros globais (p?,
Et db tt ¢t vt e L) apresentam maior importancia ao se observar
toda a faixa de frequéncia da resposta estrutural do tubo de descarga.
Porém, em modos particulares, alguns outros parametros podem ser
importantes devido ao padrao geométrico das respectivas formas modais.
Para o caso particular do modo fundamental de vibragao é possivel
identificar que, além dos parametros globais, existem alguns parametros
referentes as inclinagGes que sdo relativamente sensiveis nessa faixa
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Figura 25 — Espectro de aceleracao do modelo médio, em preto, jun-
tamente com as respectivas regices de 99% de confianca,
em cinza, calculadas utilizando-se os valores de 4}, iguais a
0,005, 0,01, 0,015 e 0,02 e o}, iguais a 0,5°, 1,0°, 1,5° e 2,0°.

de frequéncia. A medida que a frequéncia aumenta, mais pardmetros
geométricos locais comegam a se tornar importantes devido a sensibili-
dade estrutural em altas frequéncias. Porém, nenhum padréo para os
parametros locais pode ser identificado quando analisa-se toda a faixa
de frequéncia calculada.
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Figura 26 — Mapa de correlagdo entre os parametros do modelo estocés-
tico e as frequéncias naturais da estrutura.

4.3.4 Resultados obtidos com o modelo ndo paramétrico

A Fig. 27 mostra os resultados de {a’éb) (w)} obtidos com o modelo

médio, em preto, juntamente com as regioes de 99% de confianca calcu-
ladas utilizando-se o modelo ndo paramétrico. A partir dos resultados é
possivel observar que a dispersao das FRFs aumenta com o incremento
de 8%, 6% e 6% . De maneira similar ao caso paramétrico, é possivel
identificar que, mesmo para baixos valores de 8%, 6% e 6%, o espectro
da resposta dindmica do tubo de descarga se torna bastante sensivel
proximo as regides de ressondncia da estrutura.

Embora os modelos probabilisticos paramétrico e nao paramétrico
operem de maneiras distintas, quando analisados de maneira conjunta
oferecem uma possibilidade de estimar, separadamente, a sensibilidade
das respostas as incertezas nos pardmetros e no préprio modelo mecanico-
matemético proposto. Essa andlise foi proposta por CAPIEZ-LERNOUT
et al. (2006) e aplicada ao tubo de descarga analisado (FONTANELA;
LENZI; SILVA, 2014). Os resultados mostram que o modelo estrutural é
robusto as incertezas nos parametros e no modelo em frequéncias inferi-
ores a 500 Hz, passa a ser sensivel mediante incertezas nos parametros e
também no modelo entre 500 Hz e 5 kHz e, para frequéncias superiores
a esse valor, a sensibilidade do préprio modelo é mandatéria. Essa me-
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Figura 27 — Espectro de aceleracdo do modelo médio, em preto, jun-
tamente com as respectivas regices de 99% de confianga,
em cinza, calculadas utilizando-se 6%, = 0% = 0% e iguais a
0,05, 0,10, 0,15 e 0,20.

todologia de andlise opera com a constru¢do dos modelos paramétrico e
nao paramétrico separadamente e, consequentemente, nao é capaz de
criar um unico modelo que distingue, de fato, a contribuicdo das incer-
tezas nos pardmetros e no modelo. Quando os modelos probabilisticos
paramétrico e nao paramétrico sao construidos de maneira conjunta, a
partir da abordagem probabilistica paramétrica generalizada (SOIZE,
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2010), essas contribuigbes podem ser quantificadas e, consequentemente,
utilizadas em critérios de projeto. Um exemplo que envolve a abordagem
probabilistica generalizada quando aplicada a uma estrutura complexa
pode ser acessado na literatura (BATOU; SOIZE; AUDEBERT, 2014).

4.4 Resultados experimentais

Esta se¢do apresenta o procedimento experimental e os respectivos
resultados obtidos a partir de um ensaio dindmico com um conjunto de
tubos de descarga, nominalmente idénticos, utilizados em compressores
herméticos. Esses tubos foram retirados, aleatoriamente, do processo
de manufatura em tempos distintos, além de terem sido obtidos de trés
diferentes lotes de fabricacdo. A Fig. 28 ilustra a configuracdo estrutural
adotada durante os testes.

X
z
Figura 28 — Configuracao adotada durante os ensaios experimentais.
As cruzes pretas indicam a regido de engaste, enquanto as
cruzes cinzas 1 e 2 identificam, respectivamente, as posigoes
de excitacdo e medicao da resposta.

Devido a dificuldade de engastar a estrutura em um tnico ponto,
optou-se por fixar uma regido do tubo de descarga, como mostram as
cruzes pretas da Fig. 28. Para garantir que a estrutura encontra-se
suficientemente presa, construiu-se um gabarito de ago, com massa
muito superior a massa do tubo de descarga, como mostrado na Fig 29,
a esquerda. O gabarito foi, entdo, fixado a um bloco de concreto com o
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auxilio de uma morsa de bancada, como apresentado na Fig 29, a direita.
Na Fig. 28, a cruz cinza identificada com o ntimero 1 indica a posi¢do

Figura 29 — A esquerda, gabarito utilizado para a fixacdo do tubo de
descarga e, a direita, gabarito fixado ao bloco de concreto.

da excitagao aplicada com um martelo instrumentado, com ponteira
de ago, enquanto a cruz cinza identificada com o nimero 2 mostra o
ponto de medigao da velocidade da estrutura a partir da utilizacao de
um vibrometro a laser. Tanto a forga provida pelo martelo quanto a
velocidade obtida pelo vibrometro foram medidas na direcdo Y da Fig.
28.

Com a finalidade de avaliar a precisdo do procedimento expe-
rimental adotado, um tnico tubo de descarga foi sujeito ao mesmo
teste por 15 vezes. Esse teste de repetitividade é capaz de estimar qual
fracao da dispersdao observada nos resultados ensaiados tem origem na
incapacidade de se representar uma tunica estrutura as mesmas condi-
¢Oes de teste durante repetidos ensaios. A Fig. 30 mostra os resultados
encontrados, onde as linhas cinzas indicam as 15 FRFs de acelerancia
medidas, enquanto a linha preta tracejada mostra a respectiva resposta
do modelo médio. Além disso, na parte de baixo da mesma imagem,
estdo mostradas as 15 funcdes coeréncia 2 obtidas durante os testes. Os
resultados mostram uma dispersdo baixa para as respostas estruturais
observadas, exceto nas regioes entre 4,5-5,0 kHz e 5,5-6,0 kHz. Devido
a incapacidade de se excitar a estrutura em frequéncias superiores a
8,0 kHz, as andlises experimentais foram limitadas até este valor de
frequéncia. Ao se compararem os resultados experimentais com os do
modelo médio é possivel observar que as respostas apresentam boa
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Figura 30 — Na parte de cima, em cinza, identificam-se as respostas
do ensaio de repetitividade e, em preto tracejado, resposta
do modelo médio. Na parte de baixo apresentam-se as 15
fungbes coeréncia obtidas nos testes.

concordancia para frequéncias inferiores a, aproximadamente, 4,5 kHz.
Para frequéncias superiores a 4,5 kHz os resultados divergem devido
as incertezas nos dados do modelo e também por conta das limitagoes
do modelo mecanico-matematico proposto, justificando a aplicagao de
algum método de modelagem de incertezas para o sistema.

Com o objetivo de quantificar a dispersao ao analisar um conjunto
de tubos de descarga, o mesmo teste de impactagao descrito anterior-
mente foi aplicado a 41 estruturas distintas. A Fig. 31 mostra, em cinza,
as 41 FRFs de acelerdncia medidas e, em preto tracejado, a respectiva
resposta do modelo médio. Apresentam-se ainda, na parte de baixo da
mesma imagem, as 41 fungdes coeréncia obtidas durante os testes. Ao
se compararem os resultados obtidos nas Figs. 30 e 31, identifica-se
uma maior dispersao quando sdo ensaiadas estruturas distintas, cor-
roborando a ideia de que existem diferengas estruturais significativas
entre os componentes ensaiados. Essas diferencas devem surgir, princi-
palmente, durante o processo de manufatura, no qual o tubo de descarga
chega, no inicio da linha de montagem, reto, e passa por um processo
de dobragem até atingir a geometria final. Além disso, as dispersoes
medidas aumentam drasticamente em frequéncias superiores a 4,5 kHz,
mostrando que a estrutura é bastante sensivel em frequéncias superio-
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Figura 31 — Na parte de cima, em cinza, identificam-se as respostas
das 41 estruturas ensaiadas e, em preto tracejado, resposta
do modelo médio. Na parte de baixo apresentam-se as 41
fungbes coeréncia obtidas nos testes.

res a este valor. As dispersoes observadas e a incapacidade, em altas
frequéncias, de o modelo mecanico-matematico representar os resultados
experimentais sugerem a aplicagdo de algum método de quantificagao
de incertezas com a finalidade de aumentar a predicabilidade do modelo
mecanico-matematico proposto.

4.5 Ajuste do modelo ndo paramétrico

Como visto anteriormente, o comportamento dindmico dos 41
tubos de descarga ensaiados apresentam algumas diferengas ao longo
dos espectros medidos. Uma vez que o modelo paramétrico construido
nesse capitulo envolve 46 parametros, torna-se inviavel identificar, expe-
rimentalmente, a dispersao de cada parametro do modelo. Além disso,
por defini¢do, a caracterizacao estatistica de cada pardmetro do modelo
nao seria capaz de levar em conta as incertezas do préprio modelo
adotado, como as limitagoes da teoria de Fuler-Bernoulli, a hipétese
de amortecimento modal constante, entre outros. Desse modo, o ajuste
dessa subsecao leva em conta apenas o modelo nao paramétrico cons-
truido para o tubo de descarga. Essa tarefa se resume, basicamente, em
definir os valores de 8%, 05 e 0% que melhor descrevem os resultados
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experimentais obtidos.

Na Subsecao 3.5 foi apresentada uma maneira bastante direta
de determinar os coeficientes de dispersao das matrizes reduzidas do
modelo com base em resultados obtidos através de um conjunto de
analises modais experimentais. Essa é uma maneira, do ponto de vista
computacional, pouco custosa para a determinacao dos coeficientes do
modelo estocéstico, uma vez que necessita de um baixo ntimero de
operagoes com as matrizes do modelo. Além disso, essa metodologia
calcula de maneira bastante eficiente os pardmetros &%, 6% e d%, uma
vez que esses valores sdo estimados utilizando-se a prépria definicao
matematica dos coeficientes (ver Eq. 3.18). Porém, do ponto de vista
experimental, essa abordagem pode ser invidvel, uma vez que o processo
repetitivo agregado a realizacao de varias analises modais experimentais
dificulta a aplicagdo dessa metodologia.

Com a finalidade de estimar os valores de &%, 0 e d% de ma-
neira mais simples, define-se uma metodologia baseada em um ajuste
de modelo. Essa abordagem se resume, basicamente, em minimizar
os resultados experimentais que nao sao descritos pelo modelo pro-
babilistico ndo paramétrico. Seja {r'} = {d%, 0L, d%,} um vetor cujos
componentes representam o coeficiente de dispersao das matrizes do
modelo ndo paramétrico previamente construido. Desse modo, definem-
se {at,..(r',w)} e {a,,m(rt,w)} como os vetores cujas componentes
representam os valores das regides superior e inferior do envelope de
99% de confianga obtidos com o modelo probabilistico nao paramétrico.
De maneira similar, {af,,(w)} e {ag,,(w)} identificam os vetores cujas
componentes apresentam os valores maximos e minimos obtidos nos
ensaios experimentais. A seguir, sdo definidos os vetores

{z7 (" w)} = ({agum (', w)} = {ad,, (0)}) x {Cl x 1({ak,,(w)}—

{aum (7, @)}) + C2 X 1({ag,, (1, w)} = {aiw(w)})} e (43

{20190} = ({7 ()} — a5 (@))% { Cux L{agu ()} -
(@)} + Ca x U{azy (@)} — {aum(r' @)D}, (4.4)

onde C e Uy representam duas constantes cujos valores serdao discutidos
posteriormente. Esses vetores podem ser interpretados, graficamente,
com o auxilio da Fig. 32. A partir das Eqgs. 4.3 e 4.4 é possivel identificar
que os termos que multiplicam C representam as areas em cinza claro
na Fig. 32, ou seja, as regidoes cujos valores experimentais estao fora
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Figura 32 — Areas a serem minimizadas durante o processo de ajuste
de modelo.

do envelope de confianga predito pelo modelo estocastico. De maneira
andloga, os termos que multiplicam Cy nas Eqgs. 4.3 e 4.4 representam
as areas em cinza escuro na Fig. 32, regides cujos valores experimentais
estao dentro do envelope de confianga predito pelo modelo estocastico.

Com a finalidade de maximizar a predicabilidade do modelo
estocastico ndo paramétrico, define-se a funcao objetivo

JHrt) =l {70} llge + 1 {=7 0} 1B, (4.5)

cuja solugao pode ser encontrada resolvendo-se, numericamente, o pro-
blema de otimizacao

rt = argmin J*(r"). (4.6)

De acordo com SOIZE et al. (2008), o problema de otimizacao definido
pela Eq. 4.6 ndo ¢ diferencidvel com respeito aos parametros 8%, 0 e
8% e, consequentemente, nao pode ser resolvido utilizando-se métodos
de otimizagao baseados no gradiente da fungao objetivo. Porém, existem
outros métodos usuais de otimizagao que podem ser aplicados com
vistas a solugao da Eq. 4.6, como os métodos heuristicos de otimizagao
(SOIZE et al., 2008).

De posse dessa nova metodologia para determinar os valores
6timos de 6%, 0 e &%, o ajuste de modelo enunciado anteriormente
foi resolvido admitindo-se trés configuracdes de constantes C; e Co
distintas. Na primeira configuracdo, admite-se que o pardmetro Cy é
nulo (Cy = 0) e que C é diferente de zero (C; # 0). Essa configura-
¢do implica em minimizar a drea em cinza claro da Fig. 32, ou seja,
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Figura 33 — Modelo estocéstico otimizado com Co = 0 e C7 # 0. A linha
preta tracejada identifica o resultado do modelo médio, as
linhas em cinza escuro apresentam as respostas experimen-
tais, enquanto o envelope delimitado pelas linhas pretas
continuas mostra a regiao de 99% de confianga. A parte de
baixo do grafico apresenta as fungoes coeréncia obtidas nos
experimentos.

os valores experimentais fora da regiao de confianga calculada com o
modelo estocastico. Essa configuragao foi originalmente proposta por
SOIZE et al. (2008). A Fig. 33 ilustra os resultados obtidos resolvendo-se
o problema de otimizagdo utilizando-se algoritmos genéticos (GOLD-
BERG, 1989), cuja solugdo leva a 6%, = 0,16, d5, = 0,89 e 6% = 0, 05.
A partir dessa imagem é possivel identificar que praticamente todos os
resultados experimentais encontram-se dentro do envelope de confianca,
como proposto pela funcdo objetivo. Porém, é possivel concluir, ainda,
que muitas regides do espectro encontram-se superestimadas, ou seja,
que o envelope de confianca predito pelo modelo estocastico é muito
maior que os respectivos resultados experimentais obtidos. Isso ocorre
devido a escolha de Cs nula, que implica na nao avaliacdo da regido em
cinza escuro da Fig. 32.

Para contornar a limitagdo observada na configuracdo em que
Cy =0e C7 # 0, resolve-se 0 mesmo problema de otimizagao utilizando
C7 = C5 # 0. Essa configuragdo implica em minimizar, simultane-
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amente, as duas regides da Fig. 32. A Fig. 34 mostra os resultados
obtidos resolvendo o problema de otimizacao via algoritmos genéticos,
cuja solugdo leva a &4, = 0,07, 65, = 0,73 e 8% = 0,09. A partir dessa
imagem é possivel identificar que a regidao de confianca obtida é muito
menor comparada & configuracdo anterior e que boa parte dos resulta-
dos experimentais encontram-se dentro da regido de confianga predita
pelo modelo probabilistico ndo paramétrico. Essa configuracao busca
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Figura 34 — Modelo estocéastico otimizado com Cy; = Cs # 0. As confi-
guragoes utilizadas para a plotagem sdo as mesmas da Fig.
33.

aproximar as curvas de maximo e minimo experimentais dos respectivos
valores numéricos, mas nao avalia se os resultados experimentais estao
dentro ou fora da regido de confiancga. Essa é uma limita¢do importante
dessa configuragao, uma vez que o principal objetivo do modelo estocas-
tico é prever que os resultados experimentais estao dentro do envelope
de confianca.

Para contornar a limitacdo quando sao utilizados os valores de
C1 = C5 # 0, resolve-se o mesmo problema de otimizagao agora com
C1 = 2C5 # 0. Essa configuracdo busca minimizar as duas regides da
Fig. 32, mas pondera com maior peso a regiao em que os resultados
experimentais estao fora do envelope de confianca obtido com o modelo
estocastico. A Fig. 35 apresenta os resultados obtidos resolvendo-se o
problema de otimizagao utilizando-se algoritmos genéticos, cuja solucao
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Figura 35 — Modelo estocéstico otimizado com C; = 2C3 # 0. As
configuracoes utilizadas para a plotagem sdo as mesmas da
Fig. 33.

leva a 6%, = 0,17, 65 = 0,31 e 6% = 0,09. Ao se compararem os
resultados obtidos utilizando essa configuracédo, é possivel afirmar que a
Fig. 35 apresenta os melhores resultados comparados as duas configura-
¢Oes anteriores, uma vez que os resultados experimentais estao, quase
que na totalidade, dentro da regiao de confianca predita pelo modelo.
Além disso, as distdncias entre os limites experimentais e numéricos
encontram-se muito proximas, garantindo que o modelo numérico seja
bastante representativo dentro da faixa de frequéncia analisada.

4.6 Sintese do capitulo

Essa secdo apresentou os procedimentos necessarios para a cons-
trucao de dois modelos probabilisticos distintos para o tubo de descarga
de um compressor hermético tipico. Desse modo, os principais desenvol-
vimentos desse capitulo sdo:

1. construiu-se um modelo deterministico, com base na teoria de
Euler—Bernoulli, para o tubo de descarga apresentado;

2. construiu-se um modelo probabilistico paramétrico para o sistema
e, a partir dos seus resultados, determinaram-se os parametros
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mais sensiveis com respeito as frequéncias naturais do problema;

. um modelo probabilistico ndo paramétrico para as matrizes do

problema foi discutido e, por fim, apresentou-se o processo estocas-
tico obtido na solugdo do sistema considerando niveis de incertezas
distintos;

. apresentou-se o procedimento experimental adotado para avaliar

as variabilidades na resposta dindmica da estrutura devido as
limitacdes do processo de manufatura e transporte dos tubos de
descarga;

. apresentou-se um novo procedimento para a solugdo de problemas

inversos em modelos nao paramétricos e, a partir dessa metodolo-
gia, construiu-se um modelo robusto as incertezas para o tubo de
descarga avaliado.
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5 Carcaca

Este capitulo tem como principal objetivo a caracterizagao e a
quantificacdo de incertezas no modelo estrutural da carcaca de um
compressor hermético. Este componente é o responsavel por enclausurar,
hermeticamente, o kit de compressao do sistema e, consequentemente,
torna-se a principal fonte de ruido em um refrigerador. Devido & impor-
tancia da carcaca no comportamento vibroacustico final do compressor,
torna-se interessante obter um modelo mecanico-matematico robusto
para esta estrutura, visto que, devido ao processo de manufatura, o
componente pode apresentar variabilidade significativa em seu compor-
tamento dindmico (ver Fig. 3).

5.1 Modelo médio

A Fig. 36 apresenta a geometria tipica de uma carcaca. Trata-se
de uma estrutura de ago, com médulo de elasticidade E€ = 205 GPa,
coeficiente de Poisson v¢ = 0,3 e densidade p¢ = 7870 kg/m?. Devido
ao processo de construcao da carcaca, as espessuras da estrutura apre-
sentam variabilidade significativa ao longo de sua distribuicao espacial.
Porém, para a construgado do modelo médio da estrutura, admitem-se
apenas trés espessuras distintas, sendo 2,02 mm para a tampa, 2,37
mm para o fundo e 4,03 mm para a regido de conexdo e solda. Para se

Figura 36 — Geometria da carcaga analisada.
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determinar, matematicamente, a resposta dindmica da carcaca quando
excitada externamente, a sua geometria foi discretizada utilizando-se o
método dos elementos finitos a partir do codigo comercial ANSYS
(ANSYS, 1999). Desse modo, modela-se cada elemento utilizando uma
teoria de placas finas, sendo que cada né do modelo apresenta seis
graus de liberdade (trés de translagdo e trés de rotacao). Além disso, o
tubo passador, estrutura responsavel por conectar o tubo de descarga a
carcaca, é modelado como uma viga Euler-Bernoulli. As propriedades
mecanicas do passador sao admitidas iguais as do tubo de descarga, des-
crito no capitulo anterior, diferindo-se apenas pelo didmetro externo de
6,85 mm e pela espessura de 1,10 mm. Os elementos de placa possuem,
aproximadamente, 3 mm, enquanto a malha completa possui 11983 nés,
totalizando 71898 graus de liberdade no modelo. A Fig. 37 apresenta a
malha utilizada durante os calculos, sendo que os resultados a seguir
admitem a condigdo de contorno livre para a estrutura.

e
(0o
OO

S
Y

Figura 37 — Malha da carcaga em elementos de placa juntamente com
a malha do passador em elementos de viga.

De posse do modelo matemaético, discretizado em elementos finitos,
a resposta da estrutura pode ser calculada, no dominio da frequéncia,
através da equacao

(—w?[M5 ] + jw[Cr ] + K7 ]) {ug, (@)} = {fr. (@)}, (5.1)

onde [M;, ], [Cy ] e [Ky, ] sdo, respectivamente, as matrizes de massa,
rigidez e amortecimento da estrutura, enquanto { f;; (w)} e {uy, (w)} sao
os vetores dos graus de liberdade do modelo (deslocamentos e rotages)
e excitagdes externas (forgas e torques). Os vetores de deslocamentos
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{u5, (w)} e de aceleragoes {a5, (w)} podem ser calculados, como visto
anteriormente, seguindo as mesmas operagoes descritas nas Eqgs. 3.4 e
3.5.

5.1.1 Modelo reduzido

De maneira similar as Subsegoes 3.1.1 e 4.1.1, o modelo médio da
Eq. 5.1 pode ser reduzido expandindo-se a resposta do sistema através
de uma anélise modal. Desse modo, resolve-se o problema de autovalores
e autovetores generalizados e constroem-se as matrizes de massa [My;, ],
amortecimento [Cy, ] e rigidez [Kj, | reduzidas. A resposta aproximada
{us, (W)} e as respectlvas aceleragoes {af, (w)} podem ser calculadas
através das relacoes descritas nas Egs. 3.7 e 3.8. Para a construcio da
matriz de amortecimento [Cy, ] do modelo reduzido considera-se um

valor de amortecimento modal 51 =¢5= ... =&, =0,05% constante.

5.2 Modelo estocastico

Com a finalidade de aumentar a predicabilidade do modelo médio,
esta se¢ao descreve o procedimento necessario para a construcao de
um modelo ndo paramétrico para o componente estrutural analisado.
Uma vez que a carcaga encontra-se em condi¢ao de contorno livre, as
matrizes reduzidas de amortecimento [Cy;, | e rigidez [K7;, | sdo positivo
semi-definidas e, consequentemente, nao podem ser escritas utilizando
uma decomposicao de Cholesky. Desse modo, o processo de construcao
dos operadores aleatérios associados as matrizes [Cf, | e [K7, | é um
pouco diferente dos processos anteriores, como sers discutido no decorrer
desta segao.

5.2.1 Modelo probabilistico ndo paramétrico

Durante a modelagem probabilistica ndo paramétrica, substituem-
se as matrizes de massa [M}, |, amortecimento [Cy, C] e rigidez [K7, ]
reduzidas pelas matrizes aleatérias [M5,]s [Chpl € [K§pl: Uma vez que
a matriz de massa [M, ]| é positivo deﬁmda é posblvel decompo-la
utilizando a fatorizacao de Cholesky e sua construcao algébrica segue
o processo descrito na Subsecgdo 3.2.2. Porém, devido a condigdo de
contorno livre, as matrizes de amortecimento [Cy, | e rigidez [Kj, ]
reduzidas sdo positivo semi-definidas e, consequentemente, ndo admitem
a mesma decomposi¢ao.
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Seja [Af, ] qualquer operador [Cy;, | ou K, |. A matriz [Af, ] é
um operador diagonal, real, positivo semi-definido e, consequentemente,
pode ser escrita como

: - 11/2[ gc 11/2

(A7, ] = 145, V2147, 12, (5.2)
onde [Afnc]l/ ? ¢ araiz quadrada da matriz [AS, |. Devido as propriedades
algébricas de [AS, ], [A¢, ]*/? ¢ uma matriz real, diagonal e positivo semi-
definida cujos elementos [Afnc]jlj/2 podem ser obtidos a partir da raiz
quadrada dos elementos da diagonal [Af, ];;. Devido as propriedades
anteriores, a matriz aleatéria [Af ] pode ser construida como

T

(A%, = [£5, 71GS 25, ). (53)
onde [L¢, ]=[A¢, ]*? e [GE,_] é 0 operador que adiciona as incertezas ao
modelo. Ao analisar a Eq. 5.3, é possivel identificar que as propriedades
estatisticas de [Gy,_] seguem as mesmas propriedades das matrizes nao
paramétricas discutidas anteriormente e, consequentemente, o operador
admite a mesma construcao algébrica das matrizes descritas na Subsecao
3.2.2. Por fim, o processo estocdstico {uj,(w)} associado as respostas
do sistema pode ser resolvido utilizando-se o método de Monte Carlo
direto juntamente com o processo de redugdo modal, de maneira similar
aos modelos estocasticos ndo paramétricos apresentados anteriormente.

5.3 Resultados simulados

Nesta secao sdo apresentados os resultados obtidos ao simularem-
se algumas respostas dindmicas da carcaga a partir dos modelos construi-
dos na secéo anterior. Primeiramente, apresentam-se algumas respostas
obtidas com o modelo médio e, posteriormente, mostram-se as mesmas
respostas quando calculadas com o modelo estocastico.

5.3.1 Resultados do modelo médio

A Fig. 38 apresenta dois espectros de aceleragao calculados com
o modelo médio. Esses valores sao obtidos excitando-se a estrutura com
uma forga pontual, unitaria e normal a superficie da estrutura no Ponto
3, como identificado na parte direita da mesma figura, enquanto as
aceleragoes, também normais a superficie, sdo calculadas nos outros
dois pontos identificados na figura. Uma vez que o primeiro modo de
deformacao estrutural obtido com o modelo médio da carcaca encontra-
se em, aproximadamente, 3,15 kHz, as respostas de aceleracgoes estao
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Figura 38 — Respostas estruturais {a§(w)} e {a$(w)}, respectivamente
nos Pontos 1 e 2, calculadas com o modelo médio.

apresentadas na faixa entre 3,0 e 12,0 kHz. Os resultados da Fig. 38
foram calculados utilizando-se o processo de reducdo de modelo da
Subsecao 5.1.1 juntamente com superposicao de 500 formas modais do
modelo médio.

5.3.2 Anélise de convergéncia

Com a finalidade de avaliar se os resultados obtidos com o mo-
delo estocastico sao estatisticamente significativos, define-se a fungao
convergéncia quadratica média

1/2
Z {ag(w, k) dw} , (5.4)

onde s, indica o nimero de simula¢ées de Monte Carlo realizadas e m. a
dimensao do modelo reduzido. A Fig. 39 mostra, a esquerda, o grafico de

Conv(se,me) = {

Sc
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20 x logy(Conv(sc,m)) em fungdo de s, para m,=500 modos, de onde
é possivel concluir que o modelo converge com s.=1000 simulacgdes. A

122,3 12
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c c° 120
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o S 115
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Figura 39 — A esquerda, Eq. 5.4 calculada variando-se s, para m.=500
e, a direita, a mesma funcao calculada alterando-se m, para
5.=1000.

mesma figura, a direita, apresenta 20 x log;,(Conv(s.,m.)) em funcio de
me, calculado utilizando-se s,=1000 realizagbes. A partir desse resultado
é possivel afirmar que o modelo ndo paramétrico converge a partir
da superposicdo de m.=350 modos. Os resultados mostrados foram
calculados admitindo-se que o coeficiente de dispersao das matrizes
aleatérias valem 6§, = 0% = 6% =0, 1.

5.3.3 Resultados obtidos com o modelo ndo paramétrico

Com a finalidade de avaliar as respostas do modelo estrutural
na presenca de incertezas, foram calculados dois espectros de acelera-
¢ao, utilizando o modelo probabilistico nao paramétrico, admitindo-se
niveis de incertezas distintos. As respostas do modelo estocastico para
05,=06=0%=0,05 e §5,=0&=0%=0,20 encontram-se na Fig. 40, onde
a linha preta indica a resposta do modelo médio e a area em cinza
identifica a regiao de 99% de confianga das respostas. Ao confrontar as
respostas aumentando-se o nivel de incerteza, torna-se possivel iden-
tificar um aumento no envelope de confianga. Esse comportamento
faz com que o modelo, para os niveis de incerteza calculados, perca
significativamente a exatiddo em frequéncias mais elevadas.

Outra caracteristica bastante importante na estrutura é a sua
sensibilidade as incertezas. Mesmo para um baixo valor de incerteza,
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Figura 40 — Espectros de aceleracdo do modelo médio, em preto, jun-
tamente com as regides de 99% de confianga, em cinza,
obtidas com o modelo nao paramétrico admitindo-se
05,=06=0%=0,05 e 65,=0¢=0%=0,20.

como 65,=065=065%=0,05, os espectros de aceleragao da estrutura ji se
mostram bastante sensiveis. Este comportamento deve ocorrer devido
a alta densidade modal da estrutura, quando comparada aos outros
modelos analisados neste documento, dentro da regido de frequéncia
analisada. Vale ressaltar que, para frequéncias superiores a 6,0 kHz, o
envelope de confianga, mesmo para baixos niveis de incerteza, perde
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quase que por completo a capacidade de predizer regides de ressonan-
cias. Essa caracteristica encontra-se presente em estruturas com alta
densidade modal pelo fato de que as incertezas fazem com que, em cada
iteracdo do método de Monte Carlo, as frequéncias naturais do modelo
mudem e que estas alteragoes sejam grandes o suficiente para que uma
frequéncia natural em uma dada iteracdo se sobreponha as frequéncias
naturais dos modos vizinhos em simulacoes futuras.

5.4 Resultados experimentais
Esta sec@o apresenta o procedimento experimental adotado e os

respectivos resultados obtidos durante o ensaio de impactacao de um
conjunto de carcacas de compressores herméticos. A Fig. 41 mostra uma

Figura 41 — Fotos de uma configuracdo tipica de montagem dos ex-
perimentos durante o ensaio de impactacao das carcacas
analisadas.

configuracéo tipica utilizada no experimento, onde a carcaca encontra-se
suspensa por trés fios finos com a finalidade de aproximar a condicao de
contorno da estrutura & condicao livre. A carcaca foi excitada, utilizando-
se um martelo com ponteira de ago e instrumentado, no Ponto 3 (ver
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Fig. 38), enquanto as respectivas aceleragoes sdo medidas utilizando-se
dois acelerémetros nos Pontos 1 e 2 (ver Fig. 38).

Com a finalidade de avaliar a precisdo do procedimento experimen-
tal utilizado, mede-se uma mesma estrutura por 10 vezes, repetindo-se
o procedimento de montagem e desmontagem do experimento. Esse
teste deve ser capaz de determinar a fracdo da dispersdo observada nos
resultados decorrente, apenas, da incapacidade de se representar uma
Unica estrutura as mesmas condi¢oes de ensaio por repetidas vezes. A
Fig. 42 mostra as FRFs de acelerancia medidas no ensaio de repetiti-
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Figura 42 — Espectros de aceleracao obtidos em um ensaio de repetitivi-
dade, em cinza, juntamente com as respectivas respostas do
modelo médio, em preto, respectivamente para os Pontos 1
e 2. As curvas abaixo de cada grafico, em cinza, apresentam
as fungdes coeréncia obtidas durante os experimentos.

vidade, em cinza, juntamente com as respostas do modelo médio, em
preto tracejado. As curvas abaixo de cada grafico, em cinza, apresentam
os valores obtidos para a funcdo coeréncia durante os experimentos.
Com o objetivo de quantificar a dispersdo nas mesmas respostas
apresentadas na Fig. 42 devido ao processo de manufatura da carcaca
do compressor, submeteram-se 12 estruturas distintas ao mesmo en-
saio dindmico. As respostas estdo apresentadas na Fig. 43, onde, em
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cinza, identificam-se as respostas das diferentes estruturas e, em preto
tracejado, as respectivas respostas do modelo médio. A partir das Figs.
42 e 43, é possivel identificar que as dispersoes do ensaio de repetitivi-
dade sao menores quando comparadas as dispersoes das medi¢ées com
diferentes estruturas, corroborando a ideia de que existem diferencas
significativas no comportamento dindmico das carcagas devido ao pro-
cesso de manufatura. Além disso, para algumas faixas de frequéncia, os
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Figura 43 — Espectros de aceleracao de 12 carcagas distintas, em cinza,
juntamente com as respectivas respostas do modelo médio,
em preto, respectivamente para os Pontos 1 e 2. As curvas
abaixo de cada grafico, em cinza, apresentam as respostas
obtidas para as fungdes coeréncia durante os experimentos.

valores obtidos para o espectro do modelo médio encontram-se fora dos
limites observados experimentalmente, fato que sugere a existéncia de
incertezas no modelo mecanico-mateméatico proposto.

5.5 Ajuste do modelo ndo paramétrico

Com a finalidade de determinar os valores de d%,, 0% e 0% que
melhor representem os resultados obtidos para a carcaga, aplica-se o
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ajuste de modelo da Subsegdo 4.5 com base na ultima configuragdo
(C1 = 2C3 # 0) apresentada na mesma subsegdo. Visto que o nivel
de vibracao da carcaca, obtido experimentalmente, é muito baixo em
frequéncias inferiores a 3 kHz, fato que torna o sinal prejudicado pelo
ruido de fundo dos transdutores, o ajuste de modelo se restringiu a
faixa entre 3 e 12 kHz. Uma vez que as FRFs de transferéncia sdo mais
sensiveis as incertezas, utilizou-se a resposta {as(w)} durante o ajuste do
modelo estocdstico e, entdo, calcularam-se os resultados de {a;(w)} para
conferir a qualidade do ajuste. O problema de otimizacao definido pode
ser resolvido utilizando-se algoritmos genéticos, levando aos valores de
05, = 0,05, 08 = 0,46 e 6 = 0,08. Os resultados obtidos para o modelo
ajustado encontram-se na Fig. 44, onde a linha tracejada preta mostra
a resposta do modelo médio, as linhas cinzas apresentam os valores
obtidos experimentalmente e o envelope limitado pelas linhas pretas
indica a regido de 99% de confianga do modelo estocdstico. Na parte
de baixo de cada espectro apresentam-se, ainda, as func¢odes coeréncia
obtidas nos experimentos.

A partir da analise dos resultados do modelo estocéstico ajustado,
nota-se o aumento da predicabilidade do modelo. A grande maioria dos
resultados experimentais encontram-se dentro do envelope de confianga
do modelo e, ainda, os limites experimentais e numéricos mostram-se
relativamente préximos. Este resultado mostra que o modelo estocéastico
é bastante representativo dentro da faixa de frequéncia analisada. Porém,
algumas respostas experimentais ainda encontram-se fora do envelope
calculado, sugerindo que uma melhor representacdo do modelo médio
deve levar a melhores resultados. De fato, existe uma série de fatores
que podem ser melhorados no modelo médio. Uma sugestao de melhoria
é, por exemplo, efetuar um mapeamento mais detalhado das espessuras
da estrutura. Alguns resultados disponiveis na literatura mostram que a
abordagem dividindo a carcaga de um compressor em fatias pode levar
a resultados mais representativos (FABRO, 2010). Uma outra fonte de
incerteza que pode ser bastante aprimorada é a regiao de solda, que
neste modelo numérico é modelada apenas como uma regiao de aco
com espessura distinta. Uma estratégia para aprimorar a representacao
dessa regiao seria, por exemplo, admitir uma condigdo ortotropica para
as propriedades mecénicas da regiao de solta e, entdo, determinar os
valores dessas propriedades através de um ajuste de modelo.
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Figura 44 — Espectros de aceleracao obtidos com o modelo médio, em
preto tracejado, juntamente com as respostas experimentais,
em cinza escuro. A regido em cinza claro delimitada pelas
linhas pretas indicam os envelopes de 99% de confianca
obtidos com o modelo probabilistico ndo paramétrico.

5.6 Sintese do capitulo

Essa se¢do apresentou os procedimentos necessdrios para a cons-
trucao de um modelo probabilistico ndo paramétrico para a carcaca de
um compressor hermético tipico. Desse modo, os principais desenvolvi-
mentos desse capitulo sao:

1. construiu-se um modelo deterministico, com base em uma teoria
de placas finas, para a carcaga de um compressor hermético tipico;

2. um modelo probabilistico ndo paramétrico para as matrizes do
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problema foi discutido e uma nova representacao algébrica foi
necessaria levando-se em conta a condi¢cao de contorno livre da
estrutura;

3. apresentou-se o procedimento experimental adotado para avaliar
as variabilidades na resposta dindmica da estrutura devido as
limitagdes do processo de manufatura;

4. aplicou-se o procedimento de ajuste de modelo sugerido da se¢ao
anterior e, por fim, construiu-se um modelo numérico para a
carcaca do compressor considerando as incertezas do modelo.
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6 Acoplamento através de sintese
modal de componentes

A predicdo das incertezas na resposta dindmica de duas estrutu-
ras, quando acopladas, ainda é um desafio para os pesquisadores. Isso
ocorre devido a ligacdo entre os dois componentes mecéanicos, que pode
ser bastante complexa e, consequentemente, de dificil representagao
matematica. Porém, quando a uniao dessas subestruturas pode ser apro-
ximada, matematicamente, por relagoes mais simples, a aplicacao de
um método de subestruturacido (ou método de sintese modal) junta-
mente com a abordagem probabilistica ndo paramétrica oferece uma
alternativa para a quantificacdo de incertezas no modelo das estruturas
acopladas. Essa abordagem permite construir um modelo estocastico
no qual as incertezas estao distribuidas de maneira ndao homogénea nos
operadores do modelo mecanico-matematico proposto.

6.1 Método de Craig-Bampton

Considere uma estrutura mestre S composta por duas subestru-
turas S* e S2, como mostrado na Fig. 45. Essas estruturas encontram-se
ligadas por uma interface ¥ que pertence, simultaneamente, aos contor-
nos de S' e S2. Admite-se que a subestrutura S”, onde S” representa S*
ou 52, tenha sido discretizada através do método dos elementos finitos.
Desse modo, a equagao de movimento do subsistema nao amortecido

X

. s

Figura 45 — Subestrutura S' acoplada a subestrutura S? através da
interface X.
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pode ser escrita, de maneira particionada, como (CRAIG, 1981; MAIA;
SILVA, 1997)

[ ) ] isf) }

(K] K] {uc} {rey 17
onde {ul} e {ul} séo os graus de liberdade no interior e na interface de
ST, respectivamente, enquanto { f7'} e {f7 } sdo as excitagdes externas em
{ul} e {ul}. Ao admitir-se que a interface ¥ da estrutura S” encontra-se

fixa, o problema de autovalores e autovetores do sistema pode ser escrito
na forma

(K51 {oi} = (wi)® M) {e7} (6.2)

enquanto a solucao do sistema pode ser aproximada através de superpo-

sicdo modal
{ui} = [¥il{ai}, (6.3)

onde [U7] é matriz de formas modais e {g] } sdo as respectivas coordena-
das generalizadas. Durante o processo de solugdo do sistema utilizando
o método de Craig-Bampton, necessita-se, ainda, da determinacéo dos
modos estaticos [S]] da estrutura. Esta matriz pode ser obtida a partir
da aplicacao sucessiva de um deslocamento unitario em cada grau de
liberdade da interface Y, mantendo-se o restante fixo, e, a partir dessa
perturbacao, podem-se determinar os deslocamentos dos graus de li-
berdade no interior de S”. Esta operacdo pode ser diretamente obtida
como

[S7] = — [K7) " KL, (6.4)

uma vez que [K,] representa, matematicamente, as forgas necessarias
para que hajam os deslocamentos unitarios em .

De posse de [¥]] e [ST], o vetor solugdo do sistema {{u]} {ur}}”
pode ser escrito, através do método de Craig-Bampton, como

{R =15 B e ) — e { 52 ). 09

onde [H{p] é a matriz de mudanca de base de Craig-Bampton. A
principal vantagem da aplicacdo desta técnica é que se torna possivel
truncar a matriz [¥7] e, consequentemente, reduzir a dimenséo dos
operadores utilizados para a solugdo do sistema. Desse modo, o custo
computacional associado ao calculo da solugdo do problema deixa de
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crescer com o aumento do niimero de graus de liberdade do sistema
global e passa a crescer com o aumento da densidade modal do problema,
de maneira simular a superposicdo modal tradicional. Ao se reescrever
a Eq. 6.1 na base de {{u?}{u’}}", utilizando [Hf 5] como operador
mudancga de base, tem-se

Hesl” | e e | s { {5 1
e [ 50 15 e 19} e ()

(6.6)

A Eq. 6.6 ap6s desenvolvida, considerando a normalizagao do operador
de formas modais pela matriz de massa, pode ser escrita como

(M) (M) {ar}
[[M;f [MLUH {ar) }+

[ e ] L b =me { {0 o)

onde os operadores da Eq. 6.7 sdo obtidos, algebricamente, como [M[;] =
1], [ME) = (@17 (M) [S7) + (ML), [Mz] = [ME]"[S7) + [M7,) +
117 (M1 57+ ME)). [K7] = [(@p)?]. sendo [(wf)?] nma matriz
diagonal cujos elementos representam o quadrado da frequéncia natural
angular da estrutura com interface fixa, enquanto [K7.] = [0] e [K7,] =
[Kr] — (K" [K5) 7 [K] (CRAIG, 1981).

Apés efetuar as operagoes anteriores e descrever as subestruturas
S1 e S? na base vetorial de Craig-Bampton é possivel montar as matrizes
de massa e rigidez do sistema composto pelas subestruturas acopladas,
levando em conta as compatibilidades do problema e as suas respecti-
vas condicoes de equilibrio. Esta montagem pode ser interpretada, de
maneira bastante simples, admitindo-se que cada subestrutura é um
elemento finito cujas matrizes elementares de massa e rigidez do modelo
sdo os operadores da Eq. 6.7. Através dessa analogia, as subestruturas
S sa0 também chamadas, na literatura, de superelementos (GERSEM
et al., 2007). No que segue, a dindmica do sistema com as estruturas S!
e 5% acopladas e com excitacdes externas pode ser escrita como (MAIA;
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SILVA, 1997)

[ [M}] !

o m_ DR {a2} o+

ML [M2] [ML]+[M2] liic}

[(whH?] o] [0] q! F}
o e o L L
[0] o] (KL KE2) ] {ued (F.}

(6.8)

onde {F}'} = [‘I’HT {fi}e{F?} = [‘I’ﬂT {2} sdo as excitagdes no in-
terior de cada subestrutura, enquanto {F.} = [S} ] g {fi}+1]57] T {121+
{ fcl} + { ff} identifica as excitagoes na interface de acoplamento. Por
fim, a solucdo do problema acoplado, em coordenadas fisicas, pode ser
obtida através da relagdo (SOIZE, 2003)
%u%% [wi] 0] 18] %q%%
utt o= [0 [¥F] [S] @t - (69
{uct 0 o] ] {uct

O método de Craig-Bampton se mostra uma alternativa de menor custo
computacional para o célculo da dindmica de estruturas complexas
quando os deslocamentos nas regides de acoplamento sao pequenos.
Para sistemas onde existem grandes deslocamentos na interface entre as
duas subestruturas este método apresenta resultados limitados, neces-
sitando-se avaliar outros métodos de subestruturagdo mais complexos,
como o de interface livre de Craig-Chang (MAIA; SILVA, 1997). Um
exemplo do método de Craig-Bampton quando aplicado a um sistema de
cinco graus de liberdade nao amortecido esta apresentado no Apéndice E,
enquanto um outro exemplo envolvendo um modelo de barra discretizado,
utilizando-se o método dos elementos finitos, pode ser encontrado em
COOK et al. (2002). Para um exemplo envolvendo o método de interface
livre de Craig-Chang, sugere-se a Referéncia (WIDRICK, 1992).

Uma dificuldade inerente a aplicacdo do método de subestrutu-
ragao de Craig-Bampton surge na representagdo do amortecimento do
modelo. Uma alternativa para contornar essa dificuldade pode ser imple-
mentada ao se admitir que a matriz de amortecimento [ég ] pode ser
obtida através da proporcionalidade com as matrizes de massa [.7\;[6 Ble
rigidez [K@B], escritas na Eq. 6.7, tal que

[Cop] = appIMEp] + BeplKep), (6.10)
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onde agp e P sdo duas contantes. Esta representacdo, também
conhecida na literatura como modelo de amortecimento de Rayleigh,
torna o amortecimento do modelo varidvel com a frequéncia (COOK
et al., 2002). Porém, é possivel estimar uma aproximagdo para um
amortecimento modal &} constante, em de uma faixa de frequéncia
[w, wa], tal que

W2 — w1 W2 — W1
acp = lewﬁ;iw% ¥ e fBop= 2527M% — (6.11)

Essa regiao de interpolagao deve ser suficientemente estreita para que os
erros devido ao ajuste possam ser negligenciados. Na implementacao do
modelo de amortecimento modal constante em uma solu¢ao harmonica,
. . - . ~ .
ao atualizar os valores agp e By a cada iteragdo, deixa-se de ter
um amortecimento dependente da frequéncia e obtém-se um operador
- -
[C{ g (w)] varidvel.

6.1.1 Método de Craig-Bampton probabilistico ndo paramétrico

O método de Craig-Bampton probabilistico ndo paramétrico
foi proposto, recentemente (SOIZE; CHEBLI, 2003), e consiste em
substituir os operadores deterministicos do modelo de Craig-Bampton
usual por matrizes aleatérias cuja lei de probabilidades é construida a
partir de teoria de matrizes aleatérias juntamente com o PME. Esse
método possibilita a andlise das respostas dindmicas de estruturas
complexas cujas incertezas nao se encontram distribuidas de maneira
homogénea nos operadores do modelo. Considere as matrizes de massa
[M{ 5] e rigidez K7 5] da subestrutura S” apresentadas na Eq. 6.7.
O operador [M@ gl é, necessariamente, simétrico e positivo definido,
levando a possibilidade de efetuar-se uma decomposi¢ao de Cholesky
na forma }

(Mgl = [LTCB]T[LTCBL (6.12)

onde [L{ 5] é uma matriz triangular superior. Caso a subestrutura S”
esteja fixa, necessariamente, o operador [K’g p) passa a ser simétrico e
positivo definido, possibilitando que esta matriz seja reescrita através de
uma decomposi¢ao de Cholesky, de maneira similar ao operador []\Zf@ Bl-
Porém, caso a subestrutura S” esteja livre, o operador [f( &g é, necessa-
riamente, simétrico e positivo semi-definido, fato que impossibilita a sua
reconstrucao através de uma fatorizacdo de Cholesky. Além disso, [f( Bl
nao é diagonal e, por consequéncia, pode nao apresentar raiz quadrada
[R’ & B]l/ 2, propriedade que inviabiliza a construcdo semelhante a Eq. 5.2
do capitulo anterior. Para contornar essa dificuldade, considerando a
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condigdo de simetria de [K7.g], este operador pode ser reescrito através
de uma decomposicdo por valor singular na forma

[Kep] = [STIVIIS"T, (6.13)

onde [S8”] é uma matriz real, enquanto [V"] é um operador diagonal
positivo semi-definido que pode ser reescrito como [V'] = [V"]V/2[Vr]1/2.
Assim, o operador [K{. 5] pode ser obtido através da expressao

[Kep] = STV = [LeslLes]” (6.14)

onde [Lip| = [ST][VT]l/QLVisto queN[VT]l/2 é uma matriz diagonal. Seja
[A%. 5] qualquer matriz [M{. 5] ou [K( ). As incertezas sdo adicionadas
ao modelo na forma

[~ EB] = [LTCB] [GrCB] [LT(}B]Ta (6-15)

onde [G&g] é um operador aleatério cujo modelo probabilistico é cons-
truido a partir da teoria de matrizes aleatérias juntamente com o
PME utilizando-se as propriedades algébricas desta matriz como res-
trigdes junto ao problema de otimizacdo definido. Ao se observarem
as propriedades de [GGg]l, conclui-se que este operador apresenta as
mesmas restricdes que as matrizes aleatorias nao paramétricas construi-
das anteriormente (SOIZE; CHEBLI, 2003) e, consequentemente, a sua
representagao algébrica segue as leis de probabilidades dos operadores
aleatdrios discutidos anteriormente (ver Subsegdo 3.2.2). A equacao de
movimento ndo amortecido da Subestrutura S” pode ser escrita, na
base vetorial proposta pelo método de Craig-Bampton, como

l [[M;"JT M ] [,

M:] M) | L fugd
|:va1] [Kfc] {qf _ s {flr}
l[Kh]T K] H {u} }—[HCB} {{fg} } (6.16)

onde [My], [ML], [Mz], [KE], [KEL.] e [KE.] sido os operadores alea-
térios construidos a partir da representacdo nio paramétrica de [1\~/I“CB]
e [K&p], enquanto {qF'} e {ul} sdo os processos estocdsticos associados
as respostas do modelo. De posse da equacdo de movimento de cada
subestrutura, a Eq. 6.8 que define, de maneira deterministica, o movi-
mento das subestruturas acopladas, pode ser substituida pelo modelo
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estocastico
Mg [0] M ] ?ﬁ%
[0] [MZ] [MZ,] G2l »+
VL) 2]t ek 4 ez ] L e
K& [0] [0] {a} {F'}
0 [Ki [0 {a?} p=9q {F7} ¢, (617)
0] [0 [K&L]+[KZ] {uc} {F.}

enquanto o processo estocastico relacionado as coordenadas fisicas pode
ser obtido, levando em conta os resultados da Eq. 6.9, como

}uili [wi] (0] (S]] %q?%

u?p o= (0] [¥] [S7] q?

{uc} o o [ {ue}

De maneira andloga ao caso deterministico, a representa¢ao do
amortecimento da estrutura para o modelo estocastico também apresenta
dificuldades. Uma alternativa para contornar essa limitagdo surge a
partir da representagdo via modelo de Rayleigh, assim como no caso
deterministico. Porém, vale ressaltar que, além de se recalcular a matriz
de amortecimento a cada iteracdo da simulacdo de Monte Carlo, esse
mesmo operador deve ser atualizado algumas vezes durante uma solugao
harménica, sempre que se deseja a aproximag¢do por um amortecimento
modal constante.

Outra caracteristica bastante importante do modelo estocastico
acoplado é a quantificacdo da incerteza no acoplamento. Ao se observar
a Eq. 6.17, nota-se que a incerteza nas matrizes de acoplamento ¢é a
soma do nivel de incerteza de cada modelo. De fato, essa aproximacao
pode, para algumas estruturas, ser relativamente pobre, uma vez que
processos fisicos bastante complexos podem ocorrer nestas jungdes. Po-
rém, essa estratégia torna a analise mais simples, mostrando-se uma boa
ferramenta para o estudo de estruturas complexas sempre que o nivel de
incerteza na regiao de acoplamento encontra-se ao mesmo nivel das in-
certezas de cada subestrutura. Para acoplamentos mais complexos, uma
alternativa consiste em criar uma subestrutura do modelo para a juncao
e, entdo, construir um modelo médio mais sofisticado para esta regido.
Essa abordagem foi proposta por SOIZE; CHEBLI (2003) e validada,
experimentalmente, em um problema de duas placas planas acopladas
por parafusos (CHEBLI; SOIZE, 2004; DUCHEREAU; SOIZE, 2006).
Mais recentemente, MIGNOLET; SOIZE; AVALOS (2013) propuseram
um modelo probabilistico ndo paramétrico alternativo para sistemas

(6.18)
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onde existem grandes niveis de incerteza nas condi¢des de contorno ou
nos acoplamentos entre as subestruturas de um modelo.

6.2 Modelo numérico para o tubo de descarga acoplado a car-
caca

A fim de determinar o comportamento dindmico da carcaca do
compressor quando acoplada ao tubo de descarga, avaliou-se a estru-
tura de maneira deterministica e estocéstica. Desse modo, utilizam-se
os modelos médios dos Capitulos 4 e 5 para a representagao de cada
subestrutura e, com base na Secéo 6.1, constroem-se os modelos médio
e estocdstico para a estrutura acoplada. Uma vez que o tubo de des-
carga encontra-se conectado fisicamente ao tubo passador, espera-se que,
devido as impedancias comparaveis em algumas faixas de frequéncias,
grandes deslocamentos possam existir nesta regido. Esta caracteristica
inviabiliza a constru¢do de um modelo baseado em sintese modal com
interface fixa, como o método de Craig-Bampton. Para contornar essa
dificuldade, deslocou-se a regiao de acoplamento das subestruturas a
conexao do passador com a carcaca, onde os deslocamentos devem ser
pequenos, fato que possibilita a aplicagdo do método de subestruturacao
proposto. Desse modo, uma subestrutura do modelo é composta pelo

LU T PP

o LT

§ um,,,,,
E

Figura 46 — Base da carcaca acoplada ao tubo de descarga através do
tubo passador.
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tubo de descarga juntamente com o passador, enquanto a outra subes-
trutura se resume & carcaca do compressor. A Fig. 46 ilustra a estrutura
acoplada, onde é possivel identificar a base da carcaga juntamente com
o passador e o tubo de descarga. Além disso, vale ressaltar que existe
uma inser¢do de 13 mm do tubo de descarga no passador. A regido de
insercdo é considerada no modelo admitindo-se uma viga Euler-Bernoulli
com propriedades geométricas equivalentes.

6.2.1 Resultado do modelo médio

Para validar o modelo acoplado através do método de Craig-
Bampton, comparam-se as respostas obtidas na interface entre as duas
subestruturas quando calculadas através do método de subestrutura-
¢do aos mesmos valores quando obtidos através do modelo completo
usual. A Fig. 47 ilustra a resposta da aceleragdo na direcdo X devido
a aplicagdo de uma excitacdo unitaria em todos os graus de liberdade
da extremidade livre do tubo de descarga, onde a curva preta mostra
os resultados obtidos com o modelo completo usual, enquanto a curva
em cinza ilustra a resposta obtida com o modelo de Craig-Campton.
Para os calculos do modelo subestruturado, admite-se a superposigao
de 70 formas modais para o tubo de descarga, enquanto a resposta da
carcaga é calculada admitindo-se uma expansao com 350 modos naturais
de vibragao. As respostas estruturais foram obtidas admitindo-se uma
excitacao pontual e unitaria em todas as diregoes de rotagao e translagao

10

& ()}l (dB)
(@]

2000 4000 6000 8000 10000 1200C
Frequéncia (Hz)

Figura 47 — Resposta obtida com o método de Craig-Bampton, em cinza,
comparada ao espectro do modelo completo, em preto.
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da extremidade livre do tubo de descarga. Os resultados mostram que
as diferencas sao negligenciaveis, confirmando a ideia de que o método
proposto apresenta bons resultados para subestruturas com baixos des-
locamentos na interface. Vale ressaltar que os resultados obtidos na Fig.
47 foram calculados utilizando modelos nado amortecidos, uma vez que
nao ¢é tarefa simples adicionar o mesmo nivel de amortecimento aos
dois modelos confrontados. Além disso, os niveis de amortecimento das
duas subestruturas foram caracterizados utilizando-se uma abordagem
modal, fato que dificulta a representagao utilizando uma abordagem
convencional para as duas estruturas acopladas. De fato, um modelo
completo usual apresenta apenas uma matriz de massa e outra de rigi-
dez, tornando dificil a tarefa de adicionar dois niveis de amortecimento
espacialmente distintos em uma mesma estrutura via modelo de amor-
tecimento proporcional. Neste caso, torna-se mais simples adicionar o
amortecimento utilizando o modelo de Craig-Bampton, visto que as
matrizes de massa e rigidez de cada subestrutura podem ser utilizadas
para a solucdo do problema através de um modelo de Rayleigh.

6.2.2 Convergéncia quadratica média

Para garantir que os resultados obtidos com o modelo de Craig-
Bampton estocastico ndo paramétrico sejam estatisticamente significati-
vos, avaliou-se a fungao convergéncia média quadratica

SCB

1/2
Conv(scp) = {1 Z/ {as (w, k)}|2dw} , (6.19)
SCB 1 BCB

como fun¢do do nimero de simulagbes s¢p em uma banda de frequéncia
BY5(0,12] kHz. A Fig. 48 apresenta 20 x log;o(Conv(scp)) em funcio
de s¢p, de onde é possivel concluir que o modelo converge com 1200
simulagoes. Os resultados da Fig. 48 foram calculados admitindo-se o
fator de dispersao de 04, = 65 = 6% = 6§, = 6& = 6% = 0,1 para
as matrizes aleatorias do modelo do tubo de descarga e da carcaca
analisados.

6.2.3 Resultados do modelo estocastico

Com a finalidade de avaliar a sensibilidade das respostas da es-
trutura as incertezas no modelo do tubo de descarga e da carcaga, o
modelo probabilistico ndo paramétrico de Craig-Bampton é calculado
para diferentes valores de incerteza nos modelos de cada subestrutura.
Os resultados sao obtidos admitindo-se a mesma excitagdao discutida
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na subsecao anterior. Apresentam-se, a principio e como exemplo, dois
cenarios distintos, onde as incertezas nos modelos do tubo de descarga
e da carcaga sao adicionadas separadamente. Os espectros da Fig.49
mostram trés respostas do sistema quando calculados admitindo-se
8%, = 6L = 6% = 0,1 para o modelo probabilistico do tubo de descarga,
enquanto o modelo numérico da carcaca é tratado de maneira determi-
nistica. O primeiro espectro apresenta a resposta pontual no tubo de
descarga, calculada na direcao X. Os resultados ilustram que a incerteza
no modelo do tubo de descarga faz com que exista uma determinada
incerteza na resposta da estrutura e, ainda, que este comportamento
cresce em frequéncias mais elevadas. O segundo espectro apresenta a
resposta, calculada para a direcdo X, na interface de acoplamento entre
as duas subestruturas. O resultado mostra que, devido as incertezas
no modelo estrutural do tubo de descarga, a determinagao da resposta
da estrutura encontra-se afetada em toda a faixa de frequéncia, como
mostra o envelope de confianga calculado. Este resultado ocorre pelo
fato de que a determinacdo da resposta neste local é muito sensivel com
respeito ao modelo do tubo de descarga. O terceiro espectro apresenta a
aceleracdao normal & superficie da carcaga em uma posi¢ao qualquer da
estrutura. Os resultados mostram que, mesmo que o modelo da carcaga
seja tratado de maneira deterministica, a determinagao da resposta nesse
componente encontra-se bastante afetada pelas incertezas no modelo do
tubo de descarga.

De maneira andloga ao caso anterior, a Fig. 50 apresenta as mes-
mas trés respostas estruturais da Fig. 49 quando calculadas considerando
um modelo deterministico para o tubo de descarga e uma abordagem
aleatéria com 0§, = 0& = 0% = 0,1 para a carcaca do compressor.

20 log, (convig. )
=
o
o

106,7
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Figura 48 — Grafico da Eq. 6.19 avaliada para diferentes valores de s¢p.
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Figura 49 — Espectro de aceleracdo na extremidade do tubo de descarga

({al(w)}), na interface ({a3(w)}) e na carcaga ({a§(w)}).
As linhas pretas indicam a resposta do modelo médio e o
envelope cinza identifica a regiao de 99% de confianca do
modelo estocéstico calculadas utilizando uma abordagem
incerta para o tubo e uma deterministica para a carcaga.
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Figura 50 — Espectro de aceleracao na extremidade do tubo de descarga

({al(w)}), na interface ({a%(w)}) e na carcaga ({a§(w)}).
As linhas pretas indicam a resposta do modelo médio e o
envelope cinza identifica a regiao de 99% de confianca do
modelo estocastico calculadas utilizando uma abordagem
deterministica para o tubo e uma incerta para a carcaca.
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O primeiro espectro mostra que a resposta pontual é pouco afetada
pela sensibilidade no modelo da carcaga. Este resultado comprova que,
para extremidade livre do tubo de descarga, a carcaca apresenta pouca
influéncia no seu comportamento dindmico. A resposta na interface
entre as duas subestruturas, por sua vez, mostra que, em frequéncias
inferiores a 1 kHz, a resposta é pouco sensivel ao modelo da carcaca.
Porém, em frequéncias superiores a 1 kHz, as incertezas no modelo da
carcaga deixam a resposta na interface bastante sensivel. O espectro cal-
culado na superficie da carcaga, por sua vez, mostra um comportamento
bastante interessante. Mesmo com o nivel de incerteza no modelo da
carcaca, a resposta da estrutura é pouco sensivel em frequéncia inferiores
a, aproximadamente, 3,5 kHz. Isto ocorre pelo fato de que, nesta faixa
de frequéncia, o comportamento do sistema é dominado pela dindmica
do tubo de descarga. Em frequéncias superiores a 3,5 kHz a dinamica
da carcaca torna-se mais importante no sistema acoplado e, entédo, a
resposta do sistema torna-se mais sensivel.

Com a finalidade de avaliar o comportamento da carcaca de
maneira mais global, foi calculada a velocidade quadratica média da
estrutura em bandas de terco de oitava. Esse calculo foi computado
utilizando-se 100 pontos distribuidos uniformemente ao longo da superfi-
cie da estrutura. A Fig. 51 apresenta os resultados obtidos admitindo-se
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Figura 51 — Envelope de 99% de confianga referente a velocidade qua-
dratica média da carcaca, em cinza, comparada a respectiva
resposta, do modelo médio, em preto. Os resultados foram
calculados admitindo-se &4, = 65 = 6% = 0,1 e um modelo
deterministico para a carcaga do compressor.
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8t = 6L = 6% = 0,1, enquanto a dindmica da carcaga é modelada
utilizando-se uma abordagem deterministica. A partir desse resultado
comprova-se que, mesmo em baixas frequéncias, o nivel de incerteza em
banda de tergo de oitava pode alcangar 40 dB. Esses calculos compro-
vam a afirmacao de que a resposta dindmica da carcaga do compressor
é bastante sensivel a dindmica do tubo de descarga, corroborando a
ideia de que um modelo mais robusto para a estrutura tubular deve
levar a resultados mais precisos. Além disso, para a banda especifica
de 800 Hz, o valor calculado para o modelo deterministico encontra-se
fora do envelope de 99% de confianga, sugerindo que, neste caso, uma
analise deterministica para a estrutura pode levar a resultados pouco
representativos.

De maneira similar a Fig. 51, os resultados da Fig. 52 apresentam
as velocidades quadraticas médias na superficie da carcaga do compressor
admitindo-se 6§, = 0& = 0% = 0,1, enquanto o modelo do tubo
de descarga é tratado de maneira deterministica. Os valores obtidos
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Figura 52 — Envelope de 99% de confianga referente a velocidade qua-
dratica média da carcaca, em cinza, comparada a respectiva
resposta do modelo médio, em preto. Os resultados foram
calculados admitindo-se 6%, = d¢ = 6% = 0,1 e um modelo
deterministico para o tubo de descarga do compressor.

mostram que a velocidade quadratica média da estrutura é pouco
sensivel as incertezas no modelo da carcacga, especialmente em baixas
frequéncias. Além disso, todos os resultados obtidos com o modelo médio
encontram-se dentro da regido de confianca predita pelos resultados
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estocésticos, mostrando que uma abordagem deterministica para a
carcaca do compressor apresenta resultados bastante representativos na
determinacao do comportamento dindmico da estrutura.

Por fim, a Fig. 53 apresenta os valores obtidos para a velocidade
quadratica média da carcaga do compressor calculada admitindo-se
8%, = 0,17,0L = 0,31,6% = 0,09,65, = 0,05,85 = 0,46 e 0% =
0,08. Estes valores foram obtidos através dos ajustes de modelo dos
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Figura 53 — Envelope de 99% de confianga referente & velocidade quadra-
tica média da carcaga, em cinza, comparada a respectiva
resposta do modelo médio, em preto. Os resultados fo-
ram calculados admitindo-se 6%, = 0,17,65 = 0,31, 6% =
0,09, 9%, = 0,05,0& = 0,46 e 0% = 0,08.

capitulos anteriores ao se analisarem, separadamente, as incertezas de
cada componente. Ao se analisarem os resultados da Fig. 53, conclui-se
que os valores obtidos sao bastante semelhantes aos resultados da Fig.
51. De fato, ao se adicionarem as incertezas ao modelo da carcaga, as
diferengas sdo quase despreziveis devido a sensibilidade da estrutura
com respeito as incertezas do tubo de descarga.

6.3 Sintese do capitulo

Essa secao avaliou as respostas dindmicas de um tubo de descarga
acoplado a carcaga de um compressor hermético tipico considerando os
modelos incertos construidos anteriormente. Desse modo, os principais
desenvolvimentos desse capitulo sao:
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1. apresentou-se a metodologia de Craig-Bampton para a sintese
modal de componentes utilizando uma abordagem com interface
fixa;

2. discutiram-se as restrigbes fisicas para as matrizes de Craig-
Bampton e, a partir delas, determinou-se o melhor modelo proba-
bilistico ndo paramétrico para o sistema;

3. uma nova estratégia para a construcao das matrizes ndo paramé-
tricas foi apresentada, por necessidade, devido as propriedades
algébricas dos operadores de Craig-Bampton;

4. aplicou-se o método de Craig-Bampton juntamente com a abor-
dagem probabilistica ndo paramétrica para um sistema composto
por um tubo de descarga acoplado a carcaga de um compressor
tipico;

5. discutiu-se a sensibilidade da resposta do sistema acoplado com
respeito as incertezas nos modelos numéricos de cada subestrutura
modelada.
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7 Conclusoes

Esse trabalho teve como principal objetivo a construgao de mo-
delos numéricos robustos para componentes estruturais utilizados em
compressores herméticos. Desse modo, esse documento versou sobre os
seguintes temas:

1. discussdo sobre o conceito de incertezas em vibragoes e actustica,
apresentagao de alguns resultados disponiveis na literatura e ela-
boragao de uma pequena introducao a respeito das ferramentas
matemaéticas necessarias para se estudar a modelagem de incer-
tezas em sistemas dindmicos. As informagoes discutidas sugerem
que a grande maioria dos avancos em quantificagdo de incertezas
ocorreu na area computacional. Além disso, para sistemas ma-
nufaturados complexos, poucos trabalhos disponiveis comparam
resultados numéricos com experimentais;

2. aplicagdo dos métodos probabilisticos paramétrico e nao para-
métrico de modelagem de incertezas a um problema de flexao
de vigas. Além disso, apresentou-se uma metodologia, disponivel
na literatura, para a solugdo de problemas inversos utilizando-se
informagoes obtidas em ensaios de andlise modal experimental.
Essa metodologia baseia-se na definigdo matematica dos para-
metros de dispersao e apresenta um baixo custo computacional
para a solucdo do problema. Porém, devido ao elevado ntimero de
resultados experimentais necessarios, tal metodologia mostra-se
invidvel para a solugdo de problemas inversos em uma realidade
industrial;

3. construcao de modelos probabilisticos paramétrico e ndo paramé-
trico para o tubo de descarga de um compressor hermético. Essa
abordagem discutiu os objetivos de cada modelo, bem como as
suas respectivas dificuldades e limitagdes. Com a finalidade de
confrontar os resultados numéricos com algumas respostas experi-
mentais, uma série de experimentos foi conduzida utilizando-se
tubos de descarga obtidos em uma linha de manufatura. Por fim,
sugeriu-se uma nova metodologia para a solug¢ao de problemas
inversos, em modelos ndo paramétricos, utilizando-se uma formula-
¢ao ligeiramente distinta das alternativas disponiveis na literatura.
A metodologia de ajuste mostrou-se vidvel para a aplicacio em
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ambientes industriais e, ainda, o modelo nao paramétrico apresen-
tou resultados satisfatorios comparados as respectivas respostas
experimentais dos tubos de descarga ensaiados;

determinacdo de um modelo robusto nao paramétrico para a
carcaca de compressores herméticos utilizando-se o mesmo proce-
dimento aplicado ao tubo de descarga investigado anteriormente.
Esses resultados mostraram que o método de ajuste de modelo
descrito anteriormente pode ser estendido a problemas dindmicos
mais complexos;

. previsao do comportamento dindmico do tubo de descarga aco-

plado a carcaga de um compressor hermético utilizando-se os
modelos incertos construidos anteriormente. Para esses célculos,
optou-se por uma metodologia de interface fixa, visto que as impe-
déancias dos dois componentes estruturais estudados sdo bastante
distintas. Os resultados mostram que a velocidade quadrética
média na superficie da carcaca do compressor, devido a uma exci-
tagao ficticia na extremidade do tubo de descarga, é altamente
sensivel as incertezas no modelo estrutural do tubo de descarga.
Esse resultado sugere que a construgao de um modelo numérico
mais representativo para o tubo de descarga é parte dominante
para o desenvolvimento de um modelo acoplado menos incerto.

Desse modo, a metodologia de modelagem estocastica que utiliza

uma estratégia nao paramétrica mostrou-se uma ferramenta bastante
acessivel para a construgao de modelos robustos para componentes
estruturais de compressores herméticos. Além disso, o modelo estrutural
robusto construido para a carcaca do compressor pode ser reutilizado
para o projeto de novas configuracoes de tubos de descarga. Essa inves-
tigacdo pode ser feita, utilizando-se uma abordagem estocéstica, ao se
substituir o tubo de descarga original por uma outra configuragdo no mo-
delo estrutural acoplado (ver Capitulo 6), como sugerido recentemente
por MBAYE et al. (2012) no contexto de projetos de turboméquinas.

7.1 SugestGes para trabalhos futuros

Para pesquisas futuras, sugerem-se os seguintes trabalhos:

1. o ajuste do modelo nao paramétrico discutido na Subsegao 4.5

avaliou apenas trés configuracoes para as contantes C7 e Co do
problema. Essa andlise deve ser estendida e, consequentemente,
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melhor investigada montando-se um problema de otimizac¢ao mul-
tiobjetivo utilizando-se diversas configuracées de C7 e Cs. Ao se
observar as respostas obtidas, através de um diagrama de Pareto,
outras configuracoes Otimas serdo avaliadas e o ajuste podera
ser aprimorado. Além disso, outras técnicas mais complexas para
a solugdo de problemas inversos devem ser avaliadas, como as
estratégias de inferéncia Bayesiana (SOIZE, 2013);

2. os ajustes nao paramétricos utilizaram apenas uma FRF para
cada estrutura. A leitura das respostas em pontos distintos e a
inser¢ao dessas informacoes no problema de otimizagao deve levar
a resultados ainda mais robustos;

3. avaliar a resposta dindmica de algumas amostras de carcagas
acopladas ao tubo de descarga para confrontar com a predigao
do modelo estocéastico construido. De fato, a hipdtese de que a
flutuagao estatistica nas matrizes de acoplamento pode ser apro-
ximada como a soma das incertezas de cada subestrutura é uma
afirmagao forte e que, portanto, necessita de uma investigagao
mais detalhada. Porém, como a carcaga do compressor é hermeti-
camente fechada, o acesso ao comportamento dindmico do tubo
de descarga ¢é bastante restrito. Uma alternativa para contornar
essa dificuldade pode ser observada na Fig. 54, onde os tubos de
descarga e passador encontram-se fora da carcaca. A partir dessa
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Figura 54 — Configuracdo estrutural sugerida para a investigacdo do
tubo de descarga acoplado a carcaga.
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configuracédo estrutural, o acesso ao tubo de descarga é facilitado e
o comportamento dindmico da estrutura pode ser melhor avaliado;

adicionar ao modelo outros componentes estruturais encontrados
em compressores herméticos tipicos e, ainda, utilizar espectros
de excitagoes obtidas experimentalmente. Essa analise deve levar
a resultados mais préximos daqueles encontrados em condigoes
normais de operagdo do compressor. Uma outra andlise necessaria
e que nao foi abordada nesse documento é a interacao fluido-
estrutura entre o sistema composto pelo gas circulando no interior
do tubo de descarga e, também, a interacao entre o 6leo e a carcaga
do compressor. Essas andlises também podem ser feitas utilizando
uma abordagem probabilistica ndo paramétrica (RITTO; SAM-
PAIO; ROCHINHA, 2011; RITTO et al., 2014);

os resultados experimentais obtidos, em algumas faixas de frequén-
cia, diferem muito dos resultados preditos pelo modelo médio.
Desse modo, a construcao de melhores modelos médios é parte
fundamental do problema. Uma alternativa para melhorar os re-
sultados dos modelos médios é a aplicacao de técnicas de ajuste de
modelo, como sugerido por DOI (2011), em diversos componentes
estruturais utilizados em compressores herméticos tipicos;

aplicar técnicas de otimizacao aos modelos incertos construidos
com o objetivo de melhorar o comportamento dindmico do sistema.
Algumas técnicas de otimizagio paramétrica utilizando os modelos
nao paramétricos encontram-se disponiveis na literatura no con-
texto de andlise estrutural (CAPIEZ-LERNOUT; SOIZE, 2008b)
e vibroactustica (CAPIEZ-LERNOUT; SOIZE, 2008a). Porém, ou-
tros métodos de otimizagdo mais sofisticados, como os algoritmos
topolégico e de forma, ainda carecem de fundamentagao tedrica
para as aplicagdes em modelos probabilisticos ndo paramétricos.
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APENDICE A - Exemplo de
aplicacao do Principio de Maxima
Entropia

Para uma varidvel aleatodria real e continua X definida no intervalo
[a,b], a entropia de Shannon S(px) associada & fungdo densidade de
probabilidade px ¢é escrita como

b
S(px) = —/ px(x) Inpx (z)de. (A1)

Pelo PME, tem-se o interesse de encontrar, conhecidas algumas restri-
¢oes, a funcdo px que maximiza S(px), ou seja,

px(x) = argmax S(px). (A.2)

Na auséncia de qualquer conhecimento a respeito da variavel X, px
possui apenas uma restricao

b
/ px(z)dr =1, (A.3)

que reflete o fato de que a probabilidade acumulada dentro do intervalo
[a,b] é unitdria. Caracteriza-se, entdo, um problema de otimizagdo, que
consiste em encontrar a fungio px que maximiza S(px ), dada a restrigao
definida pela Eq. A.3. Para transformar o problema descrito na Eq.
A .2, com restri¢io exposta na Eq. A.3, em um problema sem vinculo,
utiliza-se o método dos multiplicadores de Lagrange. Deste modo, a
Lagrangiana do sistema é escrita como (SAMPAIO; CURSI, 2012)

b
L (px, o) = —/ px(z) Inpx(x)dx —

a

b
(M —1) [/ px(x)de — 1|, (A.4)

onde A\g é um multiplicador de Lagrange. Pelo calculo variacional, sabe-se
que os extremos de maximo e minimo da Lagrangiana sdo independentes
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de px em primeira ordem, ou seja

oL (px, )\0) _ 0
Opx Opx

b
{—/ px (z) Inpx(x)dx —

b
(M —1) l/ px (x)dx — 1] } =0. (Ab)

Ao se desenvolver a igualdade anterior, encontra-se como extremo
px(z) =€, V€ la,bl. (A.6)

Para encontrar o valor de Ay, substitui-se a Eq. A.6 na Eq. A.3 e se
conclui que A9 = In(b — a). Para verificar se a funcdo encontrada é
um ponto de maximo ou minimo, recorre-se a segunda derivada da
Lagrangiana. Deste modo, para a fungdo px encontrada, verifica-se que

2L (px. A
72”‘2’ 0) <0, (A7)
X

e confirma-se que a func¢do encontrada é um maximo da Lagrangiana.
No que segue, a funcdo px que maximiza S(px), seguindo as restri¢oes
descritas acima, é a funcao densidade de probabilidade uniforme

px(z) = " YV € [a,b]. (A.8)
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APENDICE B - Restricdes fisicas

em um sistema dinamico simples

Considere um sistema massa-mola, como mostrado na Fig. 55.
Trata-se do sistema dindmico, do ponto de vista constitutivo, mais
simples possivel.

Figura 55 — Sistema massa-mola.

O deslocamento estatico x da massa conectada a mola de cons-
tante elastica k pode ser obtido, aplicando-se a lei de Hooke, através da
equacao

f=—kx, (B.1)

onde f é a forga estédtica aplicada. Admitindo-se a existéncia de incerteza
no parametro k, modela-se a rigidez do sistema como uma variavel aleatd-
ria K com as seguintes restrigoes (SOIZE, 2008; SAMPAIO; CATALDO,
2010):

1. uma vez que uma mola com rigidez negativa néo é fisicamente
estavel, K é deve ser necessariamente uma variavel aleatéria estri-
tamente positiva;

2. o seu valor esperado de K é conhecido, £{(K)} = k;

3. para que K possua variancia finita, necessariamente £{(K?)} <
400, uma vez que var(K) = E{(K?)} — k. O fato de K possuir
variancia finita faz com que ela seja uma varidvel aleatéria de
segunda ordem;

4. a 1ultima restricdo necessaria decorre da necessidade de que
o deslocamento seja uma variavel aleatoria de segunda ordem,
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ou seja, E{(U?)} = E{iQK’z} = iQE{Kfz} < 00. A restri-
¢do £{K 2} < oo pode ser inserida no problema de otimizacio
admitindo-se que E{ln K} < oo.

Desse modo, uma variavel aleatoria que descreve a rigidez de um sistema
harmonico simples deve, para garantir as restri¢oes fisicas, obedecer aos
quatro vinculos anteriores. Admitindo-se que o modelo probabilistico
de K seja definido, ao acaso, a partir de uma fungdo densidade de
probabilidades gaussiana

L (R
= X 5
V2moK P U%

onde ux e o representam, respectivamente, a média e o desvio padrao
de K, o momento estatistico £{U?} pode ser calculado na forma (SOIZE,
2008)

pr (k) (B.2)

E{U*} = E{ K2} = fPE{K 2} = f? /OOO k™ 2pg (k)dk = co. (B.3)

Desse modo, ao se admitir um modelo probabilistico com funcao densi-
dade de probabilidade gaussiana, conclui-se que a resposta do sistema
nao é uma varidvel aleatoria de segunda ordem, ou seja, possui varidncia
infinita. Isso ocorre pelo fato de que a funcdo px (k) nao decresce o
suficiente nas proximidades de z = 0 para que a Eq. B.3 deixe de
divergir. Esse comportamento nao é admissivel para sistemas estaveis
como o da Fig. 55 e, consequentemente, o modelo gaussiano deveria ser
descartado para a modelagem de K. Porém, vale ressaltar que isso ocorre
apenas nas proximidades de x = 0 e que em algumas configuragoes a
probabilidade de os geradores de niimeros aleatérios gerarem valores
proximos a este patamar é baixo ao ponto de poder ser negligenciada.



143

APENDICE C - Regibes de

confianca via método dos quantis

Seja Fx(x) uma funcao distribuicao de probabilidade qualquer.
O p-ésimo quantil £x(p) de Fx é definido, admitindo-se 0 < p < 1,
como (SERFLING, 1980)

{x(p) =z : Fx(x) > p, (C.1)

ou seja, é o valor de z tal que Fx(x) > p, como mostrado na Fig. 56.
A parte superior 7 e inferior = de uma regido de confianca com P,
significancia pode ser determinada, admitindo-se que F'x é uma funcao
continua, como

'TJF(PC) = gX((l + Pc)/Q) » T (Pc) = EX((l - Pc)/Q)' (02)

A grande dificuldade em resolver a Eq. C.2 encontra-se no fato de
que a funcao Fx, quando construida a partir de um ndmero finito de
simulagoes de Monte Carlo, ndo é uma fungdo continua. Desse modo,
para uma sequéncia de varidveis aleatérias {X} = {X1, Xo, ..., Xn},

Fx(x)
1 _________________________________________________________________________

p [ :

S(X(IP) x

Figura 56 — Funcao distribuicdo de probabilidade.
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os valores de 27 e = podem ser aproximados por £+ e £~ na forma
(CAPIEZ-LERNOUT et al., 2006; SOIZE et al., 2008)

T (P) =zt (1), It =int(s(1+ P.)/2), (C.3)
x (P.) =&~ (I7), 7 =int(s(1 - P.)/2), (C4)

onde o operador int(z) indica a parte inteira de um ntmero real z
qualquer. Nas Eq. C.3 e C.4, os valores de Z7(I7) e 27 (I7) indicam,
respectivamente, os valores de {X} nos postos [T e I~, sendo {X} um
vetor quem contém os elementos de {X} ordenados de forma crescente.
As Eq. C.3 e C.4 mostram uma maneira bastante robusta de estimar
regioes de confianca de uma funcdo distribuicdo de probabilidades
continua Fx (x) utilizando um conjunto discreto de amostras de z.
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APENDICE D - Transformacio de
funcoes densidade de probabilidades

Seja X uma variavel aleatéria com funcdo densidade de proba-
bilidade px(x) e Y uma outra varidvel tal que Y = ¢(X). Para se
determinar a func¢do densidade de probabilidade de Y a partir de px ()
basta aplicar a seguinte transformacao (HILLS; MACE; FERGUSON,
2004; SAMPAIO; RITTO, 2008)

Py (y) = LX) . (D.1)
7 (@) la=g=1(»)

Para o problema de uma viga com incerteza na altura, como
descrito na Subsegao 3.3.3, é possivel determinar a funcdo densidade de
probabilidade das frequéncias naturais da estrutura a partir da Eq. D.1.
A i-ésima frequéncia natural f de uma viga de se¢do retangular, com

condicao de contorno engastada-livre, segue a equacgao

k2h, E,
v 1Y v D.2
fi o \/ 12p, L2’ (D-2)

onde E,,p,,L, e h, s@o, respectivamente, o médulo de elasticidade,
densidade, comprimento e altura da viga, enquanto k; é a i-ésima
constante obtida resolvendo-se a equacao transcendental (RODRIGUES,
2012)

cos(k;) cosh(k;) +1=0. (D.3)
Admitindo-se que o modelo probabilistico pgr(h,) de H, segue a funcio
gama da Eq. 3.11, o modelo probabilistico pg, (f?) de F; pode ser escrito
como

PH (hv)

dare
| dhy (hv)|

pr(f!) = = Zon(f2/C), (DY)

h'u:g_l(fiv)

onde C = ?}Z (hy)| = %, /1257&3 é uma constante e g~ (f?) = f¥/C é
a funcado inversa da Eq. D.2. Desse modo, a Eq. D.1 ilustra uma maneira
analitica bastante simples de se determinar a funcao densidade de pro-
babilidade de uma variavel aleatéria Y a partir do modelo probabilistico
de outra variavel aleatéria X sempre que uma funcgao transformagao

Y = g(X) é conhecida.
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APENDICE E — Exemplo de

aplicacao do método de
Craig-Bampton

Considere o sistema massa-mola, com cinco graus de liberdade,
apresentado na Fig. 57. Para este exemplo abaixo, admitem-se os valores
de m1=m4:m5:2 kg, mgzl kg, m3:4 kg [§] k1:k2:k3:k4:k‘5 = k‘@zl
x 10% N/m. No que segue, divide-se o sistema principal em dois sub-
sistemas com interface fixa, como mostrado na parte de baixo da Fig.
57.

Figura 57 — Sistema massa-mola com cinco graus de liberdade. Na parte
de baixo identificam-se as duas subestruturas S' e 52,
admitindo-se que o acoplamento dos dois componentes é
feito através da massa ms.

E.1 Subsistema 1

Considere a subestrutura a esquerda. Ao se aplicarem as leis de
Newton ao subsistema dinimico, as matrizes de massa [M1] e rigidez
[K!] do problema sdo escritas como

my 0 0 2 00
M1=] 0 me O |=]0 1 0 e (E.1)
0 0 = 00 2
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ki + ko —ko 0 2 -1 0
[K'] = —ky kot ks —ks | =] -1 2 —1|x10%
0 —ksy k3 0 -1 1

(E.2)
Ao se resolver o problema de autovalores e autovetores generalizados
utilizando-se as matrizes [M?] e [K'] admitindo-se a interface fixa, fato
que implica na eliminag¢ao das terceiras linha e coluna dos operadores
da Eq. E.2, determina-se a matriz de formas modais [¥}], normalizada
pela matriz massa do subsistema, como

[w (E.3)

1 6,28 —3,25
7 —4,60 8,88

Além disso, para a aplicagdo do método de Craig-Bampton, torna-se
necessario a determinacao dos modos estaticos do sistema. Esses modos
podem ser calculados a partir da Eq. 6.4, tal que

(81 = -ty = <[ Bl R 1T )

[ 0,34

No que segue, o operador mudanga de base de Craig-Bampton
para a subestrutura 1 pode ser escrito, a partir da Eq. 6.5, como

1 o] [ 7_
el = | G ) ] -
6,28 —3,25 0,34
~4,60 8,88 0,67 |, (E.5)
0 0 1

enquanto as matrizes de massa e rigidez, na nova base vetorial, podem
ser escritas como

1 0 0,73
[Mig] = 0 1 —0,38 e (E.6)
| 0,73 —0,38 2,67
[ 6,34 0 9,19
[Kig] = 0 23,66 —17,76 | x 102 (E.7)
| 9,19 —17,76 30,00
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E.2 Subsistema 2

As mesmas operagoes descritas na subsec¢do anterior podem ser
aplicadas a subestrutura apresentada na Fig. 45, a direita. Desse modo,
torna-se possivel determinar as formas modais com interface fixa [¥?] e
os modos estaticos [S?], tal que

~0,50 —0,50 0,34
=1 050 0,50 } e [87= [ 0,67 ] (E8)

enquanto as matrizes de massa e rigidez da subestrutura 2 podem ser
escritas, na base vetorial de Craig-Bampton, como

10 1

[M¢g] = |0 1 —0,34 e (E.9)
| 1 —0,34 3,11
[ 5,00 0 10,00

[K¢g] = 0 15,00 —10,00 | x 102 (E.10)
| 10,00 —10,00 30,00

E.3 Resposta do sistema acoplado

De posse das matrizes de massa e rigidez de cada subestrutura,
a construgdo dos operadores globais segue a Eq. 6.8. Desse modo, as
matrizes de massa e rigidez globais podem ser escritas como

1 0 0 0 0,73
0 1 0 0 -0,38
[Mcg] = 0 0 1 0 1 e (E.11)
0 0 0 1 —0,34
0,73 —0,38 1 —0,34 5,78
6,34 0 0 0 0
0 26,66 0 0 0
[Kepl=| 0 0 500 0 0 x 102, (E.12)
0 0 0 1500 0
0 0 0 60,00

Apés obterem-se os operadores apresentados nas Eqgs. E.11 e E.12, as
frequéncias naturais da estrutura podem ser obtidas através de um
problema de autovalores e autovetores generalizados. Por fim, a Fig.
58 mostra, como exemplo, o espectro de aceleracao de ms devido a
aplicacdo de uma excitacdo unitaria em my. Os graficos ilustram os
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resultados obtidos através do método de Craig-Bampton comparados aos
resultados obtidos utilizando-se o modelo completo usual. Vale ressaltar
que as forcas nado devem ser diretamente aplicadas ao modelo dindmico
de [Mcg] e [Kcp], pois estas excitagoes necessitam ser avaliadas na
base vetorial de Craig-Bampton, como discutido na Secao 6.1.

10

{a(w)}l (dB)

15 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Frequéncia (Hz)

Figura 58 — Resposta do sistema em m5 devido a aplicagdo de uma forga
unitdria em mq. A linha preta indica o espectro calculado
utilizando o método de Craig-Bampton, enquanto a linha
tracejada cinza identifica a solucdo direta aplicando-se as
leis de Newton.

As respostas da Fig. 58 mostram que os erros devido & aplicacio
do método de Craig-Bampton, para o sistema proposto, podem ser
negligenciados. Porém, o fato mais importante em relagdo & aplicacao de
um método de subestruturacao é que, na maioria dos casos, a dimensao
das matrizes de cada subestrutura pode ser substancialmente reduzida.
Esse fato faz com que o custo computacional seja bastante reduzido
durante a soluc¢ao do problema dindmico acoplado.
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