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Resumo

Desenvolvemos a formulacdo que um modelo arbitrario, descrito por uma densidade
Lagrangeana compativel com a relatividade restrita, deve satisfazer quando tratado num
espago-tempo curvo. Aplicamos esta formulagdo ao modelo ¢ — w — p para descrever
uma estrela de néutrons em equilibrio, sujeita as interagoes nuclear forte, nuclear fraca,
eletromagnética e gravitacional. As equacoes de Euler-Lagrange sdo obtidas para um
espago-tempo com simetria esférica com o auxilio das aproximagoes de campo médio e
de Thomas-Fermi a temperatura 7' = 0 e desprezando-se o mar de Dirac. Expressoes
relacionando os potenciais quimicos das diferentes espécies de férmions sdo obtidas

exigindo-se o equilibrio termodinamico e o equilibrio 5.

Palavras-chave: Estrelas de néutrons; Relatividade geral; Modelo o — w — p



vii

Abstract

We develop the formalism that an arbitrary model, described by a Lagrangian density
compatible with special relativity, has to obey when treated in curved spacetime. We
apply this formalism to the ¢ —w — p model to describe a neutron star at equilibrium,
taking in to account the strong, weak, electromagnetic and gravitational interactions.
The Euler-Lagrange equations are obtained for a spherically symmetric spacetime with
the aid of the mean field, Thomas-Fermi and no-sea approximations at temperature
T = 0. Expressions relating the chemical potentials of the different fermion species are

obtained through the requirements of thermodynamical equilibrium and $-equilibrium.

Keywords: Neutron stars; General relativity; ¢ —w — p model
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Capitulo 1

Introducao

Estrelas de néutrons sao objetos astronémicos extraordinirios. Possuem massas com-
paraveis a do Sol contidas em regides muitas vezes menor que o volume ocupado pela
Terra. Giram com incriveis velocidades, arrastando o espago-tempo junto consigo a
medida que o fazem. Valores tipicos de massa e raio estdo na ordem de 1,5 massas
solares e 10km, respectivamente [1].

Justamente por serem objetos com caracteristicas tao extremas é que héa grande inte-
resse em estuda-las. Elas sdo, em muitos aspectos, laboratorios naturais onde as teorias
fisicas atuais podem ser colocadas a prova. A altissima densidade no interior de uma
estrela de néutrons faz com que a fisica de particulas seja necessiria, ao mesmo tempo
em que torna indispensavel o uso da teoria gravitacional de Einstein, a relatividade
geral, para a descricdo acurada do que acontece em seu interior.

Propostas pela primeira vez em 1934 por Baade e Zwicky [2], comegaram a ser
detectadas apenas nos meados da década de 1960. Geralmente na forma de pulsares,
estrelas de néutrons altamente magnetizadas que emitem feixes de radiagio eletromag-
nética intensos em intervalos de tempo regulares. Desde entdo, muitas outras foram
observadas.

H&4 uma farta literatura cientifica expondo incontaveis métodos para a descrigdo
destas estrelas. Algumas, dentre as muitas caracteristicas que diferenciam estes métodos,
sd0: a composicao estelar; as interacoes incluidas na sua descri¢do; como estas interacoes
sdo modeladas.

No entanto, uma caracteristica ubiqua é a maneira como a gravitacao € incluida. O
sistema é descrito, através de uma formulacao Lagrangeana, como uma matéria nuclear
e infinita num espaco-tempo plano. Ou seja, ao usar uma geometria plana pré-definida,
j4& se estd descartando a gravidade da formulacao inicial do problema. Entéao, todas as
equagoes de movimento sdo resolvidas e uma equagdo de estado é obtida. S6 depois de
calculada a equacao de estado é que a gravidade é introduzida, através da equacgao de
Tolman-Oppenheimer-Volkoff [3].

O negligenciamento da interagdo gravitacional é geralmente justificado por sua
magnitude ser muitas ordens de grandeza inferior a das demais interacoes envolvidas.
Acreditamos, no entanto, que descarti-la de maneira tdo prematura pode ocultar feno-
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menos importantes e levar a suposi¢oes inconsistentes. A suposi¢do da neutralidade
local das cargas [1], por exemplo, comumente adotada na literatura, foi criticada por
Ruffini et al [4], pois a consideram inconsistente com um tratamento totalmente dentro
do ambito da relatividade geral.

Antes de desprezar a gravitacio, gostariamos de analisar qual é seu efeito nas
equacoes de movimento dos campos e como ela afeta o equilibrio termodindmico dos
férmions. Para tanto, devemos primeiro desenvolver o formalismo necessirio para o
tratamento adequado deste problema dentro do Ambito da relatividade geral, sendo este
um dos objetivos principais deste trabalho. Esse desenvolvimento se faz necessario, pois
a literatura do assunto carece de textos que abordem esse tema de maneira consistente
e sistematica e que discutam as dificuldades que surgem ao adicionarmos este grau
de liberdade ao espago-tempo. Para realizar estes objetivos, organizamos o texto da
seguinte maneira:

Capitulo 2 - Fundamentamos, através do principio variacional e de postulados da
relatividade geral, a formulacdo Lagrangeana de campos arbitrarios no espago-tempo
curvo. Deduzimos as equagoes de Einstein e mostramos a forma adquirida por elas em
uma geometria com simetria esférica.

Capitulo 3 - Calculamos o tensor energia-momento de alguns campos de interesse
e discutimos sua relagdo com tensor o energia-momento candnico, utilizado na teoria
de campos no espago-tempo plano.

Capitulo 4 - Escolhemos um modelo ji utilizado na literatura para a descri¢do da
matéria estelar e o estendemos ao ambito da relatividade geral. Deduzimos as equacoes
de Euler-Lagrange no espaco-tempo curvo para os campos deste modelo. Utilizamos o
tensor energia-momento para calcular a densidade de energia do sistema e assim obter
as relagoes de equilibrio termodindmico. Impomos a condigdo de equilibrio 5.
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Relatividade Geral

Incontéveis discussoes sobre os fundamentos da relatividade geral e suas implicacoes,
bem como deducgdes das equacbes de Einstein, podem ser encontradas na literatura do
assunto [5]-[12]. Nao é objetivo deste trabalho tratar a relatividade geral de maneira
tdo prolixa. Pretendemos apenas compilar alguns dos resultados que se fardo relevantes
ao mesmo tempo em que fixamos notagao e convengdes. Esperamos, portanto, que o
leitor ja esteja minimamente familiarizado com esta teoria.

2.1 Formulagao variacional

De maneira breve, a relatividade geral se baseia em trés postulados: (i) a constancia da
velocidade da luz; (ii) a indistinguibilidade entre um campo gravitacional uniforme e um
sistema de coordenadas acelerado de maneira correspondente (principio da equivaléncia);
(iii) a forma das leis da fisica deve ser a mesma em qualquer sistema de referéncia?
(covariancia geral).

As implicagoes destes postulados sdo vastas e profundas, geralmente necessitando
de uma extensa discussao para seu completo entendimento. Utilizamos neste trabalho
uma abordagem mais pragmatica, deixando de lado as questoes filoséficas da teoria e
nos preocupando apenas com uma abordagem operacional direta.

Partiremos da formulacao variacional de um sistema arbitrario na relatividade res-
trita, descrito por uma agdo S. A partir desta formulagdo, aplicaremos um procedimento
de substituicdes que a levara a formulagao correta deste sistema no d&mbito da relativi-
dade geral. Estas substituicoes correspondem ao requerimento de que a acdo respeite
(ii) e (iii), sendo que (i) j& ¢é satisfeito na relatividade restrita.

! Estes néo sdo os tnicos postulados desta teoria, sio apenas os mais relevantes para este estudo.
2Desde que as transformacdes de coordenadas sejam diferencigveis.
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Sao elas [1],

Nuws 1" = G, 9
O —V,
d*e — d*z/—g
S — 5+ 8.

~~ o~~~

I R
— N N

A expressdo (2.1) substitui a métrica de Minkowki® (1,,), que corresponde a uma
geometria plana do espago-tempo, pela métrica g,,,. Esta tltima podendo depender das
coordenadas e, em geral, correspondendo a uma geometria curva. Ela também é tratada
como uma variavel dindmica do sistema e deve ser encontrada através do principio da
minima acdo, juntamente com os demais campos. O fato de a nova métrica depender
das coordenadas faz com que o levantamento e abaixamento de indices de derivadas
parciais ndo seja mais uma tarefa trivial, uma vez que,

0

“:830“
Oz, 0

N 81"“‘67%'1,

0 (gxyrvk) 0

= ozt oz,
= g (@) + 2 Ougun ()] 0
7& guu(«r)ay- (25)

Isso, entretanto, ndo é um empecilho, pois a substituicao (2.2) troca as derivadas
parciais (9,,) por derivadas covariantes® (V,,), que satisfazem V, = g,, V. A derivada
covariante é definida de modo a satisfazer as seguintes condi¢Ges: no espaco-tempo
plano, sua aplicagdo deve se reduzir a aplicacdo de uma derivagdo parcial; sua aplicacao
em um tensor de ordem (m,n)® deve gerar um tensor de ordem (m,n + 1); ela deve ser
compativel com a métrica (Vg,, = 0). Estas condi¢oes, juntamente com a condigao de
uma geometria livre de torcao®, determinam univocamente a acio da derivada covariante

3Utilizamos a convencio em que a assinatura da métrica é (+, —, — ;=)

*A derivada covariante (V,,) nio deve ser confundida com a derivada covariante de gauge (D,,), ambas
serdo utilizadas neste trabalho. A definicdo da derivada covariante de gauge serd dada posteriormente.

®Um tensor que possui m indices contravariantes e n covariantes, T ;;;;;Z’

5Uma geometria livre de torcio significa que as conexdes afim devem ser simétricas em seus indices
covariantes.
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em tensores de todas as ordens,

Vuf = 8uf (2-6)
VT, = 0,T, — T, Ty (2.7)
vV, I" = 0,T" +T%,T (2.8)
ViTyn = 0uTx —T9,Tyx — F’;MTPV (2.9)

Para cada indice contravariante devemos somar um termo envolvendo I' enquanto
que para indices covariantes devemos subtrair. Ffw sdo chamados de conexdes afim, ou
simbolos de Christoffel, e sdo definidos como,

r g/\ﬁ(g/w,u + Grpy — guu,n)- (2.10)

N
W= 9

Na definicao acima, e esporadicamente durante o texto, usamos a notacao onde uma
virgula seguida de um indice representa a derivagdo parcial em relagdo a este indice
(V.u, = 0,V). Da mesma maneira, ponto e virgula representa derivagao covariante
Vi = ViV).

De forma anéloga, é possivel definir uma derivada covariante para campos espinoriais.
Ela sera discutida posteriormente.

A expressio (2.3) substitui o elemento de volume d*z por um elemento de volume
que seja invariante perante uma transformagéao arbitraria de coordenadas, d4x\/jg. g
¢ o determinante de g, .

Por fim, a expressao (2.4) introduz na acdo S do sistema a acdo livre do campo
gravitacional, Sy.

Depois de realizadas as substituigoes (2.1)-(2.4), encontramos as equagoes de mo-
vimento para os campos da maneira usual, exigindo que a variacdo da acdo se anule,
6S = 0. Lembrando que, agora, a métrica é também tratada como uma variavel dina-
mica e ao variarmos S devemos levar em conta as variagoes causadas pela variagdo da
métrica.

Para ilustrar este procedimento, tomemos a acdo de um conjunto de campos arbi-
trarios (escalares, tensoriais, espinoriais, etc) na relatividade restrita. Por brevidade,
representamos o conjunto de campos por um unico simbolo, ®. Assim,

sp@pmémeA:/ﬁ%z@@%@¢@xmg. (2.11)
Repare que a métrica de Minkowski aparece na dependéncia funcional da acao,

mesmo nao sendo uma varidvel dindmica, apenas para explicitar que ela também faz
parte de sua defini¢do. Aplicando o procedimento de substitui¢oes a (2.11),

S[@(x), V@ (x), g (2)] = Sglgpw ()] +/d4w\/jgﬁ(‘1>(:v),Vﬂ(w)jg;w(w)) (2.12)
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Apesar de néo ter sido explicitado, a acdo depende das derivadas parciais de primeira
e segunda ordem da métrica. Essa dependéncia serd omitida em todo o texto.

Devemos escolher qual serd a acdo do campo gravitacional. Existem diversas escolhas
equivalentes que podem ser feitas, a que empregamos é a agdo de Einstein-Hilbert,

]. 4
—gR. 2.1
Sy 16 /d xy/—gR (2.13)

Usamos um sistema de unidades onde ¢ = h = G = 1. R esta relacionado com a
curvatura do espaco-tempo e é chamado de escalar de Ricci, ele é a contracao do tensor
de Ricci, Ry,

R=g"R,,, (2.14)
Ry =T%,,—T0,, — T, +T9T5,. (2.15)

Substituindo a ac¢do gravitacional (2.13) na equagao (2.12),
1
S [(Du VM‘I), g/w] = /d4x\/ -9 {_IGTFR (g/w) + L ((I)a v,uq)»gm/) . (2‘16)

Para encontrar as equacoes de movimento dos campos, basta calcularmos a variacao
de S e exigirmos que ela se iguale a zero.

2.2 Equacoes de Einstein

Se estamos interessados em encontrar as equacdes de movimento para g, , fazemos a
substituicao g, — g + 09, enquanto mantemos as demais varidveis dindmicas fixas
(o conjunto de campos ®). A variacdo induzida na acio é,

58 = / &y [—1;5 (V=gR) + 6 (V—gL)

1 1
= /d4x [_16%5 (vV—9) R — 16—#\/—951%4- §(vV=g) L++/—goL|. (2.17)
Para calculd-la devemos saber 0 (v/—g) e 6R em fungao de dg,,,. As deducdes para
encontrar estas variagoes sao longas e tediosas, algo comum quando se trabalha no

espaco-tempo curvo. Serdo, portanto, relegadas ao apéndice. Utilizaremos diretamente
os resultados (A.9) e (A.16),

1 v
0 (V=9) = 5vV=99"9, (2.18)
OR = —R" g, + Y, (g6}, — g 6T, ) . (2.19)
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Uma das contribuigoes do segundo termo de (2.17) & acdo é,
1 A A
- m—w/d4x\/—gvu (9" oT\ = g7oTs,) . (2.20)
Podemos utilizar o teorema de Gauss no espaco-tempo curvo,
/ d4x\/—gvuj“ = / d3x\/—gnuj", (2.21)
1% 1%
para transformar (2.20) em uma integral de superficie,

/clllzm/—gvlL (g‘“’éI’ﬁA — g”’\ﬂ’ff)\) = /9d3$\/—gnu (g‘“’&l’é)\ — g”AéfllfA) . (2.22)

Como a definigdo de uma variagao exige que ela se anule na superficie de integracao,
esta integral é identicamente nula e nao contribui para o calculo de §5.

Voltando a (2.17) e utilizando (A.9) e (2.19),

1 1 oL 1
— 4 — 11 N 1 7 — %
08 /d x [1677‘/ g <R 59 R> O0Guv +V—9g (69”,/ + 59 E) 59#!/] . (2.23)

O primeiro termo entre parénteses no integrando ¢é o tensor de curvatura de Einstein,
G™ . O segundo termo entre parénteses esta relacionado com o tensor energia-momento’,
T,uzl8

b

1 0Smat oL 1 1
= +—g"L=—=TH. 2.24
V=g 5g;w ag,uy 29 2 ( )
Entao,
1 1
— 4 — 17 e a1 1%
08 /d v/ —g {1677(; 2T OG- (2.25)

Finalmente, exigindo 6.5 = 0, obtemos as equagoes de Einstein,

1
G" = R" — Sg" R = 8T (2.26)

Observe que, na passagem de (2.17) para (2.23), ao calcularmos J £, fizemos a supo-
sicdo de que a Lagrangeana nao dependia das derivadas da métrica, o que nem sempre
é verdade. Caso isso aconteca, termos apropriados, do tipo 0L/0g,uu x, OL/0guu e, €tc,
devem ser incluidos no tensor energia-momento.

" Justificativas para esta associagio podem ser encontradas em abundéncia na literatura [5]-[12].
Uma discussdo sobre a relacdo deste tensor com o tensor energia momento canénico é dada no proximo
capitulo.

Smat = [d*z\/—gL.
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2.3 Espacgo-tempo com simetria esférica

As equacoes de Einstein, apesar de sua simples aparéncia, podem ser extremamente
complexas de se resolver num espago-tempo arbitrario. Felizmente, estamos interessados
apenas em casos em que o espaco-tempo tem simetria esférica. Para estes casos, elas
podem ser significativamente simplificadas.

Se desejamos resolver as equacoes de Einstein, devemos calcular R* e R. Ou, de
maneira equivalente, R*” ou R*,. Podemos escolher dentre quaisquer dessas trés opcoes
porque as equagoes de Einstein sdo equacoes tensoriais, sendo possivel levantar e abaixar
seus indices a vontade, desde que o facamos consistentemente em toda a equacdo. Por
conveniéncia, trabalharemos com indices mistos,

7 Y 0
Gl = R — §6VR = 8nTl. (2.27)

N&o nos preocupamos com o posicionamento dos indices, pois todos os tensores

acima sdo simétricos.

Para calcular R¥, comegaremos escrevendo o intervalo infinitesimal mais geral pos-
sivel para um espago-tempo com simetria esférica [5],

ds? = e’ dt? — M dr? — r2de? — 1% sin® 0dyp?. (2.28)

Comparando (2.28) com um intervalo infinitesimal arbitrario, ds? = G datdz,
imediatamente percebemos que a métrica é diagonal e identificamos goy = ("), g11 =
—eM) | ga = —12 € g33 = —r?sin? 0. O fato de a métrica ser diagonal nos permite achar
facilmente sua inversa, sendo dada por g"” = 1/g,,, para p = v, e g"¥ = 0, para pu # v.

A partir disto, usamos as defini¢es (2.15), (2.10) e R* = g**R), para calcular R*
para todos os valores de i e v. Os resultados obtidos sao,

I/” )\/1// y/2 I//

Rg = €_>\ <—2 + T - Z - ’I“> 5 (229)
I/” )\/1// y/2 )\/

R}:€“<—2-+41—£1+T>, (2.30)
1 v N 1

2 -\
_ Y AN 2.31
Ry=e < r 2r+2r)+r2’ 3

2.32
2.33
2.34

R} = R2,
Ry =0 , para pu # v,

)
)
)
R =Rl =Ry+ R +R;+Rj. )

(
(
(
(

O apéstrofo representa derivacdo parcial com relagao a variavel r. Com estas equa-
¢Oes, obtemos os G¥ e, consequentemente, podemos expressar as equagoes de Einstein
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como,
1 N 1
1 ! 1
Gl =e <r2 - Z) -5 = 8Ty, (2.36)
- )\l / /2 I )\/
G% _ 67 S TV i % + v - > — 871-T22, (2.37)
= = y para /,L V. N
Gl =0=TY 2.38

A métrica estard completamente definida se encontrarmos as expressoes para v(r) e
A(r). Podemos fazer isso resolvendo as equagoes (2.35) e (2.36) utilizando condicoes de
contorno apropriadas. No vacuo (T4 = 0), podemos resolvé-las de maneira relativamente
facil, obtendo a conhecida métrica de Schwarzschild [5]. No entanto, para a solugao
no interior de uma estrela (T} # 0) esta tarefa toma outra proporcao, se tornando
incrivelmente complicada. Isso acontece porque o problema se torna profundamente
recorrente. Temos de saber qual é a expressdao de T}' para resolver as equacoes de
Einstein. O tensor energia-momento, por sua vez, depende da métrica e dos campos.
Os campos sao governados pelas equagdes de Fuler-Lagrange no espago-tempo curvo,
que dependem explicitamente da métrica. E um problema formidével.

Antes de prosseguirmos, devemos calcular o tensor energia-momento para os campos
de interesse. Tema do capitulo seguinte.






Capitulo 3

Tensor energia-momento

Neste capitulo nos concentramos na relagado entre o tensor energia-momento definido
por (2.24), conhecido como tensor energia-momento de Hilbert (TEMH), e dois dos
tensores energia-momento usualmente utilizados na teoria de campos no espago-tempo
plano, o candnico e o simetrizado. Além disso, o TEMH ¢é calculado para os campos
escalar e vetorial, pois estes serdao utilizados no capitulo seguinte para modelar a matéria
nuclear.

3.1 Tensor energia-momento candénico e simetrizado

O teorema de Noether é uma poderosa ferramenta da teoria de campos no espago-tempo
plano. Ele relaciona simetrias diferencidveis da acdo com quantidades conservadas. A
simetria translacional, por exemplo, da origem a um tensor conservado que contém as
densidades de energia e momento. Portanto, este teorema nos permite obter de maneira
bastante natural um tensor energia-momento. Chamaremos este tensor obtido a partir
do teorema de Noether e da simetria translacional de tensor energia-momento canénico

(TEMC). Ele é dado por,

oL
O = =g’ — L. 3.1
7 (0,®) U (3.1)
De maneira ingénua, podemos estender esta expressdo para o espago-tempo curvo

através de (2.1) e (2.2),
oL
o= _——_"V'& — g"L. 3.2

7V, ) g (3.2)
Este tensor, no entanto, possui ao menos duas deficiéncias que impedem sua utili-
za¢ao como fonte da curvatura espago-temporal nas equacoes de Einstein. A primeira
deficiéncia estd relacionada com a simetria de gauge. A simetria de gauge é conside-
rada uma simetria fundamental da natureza, é esperado, portanto, que uma teoria
fundamental seja simétrica sob uma transformacdo deste tipo. O TEMC, (3.2), ndo
possui necessariamente tal simetria. Tomemos como exemplo a Lagrangeana do campo
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eletromagnético livre,

1
Lom = =7 FuF™. (3.3)

Onde F,, = V,A, — V,A,. Se aplicarmos a defini¢do (3.2) a esta Lagrangeana,

1
QM = —ghoF,53VV AP + Zgw«gﬁpaﬁ. (3.4)

Os termos F,5 e F o8 sao invariantes de gauge. O termo V¥ AP nao. Isso significa
que O£ também ndao é invariante. Pode-se observar isto mesmo no espago-tempo plano,
no limite g — n*¥.

A segunda deficiéncia deste tensor é o fato de ele ndo ser sempre simétrico. Isso é
necessario na relatividade geral, pois as equacoes de Einstein relacionam um tensor de
curvatura simétrico, G*¥, ao tensor energia-momento. Se este ultimo nao for também
simétrico, as equagoes de Einstein nao serdao consistentes entre si. A falta de simetria
do TEMC pode ser diretamente verificada invertendo-se os indices e v em (3.4).

Tentativas de aprimorar o TEMC foram feitas ao longo dos anos. A mais notavel
delas tendo sido o procedimento de simetrizacao desenvolvido por Belinfante e Rosenfeld
[13, 14]. De maneira resumida, o procedimento desenvolvido por eles consiste em somar
ao TEMC a divergéncia total de um tensor com propriedades caracteristicas,

O =@M + v,8M, (3.5)

SM¥ esta relacionado com a densidade de momento angular e é anti-simétrico nos
seus dois primeiros indices, SM¥ = —S#_ Dada uma Lagrangeana qualquer, podemos
calcular SM" exigindo que ©% seja conservado (V,04” = 0) e simétrico. Apesar de
parecer um tanto ad hoc, este procedimento gera um tensor que respeita a conservacao
local do momento angular, algo que o TEMC nem sempre é capaz, e cuja componente
“00”, no caso do campo eletromagnético, é a densidade esperada de energia, % (E2 + BQ).
Além disso, como ele difere do TEMC apenas por uma divergéncia total, a energia e
o momento calculados a partir das componentes “00” e “0¢” sdo as mesmas. Outra
propriedade interessante, mostrada por Belinfante [13], é que o tensor energia-momento
simetrizado difere do TEMH também por uma divergéncia total.

Podemos ver que esses trés tensores estao intimamente ligados entre si, entretanto,
¢é importante enfatizar que apenas o TEMH ¢ aceitavel como fonte da curvatura espago-
temporal nas equagoes de Einstein. O fato de os outros tensores serem equivalentes
a este a menos de uma divergéncia total faz apenas com que quantidades globais de
energia e momento calculadas a partir deles sejam iguais, enquanto que as equacdes de
Einstein lidam com distribuic¢Ges locais. Por esse motivo, nas se¢oes seguintes lidaremos
apenas com o TEMH.
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3.2 Campo escalar

O primeiro passo para o calculo do TEMH é a obtencdo da Lagrangeana do campo de in-
teresse no espago-tempo curvo. Novamente utilizaremos o procedimento de substituicoes
discutido no capitulo anterior para realizar esta tarefa.

Neste primeiro momento estamos interessados na Lagrangeana livre. Para o campo
escalar, no espaco-tempo plano, ela é,

L= g1 0u00,0 — Jm** ~ U(9). (3.6)

U(¢) é uma funcao arbitraria do campo escalar que contém suas auto-interagoes.
Aplicando as substituigdes (2.1) e (2.2) para obter a Lagrangeana no espago-tempo
curvo,

L= lg“l’v#gbV,,(;S - %m2¢2 - U(¢)

2
1 1
V,oVF e — §m2¢2 —U(9). (3.7)

)

Para calcular o TEMH desta Lagrangeana devemos calcular a variagdo induzida na
acao por uma variagdo da métrica,

55 = /d% [6 (v=g) £+ v—g6L] . (3.8)
Ja sabemos que ¢ (v/—g) é dado por (A.9), resta-nos calcular 6L,
1 v 1 2 2
0L = 50 (g"V,u6Vu6) — 5m?6 (%) — U (9). (3.9)

Como estamos variando apenas a métrica, mantendo ¢ constante, o segundo e o
terceiro termo da equagao acima nao contribuirdo para a variacdo da Lagrangeana.
Assim,

0L =50 (9" V.oV, 0)
[0(9") 0uOu 9 + "0 (0u) Db + 9" 0,66 (0, 9)]

= 5 10490, ¢3g™ + 9" 0,6 (9) 0u¢ + 9" 9906 (9)]
1

e M e

= ) Vu¢vu pogh”

1
= =5 VIOV 600, (3.10)

Nos utilizamos do fato de a derivada covariante do campo escalar ser igual a sua
derivada parcial, (2.6), e de que a variacdo comuta com o operador de derivagdo parcial.
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Na passagem da quarta para a quinta linha usamos a relacado (A.5). Voltando a (3.8),

55 = / Az =g [—;v%vw + %g‘“’ (;vaw% - %m2¢2 - U(¢))] Sgus. (3.11)

Ou seja,
55 _ — _1 v 1 v 1 o _} 2.2
o =V v o (Ve - it - U(e))| . 612)
e de (2.24),
HV:;Q(SS:HV_#VE a_122_
e T A B GVeovie - gmiit-U@)|. (1)

E valido notar que para o campo escalar, no limite em que gt — ., 0 TEMC e o
TEMH séao idénticos. Se aplicarmos a definicao do TEMC, (3.1), a Lagrangeana (3.7),

M = Q1" ¢ — g™ [;%qﬁ“qﬁ - %m2¢2 — U(qs)} . (3.14)

Como no limite do espago-tempo plano temos que V¥ — 0¥, é facil ver que TH” =
or.

3.3 Campo vetorial

Analogamente ao caso anterior do campo escalar, partimos da Lagrangeana livre no
espaco-tempo plano de um campo vetorial de massa m,
1 po, V= = 1 2, po
L= —177 N EwEas + §m " Euas (3.15)
onde &, = 9,& — 0,§,. Ao longo do texto usaremos o simbolo { para representar
de modo geral todos os campos vetoriais. Ao aplicarmos a substituicao (2.2) a Z,,
obtemos,

E/ux = V;L&/ - vu&u
= (06 —Th8) — (08— T2.8)
= ,uéy - 81/5#- (316)

Na passagem da segunda para a terceira linha utilizamos a simetria dos indices
covariantes das conexdes afim. A expressdo acima nos permite escrever o tensor =,
substituindo derivadas covariantes por parciais, e vice-versa, de acordo com a conveni-
éncia.
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Aplicando (2.1) e (2.2) a Lagrangeana,

1 _ 1
L=—19"""EwZap + 5m*¢" Euta

1. - 1
= —Z:M,,:“” + §mzfuf“. (3.17)

A variacao de L é,

1 - = 1
oL = —15 (guaguﬂ) et §m25 (") fuga
1 - = 1 -
= _Z [6 (gua) gyﬁ + g'uaé (gyﬂ)} Spr=af — §m2€,u§ozgu gap(sgap

= - (;EWEQ” - ;m2£“§”) G- (3.18)
O campo vetorial (com indice covariante) e a métrica sao considerados como varidveis
dindmicas independentes, por isso nenhum termo envolvendo ¢, aparece na expressao
acima. O mesmo vale para =,,, pois ele depende apenas das derivadas parciais do
campo vetorial.
A variacao da acado do campo vetorial é entéo,

1 1
58 = / d‘mﬁ—g[— SEHRE, — SR
1 1 _ 1
+ 29‘“’( — Z:QB:O‘B + 2m2§a§a)]5gw. (3.19)
E o TEMH,
1 1
T = BB, + mPEre — g (‘4%3&5 + 2m25asa>
— mpag v +1 pr=  maf + m? gHev _1 nre &9 (3.20)
=220 T 9 Sap= m 29 o . .

3.4 Termos de interacao

Até agora tratamos apenas de Lagrangeanas de campos livres, sem nenhum termo de
interacdo com outros campos. Para calcular o TEMH completo, devemos levar em conta
tanto os termos livres quanto os de interacdo. Comecamos este calculo pelo termo de
interagdo de um campo vetorial arbitrario. Ele é, ja no espago-tempo curvo, dado por,

Lint = —&uj". (3.21)

O procedimento usado até agora para calcular a variacdo induzida por uma variagao
na métrica foi tratar os campos (¢, §,, etc) e a métrica como varidveis dindmicas
independentes. Uma variagao da métrica nao induz, portanto, uma variagdo nas outras
varidveis dinamicas. Se tratarmos a densidade de corrente j, também como uma varidvel
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dindmica independente o que obtemos é,

0Lint = =0 (&u) 3" — Eub5"

= —&u0 (9" jv)
= _gujuéguy
= Eujyég,uw (3.22)
Isso implica que,
Thy = —26"5" + 9" €aj®. (3.23)

Porém, esse tensor nao é invariante de gauge nem explicitamente simétrico. Se ana-
lisarmos com cuidado nossa suposicao de que j, ¢ uma varidvel dindmica independente
da métrica, vemos que ela é um tanto ingénua, afinal, j, é uma densidade, ao modificar
a métrica podemos estar contraindo ou expandindo o espago-tempo, e isso faz com que
as densidades variem de acordo. Se quisermos calcular de maneira correta o TEMH
devemos saber qual é a dependéncia funcional da densidade de corrente em relacao a
métrica. Isso pode ser feito através do teorema de Gauss,

/d4x\/—gvuj“:/ d3x\/—gnﬂj“. (3.24)
14 ov

Como estamos tratando com correntes conservadas (V,j* = 0), as integrais acima
devem ser nulas. Tomando a variagdo do lado direito de (3.24) e utilizando o fato de
que esta equacgao deve ser valida para volumes arbitrérios,

5/8‘/ dPa/=gnyj* = /(W d>xv/—gn, [6 (V—=9) j* + V/—gd"] = 0. (3.25)
De onde concluimos que,
10
6" = ~ =06 (v=9)

- —§j“gaﬁ5gaﬁ. (3.26)

O TEMH ¢ entao,

wo_
int

_9 8£znt
0w

a5 ,
= 25046] + guufa]a
Guv

= —g""6aj" + 9" &aj”
— 0. (3.27)

- gw/ﬁint

Vemos que o termo de interagdo da Lagrangeana ndo contribui explicitamente para
o TEMH. Isso nao quer dizer que o TEMH nao se modifique quando a interacao é
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introduzida, essa dependéncia sé nao é explicita, acontecendo através das equagoes de
movimento. E importante notar que todos os campos vetoriais tratados neste trabalho
terdo seus termos de interacdo na forma ¢, j*, onde j* é uma corrente conservada.
Portanto, nenhum campo vetorial contribuird para o TEMH, que continuara sendo
dado por (3.20).

Algo andlogo acontece para o termo de interacdo do campo escalar. Ele é,

Lint = —gspd. (3.28)

gs € uma constante. p é chamado de densidade escalar. Novamente, temos uma
densidade no termo de interacdo, sua dependéncia funcional em relagdo a métrica sera
dada por uma equacao semelhante a da densidade de corrente,

1
op = —ipgaﬁégaﬁ. (3.29)
O TEMH sera,
OL it
T = 92" _ g [,
int agwj g t
= —g"gsp9 + 9" gsp¢
=0. (3.30)

Assim, vemos que nem o termo de interacdo do campo escalar nem dos campos
vetoriais contribuem explicitamente para o TEMH.






Capitulo 4

Matéria Estelar

A descricao rigorosa dos processos que ocorrem no interior de uma estrela de néutrons é
uma tarefa complexa. Estes objetos sao compostos principalmente por protons, néutrons
e elétrons, cujas interacoes, se desconsiderarmos a curvatura do espago-tempo, sdo
governadas de maneira mais fundamental pelo Modelo Padrao. Neste contexto, o Modelo
Padrao apresenta dificuldades numéricas imensas, o que impossibilita sua utilizagao
para a descri¢do da matéria estelar. Se levarmos em conta a curvatura do espago-tempo,
as coisas s6 pioram. Nao existe ainda uma teoria fisica testada experimentalmente
que seja consistente com o Modelo Padrao e com a teoria da relatividade geral. Isso,
entretanto, ndo é um problemas para nés. O objetivo deste trabalho nao é, obviamente,
a conciliacdo destas duas teorias. Pretendemos apenas tomar um modelo efetivo das
particulas e interagdes presentes no interior de um estrela de néutrons e estendé-lo
ao Ambito da relatividade geral, esperando que isso reflita o comportamento de baixa
energia de alguma teoria mais fundamental.

Para fazer tal extensao, o ideal é comecar com um modelo efetivo das particulas e
interacoes que seja tao simples quanto possivel, mas que consiga descrever caracteristicas
relevantes da matéria estelar. Ruffini et al [15], por exemplo, estenderam o modelo
0 —w — p ao espago-tempo curvo e resolveram suas equagoes numericamente. Este
modelo é um candidato ideal, pois ja foi extensamente estudado pela comunidade
cientifica, é simples e produz resultados compativeis com as observagoes [16]. Portanto,
ele é o modelo escolhido como o ponto de partida para nosso estudo no espago-tempo
curvo.

E importante destacar que, para usufruir da simplicidade deste modelo, algumas
aproximacoes devem ser feitas. A primeira delas é a aproximacgao de campo médio,
que permite tratar os campos dos mésons e do féton como campos classicos e os
férmions como particulas nao interagentes se movendo nestes campos, o que facilita
significativamente o tratamento numeérico. A segunda é o negligenciamento do mar de
Dirac, que nos permite desprezar efeitos de polarizacdo do vacuo. A terceira e tltima
é a aproximagcgao de Thomas-Fermi a temperatura zero, nela os férmions sao tratados
como um gas degenerado e sua densidade local é obtida assumindo-se que todos os
estados possiveis estdo preenchidos até o momento de Fermi.
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4.1 Modelo 0 —w —p

Este modelo foi inicialmente proposto por J. D. Walecka [16] e era composto por
nucleons! interagindo através da troca de mésons virtuais, um escalar (o) e um vetorial
(w). O méson o sendo responsavel pela parte atrativa da interagdo nuclear e o méson
w pela parte repulsiva. Apesar de bem sucedido na descricdo de diversas propriedades
da matéria nuclear, ele possuia deficiéncias. Com a introducdo do méson iso-vetorial
p por B. D. Serot e J. D. Walecka pdde-se tratar a assimetria entre nucleons e com a
introdugao de termos de auto-interagdo por A. R. Bodmer et al [17] pode-se descrever
melhor a incompressibilidade nuclear.

A utilizagdo deste modelo para a descricio da matéria estelar requer a inclusao
de mais dois campos, o do elétron e do eletromagnético. Sem eles nao seria possivel
garantir a neutralidade global de cargas de uma estrela de néutrons. Comegamos nosso
estudo, portanto, com sete campos distintos: dos nucleons, do elétron, dos mésons o, w
e p e o eletromagnético. Consideramos auto-interagbes apenas para o campo escalar. A
Lagrangeana deste sistema, no espaco-tempo plano, é,

L=LN+Le+ Lo+ Ly+Ly+ L, (4.1)
Com,
Ly =V[iy"D, — M*] ¥, (4.2)
Le = e [y (10, + eAy) — me] Ve,
1 1
Lo = 50u00"6 — mie® — U(9), (4.4)
1 1
L, = _ZQWQW + 5miV#w, (4.5)
1 v 1 2
L,= —ZBWB“ + 5mpbub”, (4.6)
1 74
L, = _ZF‘“’FM ) (4.7)
Onde,
1 1
iD, =0, — g,V — §gp7'3b“ — e?ﬁl“, (4.8)
M* =M — g5, (4.9)
Qw/ = a,uVV - az/V;u (410)
By = 9ub, — d,by, (4.11)
Fu = 0,4, — 0,A,. (4.12)

W ¢é o dubleto de isospin dos nucleons, contendo dois campos de spin 1/2, do préton
e do néutron. ¥, é o campo do elétron, também de spin 1/2. ¢ = 40 é o conjugado
de Dirac e " sado as matrizes de Dirac (utilizaremos ao longo do texto o simbolo

Préton e néutron.
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para representar os campos de spin 1/2 em geral). ¢, V},, b, e A,, sdo, respectivamente,
os campos do méson escalar o, do méson vetorial w, do méson iso-vetorial p e do féton.
73 € a terceira matriz de isospin. gs, gu, gp, Ms, My € M, sao parametros do modelo.
Outros parametros podem estar contidos dentro do potencial U(¢), dependendo do
modelo utilizado para as auto-interacdoes do campo escalar.

O campo do méson p, por ser iso-vetorial, usualmente é definido com trés componen-
tes, b, = {b&l),bLZ),b,(Lg)}. O campo b, contido na Lagrangeana £, acima, corresponde
apenas a terceira componente de isospin de b,. As demais componentes nao serdo
necessarias, pois, devido a conservagao de carga, sdo todas iguais a zero [18].

O méson o é descrito por um campo escalar. No capitulo anterior ja fizemos a
transicdo da Lagrangeana do campo escalar no espaco-tempo plano para o espago-tempo
curvo. O mesmo vale para os campos dos mésons w e p e para o campo eletromagnético,
que sdo todos descritos por campos vetoriais. A tnica modificacdo que deve ser feita é
que no caso do campo eletromagnético a massa é nula.

As Lagrangeanas dos férmions, no entanto, nao foram levadas ao espago-tempo curvo.
Para fazer isso, devemos levar em conta as relagoes de anti-comutacao das matrizes de
Dirac,

{2 =2 (4.13)
No espago-tempo curvo, elas devem satisfazer novas relagées de anti-comutacao,
{27} = 2¢". (4.14)

Para obter uma representacao explicita destas matrizes, que satisfaca as relacoes
de anti-comutacio acima, o formalismo da tetrada® deve ser utilizado. Como nio ne-
cessitamos de tal representacdo, evitaremos a introducdo deste formalismo para nao
adicionar um grau desnecessario de complexidade ao nosso estudo.

Para aplicar a substituicao (2.2) as Lagrangeanas fermionicas devemos saber qual
é a agdo da derivada covariante num campo de spin 1/2. Novamente o formalismo
da tetrada seria necessario se estivéssemos interessados numa representagao explicita,
entretanto isso ndo sera necesséario, nos contentamos com a seguinte defini¢ao [20],

Vb = ) — Ty, (4.15)
Vot =907 + 41T, (4.16)

Onde I', ¢ um conjunto de matrizes 4x4, chamadas de conexdes de Dirac. Elas
estao relacionadas com as matrizes de Dirac e com as conexdes afim, desempenhado
um papel andlogo a ambas. Podemos agora reescrever (4.3),

Lo = e [y (10, —iTy + eA,) — me] Y. (4.17)

2A tetrada, ef“ é um mapeamento linear dos vetores no espago-tempo curvo para o espago de
Minkowski [19]. Assim, ao utilizar a tetrada é possivel calcular o produto interno de dois vetores usando
a métrica de Minkowski, g"” A, B, = et'e’n”’ A, B, = n"” A; B;. Este formalismo é considerado como
mais natural para o tratamento de campos espinoriais.
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As matrizes de Dirac agora obedecem as relagbes de anti-comutacdo no espaco-
tempo curvo. O mesmo acontece para Ly, as matrizes de Dirac sdo substituidas e o
termo contendo as conexdes de Dirac ¢ adicionado a derivada parcial contida em D,,,

- . ) 1 14+
Ly=¥ [’y“ (z@u — iy — gV, — §gp7'3bu - eQ?’AM) — (M — ggb)} U,  (4.18)

Com isso estamos preparados para derivar as equagoes de Euler-Lagrange dos cam-
pos.

4.2 Equacgoes de Euler-Lagrange

4.2.1 Campo escalar

A Lagrangeana do campo escalar livre no espago tempo curvo é dada por (3.7). Para
encontrar a equagao de Euler-Lagrange deste campo devemos adicionar a Lagrangeana
do campo livre o termo de interacao gs¢¥ W contido na Lagrangeana dos nucleons,

1 1 =
Loyint = iv;ﬂﬁvuﬁﬁ - §m§¢2 —U(9) + gsp¥ V. (4.19)
A acdo correspondente é,
1 1 =
Sotint = / d*zy/—g [QVMV% - §m§¢2 —U(g) + gsd)\I!\I/] : (4.20)

Fazendo a substituigdo ¢ — ¢+dJd¢ enquanto mantemos as demais varidveis dindmicas
constantes,

SSriini = [ doy/=g |53 (V,0V"0) — Smi2006 - agf)w +g.0v80|. (121)

A variagdo do primeiro termo entre parénteses é,

6 (VupVHo) = g6 (VuopV,9)
= 9""6 (0,00,9)
=g [5 (au¢) Ov + 8u¢5 (81,(]5)]
= g;w [(8M5¢) aVQb + aﬂ¢ (au6¢)]
= glw Kvuégb) vud’ + v#¢ (VV6¢)]
=2VHoV 0. (4.22)

Entao,

8Sypint = / d*z/—g [v%v#&gﬁ —m2¢pdg — 8[(]9;@5@1) + gsUTo| . (4.23)
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O primeiro termo pode ser transformado da seguinte maneira,
/ d*xy/—g VIV 106 = / d*x/—gV,, (VFgop) — / d*zy/—g (V,V*¢) 6o
= - / d*zy/=g (V,V*¢)d¢. (4.24)

Onde, na primeira linha, a primeira integral do lado direito foi descartada através
do teorema de Gauss. Finalmente obtemos 65,4t em fungdo de d¢,

oU -
085 4int = /d4x\/ -9 {_vuvu(b - mz¢ - 8;@ +gsWV| dg. (4.25)
Exigindo 0S5,+in¢ = 0, obtemos a equacdo de Euler-Lagrange para o campo escalar,
oUu -
V. Vi + mgaﬁ + 85;5) — g5V =0. (4.26)

4.2.2 Campo vetorial

Como comentado anteriormente, as Lagrangeanas dos campos dos mésons vetoriais e
do eletromagnético possuem todas a mesma forma. Portanto, deduziremos as equagoes
de Euler-Lagrange para um campo vetorial genérico e posteriormente faremos as subs-
tituicOes necessarias para obter as equacoes de Euler-Lagrange dos campos vetoriais
especificos.

A Lagrangeana para um campo vetorial genérico contendo os termos livres e de

interacao é,
1. ., 1 .
E{—i—int = _Z:,uy:“ + §m2£ugu - gu]u- (4'27)

O procedimento para encontrar as equagoes de Euler-Lagrange é andlogo ao realizado
para o campo escalar. Fazemos a substituicdo §, — £, + 0§, mantendo as demais
varidveis dindmicas e a densidade de corrente constantes®. A variacdo induzida na acio
é,

1., - 1 :

it = [ Alo/=g |~ 10 (EuE) + 35 (€6 ~ 5 (6) "
_ / diay=g [V, 2" + m2eh — ] 8¢, (4.28)
Onde utilizamos os resultados 0 (2,E") = 4E""6 (V,E,), 0 (§.8M) = 2610€,,
juntamente com uma integragdo por partes andloga a (4.24). Novamente, exigindo

6Sv+int = 07
V,EYH 4 m2eh — i = 0. (4.29)

3Repare que considerar variacdes da densidade de corrente independentes de variacdes do campo
vetorial ndo é inconsistente com o que foi discutido no capitulo anterior. L, consideramos que a
densidade de corrente possuia uma dependéncia funcional apenas em relagdo a métrica.
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Esta equagao ainda pode ser escrita de outra maneira utilizando o resultado (B.5),
V,VVEH — REEY 4+ mPeh — jH = 0. (4.30)

Para obter as equagoes de Euler-Lagrange especificas de cada um dos campos
vetoriais basta observarmos que,

GP = g, Uy D, (4.31)
) 1 -

Jp = 59097 Y, (4.32)
i T (LT3 T Ak

Iy = e\I]’y 9 v — e@bery we~ (4.33)

Além disso, para o campo eletromagnético, devemos fazer m = 0. Obtemos entéao,

V,V'VE — REVY 4 m2VHF = g, Uy T, (4.34)
v v 1 T
V, VP — RED + m2bH = 3900V 75V, (4.35)
_ 1 _
V., VYAl — REAY = eWnyH (;7—3) U — etheyHibe. (4.36)

4.2.3 Campo espinorial

As Lagrangeanas dos nucleons e do elétron possuem a mesma forma,
Ly = W (Y iV — &) — m] 9. (4.37)
Fazendo a substituicdao ¢! — T + §yt, a variacio induzida na acio é,
555 = [ d'ay/=g5 (#) 0" (V&) — m]
= [ dav=g8 (1) " " (19— &) — m]v. (438)
E a equacao de Euler-Lagrange obtida é,
[V (iVy = &u) —m] Y = 0. (4.39)

Para obter a equacao de Euler-Lagrange especifica dos nucleons observamos que,

1 1+
& = gVt S9omsbu + e Ay, (4.40)
m =M — gs¢, (4.41)

=10 (4.42)
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Enquanto que para o elétron,

£, = —eAy, (4.43)
m = Me, (4.44)
Y = Pe. (4.45)
Assim, as equagoes de Euler-Lagrange sao,
1 1
[w (2‘8# — il = guViu = 50,7sbu — e—;T?’AH) — M+ gsqb} U =0, (4.46)
[V (10, — L) + eAy) — mel e = 0. (4.47)

E interessante ver o que acontece quando tentamos fazer a quadratura usual de
(4.39). Assumindo uma solugao do tipo 1 (x) = ¥(k)e~Haz

W (0, — L'y — &u) —ml(x) = [y (ky — il — &) — m]y(x) = 0. (4.48)
Multiplicando o lado esquerdo da equagao acima por [v* (k, — &) — iv*T',, + m],

[V (ky — &) — iv"Ty +m] [v* (ky — &) — iy Ty —m]p =0
[ =€) (6 =€) = i (b — ) {7, T} = YTy Ty = m?] = 0. (4.49)

Onde utilizamos as relagoes de anti-comutacdo das matrizes de Dirac no espaco-
tempo curvo. Os termos envolvendo as conexdes de Dirac nos impedem de diagonalizar
esta equagao. Entretanto, sabemos que no limite do espago-tempo plano, g, — 1w,
a derivada covariante deve se reduzir a uma derivacao parcial, V,, — 8, consequen-
temente, I';, — 0. Entdao, a menos que estejamos lidando com curvaturas extremas,
esperamos que a contribuicdo das conexbdes de Dirac para os autovalores de v nao
seja tao relevante. Além disso, o tratamento exato desta equacéo se tornaria proibitivo
quando tentassemos obter as relagoes termodindmicas dos férmions. Portanto, utili-
zaremos mais uma aproximagcao, descartamos as conexoes de Dirac nas equagoes de
Euler-Lagrange dos férmions. Com isso, obtemos a expressao usual para os autovalores,

(k,u - gu)(k’u — &) = m?. (4.50)

E = ko = v/goo\/m? + (k- €) + &. (4.51)

Onde (k — €)% = —(k; — &) (K" — &), 1 =123,

E a partir dela,

4.3 Aproximacao de campo médio

Na aproximagao de campo médio os campos dos mésons e o campo eletromagnético
sao substituidos por seus valores esperados, ¢ — (¢), V, — (V},), etc. Esses valores
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esperados sao calculados a partir das equagoes de Euler-Lagrange, tomando-se os valores
esperados das fontes calculadas no estado fundamental. Assim,

oU _
YV VH (@) +m?2 (¢) + 8(<§Z;>) = g, (D), (4.52)
VLYY (VE) = REVY) + m2 (VH) = g, (090), (4.53)
VLV )~ RE) + () = S, (B, (4.5
V, VY (AR) — R (AY) = e <%H (1 J;“) qf> —e(Botul).  (45D)
Por brevidade, utilizaremos a seguinte notacao,
<\if\1;> = ps, (4.56)
(O w) = jts = g+ gt (4.57)
(im0 = j = gt — it (4.58)
_ 14
<\If u( 273>11:>z]g, (4.59)
(e ) = 52, (4.60)
gl = g — gt (4.61)

Onde, ps ¢ a densidade escalar, ji é a corrente barionica, Jp € a corrente de protons,
i/ é a corrente de néutrons, j§ é a corrente de iso-spin e j# é a corrente de elétrons.
Além disso, omitiremos o simbolo (-) ao escrever valores esperados, para evitar uma
notacao carregada. Observando essas convengoes, as equacdes de Euler-Lagrange dos
mésons e do campo eletromagnético sao,

V. Vi +mip + 8%;@ = gsps, (4.62)
V,V'VE — REVY + m2VHF = g,j%, (4.63)
V, VY0 — RED + m2b = %gpjg, (4.64)
V,VVAF — REAY = ejt,. (4.65)

4.4 Matéria estatica com simetria esférica

As equagdes de Euler-Lagrange expressas acima podem ser significativamente simpli-
ficadas se assumirmos uma distribuicio estatica e esfericamente simétrica. O que, em
primeira aproximacao, é o esperado para a matéria no niucleo de uma estrela de néu-
trons em equilibrio. Neste contexto, espera-se que apenas a componente temporal das
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correntes seja nao nulo, visto que,

g* = put. (4.66)

Onde p é a densidade invariante correspondente a j#, u* é a quadrivelocidade do
fluido e, para uma distribuicdo estatica, u* = 0. Além disso, esperamos que todos os
campos dependam apenas da coordenada r e que, por simetria, as componentes espaciais
dos campos vetoriais sejam nulas, ou seja, ¢ = ¢(r), & = &o(r) e & = 0. Utilizando essas
propriedades, as equacdes de Euler-Lagrange dos mésons e do campo eletromagnético
se reduzem a,

2 V=N ou

1 ! A 2

— = a0 YsFs 9 4'

R e Ll Ca A o
2 I//+)\/ .

T <r -5 ) Vg = (m2Vo - guit’) (4.68)
2 U,—i—)\/ A 1 .

e (G =)t (oo o) o
2 VN e

5+ (r T ) b= —eehjgl (4.70)

As correntes aparecendo no lado direito destas equagdes podem ser calculadas
através da aproximacdo de Thomas-Fermi,

3 /0 e d3k]\j L(f) (4.71)

b
1=p,n )

K, (r)

2
ps(r) = W

i=pn,e, (4.72)

. _ . ki (r) k3
it <r>—y€<r>+33<r>—[pp<r>+pn<r>]uo—[ R = ]m (4.73)

k‘g T 3 T

0= 80 = 500 = o) = oo = |5 B
ks r 3 r

J40) = 50) = 3501 = llr) = o = | g~ w4

kp,(r) sao os momentos de Fermi locais. €;(r) sdo os espectros de energia das

particulas individuais, €,(r) = €,(r) = \/[M — g+ k2, ec = VmZ+ k2 e k2 =
—k;k*. Podemos identificar os espectros de energia na expressao dos autovalores da
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equagdo de Dirac, (4.51), e reescrever estes autovalores como,

1
Ep = \/.%fp + 9.Vo + §gpb0 + eAo, (476)
1
En = \/ﬁfn + g0 Vo — §gpb07 (477)
E. = \/QRGE —eAy. (4.78)

4.5 Equilibrio termodinamico

As equagbes de movimento nao sio os tnicos vinculos que devem ser satisfeitos pelos fér-
mions, eles também estao estdo sujeitos a condi¢des de equilibrio termodinamico. Estas
condi¢bes podem ser encontradas com o auxilio da seguinte relagdo termodindmica,

P=TS-€&+ Z Pilli- (4.79)

i=p,n,e

S = S/V é a entropia por unidade de volume. p; sdo os potencias quimicos das
diferentes espécies de férmions. A temperatura T' = 0, u; = €;(k = kp,). £ é a densidade
de energia dos férmions e P sua pressdo. Estes dois ultimos sdo escritos como,

E= Y &, (4.80)

i=p,n,e
P= > P (4.81)
1=p,n,e
2 kF;
& = —3/ " B, (4.82)
(2m)” Jo
1 2 ke, o k2
7?1-:773/ k. (4.83)
3 (2m)” Jo €

Variando a expressao (4.79) mantendo constantes os nimeros de particulas,

dP =S8dT —d€ + Y pidp

i=p,n,e
ar oc .
= (5+P— > Piﬂi) T oM+ > pidp
i=p,n,e i=p,n,e
dT
=|E+P— > pipi ?+psgsd¢+ > pidpi. (4.84)
i=p,n,e i=p,n,e

Onde utilizamos novamente a relagao (4.79) para reescrever S e as definigoes (4.71),
(4.80) e (4.82) para calcular 0 /OM™* = ps.

Podemos obter uma outra expressao para dP através da conservacdo do TEMH,
V., T* = 0. Né6s ja obtivemos o TEMH para o campo escalar e para os campos vetoriais.
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Para escrever o TEMH completo nos falta saber apenas qual é a contribui¢ao dos campos
fermidnicos. Entretanto, dada as aproximagoes que estamos empregando (campo médio
e Thomas-Fermi), o TEMH destes campos tem a mesma forma que o TEMH de um
fluido perfeito,

T, = (€ +P)uu” — g"'P. (4.85)

Entao, utilizando (3.13), (3.20), (4.85) e as devidas substituigoes,

T =T, + T + T + Ty + Ty
= (E+P)utu” — g"'P

1 1
ST — g [ SVadV0 — e~ U(o)]
a v 1 v afs 2 v 1 v «
+QHQ ) + Zg’“‘ Qg +my, (VEVY — 59“ VLV
1 1
+B"B," + 1¢" Bag B’ +mj (b“b” — 2g’“’bab°‘>
1
+FHrOR V4 Zg“”FagF"‘ﬁ . (4.86)
Sua divergéncia covariante é, de (C),

V. T =V, [(€+P)ufu”] — VP + gops VY @
. v 1 . v -C. v
+gvij“ + Egpjij” +ejth” . (4.87)

E de V,T{" = 0 obtemos a seguinte expressao para a pressio,
1 —V
P = _5 (6 + P) v + gspsd), —€ /291;03‘/8
_1 —v/2 b — —v/2 A 4
¢ "9ppsby — e epen Ay, (4.88)
Ou seja,

1
dP = —3 (€ +P)dv + gupudd — ¢ guppdVy

1
—Qe_”ﬂgppgdbo - e_”/2epchdAo. (4.89)

Subtraindo (4.89) de (4.84),

AT dv dT
(€+P) (T + 2> + i:;epi <d,ui - ,uiT) +
1
¢ gupndVo + 5o gypadbo + e Pepad Ao = 0. (4.90)

R. Tolman demonstrou que uma distribuicao esfericamente simétrica e em equilibrio



Capitulo 4. Matéria Estelar 30

térmico, sujeita a interacdo gravitacional, deve satisfazer [21],

T dv
— + —=0. 4.91
T T3 0 (4.91)
Podemos usar esta relacdo em (4.90) para obter,

d 1
> pi (dﬂz‘ + Mz;) +e g, ppdVy + §€_V/29p03d50 + e epedAg = 0,

i=p,n,e

1
> pid (€V/2Mz'> + 9upBdVo + S gppsdbo + epcndAg = 0. (4.92)

i=p,n,e

O termo entre parénteses, e”/ 211, pode ser escrito em funcao dos autovalores da
equagao de Dirac. Usando (4.76)-(4.78) e p; = €i(k = kr,),

1
e”/zup = Ef — g Vo — igpbo —eAo, (4.93)
1
e = By = 9uVo + 595bo, (4.94)
"%l = EF + eA,. (4.95)

Onde EF = E;(k = kr,). A equagio (4.92) fica, entdo,

> pdEf =0. (4.96)
i=p,n,e
O que resulta na constancia dos Ef para as trés espécies de férmions?,
F v/2 1
E, =" pp+ g,Vo + igpbo + eAy = constante, (4.97)
1
Ef; = e”/2,un + g,Vo — §gpb0 = constante, (4.98)
EF = ¢¥/?}1, — Ay = constante. (4.99)

Impondo a condigao de equilibrio 3, B = Ezf + EF | obtemos,

Pn = fp + fle + e*”/Qgpbo. (4.100)

4.6 Equacgoes constituintes

Com isso, possuimos todas as equagbes necessarias para descrever uma distribuicao esfé-
rica de protons, néutrons e elétrons sujeitos as interagoes nuclear forte, eletromagnética
e gravitacional, em equilibrio 5 & temperatura 7' = 0. De (2.35), (2.36), (4.67)-(4.70),

4Utilizamos neste trabalho uma notaco diferente da usualmente adotada na literatura da &rea. As
quantidades Ef" correspondem, em notacio usual, & ;. E as quantidades p;, na notacio deste trabalho,

sdo dadas por pu; = /M + K.
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(4.97)-(4.100), obtemos o sistema de equagdes que deve ser satisfeito,

r? " r?
e (:2 I;) —%ZgﬂTfa
o <i+”/;X>¢’:e* (m§¢+?;—gsps>,
VO//+(i_V/;X)VO’:e)‘(m%%—guj(ﬂv
2

/ !/
1 V4 A I 2 L3
0+<r_ B )bo—e (mpP0—29p30 )
2 TN
3+<T—V+ ) o = —eejg",

1
e”/Qup + 9.Vo + §g’°b0 + eAy = constante,

1
e”/2,un + g0Vo — §gpbo = constante,

e/’ — eAy = constante,

fp + pe + €72 gobo = pin.

Com,

L

26
1

+oe V()2 +

1
T§ =&+ 5e0 + 5mie? + U(9)

1

ie_ym%(VO)Q
1, 1,

+5e (+’\)(b6)2—|—§e m?(bo)?

1
5 (g2,

2
1 1 —A 12 1 2,2
1 1
+§e—(y+)\)(‘/'0/)2 _ ie—ym%(vb)2
1., 1,
—|—§e ( +>\)(b6)2 . 56 mz(b0)2

1 — (v
+5e (W+A) (AL)2.

(4.101)
(4.102)
(4.103)
(4.104)
(4.105)

(4.106)

(4.107)

(4.108)

(4.109)
(4.110)

(4.111)

(4.112)






Capitulo 5

Consideracoes finais

Nesta dissertacao, obtivemos as equagoes que devem ser satisfeitas pelos campos do
modelo efetivo 0 —w—p no interior de uma estrela de néutrons num espago-tempo curvo,
estatico e com simetria esférica (4.101-4.110). Para isso, desenvolvemos no capitulo
2 o formalismo béasico da relatividade geral e um procedimento para estender um
modelo arbitrario, formulado através de uma Lagrangeana compativel com a relatividade
restrita, para um espago-tempo com uma curvatura qualquer. Na se¢do 2.2, deduzimos
as equagoes que a métrica correspondente a esta curvatura deve satisfazer. No capitulo
3, discutimos as caracteristicas dos principais tensores energia-momento utilizados em
teoria de campos e por que o TEMH é necessario para o tratamento adequado das
equagoes de Einstein. Calculamos este tensor para dois campos de interesse, o escalar
e o vetorial, e discutimos qual é a contribuicdo ao TEMH causada pela introducao
de termos de interacdo. No capitulo 4, deduzimos as equacdes de Euler-Lagrange dos
campos do modelo 0 —w — p no espago-tempo curvo, estatico e esfericamente simétrico,
através das aproximacoes de campo médio e Thomas-Fermi a temperatura 7'= 0 e do
negligenciamento do mar de Dirac. Além disso, obtivemos as relagbes que devem ser
satisfeitas pelos potenciais quimicos das diferentes espécies de férmions para garantir o
equilibrio termodindmico e o equilibrio 5.

5.1 Sugestoes para pesquisas futuras

Nos concentramos nos desenvolvimentos formais necessarios para a descrigdo da matéria
estelar num contexto completamente consistente com a relatividade geral. Devido ao
elevado grau de recorréncia das equagoes obtidas, a extracdo de qualquer tipo de
informacao delas sem uma resolucdo numérica direta é quase impossivel. Portanto,
acreditamos que uma continuacdo natural deste trabalho é a resolucdo numeérica do
sistema de equagoes (4.101-4.110), a fim de analisar de maneira quantitativa qual é o
efeito da inclusdo direta da interacao gravitacional em caracteristicas como, por exemplo,
a relagao raio-massa e a distribuicao fermidnica.

Caso o efeito de separagéo fermidnica demonstrado por Ruffini et al [15] seja grande
o suficiente, pode ser interessante considerar uma estrela em rotacao e a inclusao de
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um campo magnético. Acreditamos que o formalismo apresentado neste trabalho foi
exposto de maneira geral o suficiente para permitir estes tipos de generalizacao e a
adocgao de simetrias menos restritivas.



Apéndice A

Deducoes envolvendo variagcoes

A1l g, — 0gt”

Muitas vezes é til escrever a variacao da métrica em funcao da variacao de sua inversa
e vice-versa. Podemos fazer isto notando que,

oy = 9" gua- (A1)

Como o delta de Kronecker nao é afetado por variagoes,
5 (04) = g"*0gua + gradg"® =0,
d"“0gva = —guadgh®. (AQ)
Contraindo ambos os lados desta equagiao com g3,

guﬁguaégua = _guﬁguaéguaa
5g5gzxa = _guﬁguaég“aa
09v8 = —9us9vadgh®. (A.3)

Renomeando indices, obtemos,

89 = —Guadusdg™”. (A.4)

Da mesma maneira, podemos obter uma expressiao para dgH”,

09" = —g"*g"" 0 gag. (A.5)
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A2 5(y=9)

Para este calculo, podemos nos aproveitar da seguinte propriedade do determinante,
nao nulo, de uma matriz M,

In(det M) =Tr(InM). (A.6)

Tomando a variacao desta expressao,

g0 (det M) = Tr (M16M). (A.7)

Se substituirmos M por g,

1 17
;59 = g,u 5gw/a
09 = 99" dguv- (A.8)

Com isso, podemos obter § (1/—g),

A3 IR

O célculo de dR nao é tao trivial, j4 que sua definicdo contém varios simbolos de
Christoffel, que sdo uma combinacao da métrica e de suas derivadas parciais. Comecamos
escrevendo,

SR=10(g""R,)
=0(g"") Ry + 9" 0R,... (A.10)
Usando (A.5), podemos reescrever o primeiro termo de (A.10) em fungao de dg,,
OR = —R"4gu, + g" o Ry (A.11)
Através da defini¢do do tensor de Ricci, (2.15), escrevemos sua variagdo como,

Ry, = 0T%,, — 615, , — 615, I0 , — ['%,000 5 + 0T%sT0, + 05010,

pno,v 22418 pv O‘ﬁ o Q
=0, (075, ) = B (9T%,) = TG, 15, — 15,070,
+0T 05T 0, + T056T0,,. (A.12)
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Essa expressio pode ser simplificada se notarmos que, mesmo que Ff;l, nao seja um
tensor, sua variagao, sendo uma diferenca de duas conexoes afim, o é [5]. Podemos entéo
tomar sua derivada covariante,

V. (303,) = 05 (673, ) + 13,075, — T9,01%, — 17,00, (A.13)

Empregando (A.13), podemos reescrever as derivadas parciais contidas em dR,,, e,
depois de alguma manipulacio algébrica e varios cancelamentos, obtemos,

ORyuw =V (0T34 ) = Vo (075, ) - (A.14)

Substituindo (A.14) em (A.11) e utilizando a compatibilidade da métrica com a
derivada covariante,

OR = —R" g+ ¢" [V, (675, ) — Va (675, )|
= —R"™0gu,+ Y, (9015, ) = Va (¢"01%,) (A.15)

Renomeando indices mudos,

OR = ~R"6gu, + V(90T — g"oT%, ). (A.16)



Apéndice B

Tomando a divergéncia covariante da equacao (4.29),
V.V, EH 4+ m?V ¢t — V5 = 0. (B.1)

O dltimo termo da equagdo acima é identicamente nulo, visto que a corrente deve
ser conservada. O primeiro termo pode ser reescrito da seguinte maneira,

V.V, B =V ,V, Ve -V, V,VHeY
=V, VvV, V¢ -V, vV, Vrer
= [V,Ud vl/] vVé’M' (B2)

Para um tensor arbitrario, de ordem (2,0), temos,

V. V] 7 = —RS,,» — R] 7 (B.3)
S =%, — Ty TG, — 5,5, € o tensor de Riemann. Aplicando esta

defini¢do a (B.2) e observando que a contragao do indice contravariante do tensor de
Riemann com seu segundo indice covariante é o tensor de Ricci, obtemos,

[V, Vo] VVER = =Ry, VA + Ry, VY EN
= —R), V¢ + Ry, V¢V
- 0. (B.4)

Onde utilizamos a simetria do tensor de Ricci. Aplicando este resultado a (B.1),

obtemos’,

V. = 0. (B.5)

1 Observe que isso néo é valido para o campo eletromagnético, pois ele possui massa nula. Entretanto,
podemos adotar uma escolha de gauge que satisfaga V,, A" = 0.



Apéndice C

v, TH

Para chegar a expressao (4.87), é preciso calcular a divergéncia covariante dos TEMH
de cada um dos campos. A divergéncia do TEMH do campo escalar é,

VuTL =V, (V*6V ¢) — g Bvu (VagV=e) — %mzvu (¢%) - v“U(M

v 17 (e aU
=, (769°6) ~ 9 [(9,9°0) Vs~ 69,0 - 00 w,0] . (C)
Podemos reescrever os dois tltimos termos dessa equagdo com o auxilio da equacao
de Euler-Lagrange do campo escalar. Se multiplicarmos a equagao (4.62) por V, ¢,

obtemos,
oU(¢)
¢

Isolando os termos de massa e do potencial e substituindo-os em (C.1),

(VaV%) V6 + M2V b + Vb = gspsV . (C.2)

VuTL =V, (VYY) — g" (Vi V) Vad + (VaVeh) Vi — gspsV o)

= v# <VM¢VV¢) - (Vavy¢) va¢ - (vava¢) VV¢ + gspsvy¢
=V, (VF6VY6) — Vo (VOV"6) + ,ps V7
= gs,OsVV<Z>- (03)

Na passagem da segunda para a terceira linha utilizamos o fato de que derivadas
covariantes agindo num campo escalar comutam entre si.

De maneira andloga, podemos utilizar as equagoes de movimento dos campos veto-
riais para encontrar VMTéL Y =j¢.
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