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Introducdo

Superficies minimas sao um objeto de estudo importante em geometria. Um possivel
modo de visualizar uma superficie minima é o seguinte: se mergulharmos um pedaco
de arame fechado em uma solugdo de sabao e o retirarmos (cuidadosamente), as tensoes
envolvidas fazem com que a a superficie descrita pela membrana de sabao obtida minimize
(relativamente) a &rea entre as possiveis superficies com o bordo dado pelo arame. Uma
tal superficie € um exemplo de uma superficie minima.

Devido aos diversos estudos e experimentos realizados pelo fisico Joseph Plateau (1801-
1883) acerca de tensdes superficiais, incluindo a constatagdo do fato descrito acima, o
problema de determinar uma superficie que possua a menor area entre aquelas que tém o
bordo dado por uma curva de Jordan I' prescrita é conhecido como Problema de Plateau.

Este problema, inicialmente proposto por Lagrange (1736-1813) em 1760, s6 foi satis-
fatoriamente resolvido por volta de 1930, quando Tibor Radé (1895-1965) e Jesse Douglas
(1897-1965) chegaram independentemente a suas solugoes, assumindo que as superficies
em questao possuem a topologia do disco. Em 1936, Douglas foi premiado com a medalha
Fields pelos seus trabalhos sobre o Problema de Plateau.

Neste trabalho, discutiremos a resolucao dada por Douglas e Radé. O primeiro pro-
blema que devemos considerar ¢ dar uma formulagao matematicamente precisa do pro-
blema, especificando o tipo de regularidade, topologia, etc., que as superficies admissiveis
para o problema devem ter. Para isso, o trabalho foi separado em trés partes: a primeira
parte visa a dar os conceitos e resultados basicos necessarios para a formulacao e resolucao
do problema; na segunda parte, estudamos espacos de Sobolev e suas propriedades; na
terceira parte é construida a solucao do problema. Concretamente, analisamos a relacao
do problema de Plateau com o Problema de Dirichlet, no qual procuramos minimizar a
energia entre fungoes com valor de bordo fixado.

Para uma leitura ideal deste trabalho, é preciso que o leitor possua certa familiaridade
com conceitos de Topologia geral, Analise em R"™ — incluindo integracao a Lebesgue — e
Variavel Complexa. Alguns conceitos basicos de Algebra Linear também sdo necessarios.

No primeiro capitulo sdo apresentados os espacos vetoriais topologicos. A teoria é
apresentada de modo a dar resultados que possam ser facilmente aplicados nos capitulos
posteriores.

A seguir, no segundo capitulo sao discutidos espagos vetoriais topoldgicos localmente
convexos. Os principais teoremas, que serao amplamente utilizados posteriormente, sao os
teoremas de separacao de Hahn-Banach e de compacidade de Banach-Alaoglu. Na tltima
se¢ao, ¢ discutido o conceito de limite direto, que é necessario no estudo de distribuicoes.

No terceiro capitulo restringimos alguns resultados dos capitulos anteriores para es-

pacos de Banach. Na tultima se¢ao, o teorema de Banach-Alaoglu é utilizado para provar
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o “Método Direto do Calculo das Varia¢oes”, um teorema de minimizacao cujas hipoteses
sao facilmente verificadas no problema de Dirichlet.

Na segunda parte, sao estudados os espacos de Sobolev. No quarto capitulo sao
definidos estes espagos. O problema de Plateau, do modo que vamos propor, pergunta
sobre a existéncia de um minimizante para a area num espaco de Sobolev do tipo W12,

No quinto capitulo é demonstrado o Principio do Maximo, um resultado que é utilizado
para analisar de que forma as condigoes de fronteira de certos problemas (como os de
Dirichlet e de Plateau) controlam o comportamento de solugdes no interior do dominio.

Por fim, na tltima parte do trabalho sao dadas as formulagoes precisas dos problemas
de Dirichlet e Plateau. Esta parte estd dividida em dois capitulos, nos quais sao enun-
ciados e demonstrados os teoremas que provam a existéncia de solu¢oes para cada um
dos problemas, respectivamente. Uma cuidadosa analise da relacao existente entre esses
problemas ¢ dada no comecgo do capitulo sobre o problema de Plateau.

Um breve apéndice esta incluido no final do trabalho, no qual estao enunciados os

principais resultados sobre espacos LP que sao utilizados ao longo do texto.



Parte |
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1 Espacos Vetoriais Topoldgicos

Neste capitulo serao discutidos os espagos vetoriais topologicos e suas propriedades, de
modo similar ao que é feito na referéncia [1, incluindo breves discussoes sobre quocientes,

transformacoes lineares e um teorema de extensao.

1.1 Generalidades

Por todo este trabalho, o simbolo K denotaré qualquer um dos corpos R ou C munidos
de suas topologias usuais, a menos de meng¢ao explicita em contrario. Dado um espago
topologico S e um subconjunto A C S, denotaremos por int (A) e ¢l (A) o interior e o

fecho de A, respectivamente.

Definigao 1.1. Um espago vetorial topoldgico (EVT) é um K-espago vetorial V munido

de uma topologia na qual a soma e a multiplicagao por escalar,

+: VxV — V e 0 KxV —=  V
(x,y) — x4y (,x) +— ax,

sao funcoes continuas.

Exemplo 1.2. K, munido das operacoes e topologia usuais, €, trivialmente, um EVT.

Exemplo 1.3. Sejam E um espago vetorial e ||.|| : « € E — ||z]| € [0,00) uma norma,

isto é, uma funcao que satisfaz, para todos x,y € E e a € K,
(1) flox| = laf fl=[f;
(i) [l +yll < [l + llyll;

(iii) ||z] = O se, e somente se, z = 0.

Entao d : (z,y) € E X E — ||z — y|| € [0,00) define uma métrica em E, que induz, por
sua vez, uma topologia 7; em [E.

O espago (E, ||.||) ¢ chamado de espago normado. Quando nao houver ambiguidade,
nos referiremos somente a E como espago normado. Neste caso, sempre consideraremos
E munido da topologia 74, de modo que E é um EVT. De fato, a continuidade da adi¢ao

segue facilmente de (ii), enquanto a continuidade da multiplica¢ao segue de (i) e (ii).
Um estudo mais detalhado de espagos normados ¢é feito no capitulo [3]

Exemplo 1.4. Se {V,},., ¢ uma familia de EVTs, entao [],., Vi ¢ um EVT, quando
munido da topologia produto. Em particular, K” é um EVT para todo n € N.
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Dados subconjuntos X e Y de um K-espago vetorial V e I C K, denotaremos
X+Y={r+y:zeX, yeY} e I X={arx:acl, vz X}.

No caso de X = {x} ser um conjunto unitario, denotaremos z +Y = {z} +Y, e de modo
anélogo quando Y ou [ forem unitarios. Assim, um subespago vetorial de V é exatamente
um subconjunto W nao vazio tal que W+ K- W C W.

Observacao 1.5. Lembre-se que uma funcao f : S — S entre espagos topologicos
¢ continua se, e somente se, para todo subconjunto E C Sy, tem-se que f(cl(FE)) C
c(f(E)). Utilizando a notagao introduzida acima, a continuidade das operagdes em um

EVTY implica que para todos os subconjuntos X,Y CV e I CK, tem-se que
cd(X)+c(Y)C (X +Y) e cd(I)-c(X)Cel(l-X).

Dado a € V, a translagao T, : v € V +— a + x € V é um homeomorfismo, pois ¢ a
composta da aplicacao (obviamente continua) x € Vi (a,z) € V x V com a soma, e sua
inversa é T_,, também uma translacao, e logo continua. Desta forma, as vizinhancas de
a € V tém a forma a + U, onde U é uma vizinhanca da origem. Note também que, como
X+Y =U,ex (x+Y), se Y for aberto, entdo X + Y também o é.

Uma base local para um EVT V é uma colecao & de vizinhancgas de 0 tal que, para
todo aberto U C V contendo 0 existe V € A tal que V' C U. Assim, qualquer base local
de V caracteriza sua topologia, pois os abertos sao exatamente as unioes de translagoes
de elementos de A.

A seguinte nomenclatura sera utilizada pelo restante do texto.
Definigao 1.6. Sejam V um espago vetorial sobre K e X C V. X é dito ser
(a) convezo, se para todo t € [0,1] tivermos ¢ - X + (1 —¢) - X C X;
(b) balanceado, se para todo o € K com |a| <1 tivermos - X C X.
Se V é um EVT, um subconjunto Y C V ¢é dito ser

(c) limitado, se para toda vizinhanga U da origem existir um ntmero ¢t > 0 tal que
YCt-U.

Se todos os elementos de uma base local 2 para o EVT V forem balanceados, convexos
ou limitados, & seré dita balanceada, convexa ou limitada, respectivamente

Se A é uma base local para um EVT V., um subconjunto X C V é limitado se, e
somente se, para todo U € Z existir t > 0 tal que X Ct¢-U.

Definicao 1.7. Um EVT V sobre K ¢ dito ser

(a) metrizdvel, se existe uma métrica p : V x V — R invariante (por translagoes) — isto

é, para todos z,y,z € V, p(x + z,y + 2) = p(z,y) — que induz a topologia de V;
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(b) localmente convexo (resp. localmente limitado) se possuir uma base local convexa

(resp. limitada).

Exemplo 1.8. Seja (E, ||.||) um espago normado (ver Exemplo [1.3), e seja d a métrica
induzida por |[.|[. O conjunto B ={z € E: ||z]| <1} = {z € E:d(z,0) < 1} é chamado
de bola aberta unitdria de EE. Note que B é aberto e que para todo r > 0, r - B =
{zr € E:d(z,0) <r}, logo

PB.={r-B:r>0}
¢ uma base local para [E.

Neste contexto, os subconjuntos de [E limitados relativamente & métrica d coincidem
com aqueles limitados em E como EVT. Para ver isso, basta notar que X C E ¢ limitado
relativamente a d se, e somente se, existe r > 0 tal que para todo =z € X, d(x,0) < r, ou
seja, X C r-B. Em particular, Z é uma base local limitada.

Além disso, dado r > 0, temos que, para todos z,y € r-B et € [0,1],
[tz + (1 = t)yl| < [¢] flell + 1 =t lyl] < tr+ (1 =t)r =,

donde r - B é convexa.

Portanto, £ ¢ um EVT localmente convexo e localmente limitado.
Teorema 1.9. Seja V um EVT.
(a) Se XY CV, entao cl(X)+ cl(Y) Cc(X+Y);
(b) Se W ¢é subespago de V, entio cl(W) também o é;
(c) Se C CV é convero, entao int(C) e cl(C) também o sao;

(d) Se B C 'V ¢ balanceado, entio cl(B) também o é. Se 0 € int(B), entdo int(B)

também € balanceado.

Demonstragao. Como visto na Observagao[L.5] os itens (a) e (b) sdo consequéncias diretas

da continuidade das operacoes em V.

(c) Dado t € [0,1], a aplicagao (z,y) € VX Vi tz + (1 —t)y € V é continua. Disto
obtemos t-cl (C)+(1—t)-cl(C) Ccl(t-C+(1—t)-C) Ccl(C), e portanto cl (C)
¢ convexo.

Agora, se t € [0,1], entdo ¢ -int (C') + (1 — ¢) - int (C') é um aberto contido em C,
logo t-int (C') 4+ (1 —t) - int (C) C int (C'). Portanto int (C') é convexo.

(d) Novamente pela Observagao [L.5] seja I = {a € K:|a| < 1}. Entdo I -cl(B) =
cl(I)-cl(B) Ccl(I-B)Ccl(B), e portanto cl (B) é balanceado.
Note agora que, supondo que B é balanceado, entao U0<|a‘§1 a-int (B) é um conjunto
aberto contido em B, logo [Jy_|<; @ - int (B) C int (B). Se 0 € int(B), entdo
Uo<laj<1 @ - int (B) C int (B), e portanto int (B) é balanceado. O
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Teorema 1.10. Seja U C V uma vizinhanca de 0. Eziste uma vizinha balanceada V' de

0 tal que V. C U. Se U for convexo, V pode ser tomada conveza.

Demonstracao. Como a multiplicagao por escalar é continua, existem 0 > 0 e uma vizi-
nhanca W da origem tais que se |a| < d, entdo ov- W C U. Entao Z := UO<|a‘<5Oé W é
uma vizinhancga balanceada de 0 e Z C U. Isto prova a primeira parte.

Suponha agora que U é convexo, e seja Z como acima. Seja O := n\a|=1 a-U. Como
O & convexo, int (O) também o é. Vamos mostrar que O é balanceado. Seja |y| < 1.
Tome r € [0,1] e 8 € K com || =1 tais que 5 = 7. Entao

v-O=r ﬂ (Ba)-U=r ﬂ a-U=r-0.
jal=1 jal=1
Novamente, como O é convexo e contém 0, entao r - O C O, logo O é balanceado.
Como Z é balanceado, Z = a - Z quando |a| = 1, e portanto Z C O. Segue que
0 € int (O), e int (O) também ¢é balanceado, logo V' := int (O) é uma vizinhanca com as

propriedades desejadas. O]

1.2 Transformacdes Lineares Continuas

Lembre-se que uma transformacgao linear entre K—espacgos vetoriais V e W é uma apli-

cacao T : V — W satisfazendo, para todos a €e K e z,y € V,
T(x+ ay) =Tx + aTy.

Teorema 1.11. Sejam V e W EVTs e T : V — W wma transformacao linear. As

sequintes afirmagoes sao equivalentes:
(a) T é continua;
(b) T é continua em 0.

Caso W seja localmente limitado (em particular, se W = K), entdo estas afirmagoes

sao equivalentes a
(c) T(V) € limitado para alguma vizinhanga V de 0.

Demonstragao. (a) obviamente implica (b). Reciprocamente, se T' é continua em 0, sejam
r€VeACW uma vizinhanga de Txz. Entao A — Tx é uma vizinhanca de 0 em W,
e portanto existe U C V vizinhanga de 0 tal que T(U) C A — Tz, e entdo = + U é uma
vizinhanga de z satisfazendo T'(x + U) C A. Portanto T" é continua.

Suponha agora que W é localmente limitado. Claramente (b) implica (¢). Para a
reciproca, se V' é uma vizinhanga de 0 tal que 7'(V) é limitado, entao, dada uma vizinhanga
B de 0 € W, seja a > 0 tal que T(V) C - B. Entao a™! -V é uma vizinhanga de 0 com
T(a™t-V) C B. Isso mostra a implicacao (c)=(b). O
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Dados K-espagos vetoriais V e W, o espago das funcoes lineares de V em W sera
denotado por L(V,W). Elementos de L(V,K) serdo ditos funcionais lineares. L(V, W) é
um K-espago vetorial com as operagoes definidas ponto a ponto, isto é, se T, S € L(V, W)
e a € K, definimos T'+ S, aT € L(V, W) pondo, para todo x € V,

(IT'+S)(z)=Tz+ Sz e (al)x=a-(Tx).

No caso de Ve W serem EVTs, Z(V, W) denotara o subespago de L(V, W) consistindo
das funcoes lineares continuas de V. em W.

Uma familia .7 C L(V,K) de funcionais lineares num espago vetorial V ¢ dita ser
separante se para todo € V nao-nulo existir T' € .7 tal que Tx # 0.

Vamos mostrar um resultado sobre extensoes de funcionais lineares. Para isso, neces-

sitamos do conceito de completude para EVTs.

Definigao 1.12. Se V ¢ um EVT, uma net {z)},., €V ¢ dita ser uma net de Cauchy
se para cada vizinhanca V' de 0 existe um Ay € A tal que se 1,7 > Ao, entao z, —x, € V.
Sequéncias de Cauchy sao sequéncias que sao nets de Cauchy.

V é dito ser completo se toda net de Cauchy convergir.
O leitor nao deve encontrar dificuldades em provar a seguinte proposicao.

Proposigao 1.13. Seja {V; : i € I'} uma familia de EVTs. Entao [[,.;V; € completo se,

e somente se, cada V; o €.

A continuidade da soma implica, por exemplo, que toda net convergente em V é net
de Cauchy. Também é facil verificar que fungoes lineares continuas preservam nets de
Cauchy.

Dada uma base local 4 para um EVT V, sempre consideramos % como um conjunto

dirigido pela inclusao inversa: U <V quando V C U.

Teorema 1.14. Dada uma base local B de V, o espaco V € completo se, e somente se,

toda net da forma {xy} .y que seja de Cauchy também seja convergente.

Demonstragdo. Suponha que toda net de Cauchy da forma {zy},., convirja em V. Seja
{22}, uma net de Cauchy. Para cada U € %, tome 0¥ € A tal que 2y —z, € U sempre
que A\, u > nY.

Defina yy = x,v. Pela continuidade da soma em V (e como A ¢ dirigido), segue facil-
mente que {yu}, ., € net de Cauchy e portanto converge para algum y € V. Novamente
pela continuidade da soma e pela definicao dos Y, a net inicial {x)} \eA COnverge para
Y. 0

Corolario 1.15. Se' V é um EVT que tem uma base local enumerdvel, entao V € completo

se, e somente se, toda sequéncia de Cauchy em V converge.



16 Capitulo 1. Espagos Vetoriais Topoldgicos

Seja agora V um espac¢o metrizavel cuja topologia é induzida por uma métrica inva-
riante d. Uma sequéncia {z,}, .y em V é de Cauchy se, e somente se, para todo & > 0
existir Ny € N tal que se n,m > Ny entao d(z, — x,,,0) < €. Por invarincia de d,
isso equivale a dizer que d(z,,z,) < €. Portanto, a no¢do dada de sequéncia de Cauchy
coincide com a noc¢ao usual para espagos métricos.

Dado = € V, como o conjunto {z +V : V € B} é base de vizinhangas para z, segue
que um ponto z pertence ao fecho de um subconjunto X C V se, e somente se, existe
uma net {zy }y., tais que zy € X N (x + V) para todo V' € #. Mais ainda, uma funcao
f de V a um espago topologico S é continua se, e somente se, para toda net da forma

{z +yv}ycy comyy € V tem-se que a net {f(z +yv)}ycpy C S converge para f(z).

Teorema 1.16. Sejam 'V e W EVTs e suponha que W seja completo e Hausdorff. Sejam
M um subespago de V (munido da topologia induzida) e T € £ (M, W).
Existe uma tinica aplicacio T € ZL(cl (M), W) que estende T. Além disso, a associa-

c¢ao T — T ¢ linear.

Demonstragdo. Seja % base local qualquer para V. Primeiramente, tome {x)},., e
{yv}yer nets em M convergindo para um mesmo ponto z € cl (M). Pela continuidade de
T, é facil ver que {T'zy},., e {Tyv}yer sao nets de Cauchy em W, e portanto convergem,
digamos para z e w, respectivamente.

Dada uma vizinhanca A de 0 em W, tome U vizinhanca de 0 em V tal que se v € MNU
entao Tv € A. Existem A € A ey €I tais que 2 —Tx), Ty, —w €V ex)—y, € U, logo

z—w=(2=Tax\)+T(xr—y,) + Ty, —w) € A+ A+ A

Isso mostra que z — w pertence a toda vizinhanca de 0. Como W é Hausdorff, con-
cluimos que z = w.

Defina entao T : cl (M) — W pondo T(z) = limyes Ty para toda net {ea}ep M
convergindo para z. A discussdo acima mostra que T’ estd bem definida em cl (M). A
continuidade das operacoes em V e em W implica que T ¢ linear.

Para mostrar que T ¢ continua, seja {yy } ¢4 net com yy € cl(M)NV. Tome, para

cada V € £, uma net {zg C M convergindo para yy com 2¥ € M N (yy + U).

}Ue,%
Considere o conjunto dirigido # x %A, com a dire¢io produto: (V1,U;) < (Va,Us)

quando Vo, C V; e Uy C U;. Para todos U,V € £, temos que
w=(—y)+yw eU+V,

e portanto converge para 0. Pela definicao de i 0=70= limyyes T2,

U
D¢ {ZV}(U,V)egaxga
e Tyy = limpegy ng.
Dada uma vizinhanca A de 0 em W, existem Uy, Vy € A tais quese U C Uye V C Vj

entdo z¥ € A. Dado um tal V' C Vp, escolha U’ C U, tal que Ty — T2Y, € A. Assim,

Tyyr = (Tyyr — T20) + T2, — Tw € A+ A.
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Isso mostra que {f yv} converge para 0, e portanto T ¢ continua. A unicidade
Ve

segue do fato de W ser Hausdorff e M ser denso em cl (M). A definigdo também deixa,

claro (tomando nets constantes) que T estende T. A linearidade de T' — T vem da

unicidade. O

1.3 Seminormas e Convexidade Local

Nesta se¢ao serao discutidos alguns resultados basicos que relacionam seminormas e con-
vexidade local. Um estudo mais aprofundado deste assunto é feito no capitulo

No que segue, se X é um conjunto e . = {f\: X — Sy : A € A} é uma familia de
fungoes tais que cada S é um espago topologico, a topologia (fraca) induzida por F é a

topologia mais fraca em X para a qual cada f, ¢ continua.

Definicao 1.17. Uma seminorma num espago vetorial V' sobre K é uma aplicacao p :

)V — R satisfazendo, para todos x,y € V e a € K,
(i) p(z +y) < p(x) +py);
(i) plaz) = |alp(z).

Nota-se que se se p(z) = 0 implicar = 0, entao p ¢ uma norma (veja o Exemplo [1.3)).
Uma familia & de seminormas num espago V é dita ser separante se para cada x € V

nao-nulo existir p € & tal que p(z) # 0.

Exemplo 1.18. A fun¢do modulo |.| : K — R ¢ uma seminorma em K. Se 7: V — K ¢

uma transformacao linear entao |T'| : € V — |T'z| € R é uma seminorma em V.

Exemplo 1.19. Seja X um conjunto qualquer e considere o conjunto KX das funcoes
de X com valores em K munido das operacoes ponto a ponto. Assim, KX é um espaco

vetorial. Dado x € X, a aplicac@o p, : f € V — |f(z)| € R é uma seminorma em V.

Exemplo 1.20. Seja S um espago topologico, e seja C'(S) o conjunto das fungdes con-
tinuas de S a K. E claro que C(S) é subespaco de KS. Para cada compacto K C S, a
aplicagao pr : f € C(S) — sup,ck |f(2)] € R é uma seminorma em C(S).

Teorema 1.21. Seja p uma seminorma em um espacgo vetorial V. Entao
(a) p(0) = 0;
(b) Dados z,y €V, [p(x) — p(y)| < p(z —y);
(c) p(V) € [0,00);

(d) p~*(0) é um subespago de V;
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(e) A “bola aberta associada a p”, B={x € V : p(zx) < 1}, € convexa e balanceada.

Demonstra¢ao. Provemos somente o item (e) (os outros sao simples). Se x,y € B e
t € [0,1], entao p(tz+(1—t)y) < tp(z)+(1—-t)p(y) < t+(1—t) = 1, logo tz+(1—t)y € B.
Se x € B e |af <1, entdo p(ax) = |alp(x) < 1, logo ax € B. Portanto, B é convexa e

balanceada. [
Teorema 1.22. Seja p uma seminorma no EVT V. Sao equivalentes:

(a) p € continua;

(b) p € continua em O;

(c) B={xe€V:p(x) <1} € aberto em V.

Demonstragao. A implicagao (a)=-(c) é 6bvia, enquanto (b)=-(a) segue do item (b) do

teorema anterior e (¢)=-(b) segue da igualdade
{r eV:px)<e}=eB,
valida para todo € > 0. [

O seguinte teorema mostra de que modo uma familia de seminormas induz uma topo-

logia localmente convexa em um espago vetorial.

Teorema 1.23. Sejam V um espago vetorial e & uma familia de seminormas em V.

Para cada p € & e para cada n € N considere o conjunto

Vipr) = {oev s <1},

Seja B a colegio das intersegoes finitas de conjuntos V(p,n). Entdo B € uma base local
balanceada e convexra para uma topologia em V que o torna um espaco vetorial topologico

localmente convero, denotado por (V,P), satisfazendo:
(a) Cadap € & é continua;
(b) Um subconjunto E CV € limitado se, e somente se, toda p € & € limitada em E;
(c) (V, ) é Hausdorff se, e somente se, & é separante;

(d) Uma net {xx},. converge para 0 se, e somente se, {p(xr)},cp converge para 0 para
todo p € .

Além disso, esta € a topologia mais fraca em 'V que o faz um EVT no qual cadap € &

é continua.
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Demonstracao. Seja 7 a colecao de subconjuntos de V que sao unides de translagoes de
elementos de #. Entao @,V € 7 e 7 é fechado por unioes arbitrarias, e é facil verificar
(utilizando a subatividade das seminormas) que 7 é fechado por interse¢oes finitas, pela
definicao de #. Portanto, 7 é uma topologia invariante por translacoes em V, e Z é uma
base local cujos elementos sao balanceados e convexos.

Vamos mostrar que a soma é continua. Seja U = V(p,ny) N---NV(pn,ny) € B
(p; € &, n; € N). Tomando W = V(py,2n)N---NV (pn,2ny) € B, a subaditividade das
p; mostra que W + W C U. Portanto a soma é continua em (0,0) e, como as translagdes
sao homeomorfismos, a soma é continua em ¥ x V.

Vamos mostrar que a multiplicagdo é continua. Sejam xg € V e ap € K. Tome
UW € % da forma acima. Existe entao s > 0 tal que xqg € sW. Seja m € N tal que
1/m <s/(1+ |ag|s). Sey € g+ (1/m)W e |8 — ap| < 1/s entao

By — apzo = Py — x0) + (B — ap)zo € (B/m)W + (B — ag)sW CW + W C U,

pois W ¢é balanceado e |3/m| < 1. Portanto, a multiplicagdo é continua (visto que
(1/m)W € AB).
Como os elementos de # sao (balanceados e) convexos, V munido desta topologia é

um espaco vetorial topologico localmente convexo.

(a) Basta notar que os conjuntos da forma V(p, 1) sdo abertos, e portanto toda p € &

¢ continua (em 0).

(b) Se E C V é limitado, entao para todo p € £, existe C' > 0 tal que E C CV(p, 1),
ou equivalentemente, p(x) < C para todo x € E. Portanto toda p € & é limitada

em F.

Reciprocamente, se E satisfaz a esta condigao, tome U = V' (py, ny)N---NV (pn,ny) €
#. Para cada 1 existe C; > 0 tal que p;(z) < C; para todo © € E. Se K =

max;<;,<y C;n;, entao £ C KU. Portanto E ¢ limitado.

(c) Se V é Hausdorff, entao para todo = # 0 existe U da forma acima tal que 0 € x4 U.
Em particular, p;(z) # 0, portanto & é separante.

Reciprocamente, se & é separante e x # y, basta tomar p € & e n € N tais que
1/n < p(x —y). Assim, (z+ V(p,2n)) N (y+ V(p,2n)) = .

(d) Segue diretamente do fato de & ser base local. O

Observagao 1.24. Dado x € V, uma base de abertos para z em (V, ) é dada pelas

interseccoes finitas de conjuntos da forma

:B—I—V(p,n):{yEV:p(:v—y)<%}

para p € &, n € N.
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Definicao 1.25. Um EVT V é normadvel se for Hausdorff e se existir uma seminorma p
em V tal que sua topologia é induzida por {p} (Neste caso, pelo Teorema M(c), esta

serd imediatamente uma norma).

Pela Observacao |1.24] se um EVT V tem a topologia induzida por uma norma gq,
entao a topologia é induzida da métrica d(z,y) = q(z — y). Portanto, a construcao feita
no Exemplo [I.3]é um caso particular desta construgao geral.

De fato, se um EVT Hausdorff tem a topologia induzida por um conjunto finito
{p1,...,pn} de seminormas, entdo V & normavel (por exemplo, |.|| := p; + - p, de-

fine uma norma que induz sua topologia).

Observagao 1.26. A topologia descrita no teorema anterior nao é a topologia fraca em 'V
induzida por & em geral. Por exemplo, a topologia fraca induzida em R pela norma usual
(mddulo) tem uma base dada pelos conjuntos (—b, —a)U (a,b), a < b € R. As translagoes
nao sao continuas nesta topologia, logo a soma também nao € continua.

Por outro lado, verifica-se sem dificuldades que a topologia descrita no teorema €, na
verdade, a menor topologia em V para a qual as seminormas p € & e as translagoes Ty,

a €V, sao continuas.

Exemplo 1.27. Seja S um espaco topoldgico Hausdorff localmente compacto. Conside-
raremos em C(S) a topologia induzida pelas seminormas pg : f € C(S) — sup,cx | f(2)],
para K C S compacto (conforme o Exemplo , chamada de topologia de convergéncia
uniforme em compactos.

Vamos mostrar que C'(S) é completo. Seja {f},c, uma net de Cauchy em C(S), ou
seja, para todo compacto K C S e para todo € > 0, existe \g € A tal que para todos
w,n > Ao e para todo z € K, vale

[fulz) = fo(z)] <e.

Os argumentos usuais de convergéncia mostram que a net {(fi|x)},c, converge unifor-
memente para uma fungdo continua fx : K — K. Além disso, se K e L sao compactos

nao disjuntos, entdo (fx)|(xknr) = (f1) |(knr). Defina
f::L‘GSHf{m}(QE)EK.

Entao f|x = fx para todo K C S compacto. Como S ¢ localmente compacto, entao f é
continua e fy — f na topologia de convergéncia uniforme em compactos. Portanto, C'(S)

é completo.

Exemplo 1.28. Seja X um conjunto e considere em K¥ a seminorma p, : f € K¥
|f(z)] € R, para cada € X (conforme o Exemplo [1.19)). A topologia em K¥ induzida

por estas seminormas é chamada de topologia de convergéncia pontual.
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Se considerarmos X com a topologia discreta, temos que C(X) = K¥. Neste caso,
as topologias de convergéncia uniforme em compactos e de convergéncia pontual coinci-
dem, pois os subconjuntos compactos de X sao seus subconjuntos finitos. Munido desta
topologia, K¥ ¢ um EVT completo.

Além do mais, o item (d) do Teorema implica que a topologia de convergéncia

pontual coincide com a topologia produto em K¥.

A seguinte proposicao é consequéncia direta do fato de 4 como no Teorema ser

uma base local

Proposicao 1.29. Se W é um EVT eV tem a topologia induzida pela familia de semi-
normas &, entao uma aplicaciao linear T : W — V € continua se, e somente se, para

todope P, poT : W — R € uma seminorma continua.

Proposigao 1.30. Sejam & é uma familia de seminormas em V e q uma seminorma

em V. Sao equivalentes:
(a) q € continua em (V, P);
(b) Existem py,--- ,p, € P e C >0 tais que q(x) < C Y., pi(z) para todo x € V.

Demonstragao. A implicagao (b)=-(a) é obvia. Se ¢ é uma seminorma continua em
(V, &), entdo existem py,...,p, € & e § > 0 tais que se p;(z) < § parai € {1,...,n},
entdo ¢(x) < 1. Portanto, para todo = € V e para todo € > 0, temos que

ala) <53 pilo) +

S| ™

Tomando inf.-( na desigualdade acima, provamos que (a)=(b). O

Corolario 1.31. Sejam 'V e W EVTs com topologias induzidas, respectivamente, por &
e 2. Entao uma aplicacao linear T : V — W € continua se, e somente se, para toda
q € 2 existirem py,...,p, € P ek >0 tais que, para todo x € V, q¢(Tx) < k> " | pi(x).

Em particular, se & € separante, entao (V, ) é normdvel se, e somente se, existe
uma subfamilia finita 2 C &2 tal que para todo p € &, existe C > 0 tal que p <

C- qugq. Neste caso, Q) = qug q € uma norma que induz a topologia.

Teorema 1.32. Seja & uma familia separante de seminormas que induz a topologia no
EVTYV. Sao equivalentes:

(a) V metrizdvel;
(b) V possui base local enumerdvel;

(¢) Eziste uma subfamilia enumerdvel &' C P tal que (V, 7)) = (V, 2").
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Demonstrac¢ao. A implicagao (a)=(b) é imediata. Se V possui uma base local enumeravel
B = {Whp},en» entao tome para cada n € N uma subfamilia finita &2, C & e k, € N tal
que ez, V (P, kn) € W, Entao &' =, oy P € enumeravel e (V, &) = (V, Z'). Isto
mostra (b)=-(c).

Por fim, suponha que & = {p, : n € N}. Defina, para todos z,y € V,

T
Pn(x — ) +1
Entao d esta bem definida (de fato, d(z,y) < 1), e ¢ uma métrica invariante por translagoes

em V. Verificagoes simples mostram que d induz a topologia de (V, &), e portanto V é

metrizavel. ]

Definicao 1.33. Um EVT é dito ser um espaco de Fréchet se é metrizavel, localmente

convexo e completo.

Exemplo 1.34. Seja S um espago topologico Hausdorff localmente compacto, e considere
C(S) com a topologia de convergéncia uniforme em compactos (vide Exemplo .
Vamos mostrar que C'(S) é um espago de Fréchet se, e somente se, S é o-compacto, e que
C(S) é normavel se, e somente se S é compacto.

Suponha primeiro que S seja o-compacto. Entdo existe uma sequéncia {K,}, .y de
subconjuntos compactos de S tais que K,, C int (K1) para todon € Ne S =,y Kn
Segue que qualquer compacto L C S esta contido em algum K, e portanto py < pg,, .
Entao {pk, : n € N} induz a topologia em C(S), logo C(S) é metrizével pelo Teorema
, e é completo pelo Exemplo Portanto, C'(S) ¢ um espago de Fréchet.

Reciprocamente, suponha S nao ¢ o-compacto, e seja {K,}, .y uma familia qualquer
de subconjuntos compactos de S§. Pelo Teorema , basta mostrar que {pg, : n € N}
nao induz a topologia em C(S), para concluir que C'(S) nao é metrizéavel.

Como S nao é o-compacto, existe x € S\ |, .y Kn. Dado qualquer N € N, temos

neN
que UY, K; é fechado e ndo contém z. Pelo Lema de Urysohn, existe f € C(S) tal que
flz)y =1e f’UﬁilKi = 0. Portanto, para todo C' > 0, temos que p(f) =1 >0 =
C- Zfilp;(z(f) Segue do Corolério m que {pk, : n € N} ndo induz a topologia em
C(S). Concluimos entao que C'(S) ndo ¢ metrizavel.

Argumentos similares mostram que C'(S) é normavel se, e somente se, S é compacto.

Exemplo 1.35. Seja X um conjunto qualquer e considere K* com a topologia de con-
vergéncia pontual. Entdo KX é um espaco de Fréchet se, e somente se, X é enumerével,
e KX ¢ normével se, e somente se, X ¢ finito. Isto ¢ claro, em vista do Exemplo [1.35]

adotando a topologia discreta em X.

No restante desta se¢ao, mostraremos que todo EVT localmente convexo tem a topo-

logia induzida por uma familia de seminormas.
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Definicao 1.36. Um subconjunto A de um espago vetorial V' é dito ser absorvente se
V = U;otA (em particular, 0 € A). O funcional de Minkowski associado a A ¢ a
aplicagao 4 : V — R definida por

pa(z) =inf {t >0:t"'z € A}.

Proposicao 1.37. Se p : V — R é uma seminorma, entao a “bola associada” B =

{r € V:p(x) <1} € absorvente e p = pup.

Demonstracao. Se x € V, entdo = € (p(x) + 1)B, portanto B é absorvente. Se s > p(x),

l2) = s7!p(x) < 1. Segue que pup(z) < p(x).

Por outro lado, se s > pg(z), entao existe t > 0 tal que up(z) <t < set 'z € B,
logo p(z) = tp(t~'z) <t < s. Portanto p(x) < ug(z). O

entdo p(s~

Se V é um EVT, a continuidade da multiplicagdo nos pontos (z,0) € V x K implica
que as vizinhancas de 0 € V sao subconjuntos absorventes.

O objetivo a partir daqui é mostrar que as seminormas de um espago V sao precisa-
mente os funcionais de Minkowski de subconjuntos balanceados, convexos e absorventes
de V. Assim, obteremos maneiras de relacionar convexidade local num EVT V com certas

seminormas (continuas) em V.
Lema 1.38. Sejam A, B CV subconjuntos convexos e absorventes e x € V.
(a) Se0<s<tesloeAentiotlxeA;

(b) panp(z) = max{pa(z), pp(e)}-

Demonstragdo. A igualdade t ™'z = (1 — st™1)0 + st~ !(s'x) prova o item (a). Entao
{t>0:t"'z € A} é um dos conjuntos [pa(z),00) ou (a(x), ), € 0 mesmo ocorre com

B. O item (b) segue trivialmente. O

Teorema 1.39. Seja A um subconjunto convero absorvente de um espago vetorial V.

(a) palr+y) < pa(x) + paly);
(b) pa(te) =tua(x) set > 0;
(c) pa € uma seminorma, se A é balanceado;

(d) Se B = {ze€V:us(r)<l} eC = {xeV:pa(r) <1}, entio B C A C C e
KB = pa = Hc-

Demonstragdo. (a) Se s > pa(z) e t > pa(y), entdo s~'z,t7'y € A pelo Lema [1.38

Por convexidade,

t
slo 4+ —tlye A,

t)7! =
(s+8)" (@ +y) s+t s+t

portanto pa(z +y) < s+ t. Isto prova que pa(z +y) < pa(z) + pa(y).
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(b) Segue da igualdade {s > 0: s !(tx) € A} =t{s>0:s'x € A}, valida para t > 0.
(c¢) Supondo que A é balanceado, basta notar que para todo a € K|
{s>0:s"(ax) e A} =la|]- {s>0:5"'z € A},
e o resultado segue.

(d) A inclusdao A C C é clara. Se z € B, entdo x = lz € A, pelo Lema [1.38] Entao
BCACC, epuc(r) <pa(r) < pp(r) para todo z € V.

Suponha agora que uc(r) < s <tes 'z e C. Entao

pa(t™e) =t spa(s i) < 1,

ou seja, t 'z € B, logo up(z) < t. Isso mostra que pp(z) < pc(x). O

Corolario 1.40. Seja € uma colegio de abertos convexos e balanceados do EVT V tal
que a familia $ das intersegoes finitas de dilatacoes de elementos de € € uma base local
para V. Entio &P = {uy :V € €} é uma familia de seminormas continuas em V que
nduz a topologia de V. Em particular, todo EV'T localmente convexo tem sua topologia

gerada por seminormas, no sentido do Teorema[I.23

Demonstracao. Pelo teorema anterior, &2 é de fato uma familia de seminormas. A
continuidade da multiplicagdo em V implica que {z € V: uy(x) <1} = V para todo
V € ¥, e portanto uy é continua. Segue também do Lema [1.38 e do Corolério [1.31
que {pry 1 k> 0,V € €} induz a topologia de V. Por outro lado, é simples verificar que
wry = k=1, para todo k > 0, e portanto e & induz a topologia de V. O

Exemplo 1.41. Se {V,;:i € I} ¢ uma familia de EVTs localmente convexos, entao
W = [[,e; Vi ¢ um EVT localmente convexo. Suponha que cada V; tem a topolo-
gia induzida por uma familia &; de seminormas. Para cada ¢ € [ e p € &, seja
V(i,p) ={x €V, :p(x) <1}

A familia dos conjuntos da forma
V(iapv 5) = {(xi)iéf eEW: p(xl) < E}a

onde i € I, p € &; e e > 0, forma uma sub-base local convexa e balanceada para W,
portanto {/ULV(WJ)} induz a topologia de W. Mas note que py(p1) = po m;, onde m; :
W — V; é a projecao canodnica. Portanto, W tem a topologia induzida pelas seminormas
pom,ondei €l epe P,

No caso particular de I ser finito e cada V; ser normavel, digamos, com p; induzindo
a topologia de V;, entao a topologia de W ¢é induzida por qualquer uma das normas
equivalentes,

I@i)ierllmax = maxpi(zs) e l(@i)ierll, = lei(xi)a
1€

e portanto W é normavel.
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1.4 Quocientes

Sejam )V um K-espago vetorial e N C V um subespago. Considere a seguinte relagao em
V: xz ~y y quando x —y € N. Entao ~y é uma relacao de equivaléncia e que a classe de
equivaléncia de um ponto x € V ¢é igual a x + .

O quociente V/N = V/ ~y= {x + N : 2 € V} possui uma estrutura natural de K-

espago vetorial dada por
(@+N)+y+N)=(@x+y)+ N e alz+N)=(ax)+N,

para todos z,y € V, a € K. A aplica¢ao quociente 7 : x € V — z+ N € V/N ¢ linear e
sobrejetiva.

Agora, se V ¢ um EVT e N é um subespago, entdo a V/N é um espago topologico
quando munido da topologia quociente: um subconjunto £ C V/N é aberto quando
7 1(E) é aberto em V.

Teorema 1.42. Seja N um subespaco do EVT V, e considere o quociente V/N munido

da topologia quociente.
(a) m:V — V/N € linear, continua e aberta;
(b) V/N é um EVT;
(¢c) Se B é uma base local para V, entao {w(V) :V € B} é uma base local para V/N;
(d) Se V ¢ localmente convexo ou localmente limitado, entdo V/N também o é;
(e) V/N é Hausdorff se, e somente se, N € fechado,
(f) SeV é metrizavel e N € fechado, entao V/N também é metrizdvel;
(g) Se V € metrizdvel e completo e N é fechado, entao V/N também é completo.

Demonstragdo. Dado V' C V aberto, 7 }(m(V)) = V + N ¢ aberto em V, logo w(V) é
aberto em V/N. Pela definigdo da topologia e das opera¢oes em V/N, 7 é continua e
linear. Isso prova (a).

Seja F uma vizinhanga de (z +y) + N em V/N. Entao 7 !'(F) é uma vizinhanga
de r + y em V, logo existem abertos V', W contendo z e y, respectivamente, tais que
V + W C 7 }(E), e portanto 7(V) + (W) C E. Junto com o item (a), isto mostra que
a soma ¢é continua em V/N. A continuidade da multiplicacdo é demonstrada de maneira
similar. Isso prova (b). Os itens (c¢) e (d) seguem diretamente de (a).

Se V/N ¢é Hausdorff, entao N = 7=1(0 + N) ¢ fechado, pois 7 ¢ continua. Se N é
fechado e z+ N # y+ N, entdo z—y € V\ N, que é aberto. Portanto existem vizinhangas
Ve W de z e y, respectivamente, tais que (V — W)NN = &, logo (V) N#(W) = @.

Isso prova (e).
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Seja d uma métrica invariante que induz a topologia de V. Se N é fechado, verifica-se

facilmente que a fungdo p: V/N x V/N — R dada por
plt+ N,y+ N) = ;g]%d(x —y,n)
define uma métrica invariante em V/N. A igualdade
T({zreV.:d(z,0)<e})={uecV/N:p(u0+N)<e},

juntamente com o item (a), provam (f).

Agora, se V é metrizével, completo e N ¢é fechado, seja p a métrica dada acima e
tome uma sequéncia de Cauchy {u,}, .y € V/N em relacao a p. Existe uma sequéncia
{n},en €V tal que 2, + N = uy, € d(xy, Tpi1) < p(Un, Uns1) + 277, que portanto é de
Cauchy e logo converge. Como 7 é continua, {uy,}, .y converge para m(lim, . ). Isso

prova (g). O

Exemplo 1.43. Sejam V um EVT localmente convexo, & uma familia de seminormas
que induz sua topologia e N um subespago de V. Pelo item (d) do teorema acima, V/N
¢ localmente convexo e, pelo item (c), uma sub-base de abertos para V/N é dada por

conjuntos da forma
Vipe)={z+N:xz eV, px)<e}

parap € P, > 0.
O Corolario [1.40, juntamente com o corolario, [I.31] implicam que a topologia de V é
induzida pelas seminormas iy (1) para p € 2.
Note agora que, dado ¢ € (0,1),
cvpn(r+N)=inf{t >0:3n € N tal que p(t 'z +n) <c '}
< inf {t >0:3n € N tal que p(t 'z +n) < 1}
= nf p(z +n) < pve (@ +N).
Tomando supg_,.;, obtemos iy ) (z + N) = inf,eny p(z + n).

Proposicao 1.44. SejamV e W EVTs, N um subespaco de V, 7 :V — V/N a aplica¢ao
quociente e T € L (V,W). Sao equivalentes:

(a) N CkerT =T7(0);
(b) Eziste T € L(V/N,W) tal que Tomw =T.
Caso essas afirmacoes sejam vdlidas, entao a aplica¢ao T ¢ tinica.

Demonstracao. Caso N C kerT', entao a aplicagao T: V/N — W dada por T(w + N) =
Tz para todo x € V esta bem definida, é linear e T o = T. Segue que T € .Z(V/N, W).
A unicidade vem do fato que 7 é sobrejetiva.

Reciprocamente, se existir T € Z(V/N, W) tal que Tom =T, entio N = kerm C
kerT'. O]
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? Convexidade

Neste capitulo sao discutidos EVTs localmente convexos conforme a referéncia [1], inici-
ando com o teorema de extensao de Hahn-Banach e suas consequéncias, seguindo para
topologias fracas, incluindo o teorema de compacidade de Banach-Alaoglu e, por fim,

discutimos limites diretos de EVTs localmente convexos, baseando-nos na referéncia [2].

2.1 O Teorema de Hahn-Banach

Teorema 2.1 (Teorema de Hahn-Banach). Suponha que
(a) M € um subespago de um R-espaco vetorial V;

(b) p: M — R € uma aplicaciao satisfazendo, para todos x,y € V et > 0,
p(x+y) <plx) +ply) e plte) =tp(x);

(¢) T € LIM,R) satisfaz Tx < p(x) para todo x € V.
Entao existe T € L(V,R) tal que T|y =T e T < p(z) para todo z € M.

Demonstragao. Seja & o conjunto dos pares (N, S), onde N é subespaco de V contendo M
e S € L(N,R) étal que S|y =T e Sz < p(z) em N. Note que & # @, pois (M,T) € &.

Considere em & a seguinte ordem parcial:
(N1, S1) < (No,S3) quando N; € Ny e Soln, = S5.

Dada uma cadeia (isto é, um subconjunto totalmente ordenado de &) {(N;,S;) : i € 1},
o par (N, S) definido por

N:UNZ- e Sr=Sxsexel;
iel

pertence a & e ¢ um majorante de {(N;,S;) : i € I}.

Pelo Lema de Zorn, & possui um elemento maximal (N, T) Basta entao mostrar que
N =Y.

Suponha por absurdo que N # V), e tome x5 € V \ N. Note que para todos =,y € N,
T(y+x) < ply +x) < p(y — ) + p(x + x0), portanto Ty — p(y — 7o) < p(x + z0) — T

Seja ap = SUPye Ty — p(y — xp). Entao para todos x,y € N, temos que

Ty — ply — w0) < ap < pla + x9) — T (2.1)
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Defina N = N @ Rz e S € L(N,R) por
S(z + txg) = Tz + tay, para todos z € N, t € R

Para t # 0, as desigualdades em ([2.1)) aplicadas com ¢~z no lugar de z e t~'y no lugar

de y mostram que, para todos x,y € V

S(x +txg) <plr+try) e S(y—txo) < ply —txo)

e o mesmo vale para t = 0. Entao (/iv/' .S ) € & e é um elemento estritamente maior do que
(N, T), contradizendo sua maximalidade. Conclufmos entdao que N' =V, e T é a extensio
de T' buscada. O

No caso do corpo de base ser C, ainda obtemos um resultado de extensao de funcionais
lineares que segue como consequéncia do resultado anterior. Para isso, devemos analisar
mais de perto a relagao entre funcionais lineares sobre R e C sobre um C-espaco vetorial.

Seja V um C-espago vetorial. Entao V tem uma estrutura natural de R espaco vetorial.
Dada uma aplicagao C-linear T": YV — C, T pode ser decomposta como T' = ReT + iImT,
e ReT : V — R é uma aplicacao R-linear. Note agora que para todo x € V,

—iReT (iz) + ImT (ix) = —i(T(iz)) = Tax = ReTz + ilmT'z.

Logo, ImT'z = —ReT (iz)
Reciprocamente, é facil verificar se T': V — R é R-linear no C-espago vetorial V entao

a aplicacdo x € V +— Tx — iT(ix) é C-linear.

Teorema 2.2 (Teorema de Hahn-Banach, caso complexo). Suponha que M é um subes-
pago de V, p € uma seminorma em V e T € L(M,K) satisfaz |Tx| < p(x) em M. Entdo
existe T € L(V,K) tal que T\ =T e satisfazendo |Tx| < p(x) para todo x € V.

Demonstracao. Se K = R, este é um caso particular do teorema anterior. Suponha entao
K = C, e seja S = ReT'. Pelo Teorema , existe uma extensio linear S : V — R de S
tal que Sz < p(x) para todo z € V. Seja T : # € V — Sz — iS(iz) € C o tmico funcional
C-linear cuja parte real é S. Fica claro entdo que TV\M =T.

Seja agora z € V. Entéo existe o € C com |a| = 1 tal que |T(x)| = oT'(z). Logo
IT(z)| = T(az) = ReT(az) = S(ax) < p(az) = p(z). O
Definigao 2.3. O espago dual de um EVT V é o espago V* = Z(V,K).

Note que se V é um EVT localmente convexo com topologia gerada por uma familia
& de seminormas, pelo Corolario [1.31] um funcional linear 7" : V — K é continuo se,
e somente se, existem C' > 0 ¢ py,...,p, € & tais que [Tz| < CY " pi(x) para todo
xeV.
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Corolario 2.4. Sejam V é um espaco localmente convexo, M um subespaco e T € M*.
Entio existe T € V* que estende T'.

Demonstracao. Seja &7 uma familia de seminormas que induz a topologia de V. Pela
Observagao [1.24] a topologia de M ¢é a induzida pelas restriges de & — isto é, pela
familia {p|y : p € &} — entdo existem pq,...,p, € ¥ e C > 0 tais que para todo z € M
temos .
Tz| < CZPz’(iﬂ)

i=1
Como C'>"" | p; ¢ uma seminorma em V, o Teorema de Hahn-Banach implica que T se
estende para uma funcao T' € L(V,K) tal que para todo z € V, |Tz| < CY " pi(x), e
portanto T € V*. O

Corolario 2.5. Se V € um espacgo localmente convexo Hausdorff, entao V* € separante.

Demonstracao. Dado x € V \ {0}, basta aplicar o Corolario 2.4{para M =Kz e T : ax €
M — a € K. De fato, pelo Teorema [1.23|c) e pelo Corolario existe uma seminorma
continua p em V tal que p(z) # 0, e nesse caso |Ty| = p(x) 'p(y) para todo y € M, e

portanto 1" € M*. 0

O préximo teorema é conhecido como Teorema de Separa¢ao de Hahn-Banach, pois
implica que, sob certas hipoteses, subconjuntos convexos e disjuntos de um EVT podem

ser separados por hiperplanos, isto é, subespacos de codimensao 1.

Lema 2.6. Se'V ¢ um EVT, K CV ¢ compacto e FF C 'V € fechado, entao existe uma
vizinhan¢a V' de 0 tal que (K + V)N F = &.

Demonstragao. Para cada x € K, tome V,, vizinhanga de 0 tal que (z+V,+V,)NF = @.
Por compacidade, existem z1,...,z, € K tais que K C |J;_, (z; +V,,). Tomando V =
Ni_; Va,, obtemos

(K+V)N UxZ+V+V NF=g. O

Teorema 2.7. Sejam A e B subconjuntos disjuntos converos e nao vazios de um EVT
V.

(a) Se A é aberto, entio existem T € V* e v € R tais que, para todos v € A ey € B,

ReT'x < v < ReTy.

(b) Se A € compacto, B € fechado e V é localmente convexo, entao evistem T € V* e

Y1, 72 € R tais que, para todos x € A ey € B,

Rel'x < v1 < v < ReTy.
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Demonstracao. Basta provar o caso K =R. O caso K = C segue considerando a relacao

entre funcionais R-lineares e C-lineares conforme feito antes do Teorema [2.2].

(a) Sejam ag € A e by € B quaisquer, g = by —ag e C = A — B+ 5. Entao C é uma
vizinhanga convexa da origem e, como AN B = &, entdo xy ¢ C, logo puc(ze) > 1.
Pelo Teorema de Hahn-Banach, existe T € L(V,R) tal que Tzg = 1 < pc(xg) e
|Tx| < pe(z) para todo x € V, e portanto 7' é continua. Dados a € A e b € B,

temos que

Ta—Tb+1=T(a—b+x) < pcla—b+xp) <1,
pois C' = A — B + x( é aberto, e portanto Ta < T.

Segue facilmente da continuidade das operacoes em V que todo funcional linear
continuo nao nulo é aberto, e portanto T(A) é um subconjunto aberto e limitado
de R. Por fim, basta tomar v = sup T'(A).

(b) Pelo Lema tome uma vizinhanga convexa V de 0 tal que (A+V)NB = @.
Pelo item (a), existem 7" € V* e v € R tais que para todos x € A+ V ey € B,
Tx < v < Ty. Como T(A) é subconjunto compacto do aberto T'(A + V'), basta
tomar quaisquer y1,v2 € R com supT(A) < 1 < 72 < 7, e temos o resultado. [

Corolario 2.8. Sejam B um subconjunto convexo e balanceado de um EV'T localmente
convero V e xg € V. FEntio xy ¢ cl(B) se, e somente se, existe T € V* tal que

sup,ep |Ty| <1 < [Tal.

Demonstragao. Se existe T como no enunciado, entao {y € V: |Ty| > 1} é uma vizi-
nhanga de xy que nao intersecta B, logo =g ¢ cl (B).
Reciprocamente, se zo ¢ cl(B), o item (b) do Teorema anterior aplicado ao fechado

cl (B) e ao compacto {xy} implica que existem 7' € V* e v € R tais que

—|Tzo| < ReTzg <y < inf ReTy.
yeB

Como B ¢é balanceado, inf,ep ReT'y = —sup,cp |[Ty| < 0, e a aplicagao T/ satisfaz

as condigoes desejadas. O

Corolario 2.9. Um subespaco W de um EV'T localmente convexroV € denso se, e somente

se, toda aplicagao T € V* que se anula em W também se anula em V.

Demonstragao. Vamos fazer somente a implica¢do nao-6bvia. Se zg € V'\ cl (W), tome T
como no Corolario com B =W. Entao T # 0, mas T(W) é um subespago proprio de
K, logo T(W) = {0}. O
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2.2 Topologias Fracas

Lema 2.10. Se V é um K-espago vetorial e Ty,...,T,,S € L(V,K), entio sio equiva-

lentes:
(i) Ezistem ay, ..., a, € K tais que S =Y 0 oiT;.
(ii) N :=(;_ kerT; C ker S.

Demonstragao. A implicagao (i)=-(ii) é obvia. Reciprocamente, Se N C ker .S, defina
n € L(V,K") por
n(x) = (Thz,...,T,x) para todo x € V.

Entéo kern = N C ker S, e portanto F : n(x) € n(V) — Sz € K esta bem-definida e
se estende para K", logo existem escalares s, . .., ay, tais que F(uy, ..., u,) = > 1) ol
(u; € K). Segue que S =Fon=>" oT. O

Teorema 2.11. Sejam V um K-espago vetorial e 7 um subespago de L(V,K). Entdo a
topologia fraca T induzida por  faz de V um EVT localmente convero e cujo dual é 7 .

Além disso, (V,T) é Hausdorff se, e somente se, J € separante.

Demonstracao. Seja &2 = {|T|:T € .7}. Entao & é uma familia de seminormas em V
que, pelo Teorema [1.23] induz uma topologia 75 em V na qual V é um EVT localmente
convexo e que é Hausdorff exatamente quando &2, e portanto .7, sdo separantes. Basta
mostrar que 7 = Tg.

A inclusao 7 C 74 segue da definicao de topologia fraca. A linearidade dos elementos
de 7 implica que T é invariante por translagoes, e portanto 75 C 7 (ver Observagao
1.26)).

Considere agora o dual V*. E claro que .7 C V*. Se S € V*, entdo existem T3, ..., T, €
e C > 0 tais que para todo z € V, |Sz| < CY " | |Tix|, logo (i, ker T; C ker S. Do
Lema segue que S € Y ' | KT; C 7. O

Definicao 2.12. A topologia fraca de um EVT V é a topologia fraca induzida por V* em

V, e V munido dessa topologia sera denotado por (V,w)

O adjetivo “fraco” sera utilizado quando nos referirmos a esta topologia (vizinhanga
fraca, fechado fraco, etc...), e o fecho fraco de um subconjunto £ C V sera denotado por
cl (E,w). O adjetivo “forte” seré utilizado quando nos referirmos a topologia original.

Se 7 denota a topologia original de V e 7,, denota a topologia fraca, tem-se que 7, C 7.
Como topologias fracas preservam o dual, entao (7,), = T, mas nao é verdade, em geral,

que T = T, como mostra o seguinte exemplo.
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Exemplo 2.13. Seja V um EVT de dimensao infinita cujo dual separa pontos (o que
ocorre, por exemplo, se V = K com a topologia produto). Dada uma vizinhanca fraca
basica

V={xeV:|Tix| <eparal<i<n},

onde Ty,...,T,, € V* e e > 0, seja N = (), ker7;. Entdo z — (Thz,...,T,z) ¢ uma
aplicagao linear de V em K" cujo kernel é N, e portanto dimV < n 4 dim N, ou seja, N
é um subespaco de dimensao infinita de Ve N C V.

Desta forma, toda vizinhanca fraca de 0 possui um subespaco de dimensao infinita de

V. Em particular, (V,w) nao é localmente limitado visto que ¢ Hausdorft.

Uma questao importante é a de quais subconjuntos fechados de um EVT sao mantidos
quando tomamos a topologia fraca, e ¢ natural esperarmos que subconjuntos fechados que
sejam mantidos por transformacoes lineares também sejam mantidos na topologia fraca.
A seguinte proposicao, que é um resultado béasico de algebra linear, ajuda a caracterizar

estes conjuntos.

Proposicao 2.14. Sejam V e W dois K-espacgos vetoriais e T : 'V — W. Entao T ¢é

linear se, e somente se, satisfaz:
(1) T(0) = 0;

(ii)) Sex,yeVe0<t<1lentaoT((1—-t)x+ty)=(1—t)Tzx+tTy, e, caso K= C,
que T(ix) = iTx.

Desta forma, transformagoes lineares sao aquelas que “preservam linhas” (e a origem).

Isto motiva o seguinte teorema:

Teorema 2.15. Seja E um subconjunto convexo do EVT localmente convero V. Entao

c(E,w) = cl(F).

Demonstragao. A inclusao cl(F) C cl(F,w) ¢ imediata. Reciprocamente, se zo ¢
cl(E), entao o item (b) do Teorema implica que existe 7' € V* tal que ReT'zy <
inf ReT'(cl (E)), e portanto V = {y € V: ReTy < inf ReT'(cl (F))} ¢ uma vizinhanga fraca
de xy que nao intersecta E. Segue que xy & cl (F),,. [

w

Corolario 2.16. Um subespagco M do EVT localmente convero V € fechado se, e somente

se, € fracamente fechado.
Vamos agora analisar um modo de topologizar o dual de um EVT V.

Definigao 2.17. Dado um EVT V| a aplicacdo (claramente linear) ev(z) : T' € V* —
Tz € K é chamada de valoragao em x. A aplicagdo ev : x € V — ev(z) € L(V* K) é

chamada de valoracao.
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Note, além disso, que ev ¢ linear, e portanto {ev(z) : € V} é uma familia separante

de funcionais lineares em V*.

Definicao 2.18. Dado um EVT V, a topologia fraca* de V* é a topologia fraca em V*
induzida por {ev(z) : x € V}, e V* munido desta topologia sera denotado por (V*, wsx).

Notacao e nomenclatura similar & utilizada com a topologia fraca seré utilizada quando
nos referirmos a topologia fraca*.
As topologias fracas™® possuem uma propriedade importante de compacidade dada pelo

seguinte teorema.

Teorema 2.19 (Teorema de Banach-Alaoglu). Sejam V' uma vizinhanga de 0 no EVT'V
e
K={TeV :vxeV, |Tz| <1}

(K € chamado de polar de V). Entao K € compacto em (V*, wx).

Demonstragao. Dado z € V, escolha um namero real y(z) > 0 tal que z € v(z) - V.
Assim, para todo T' € K, temos que |Tz| < v(z). Seja D, = {a € K: |a| < vy(x)}.

Seja 2 =[],y
compacto e Hausdorff, e K C 2 N V*. Dado Ty € K, os conjuntos da forma

D, munido da topologia produto. Pelo Teorema de Tychonoff, & é

{T € K:|Tz;, —Tyx;| < eparal<i<n}

onde € > 0 e xy,...,x, € V, formam uma base de vizinhancas de Ty em K, vendo K
tanto como subespago topologico de (V*, w*) quanto de &. Basta entao provar que K é
fechado em 7.

Considerando as projegoes 7, : f € P — f(x) € D,, a topologia de & ¢é a topo-
logia fraca induzida por {m, : x € V}. Dados z,y,€ V e a € K, os conjuntos A, ,, =
{f€P:mpsay(f) =(mu+amy)(f)} e B, = {feZ:|f(x)] <1} s@o fechados em K.

Como
K= (] Awyan[)B.

z,yeV, acekK zeVvV
segue que K é fechado no compacto Hausdorff 2, e portanto K é compacto em (V*, ws).
]

2.3  Limites Diretos

Nesta secao discutiremos limites diretos, que serao utilizados no estudo de distribuigoes.

Definicao 2.20. Sejam I um conjunto nao-vazio, YW um espago vetorial, e sejam dados,
para cada i € I, um EVT localmente convexo V; e uma aplicacao T; € L(V;,W). Seja
% a colecao dos subconjuntos U absorventes, balanceados e convexos de WV tais que para
todo i € I, T, '(U) é aberto em V.
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A topologia de limite direto de W pela familia {T; : i € I} é a topologia induzida pela

familia de seminormas {uy : U € €}, que torna YW um EVT localmente convexo.

Exemplo 2.21. A familia ¥ da definigao acima nao é (necessariamente) uma base local
para W: Tome [ = {1}, V=V, = {0}, W=ReT =1T,:0 € {0} — 0 € R. Neste
caso, € consiste de todos os intervalos contendo 0 em seu interior, e a topologia de limite

direto em R coincide com a usual.

Teorema 2.22. Seja W um espaco vetorial munido da topologia de limite direto por uma
familia {T; : V; = W i € I} como na Defini¢ao |2.20} Entao

(a) CadaT;:V; — W € continua.

(b) Se U é um EVT localmente convexo e S € L(W,U), entao S é continua se, e

somente se, todas as aplicagoes S o T; o forem.

Demonstragio. Dados i € [ e U € € como na Definicdo [2.20, note que, como T, ' (U) é

aberto,

T ({zeW:py(z) <1} =17 1(U)

e portanto T} é continua, visto que % ¢é fechado por dilatagoes.

Nas condigoes de (b), se cada aplica¢do SoT; for continua, entdo dado um subconjunto
aberto, convexo e balanceado Z de U, o subconjunto S™!(Z) é absorvente, convexo,
balanceado, e para todo i € I, T, '(S71(Z)) = (S o T;)~1(Z) é aberto, logo S™'(Z) € €.
Além disso, como Z ¢ aberto, S™H(Z) = {x € W : pg-1(z)(z) < 1} é aberto em W, e

portanto S é continua. A reciproca é 6bvia. ]

Definigao 2.23. Seja V um espago vetorial e suponha que exista uma familia {V,, : n € N}

de subespacos de V satisfazendo

(i) Cada V,, ¢ um EVT localmente convexo;

(ii)) V, CV, g paratodon € NeV =] _Va;

neN

(iii) Caso n < m, a topologia de V,, ¢ a induzida por V,,.

Considere as inclusoes 7, : V,, — V. O espago V com a topologia de limite direto pela

familia {i,}, .y ¢ chamado de limite direto estrito da sequéncia {V,} e é denotado

neN?
por limV,,.

Proposicao 2.24. Seja 'V, C 'V, C --- uma sequéncia de EV'Ts localmente convexos tais
que V,, tem a topologia (e a estrutura de EVT) induzida por V,.1 para todo n € N, e
seja YV = UneN V.. Considere as inclusoes i, : V,, = V. Dada uma sequéncia crescente

ny < ng < --- de nimeros naturais, tem-se que limV, =1limV,, .
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Demonstragao. Pelo Teoremal2.22] ¢ facil ver que as identidades, 7 : limV,, = 1imV,, e j:

limV,, — limV, sao continuas, o que significa que estas topologias em V coincidem. [J

Lema 2.25. Sejam V um EVT localmente convexo e W um subespaco munido da topologia
induzida por V. Seja V-C W aberto, convexo e balanceado. Entao existe Z C 'V aberto,

convezo e balanceado tal que ZNW =V,

Demonstracao. Sejam O C V aberto tal que O "W = V. Entao existe U C O aberto,

convexo e balanceado. Seja

Z=J (@=-tU+tv).
0<t<1
Como U e V sao convexos, abertos e balanceado, entdo Z = Jy,.,(1 — 1) (U +tV)
também é convexo, aberto e balanceado.
E claro que V. C ZNW. Reciprocamente, seu € U,v € V, t € (0,1) e (1 —t)u+tv =
x €W, entao (1 —t)lu=x—tv € W, logou e WNU CV, esegue que (1 —t)u+tveV.
Concluindo, ZN'W = V. n

Corolario 2.26. Seja V =1imV,,. Entao a topologia de V,, é a induzida por V para todo
n € N.

Demonstracao. Pela Proposicao [2.24] é suficiente considerar o caso n = 1. Como a
inclusao ¢; : V; — V é continua, a topologia original de V; é mais forte do que a induzida
por V. S6 resta mostrar que toda vizinhanga original de 0 em V; é da forma V NV, para
alguma vizinhanca V de 0 em V.

Seja U C V; uma vizinhanga balanceada convexa de 0 em sua topologia original.
Pelo lema acima, ¢ possivel tomar uma sequéncia {U;},.y de vizinhancas balanceadas e
convexas de 0 em V; em suas topologias originais tais que U; = U e U1 NV; = U; para
1> 1.

Entao Uy = |,y U; € absorvente, balanceado, convexo e, para todoi € N, U, NV, =

ieN
U; é aberto. Entao py, € uma seminorma continua em V. Como Uy = '“5010 [0,1), entao
Uy € um aberto em V tal que U, NV, =U. O

Corolario 2.27. limV,, é Hausdorff se, e somente se, cada V,, o €.
Teorema 2.28. Se V=1mV, e cada V, e completo, entao V também ¢é completo.

Demonstragdo. Seja % uma base local convexa balanceada para V. Seja {yx},., uma net
de Cauchy em V. Vamos mostrar que existe ng € N tal que para todos \g € A e Uy € £
existem A > \g e x € Uy tais que yy +z € V.

Por absurdo, suponha que isto nao é valido. Entao existem sequéncias A\; < Ay < - --
em AeW; DWW, D -+ em A tais que (F,, + W,,)NV,, = @&, onde F,, = {y,: A >\, }.
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Considere

p p
U= {Z&kl’k 3p€N,O&EK,Z‘O&k| < 1,$k€WkﬂVk},

k=1 k=1

que é uma vizinhanca de 0 em V, visto que é absorvente, convexo, balanceado e U =
{z € V: uy(x) < 1}, pois cada W}, & aberto.

Mostremos que (F,, + U) NV, = & para todo n € N. Caso contrario, seja y =
Zn + > h_japry € (B, +U)NV,, com z, € Fp, >7_Jag| < 1eux, € WyNV,. Pela
escolha dos Wy, z, + an arry € F, +W,, mas z, + an QT =Y — Y o WkTi € Vi,
um absurdo. Portanto, (£, +U) NV, = & para todo n € N. .

Agora, como {y},., ¢ net de Cauchy, existe Ay € A tal que se A,y > Ay entao
yn — Yy € U. Seja k € N tal que yy, € Vi. Tome v > Ay, A\p. Entao Vi > yy, =
Yy + (Yoy — Yy) € Fi + U, um absurdo.

Concluimos entao que existe ng € N tal que para todos A € A e U € A, existem
I\ U) > Xexyy € U tais que yro vy +2r0 € Vy,. Como a net {yp(,\,U) + x/\:U}(,\,U)eAxgg
¢ de Cauchy no EVT completo V,,,, entao converge para um ponto v € V, . Segue

facilmente que {yx},., converge em V para v. O

Note que se V =1im V,, e cada V,, é metrizavel, entao uma aplicacao linear 7' : V — W,
onde W é um EVT localmente convexo, é continua se, e somente se, para toda sequéncia

{Zn},en que esteja contida em algum dos V), e que convirja para 0, {T'(xy)}, oy também

neN
convirja para 0 em W. Entretanto, V nao é (necessariamente) metrizavel, como mostra a

proposicao abaixo.

Proposicao 2.29. Se V=1imV, e cada V,, é subespaco fechado de V.1 entao V nao é

metrizavel, ou, equivalentemente, V nao possui base enumerdvel de abertos.

Demonstracao. Suponha, por absurdo, que V possui uma base enumeravel decrescente de
abertos, digamos {Up,}, .. Tome uma sequéncia {z,}, .y €V tal que =, € U, \ V,, para
todo n € N e, tomando subsequéncias se necessario, podemos supor que x, € V11 \ V,,.
Pelas hipoteses, segue facilmente que cada V,, é fechado em V. Pelo Teorema de
Hahn-Banach, existe uma sequéncia {7},}, .y € V* tal que T,|y, = 0 e T,(2,) = n —
he1 L (n)-
Seja S = Y252, Ti. Como S|y, = S.7—1 Ti € V* para todo n € N, entdo S esta bem

definida e é continua. Porém, 0 = lim,,_,o 5, mas {Sx,}, .y = {1}, DAO converge para

neN
0, um absurdo.

Concluimos entao que V nao é metrizavel. O
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3 Espacos de Banach

Neste capitulo restringiremos os resultados obtidos nos capitulos anteriores para espacos
de Banach. Na primeira se¢ao sao revisados alguns conceitos e fixada a notagao para este
contexto. Nas segOes subsequentes, analisamos fungoes lineares (em particular, funcionais
lineares) continuas entre estes espagos. Nas duas ultimas se¢oes, analisamos espagos
reflexivos, culminando no teorema de minimizacao[3.22, que seré utilizado posteriormente.

As referéncias utilizadas neste capitulo sao [I] e [3].

3.1 Generalidades

Como vimos no Capitulo 1, se E é um espago normado, [E pode ser munido, naturalmente,
de uma topologia com a qual E ¢ um EVT localmente convexo e localmente limitado.
Neste caso, a nogao usual de subconjunto limitado — isto é, um subconjunto X C E é
limitado se sup,¢x ||z|| < oo — coincide com a nogao dada para EVTs em geral (1.42{d)).
Esta mesma topologia é obtida se considerarmos E como um espago métrico quando
munido da métrica d(z,y) = ||z — y|| (vide Exemplo [1.§).

A bola aberta (unitdria) em E é definida como sendo o conjunto
B =1z € E:[lz] <1},

e a bola fechada (unitdria) em E é definida como sendo seu fecho, isto é, o conjunto

cl (B(E,II-H))- Verificagoes triviais mostram que
cl (Be)p) ={r €E: [z <1}.

Pela definicao da topologia em E, a familia {(l/n)B(E”,H ‘n € N} é uma base local para
E, que é entao localmente limitado.
Quando nao houver ambiguidade quanto ao espago e/ou a norma utilizada, denotare-
mos somente por B, Bg ou B a bola aberta, e de modo anélogo para a bola fechada.
Um espago normado [E é dito ser um espaco de Banach caso seja completo como espago
métrico com a métrica induzida pela norma. Vimos, como consequéncia do Coroléario[I.15]

que isto significa que E é completo como um EVT.

3.2 Norma de Operador

Sejam E e F espagos normados. O Corolério pode ser interpretado neste caso como

o seguinte:
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Teorema 3.1. Uma aplicagio linear T € L(E,F) € continua se, e somente se, existe
C > 0 tal que para todo x € B, || Tx| < C'||z]].

Definigao 3.2. Dados espagos normados E e F e uma aplicagao T € L(E,F), a norma

de operador de T é
IT)| =sup{||Tz| : x € E, [|zf| < 1} = sup{||Tz| : = € cl (Bg)} -

Note que nao ¢ excluida a possibilidade de que ||T'|| = co. O seguinte teorema associa

a finitude da norma de operador de uma aplicacao linear com a continuidade da mesma.
Teorema 3.3. Seja T € L(E,F).

(a) T € continua se, e somente se, ||T|| < oc.

(b) A norma de operador define de fato uma norma em £ (E,F).

(¢) Para todo x € B, ||Tz| < ||T| |||

(d) Vale a sequinte igualdade:

IT|| = inf{C > 0:Vz € E,||Tz|| < C|z|}.

Demonstragao. Como espagos normados sao localmente limitados e {(1/n) - Bg : n € N}
¢ uma base local para E, o item (a) segue do Teorema [1.11]

Provemos a desigualdade triangular para a norma de operador: Sejam S, T € Z(E,F).
Entao para todo z € Dg, vale ||(T + S)z|| < ||Tz||+][Sz|| < |T||+|S]. Tomando sup,cp,,
obtemos o resultado. As outras propriedades de norma sao faceis, e portanto (b) vale.

Seja agora x € E. Se x # 0, entdo ||T(x/ ||z|)| < [|T||, logo ||Tz|| < ||T]| ||z||, e esta
desigualdade é trivialmente valida para x = 0. Isto prova (c).

Considere L = inf {C' > 0:Vzx € E, ||Tz|| < C|z||}. Pelo item (c), L < ||T||. Reci-
procamente, seja K > 0 tal que para todo z € E, ||Tz|| < K ||z||. Segue que

1T = sup [|Tz]| < sup K ||z]| < K,

z€Dg z€Dg

e portanto ||T|| = L. O

Desta forma, .Z(E,F) possui uma topologia natural induzida pelas normas de E e
F. Uma propriedade importante é que esta topologia na verdade depende somente das

topologias em E e [F, como mostra o seguinte teorema.

Teorema 3.4. Sejam V e W espagos vetoriais. Para i € {1,2}, considere normas ||.[|,,

emV el.||,,; em W. Denote por ||.||; a norma de operador relativamente a ||.||,,; e |||l ;-

(a) Se ki,ky > 0 sdo mimeros tais que |||, o < ki ll.lly e [y, < k2|l entao
11y < Kk [|-[],-
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(b) Se as normas emV e as normas em W sao equivalentes — isto €, induzem as mesmas

topologias — entao ||.||, e ||.||, sdo equivalentes.
Demonstracao. Nas hipoteses do item (a), seja T' € L(V,W). Entao

|T]], = sup ||Tx||w,1§k2 sup ||Tx||w,2§k72||T”2 sup ||33||v2

lzlly <1 Izl <1 lzlly <1
< ik | Tlly sup el = kiko I,
=]y, <1
Isto prova (a). O item (b) segue diretamente. O

Sempre que tratarmos de Z(E,F) (ou de E*, caso F = K), o entenderemos como um
espago normado com a norma de operador a menos de mencao explicita em contrério.
(Lembre-se que podemos considerar a topologia fraca* em E*, mas esta é estritamente

mais fraca que a topologia da norma de operador em E* no caso de dimE = oo, como

vimos no Exemplo [2.13])

Teorema 3.5. Sejam E e F espacos normados com E # {0}. Entio £ (E,F) é um espago

de Banach se, e somente se, F o for.

Demonstragdo. Suponha que F seja um espago de Banach, e seja {7}, }, .y uma sequéncia
de Cauchy (relativamente a norma de operador). Entao para todo z € E, {T,x}, . ¢
uma sequéncia de Cauchy em F, e portanto converge para um ponto Tz € F. Defina
T:xz €E~ Tx €F desta forma. E claro que T & linear. Como {7}, ¢ limitada,
entdo C' = sup,,y ||T]|,, < co. Para todo x € E,

1Tz = lim | Tz ]| < O]

Portanto T' ¢ continua e ||T]| < C.
Dado € > 0, tome N € N tal que para todos n,m > N, temos que

T, — Tl < e.

Entao para todo x € Dg, vale que, para todos n,m > N, |1,z — T,z|| < e. Tomando

M — 00 € SUP,ep,, Obtemos, para todo n > N,
T, —T| <e.

Entao T,, —» T em Z(E,F). Portanto, Z(E,F) é completo.
Para a reciproca, tome (pelo Teorema de Hahn-Banach) ¢ € E* com ||¢|| = 1, e defina

para cada y € F o operador

¢()y:x € E s ¢(x)y €F.
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Note que ¢(-)y ¢ linear e ||¢(-)y|| = ||y||, portanto ¢(-)y € L (E,F). Mais ainda, a
aplicagao

:yelF— o)y e ZETF)

¢ uma isometria linear.

Tome agora {y, },cy sequéncia de Cauchy em F. Entao {®(y,)}, .y ¢ uma sequéncia
de Cauchy em Z(E,F), e portanto converge para uma aplicagao T € Z(E,F).

Se T = 0, entao T' = ®(0), e o resultado segue pois ¢ é uma isometria (neste caso,
limy, = 0). Suponha entdao T" # 0, e tome x € E tal que Tx # 0. Como {¢(x)y,}
converge para Tz # 0, entdo ¢(x) # 0, logo {yn},cn converge para Tx/¢(x). Portanto F

neN

¢é completo. ]
Em particular, E* é um espago de Banach.

Proposicao 3.6. Se E e F sao espagos normado, W € um subespaco denso de & e T €
Z(E,F), entao ||T|| = ||T|wl|-

Demonstragao. A desigualdade ||T|w|| < ||7|| ¢ imediata. A desigualdade inversa segue
de (d) e (b) do Teorema (3.3 tomando limites. O

O seguinte teorema de extensao é consequéncia direta do Teorema e da Proposigao
.0l

Teorema 3.7. Se M € um subespago do espago normado E, F € um espago de Banach e T :
M — F € linear e continua, entio exriste uma unica extensao continua (necessariamente
linear) T : cl(M) — F. Além disso, |T|| = ||T)|, e portanto a aplicacio T — T ¢ uma

1sometria linear.

Provaremos um outro teorema de extensao que pode ser obtido como consequéncia
deste.

Lembre-se que uma aplicacao bilinear B : Vi X Vo — W, onde V;, V, e W sao espagos
vetoriais, ¢ uma aplicacao que é linear em cada entrada, ou seja, para todos x1,y; € Vi,

T2,Y2 € Vo e, €K,
B(xy + oy, k9 + Bys) = B(xy, 22) + aB(y1, x2) + BB(x1,y2) + aBSB(y1, y2).

Teorema 3.8. Dados espacos normados Ei,Ey e F, uma aplicacao bilinear B : Ey xEy —

IF, sao equivalentes:
(a) B € continua;
(b) B € continua em (0,0);
(c) Eziste C > 0 tal que para todos (x1,x5) € Ey X Eo, tem-se que

|B (1, 20) || < Claa || [l2] -
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Demonstracao. A implicac¢ao (a)=-(b) ¢ trivial. Se B ¢é continua em (0,0), existe § > 0
tal que se ||z1]|,||z2]] < 0, onde x; € E;, entao |B(z1,22)|| < 1. Segue que para todos
(@1, 72) € By X Ba, || B(zy, x2)[| < (1/6%) [l ]| [|22]], e (c) vale.

Supondo agora que (c) é vélida, a continuidade de B segue diretamente da desigualdade

seguinte, que é vélida para todos (z1,x2), (y1,%2) € E; X Ey:

|1B(x1,22) = By, y2)|| < Cllaall [z = woll + Cllar — wall [l - O

O conjunto das operagoes bilineares B : V; X V, — W sera denotado por Bil(V; x

Vo, W), e este é um espago vetorial com operagoes definidas ponto a ponto.

Teorema 3.9. A aplicagio ¥V : Bil(VyxVa, W) — L(Vy, L(V2, W)) dada por ¥ (T)(x1)(z2) =

T(z1,x2) € um isomorfismo linear. Caso Eq,Ey e F sejam espagos normados, entao
U ({B € Bil(E, x Ey,F) : B é continua}) = ZL(E,, Z(Eg, F)).
Demonstracao. E facil ver que U ¢ linear e sua inversa ¢ dada por
U YT (21, 20) = T(1)(2), VT € L(Eq, Z(Ey, F)), Y(z1,22) € Ey X Eo,

e portanto ¥ é um isomorfismo. Os Teoremas [3.1] ¢ [3.8] juntamente com a defini¢ao da

norma de operador em Z(Ey, F), provam a outra parte. O

Teorema 3.10. Se E{,E; e F sao espacos normados, F € completo, Ml; C E; e My C E,
sao subespacos e T : Ml; x Mly — F € bilinear, entao existe uma unica aplicacao bilinear
continua T : cl (M) x cl(My) — F que estende T.

Demonstracao. Sejam

U, : Bil(M,; x My, F) = Z(M;, Z(M,,F)) e
Ty : Bil(cl (M) x ol (M) ,F) — 2(cl (M) ,.Z(cl (My) ,F))

as aplicacoes como no ultimo teorema e

exty : L (My, F) — Z(cl (My),F) e
exty 1 L (M, Z(cl(My),F)) — Z(cl (M), Z(cl(My),F)

as aplicagoes de extensao (pois F é completo). Entao
\1151 (ext1 (ext2 @) \Dl(T)))

¢ uma extensao continua de 7', e a unicidade segue de que cl (M; x My) = cl (M) x
cl (Mg) O
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3.3 Dualidade

Como vimos na se¢ao anterior, E* é um espaco de Banach quando munido da norma de
operador, e portanto possui um proprio dual E**, que também é um espago de Banach.
De modo analogo ao feito em E, denotaremos por B* e D*, respectivamente, a bola aberta
e a bola fechada (unitarias) em E*.

Considere agora a valoragao ev(z) : E — L(E*,K). Como |Tz| < ||T||||x]|, entdo
llev(z)|| < ||z||, e portanto ev(z) € E**.

Teorema 3.11. A aplicacio de valoragao, ev: E — E**, € uma isometria linear.

Demonstracao. Dado = € E, a desigualdade |ev(z)|| < ||z| foi mostrada acima. O
Teorema de Hahn-Banach implica que existe T € E* tal que Tx = ||z| e ||T]| = 1, logo
llev(z)|| > ev(x)(T) = ||z||, e portanto héa igualdade. A linearidade é clara. O

Corolario 3.12. D* é compacto na topologia fraca™ de E*.

Demonstracao. Basta notar que D* = {T' € E* : Vx € B, |Tz| < 1}, ou seja, D* é o polar
de B. O resultado segue pelo Teorema de Banach-Alaoglu. [

Exemplo 3.13. Seja V = (*°(N), o espago de todas as sequéncia reais limitadas munido
da norma |[z]] = sup,cy|z(n)|. Entao o disco fechado D* C (¢*°(N))* é compacto na
topologia fraca*, mas nao é sequencialmente compacto.

De fato, considere a sequéncia de funcionais T, : © € (*°(N) — z(n) € K. Claramente
T,, € D*, mas dada qualquer funcao crescente o : N — N, tome z € ¢*° dada por z(n) = 0
sen & o(N)ex(o(n)) =(—1)" paran € N.

Entao {7, (m)}neN = {(=1)"},cn, que & uma sequéncia nao convergente em K, logo
{Ta(n) }n < 180 converge na topologia fraca™, e portanto {7}, }, .y ndo possui subsequéncia

convergente em (£*°(N)*, wsx).

Note que a topologia fraca em E ¢ induzida por E*, e a topologia fraca™ em E** também
¢ induzida por E*. Identificando E* com sua imagem ev(E) C E**, temos, a principio,
dois modos de induzir uma topologia em E por E*. O préximo teorema mostra que estas

topologias na verdade coincidem.
Teorema 3.14. Considere as aplicacoes de valoracao ev: E — E* e ev' : E¥ — [E***,

(a) ev é um homeomorfismo de (E,w) sobre um subespago denso de (E**,wx).

(b) ev(D) € denso em (D**, wx).

Demonstragdo. (a) Considere a inversa ev™! : ev(E) — E, e note que para todo T €

E*, ev*(T)oev =T e Toev ! = ev*(T). Como (E,w) e (E** w*) possuem as

topologias fracas induzidas, respectivamente, por E* e por ev*(E*), isto significa
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1

que ev : (E,w) — (ev(E),wx) e ev ' : (ev(E), wx) — (E,w) sdo continuas, ou seja,

ev ¢ um homeomorfismo destes espacos.

Novamente, da igualdade ev*(T') o ev = T para T € E*, deduzimos que ev*(T)
se anula em ev(E) se, e somente se, 7" se anula em E, ou seja T' = 0 e portanto
ev*(T) = 0. Como o dual de (E** wx) é ev*(E*), o Corolario [2.9 implica que ev(E)

¢ denso em (E**, wx).

(b) Como ev é isometria, entao ev(D) C D**. Quanto a densidade, seja T' € E* tal que
para todo z € D, |ev*(T)(ev(z))| < 1, ou seja |Tz| < 1. Entao ||T|| < 1 e para todo
A € D™, temos que |ev*(T)(A)| < ||A|| IT']| < 1. Segue do Corolario [2.8 que ev(D)
¢ denso em (D™, wx).
[

3.4 Espacos Reflexivos

Definicao 3.15. Um espaco normado E é reflexivo se a aplicacao de valoragao ev : E —

[E** é sobrejetiva.

Note que, pelo Teorema [3.4], reflexibilidade ¢ uma propriedade topologica. Como E**

é completo e ev é isometria, todo espaco reflexivo é necessariamente de Banach.
Teorema 3.16. Seja E um espago de Banach.

(a) E € reflexivo se, e somente se, D é compacto fraco.

(b) E € reflexivo se, e somente se, E* o for.

(c) SeE € reflexivo e F € um subespago fechado de E, entao F ¢é reflexivo.

Demonstragao. (a) Se E ¢ reflexivo, entao (E*™*, wx) = (E*, w), ev : (E,w) — (E*, wx)
¢ um homeomorfismo e ev(D) = D**. Pelo Teorema de Banach-Alaoglu, D** ¢é

compacto fraco*, logo D é compacto fraco.
Reciprocamente, se D é compacto fraco, entao ev(D) é fechado fraco™ em E**, logo
ev(D) = cl (D™, wx) = D** e portanto ev(E) = [J,.,ev(tD) = E**.

(b) Se E é reflexivo, entao (E*,w*) = (E*,w), e o resultado segue do Teorema de
Banach-Alaoglu e do item (a).
Se E* ¢ reflexivo entao, pelo Corolario[2.16} ev(E) é subespago fechado de (E**, w) =
(E**, w%), e portanto ev(E) = E**.

(c) Pelo Teorema de Hahn-Banach,

F* = {T|s: T € E},
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e portanto (F,w) tem a topologia induzida de (E,w). Como Dy = DgNT, este item
segue do item (a) e do Teorema [2.15]
O

Teorema 3.17. Se (Eq, ||.||,) e (Eq, [|.|ly) sdo reflexivos, entio F = E; x Ey € reflexivo.

Demonstrag¢ao. Considere em F a norma do maximo: para todo par (z,y) € F,

1, 9) o = max [z, l[yll,} -

Desta forma, Dy = Dg, X Dg,
Como todo funcional linear continuo em F é da forma (z,y) — Tx + Sy para certos
T € Ef e S € E3, entao a topologia fraca de IF coincide com a topologia produto de (E;, w)

com (Ey, w). Portanto Dy é um compacto fraco, logo F é reflexivo. ]

3.5 Compacidade

Para problemas de minimizacao, € comum utilizar teoremas de compacidade, como o de
Banach-Alaoglu, para garantir que uma certa classe de fung¢oes admita o minimo num
conjunto compacto, por exemplo fungoes continuas. A hipotese de continuidade pode ser

enfraquecida como no que se segue.

Definicao 3.18. Seja & um espaco topoldgico. Um funcional F' : § — R é dito ser semi-
continuo inferiormente se para todo z € S e para todo a < F(z) existir uma vizinhanga
V de z tal que F(V) C (a, ).

Exemplo 3.19. Sejam E um espa¢o de Banach e x € E. Dado ¢ > 0, como ||z| =
sup{|Tz|: T € E*,||T|| = 1}, entdo existe ' € E* com ||T'|| = 1 tal que |Tx| > ||z|| —&/2.
SeyeEe|Ty—Tx| <e/2, entao

[yl = [Tyl = [T| — /2> [lz]| —¢,

e portanto a norma ||.|| é semicontinua inferiormente em E com respeito a topologia fraca,
mas é claro que é continua se, e somente se, a topologia da norma coincide com a fraca,

o que ocorre somente quando E tem dimensao infinita (vide Exemplo [2.13)).

Teorema 3.20. F' : S — R € semicontinuo inferiormente se, e somente se, para todo
a € R, o conjunto F~(—o0,a] € fechado em S, ou equivalentemente, F~1(a,00) € aberto

em S.

Demonstragdo. Basta notar que F~!(—o0,a] ¢ fechado se, e somente se, para todo z, se

F(z) > a ent@o existe uma vizinhanca V' de z tal que F/(V') C (a, c0). O

Teorema 3.21. Se S # @ € compacto e F : § — R € semicontinua inferiormente, entao

F' admaite ponto de minimo.
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Demonstracao. Seja m = inf F'(S) € [—00,00). Suponha por absurdo que m ¢ F(S).
Entao a familia {F~!(a,00) : @ > m} ¢ uma cobertura aberta de S. Por compacidade,
existe @ > m tal que

S C F(a, 00),

contradizendo o fato de que m é infimo de F'(S). Portanto existe xy € S tal que m =

Teorema 3.22 (Método Direto do Calculo das Variagdes). Sejam M um subconjunto
fracamente fechado de um espago de Banach reflexivo E e F' : M — R wma fungao

satisfazendo:

(i) F é fracamente semicontinua inferiormente;

(ii) Eziste a € R tal que F~'(—00,a] € nao vazio e limitado (na norma) em E.
Entao existe xg € M minimizando F, isto €, tal que F(xo) = min F/(M).

Demonstragdo. Se a € R ¢ como em (ii), entao F~'(—o00,a] estd contido numa bola
fechada, que ¢ fracamente compacta pelo Teorema [3.16] Segue que F~!(—o00,a] ¢ um
compacto fraco nao vazio, e portanto, pelo Teorema 3.2, F|p-1(_s o admite um minimi-

zante xy que claramente minimiza F' em M. ]

Uma classe importante de fungdes para problemas de minimizagao em espagos refle-
xivos é a das fungodes convexas, pois semicontinuidade inferior forte e fraca coincidem

nestas, como mostraremos a seguir.

Definicao 3.23. Seja V um espago vetorial. Uma fungao f : V — R é dita ser conveza
se para todos z,y € Vet € [0, 1]

F(A =tz +ty) < (1 —1)f(z) +1f(y),

e f é dita ser estritamente convexa se a desigualdade acima for estrita sempre que x # y
e0<t<l.

Exemplo 3.24. Toda funcdo f : R — R diferenciavel para a qual f' : R — R é néo
decrescente é convexa e, se [’ for estritamente crescente, entdo f é estritamente convexa.

De fato, se x < yem R et € [0, 1], entao existem, pelo Teorema do Valor Médio 2y, zo €
Rtaisquer <z < (1—-t)z+ty <z <ye f'(z1) =[f (1 —t)z+ty) — f(x)]/[t(y — x)]
e fl(z) = [fy) = f(A=)z+ty)]/[(1=1)(y —2)]. A desigualdade f'(z1) < f'(2) ¢
equivalente a f ((1 —t)x +ty) < (1—1t)f(z)+tf(y), e o mesmo vale para as desigualdade
estritas.

Em particular, a funcao t € R+ t2 € R ¢ estritamente convexa.
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Exemplo 3.25. Sejam p : V — R uma seminorma e f : R — R uma aplicagao convexa e

crescente em p(V). Se t € [0, 1] entao

Fo (1 =tz +ty)) < f((1=t)p(z) +tp(y)) < (1 =) f(p(x) +f(p(y)),

portanto fop: )V — R é convexa.

Em particular, pelo exemplo anterior, a aplicagdo p? : z € V +— p(z)? € R é convexa.

Teorema 3.26. Sejam V um EVT localmente convexo e f : V — R uma fung¢do convexa.
Entao f € semicontinua inferiormente se, e somente se, f € fracamente semicontinua

inferiormente.

Demonstragdo. Dado a € R, basta notar que, como f~!(—o00, a] é convexo, entdo ¢ fechado

se, e somente se, for fracamente fechado, e utilizar o Teorema, |3.20] ]
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4 Distribuicdes e Espacos de Sobolev

Em todo este capitulo, fixaremos um nimero natural N € N e um subconjunto aberto,
conexo e nao vazio 2 C RY. Fixaremos também uma familia enumeravel {Qn n e N}

de subconjuntos abertos de €2 satisfazendo

(1) Q= Upen i

(ii) Para todo n € N, ﬁn é limitado e cl (ﬁn) C int (ﬁnﬂ).

(Por exemplo, tome Q, = {z € Q: d(z,0Q) > 1/n e || < n}.) Uma tal sequéncia ¢ de-
nominada uma exaustao de £ por subconjuntos relativamente compactos.

Pelo restante deste trabalho, a seguinte terminologia seré utilizada:

Dados subconjuntos X e Y de um espaco topolégico S, escreveremos X € Y quando
cl (X) for compacto e cl (X) C Y. Com esta notagao, a propriedade (ii) acima é equiva-

lente a
(i) Para todo n € N, Q,, € int (Qn+1>.

C(S) denotara o espago das fungdes continuas com valores em K, e C.(S) C C(S)
denotaré o espago das fungoes continuas com suporte compacto.

Um multi-indice N-dimensional é uma N-upla a = («q,...,ay) de nimeros inteiros
nao negativos, cuja ordem ¢ |a| = oy + -+ + ay. O conjunto de todos os multi-indices

N-dimensionais ¢ N¥. A um multi-indice o associamos o operador diferencial

o o\ o\

O multi-indice nulo ¢ 0 = (0,...,0), e a soma de dois multi-indices a e § é a4+ =
(oy + B1,...,any + By). Escreveremos também D; = (0/0z;) para todo i € {1,...,N}.

Dados z € RY e ¢ > 0, denotaremos por B(z;e) = {y € RV : [z —y| <&}, a bola
aberta de centro z e raio €, e por DY = B(0; 1), o N-disco aberto, de forma que cl (DN) =
{z € RY : |z] < 1} é 0 N-disco fechado. Dado A C RY, e r > 0, denotaremos B(A;r) :=
Uses Blasr).

Dados subconjuntos A, B C R, defina

d(A,B) =inf{la—b|:a€ A, be B}.

No caso de A ser unitério, digamos A = {a}, escreveremos somente d(a, B) = d({a}, B).
Note que d(A, B) = oo se, e somente se, A = & ou B = &. Além disso, dado = € Q,
pode-se verificar que d(z,99Q) = d(z, R \ Q), e que B(x,d(x,00Q)) C Q.
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Neste capitulo, introduziremos uma nocao “fraca” ou “generalizada” para derivagao
em RV, a fim de definir os chamados espacos de Sobolev. Estes espacos aparecem na-
turalmente em problemas variacionais, como o problema de Plateau, e possuem certas
caracteristicas que nos serao muito tteis mais adiante. O estudo feito neste capitulo é

baseado nas referéncias [4], [5] e [6].

4.1 FuncBes-Teste

Considere o K-espago vetorial (lembramos que K = C ou K = R) C*°(Q2) consistindo das
funcoes f : Q — K de classe C*°, isto é, tais que para todo o € N, D*f : Q — K existe
e € continua.

Dados um subconjunto compacto K @ Q e a € NV considere a seminorma pg., :

C*(2) — R dada por
Pria(f) = sup [D*f(z)].

zeK
Considere, de acordo com o Teorema C*(€2) munido com a topologia induzida
pela familia &2 = {pK;a : K C Q compacto, « € NN} destas seminormas. Assim, C*°((2)
é um EVT sobre K localmente convexo e Hausdorff.
Como todo subconjunto compacto K C (2 esta contido em algum dos ﬁn considerados
no inicio do capitulo, entao {pd(ﬁn);a ‘neN,aecNV } é uma subfamilia enumeravel de
Z que induz a topologia de C*(£2), pelo Teorema [1.31] Por [1.32) C*°(2) é metrizavel.

Seja {fn},eny uma sequéncia de Cauchy em C*°(Q). Isto significa que para todo

o € NV, {D*f,}, o ¢ uma sequéncia de Cauchy em C(2) com a topologia de conver-
géncia uniforme em compactos, que é completo (vide Exemplo . Portanto, existem
fungoes continuas g, : 2 — K tais que para todo compacto K C €, {Df,}, . converge
uniformemente em K para g,.

Segue facilmente g, = D%gy, e portanto px.o(fn — go) — 0 quando n — oo para todo
compacto K C Q e o € NV, Isto significa que f, — go em C*°(Q). Concluimos entao que
C>(£2) é completo, e portanto é um espago de Fréchet.

Dado um subconjunto compacto K C €, seja Pk o espago das fungoes f € C®(2) cujo
suporte estd contido em K. Desta forma, Zx = (\,co\x ple};o(O) ¢ um subespago fechado
de C*°(£2), e portanto um espago de Fréchet quando munido da topologia induzida.

Considere agora C2°(€2), o conjunto das fungoes ¢ € C*°(£2) cujo suporte é compacto
e esta contido em Q. A topologia que C*(2) induz em C°(£2) o faz um EVT localmente
convexo Hausdorff nao completo. Para verificar isto, tome N = 1, 2 = R e, para todo

n €N, ¢, : R — R dadas por

1 1
exXp ﬁ—m , S8e T € (—n,n)

0 ,se x € R\ (—n,n).

%(33) =
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Entdo 1, € C®(R) e suppy,, = [-n,n], donde v, € C®(R) para todo n € N. E
simples verificar que ¥, — yr em C*(£2), onde yg é fun¢ao constante a 1 em R. Como
xr € C®(R)\ C*(R), C*(R) nao ¢ fechado, e portanto nao ¢ completo.

Argumentos similares podem ser utilizados para mostrar que C2°(2) nao é fechado em
C*>(Q) para qualquer €.

A fim de tornar C2°(2) um EVT completo, introduziremos a seguinte topologia.

Definicao 4.1. O espago C2°(£2) munido da topologia de limite direto estrito da sequéncia

{.@Cl@ >} ¢ denominado espago das fungoes-teste (em (), e é denotado por Z(f).
") J neN

Portanto, Z(2) ¢ um EVT localmente convexo Hausdorff e complet(ﬂ De modo
equivalente (via o Teorema [2.22)), 2(£) possui a topologia de limite direto dada pelas
inclusdes Zx — C.(Q), para K C Q compacto. Portanto, um funcional linear T :
2(£2) — K é continuo se, e somente se, para todo subconjunto compacto K C €2, existem

k € Ne C > 0 tais que para toda ¢ € Y,

T(¢)| < C ) sup [D¢()].

la| <k rzeK

4.2 Regularizacdes

Ao estudar generalizacoes de derivadas, é natural que queiramos que as fungoes conside-
radas possam ser adequadamente aproximadas por funcoes suaves. Um modo conhecido

de se obter isto é por meio das “regularizacoes” que serao introduzidas nesta secao.

Definicao 4.2. Um molificador é uma funcao suave p : RN — K tal que suppp C DV e
f p=1
RN

Exemplo 4.3. A funcao p : RN — K dada por

cexp ,se |z| <1

2 =1
0 , se |z| =1,

p(r) =

onde ¢ > 0 é escolhido de forma que [ p = 1, ¢ um molificador denominado de molificador
RN
padrao. Note que p(z) = p(y) se |z| = |y|.

Sejam p um molificador e f : 2 — K uma funcao continua. Dado x € €2, tome £ > 0

tal que B(x;2¢) C Q. Note agora que se € é suficientemente pequeno, entao f(y) ~ f(x)

1 No sentido de que Z(f2) ndio é um espaco de Fréchet, pois ndo é metrizavel (vide Teorema [2.29)).
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se |z — y| < e. Desta forma, devemos ter

cl(B(x;e))

z—y
(/)f(y)p( . >dy

DN
~e N
cl(B(z;e)

O dltimo termo acima tem a propriedade de que se tomarmos derivadas parciais sob
o sinal da integral, estaremos derivando somente p, que é de classe C'°. Isto motiva a

seguinte defini¢ao:

Definigao 4.4. Sejam u € L} (Q)ﬂ e ¢ € C.(RY), e considere o conjunto

loc
Qy={x € Q:2—suppp € Q}.

O produto de convolugao de u e ¢ é a fungao (u * ¢) : Q — K definida por

(ux 6)(z) = / w(y)d(x — y)dy = / w(y)(z — y)dy

Q T—supp¢

caso v € Qy e (ux¢)(x) =0 caso x € Q\ Q.

Observagao 4.5. A defini¢ao de (u* @) deiza claro que, como ¢ € uniformemente conti-
nua, entio (u* @) € continua em Q. Além disso, Qdy € aberto, pois se x € Qy e |y — x| <
d(x—suppp, 02) /2, entao verifica-se facilmente que d(y— suppp, 0Q) > d(x—suppp, d2)/2
e portanto y — suppd C U, qpps B2 d(z — suppg, 092) /2) € Q.

1
loc

Proposigao 4.6. Seu € L} () e ¢ € C.(RY) possui a i-ésima derivada parcial continua
em ), entdo (u* ¢) possui a i-ésima derivada parcial continua em Qy, e D;(u* ¢)(x) =
(u* D;¢)(x), para todo x € Q.

Demonstragdo. Sejam x € Q4 e {h,}, oy € R uma sequéncia convergindo para 0. Suponha

também que 0 < |h,| < d(z — supp¢, 92)/2 para todo n € N. Note que, definido

Q= J {y eRY :d(y,x — suppg) < |hal},

neN

temos que x — supp¢ C Qe

Seja {e1,...,en} a base canonica de RY. Entao para todo n € N,
u*x @)(x+ hpe;) — (u*xo)(x r—y—+ hye;) — olx —
(0 o ) = 0) _ [ 0=yt bt =0l =),
P, / h,
Q

2 Vide o Apéndice A para a definigdo e algumas propriedades de Li (Q).
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O integrando acima converge pontualmente para u(y)D;¢(xz — y), e, pelo Teorema do

Valor Médio (aplicado & fungao t — ¢(x — y + te;)), € limitado por |u| ||D;¢ .5, que é

integravel em Q. Entdo

(u* d)(@ + hnei) — (u* ¢)(2)
hn

— (u* D;o)(x) quando n — oo

pelo Teorema da Convergéncia Dominada (vide referéncia [7], Teorema 4.1.1(c)). Isto,
juntamente com a Observagao [£.5], prova a proposi¢ao. O

Corolario 4.7. Seu € L}, (Q) e p € CX(RY) entio (uxg)|q, € CF(Qy), e D*(ux¢)(x) =

loc

(ux DY¢)(x) para todo a € NN e para todo x € Q.

Pelo restante da secdo, fixe um molificador p : RY — R e considere para cada h > 0

a funcdo p : RN — R dada por

_ N (T
pr(x) = h p(h>-
Desta forma, suppp, C cl(B(0;h)). Considere também, para cada h > 0, o aberto
Q= {z € Q:d(x,00) > h} e note que ), C Q,,. Portanto, se u € L () entdo (ux*py)

esta definida e é de classe C*> em Q. A funcdo (u * py) é dita ser uma regularizagdo

(local) de w.

Proposigdo 4.8. Seja u € L (Qf] com supp(u) é compacto. Entio (ux py) € CZ(Q)
para 0 < h < d(supp(u),0N)/2 e, para todo a € N, D*(u* pp,) = (u* D%py) em .

Demonstrag¢ao. Suponha 0 < h < d(supp(u),99Q)/2, e fixe « € NV¥. Note que Q =
{z € Q:d(z,supp(u)) < 2h} & aberto e Q € Q,,. Pelo Corolario (u * pp) é suave em
Q e D*(u* pp) = (u* D%y) em Q.

Além disso, como u ¢ identicamente nula em Q\ suppu e pp(z—y) = 0 caso |[x—y| > h

(z,y € RY), segue que (u * py,) é identicamente nula no aberto
QO :={x € Q:d(x,supp(u)) > h)}.

Neste caso, também segue que (u * py) é suave em 0y e D¥(u* pp) = 0= (u* D%pp,) em
Q.

Como QU Q, = Q, entdo (u* pp) & suave em 2 e supp(u * pp) C Q € O, e portanto
(uxpp) € C(Q) e D*(u* pp) = (ux D¥pp) em €. O

Lema 4.9. Se u € C°(Q) e Q € Q entio {(u * Ph)}hso COnverge uniformemente para u

em () quando h tende a 0.

3 Aqui, consideramos v como uma funcéo no sentido classico, para que faca sentido considerarmos seu

suporte. Ver Definicao
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Demonstragio. Se h < d(Q,09)/2 entdao Q € Oy, logo (u * pp)( f p(2)u(z — hz)dz

para x € Q. Portanto

[ = (u s pn) iy < sup /p(Z)IU(w) —u(z — hz)|dz
zeQ
DN

e o resultado fica claro, pois v é uniformemente continua em B(§~2; h) € Q, e p & um

molificador. O]

Lema 4.10. Seja 1 < p < 0.

(a) Seue Ly (Q), Q€ Q e0<h<dQ00), entio (uxpy) € LP(Q) e ||(u* py)ll,.q <
HUHP;B(@h)'

(b) Sewue LP(R), entio (ux* pp) € LP() para todo h >0, e |[(u* pn)l|,.q < |ull,.q-

Demonstragao. Primeiro note que para todos z € Qe 0 < h < d(z,09),
p
[ (w pp) ()P < /p(Z)l_l/pP(Z)l/”IU(fE — hz)|dz
DN

< o]

v [P@lule ~h2paz = [ p@lute - hopa:

DN DN

pela desigualdade de Holder, onde p’ é o conjugado de Holder de p (veja a Definigao |A.4)).

(a) Sew e L}

loc

|| (w* pp)| // Yu(x — hz)[Pdzde < / / lu(y)[Pdydz

QDN

(Q) e h < d(€,09), entdo B(Q;h) € €, portanto

_|| ||pBQh

(b) Seja u € LP(RY) a extensdo de u por 0. Entao

It o)l < 1@ ol < [ [ o) ata = ha) Pz

RNDN

< [ o) [l ~ he)Pdedz = il = Jull- O

DN RN

Proposigao 4.11. Sejam 1 < p < oo, u € L} (Q) e Q € Q. Entio {(ux* Ph) Yoch<d@.00)
converge para u em LP(Q) quando h tende a O.I

4 Nao é necessariamente verdade que (uxpy,) € LlOC(Q)7 e portanto nao podemos dizer que {(u * pn)} <

converge em LI (€) para u, embora esta proposi¢ao afirme algo muito semelhante.
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Demonstracao. Fixe 0 < jg < d(ﬁ,@Q)/Z. Dado ¢ > 0, tome w € C°Q) tal que
lu—wll, p@,y < € (vide Teorema [A.22). Para todo h < jo suficientemente pequeno,

temos que [|w — (w * pn)||,,.p@.,) < € € Portanto

[ = (usx )l e < [l = wll g + o = (w* )l 5 + [[(w * pr) = (wx pn)ll,5

<26 + |[((w —w) % pp)l 5 < 26 + [[(w — w)|,, ) < 3¢ O

Corolario 4.12. Se 1 < p < o0 e u € LP(Q) entao {(u* py)},., converge para u em
LP(QY) quando h tende a 0.

Demonstracao. Seja € > 0. Pela regularidade da medida de Lebesgue e pelo fato da
integral indefinida de |u|P ser absolutamente continua com respeito & medida de Lebesgue,
podemos escolher abertos ; € (2 € Q tais que [|ul], o, < &. Pela proposicao anterior,

se h > 0 & suficientemente pequeno entao ||u — (u * pp)|| .o, < € € portanto

;2

||U - (u * ph)”p;ﬂ S 2e + ||(U * ph)”p;Q\QQ S 2e + ||(U’ * ph)”p;Q\cl(Ql)
< 2e + [|ull ooy < 3¢ O

Corolario 4.13. C*(Q)) é denso em LP(Q).

Demonstragdo. Seja f € C.(S2). Se h < d(suppf,99)/2, entao (f * pn)la,, \0,, = 0, logo
(f *pn) € CX(Q). O resultado segue do tltimo corolario e do fato que C.(2) é denso em
LP(Q) (vide apéndice A, Corolario [A.14). O

4.3 Distribuicdes e Derivadas Fracas

Definigao 4.14. Uma distribui¢ao (ou fung¢ao generalizada) em € é um funcional linear
continuo em Z(2). O espaco Z'(2) = 2(Q)* das distribuigdes em €2 é munido da

topologia fraca™*.

Lema 4.15 (Lema de du Bois-Reymond). Se v € L () e [up = 0 para toda ¢ €
0
C(Q), entio u =0 em L; ().

loc

Demonstragao. Tome um molificador p € C°(RY) e h > 0. Note agora que se z € Q,,

entao (u * pp)(x) = [u(y)pn(x —y)dy = 0, ou seja, (ux* p,) = 0 € LL (). Como
0
L .(Q) quando h tende a 0, entao u = 0. O

{(u* pn)},~o converge para u em Ly,

loc

Proposic¢ao 4.16. Se u € L} .(Q), entio a aplicagio T, : ¢ € D(Q) — [(¢u) € uma
0

distribuicao. Além disso, a aplicagio T : w € L},.(Q) — T, € 2'(Q) € linear, continua e

loc

mjetiva.
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Demonstragio. Se u € LL (), entdo T, é linear e para todo aberto Q € Q e toda ¢ € D5

loc

Tu(6)] = | / dul < Nl r gy 6] e
Q

Isto mostra que 7T, é uma distribuicao e que 71" é continua, visto que é obviamente linear.

A injetividade de T é exatamente o lema de du Bois-Reymond. [

Vamos motivar a definicio de derivadas fracas. Sejam 1 € C*(Q) e a € NV, Para

toda ¢ € C'°(Q2), temos que, integrando por partes,
Tpesl0) = [ D70 = (1) [6D% = (1) Ty (D7)
Q Q
Pelo lema de du Bois-Reymond, se v € Ll (Q) satisfaz [ve = (—1)!* [1)D%¢ para toda
Q Q

¢ € C.(Q), entdo v = D em Li (). Isto motiva a seguinte definigao.

Definigao 4.17. Dadas T € 2'(Q2) e a € NV, a a-ésima derivada de T é a aplicagio
DT : ¢ € D(Q) = (=1)IT(D¢).

Seja T' € 2'(2). Dado um compacto K C €, existem k& € N e C' > 0 tais que para
toda ¢ € Yy,

T(@)| < C D sup |D(x)|.

181<k °€ K

Portanto, dado o € NV temos que, para toda ¢ € 2(),

DT (9)] = |T(DM)| < C ) SHEID“%(H?)\ <C Y sup|D7(x)],

181<k “€ 18 <k+a) TEK

e portanto DT é continua.

Na motivagao, demonstramos o seguinte:
Proposigao 4.18. Se ¢ € C*(Q) e a € NV entio DTy, = Tpay.
Proposicao 4.19. D*: T € 2'(Q) — D*T € 7'(Q2) € (linear e) continua.

Demonstrag¢ao. Lembremos que a topologia de 2'(£2) é gerada pela familia de seminormas

{lev(e)| - 0 € 2()}.
Seja « € NV. Note que, dada ¢ € 2(Q) e T € 2'(Q), temos que

ev(@)(DT) = [D*T(¢)| = |T(D*¢)| = lev(D¢)(T)|.
Pelo Corolario [I.31) D é continua. O

Lema 4.20. Sejam u,v € L} (), a € NV e ¢ € C(Q) e suponha que T, = D°T,.
Entao dado h >0, D*(u* ¢) = (v* ¢) em .
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Demonstragao. Dado x € €y, temos, pelo Corolario [4.7) e pela definicao [£.17],

D?(u % 6)(x) = (u D) (z) = / u(y) D2 — y)dy
Q

— (1) / u(y) (D29) (@ — y)dy = / v(y)d(@ — y)dy

Q Q

= (v*¢)(x).
[l

Teorema 4.21. Suponha u,v € L} (Q) e « € NV¥. Se T, = DT, entio eriste uma

loc

sequéncia {up}, .y € CF(Q) e K > 0 satisfazendo:

(i) u=1lim, o u, €v=Ilim, o D, em L}, (Q);

(ii) Para todos 0y € Qg € §, existe ng € N tal que para todo n > ng e para todo x € €,
|un(2)] < K [|ullyq, € [D%unm ()] < K v]q,

Reciprocamente, se existe uma sequéncia {u,}, .y C C1°N(Q) tal que u = lim, o0 u, €

v =lim,_,o, D%, em L} (), entio T, = D°T,.

Demonstracao. Primeiro, considere a sequéncia {Qn} fixada no inicio do capitulo.
neN

Tome fungoes 1, € C°(2) tais que wn’ﬁn =1 e suppy, € ﬁnﬂ. Considere também um
molificador p € C=(RY).

Se T,, = D*T,,, tome uma sequéncia de nimeros reais {r(n)} _y de forma que lim,,_,. r(n) =

neN
0 e que, para todon € N, 7(n) > 0e Q,41 € Q. Defina entdo

Desta forma, u,, € C>*(Q) e, pela escolha das 1, u = lim, . u, em L

(), pela
Proposicao m Também, dado um subconjunto Qe ), temos que, para todo n sufici-
entemente grande, D%u, = (V* py(n)) €m (2, pelo Lema e portanto v = lim,,_,.o D%u,,
em L{ _(Q). Isto prova (i).

Quando a (ii), se 21 € Qy € €, temos que para todo n suficientemente grande,
r(n) < d(€q,09s). Entao, dado um tal n, para todo = € €

|un ()] < /|U(x — h2)|p(2)dz < |[pllomn lulliq,
DN

e, analogamente, |D%u,(2)| < [[p]l oz [10]]1,0,-

5 A existéncia de tais funcdes é consequéncia do Teorema de Existéncia de Particoes da Unidade. Para

referéncia, veja o Lema 2.26 de [g].
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Para a reciproca, se u = lim,,_ o u, € v = lim,,_,ooc D%u,, em LIOC(Q), entao para toda
¢ € CX(Q) e para todo n € N, temos que

DT, (¢) = (—1) / U, D% = / D%up¢p = Tpau, (¢).
Q

Q

Pela parte de continuidade na Proposicao e como D® é continua, entao DT, =
T,. O

Observacgao 4.22. Na primeira parte do Teorema a sequéncia {un}, y foi cons-
truida independentemente de v. Portanto, os mesmos argumentos utilizados mostram que
sew € L (Q) e 8 €NV sdo tais que T,, = D°T,, entio DPu,, — w em L} ().

Definigao 4.23. Dado k € N U {oco}, definimos
WHQ) = {u € L (Q) :Va e NV, |a| < k,Tv e L. (Q) tal que T, = DT, }.

Deste ponto em diante, se u € W*(Q) e |a| < k, denotaremos por D%u a (tnica)
fungdo v € Li .(Q) tal que T, = D*T,,, que é denominada de a-ésima deriada fraca de
u, que é dita ser, portanto, fracamente diferencidvel até ordem k. As derivadas usuais de
u, caso existam, serao denominadas derivadas cldssicas.

Vamos mostrar agora que D® satisfaz propriedades andlogas as da derivacao usual.
Primeiro, provaremos a regra da cadeia para composi¢oes da forma uo ¥, com u € W(Q)

e U: Q) — Q difeomorfismo entre abertos de RY.

Proposigao 4.24 (Regra da Cadeia 1). Sejam v € W1(Q2), A C RY um aberto e ¥ =
(Uy,...,¥y) : A = Q um difeomorfismo de classe C'. Entio uo W € WY(A) e, para
todoi € {1,...,N},

N
i(uo W) Z (Dyu) o W) D;Wy.
k=1

Demonstracao. Fixei € {1,...,N}. Pelo Teorerna e pela Observacao “ podemos
escolher uma sequéncia {u, } C C>(Q) tal que u, — u e Dyu, — Dyu em L (),
para cada k € {1,...,N}.

Seja A € A. Como W ¢é difeomorfismo C*, entdo W(A) € Q. Seja

neN

N
C = ||det DYY| _yz) + D (D) 0 W7z < 00

k=1
Temos que, pelo Teorema de Mudanca de Coordenadas,

/|uno\11—uo\11] /\un—u||detD\If 1|<C/|un—u]—>0

T(A) v(A)
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e, pela regra da cadeia usual e novamente pelo Teorema de Mudanca de Coordenadas,

1 k=1 "~

/]Di(un o) = 3" (D) 0 U) D, | < Z/\ (Dytn) 0 W) — ((Dyur) 0 W) || Dy

N
-3 / Dyt — Dyt|(Ds0y) 0 U= det DT|

M=)

N
< CQZ / |Dkun — Dku| — 0,
@)

portanto u, o ¢ — wo ¢ e Di(u, 0 d) — Son_ (Dpu) o ¢Dsgy, em L (A). O resultado
segue pelo Teorema [4.21] O

Pelo restante desta segao, suporemos K = R. Agora demonstraremos a Regra da

Cadeia para fungoes da forma fowu, com f: R = Reu e W(Q).

Lema 4.25. Sejam f € CY(R) com f' € L*(R) e u € WY(Q). Entio fou e W'(Q) e
Di(f ou) = (f' ou)Dsu para todo i € {1,...,N}.

Demonstracao. Primeiro note que, pelo Teorema do Valor Médio, para todo z € (2 existe
t € R tal que f(u(x)) = f(0) + f(t)u(x), logo,

|(f ew) (@) < O] + [1f loir [u(2)]

para todo x € €2, e que
|(f" o u)(@) Diu(x)] < [1f | o | Diul)|
para todo x € Q. Entao, temos que f ou, (f' ou)D;u € L ().
C C>=(Q) convergindo para u em Li (Q) e tal que

loc
Sejai € {1,...,N}. Tome {uy},  C Joc

L (). Tomando subsequéncias se necessério, podemos

{Djun}, ey converge para Dyu em Ly,

supor, de acordo com o Teorema[A.20] que estas sequéncias convergem pontualmente q.t.p.
para seus respectivos limites.

Dados Q€ QeneN , 0 Teorema do Valor Médio implica, novamente, que para todo
z € Q, [f(un(x)) — fu(@))] < ||l ip lun(x) — u(z)], logo

Hf O Up — f © qu;ﬁ S Hf/Hoo;]R H'Lbn - u“l;ﬁ — 0.
Note agora que, pela regra da cadeia usual, para todo n € N,

1Di(f o un) = (f ou)Diully.g = [I(f" o un) Dittn — (f" 0 u) Dyul|, 5
< ("o un)(Diun — Di)|| .5 + [[((f 0 un) — (f 0 w)) Dyull, g

<N Moo |1 Diten, — DiU||1;ﬁ+/|(f'oun) — (f" o u)||Djul.
G
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Como f’ é continua entao |(f' ou,) — (f' ow)||D;u| — 0 pontualmente q.t.p. em Q. Pelo
Teorema da Convergéncia Dominada, a integral no lado direito da segunda desigualdade
acima converge para 0.

Concluimos que fou, — foue Di(fou,) — (f ou)Dyu em L _(Q). Portanto,

loc

foueWHQ)e Di(fou)=(f ou)D;uD;(f ou) paral <i < N. O

Se u : 2 — R é uma funcao qualquer, a parte positiva e a parte negativa de u sao as
funcoes
v = max {u, 0} e u =-—min{u,0}.

Lema 4.26. Se u € W(Q), entio u™,u™, |u] € W(Q) e

Dot () Dyu(x) , seu(x) >0 D (x) = 0 , seu(z) >0 |
0 , seu(x) <0 Diu(z) , seu(x) <0
Du(x) , seu(x) >0
e Diul(x) =<0 , seu(z) =0,
—Dju(z) , seu(z) <0

para quase todo x € £ e para todo 1 < i < N.

Demonstracao. Para cada € > 0, considere a aplicacao f. : R — R dada por

2+ )2 —e [set>0
0 ,set < 0.

fs(t) =

Entao f. satisfaz as condigdes do lema anterior, e portanto para toda ¢ € C°(€2) e
todo i € {1,..., N},
Jtrowpo=- [ (zou(Due.
Q u(x)>0
Como f; e f! convergem uniformemente para as fungoes idg - X(0,00) € X(0,00), I€Specti-
vamente, quando ¢ tende a 0 (onde x4 denota a funcao caracteristica de um subconjunto

A C R), e ¢ tem suporte compacto, podemos tomar o limite € — 0 na igualdade acima,

Jupo=- [ (Do,

Q u(z)>0

o que nos da

para toda ¢ € C°(Q). Isto prova a a afirmagao feita para u™ (visto que as fungoes em
questdo sdo limitadas pontualmente por |u|+ |D;ul, e portanto pertencem a Li. (£2)). As

outras afirmacoes seguem deste caso e das igualdades

u = (—u)" e lu| =ut +u". O
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Coroléario 4.27. Se u € W(Q), entao Diu = 0 q.t.p. para 1 < 1 < N em qualquer

dominio no qual u seja constante.

Demonstracao. Dados ¢ € R e 1 <1 < N, basta observar que para quase todo ponto
x € Q, Diu(x) = Di(u—c)(z) = Di(u—c)"(x) — Di(u—c)~(x), que vale 0 se u(z) = c. O

Teorema 4.28 (Regra da Cadeia 2). Se f : R — R é C' por partes com [ € L™(R)
eu € WHQ), entio fou € WYQ). Além disso, se L é o conjunto dos pontos de

descontinuidade (ou inexisténcia) de f', entdao para todo 1 <i < N,

f(u(x))Diu , seu(x) & L

D;(fou)lx)=
fout 0 , seu(zx) € L.

Demonstracao. Se L = & o resultado é imediato do Lema [4.25] Caso contrario, sejam k

o nimero de elementos de L e ¢ € L. Tome funcdes fi, fo : R = R tais que fi|(—ooq =

f|(—oo,c] € f2|[c,oo) - f

descontinuidades. Note entao que para todo = € €,

(fou)(@) = fi ((u@) — )~ +c) + fo (—(ulx) — )" +¢) = fle).

le00)s que f1, f5 € L¥(R) e que f] e f; possuam no méaximo k — 1

Caso k = 1, basta aplicar os resultados anteriores na igualdade acima. O caso geral

segue desta mesma igualdade por indugao. O]

Por fim, provaremos a que a féormula classica da regra do produto também é valida

neste contexto generalizado.

Teorema 4.29 (Regra do Produto). Sejam u,v € W(Q), e suponha que uv, uD;v,vD;u €
L, .(Q) para todo 1 < i < N. Entio wv € WHQ) e para todo 1 < i < n, D;(uv) =

loc

uD;v +vD;u.

Demonstracao. Fixe 1 < i < N. Suponha primeiro que v € C*(2) (neste caso, ¢é
imediato que uv,uD;v,vD;u € Li () para todo 1 < i < N). Dada ¢ € C°(Q), temos
que vo € C°(92). Pela regra do produto usual e pela defini¢ao das derivadas fracas de u,

temos que

/(uDiv +vDu)o = /u(Divgb — D;(vo)) = —/uvDing.
Q Q Q
Segue que existe D;(uv) = uD;v + vD;u, e portanto uv € W(Q).
No caso geral, suponha somente que v € W'(Q). Considere uma sequéncia {v,},
e K > 0 satisfazendo (i) e (ii) de [4.2]] Tomando subsequéncias se necessario, também
podemos supor que v(z) = lim, o v,(x) e Div(x) = lim, o Div,(x) q.t.p. em Q (vide

A.20). Seja ¢ € C°(Q2). Entdo, pelo caso anterior, para todo n € N,

/(uvn)leﬁ = —/(uDivn + v, Diu)o.

Q Q
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Como ¢ tem suporte compacto, as integrais acima podem ser tomadas em algum
subconjunto Q € Q. Pela propriedade (ii) de , podemos aplicar o Teorema da Con-

vergéncia Dominada e tomar o limite n — oo sob o sinal da integral, obtendo

/ () Dip = — / (uDs + vDu)g

Q Q

para toda ¢ € C2°(Q2). Segue entdo o resultado. O

4.4  Espacos de Sobolev

Até o presente momento estudamos derivacao de fungoes apenas localmente integréaveis.
Agora vamos nos concentrar na derivacao de fungdes em espagos do tipo LP(2) e cujas
derivadas também pertencem a LP(2). Os espagos que contém estas fungoes sao chamados

espacos de Sobolev.

Definigao 4.30. Dados 1 < p < o0 e k € N, o espago de Sobolev W*P(Q) consiste
das fungoes u € LP(2) que possuem todas as derivadas fracas até ordem k e estas sdo
elementos de LP((2), munido da topologia induzida pela norma ||.|, .o WkP(Q) — R
dada por

lully o = D 1Dl

o<k

Em particular, W*?(Q) uma sequéncia {u,},y converge para 0 em W"P(Q) se, e

somente se, { Dy}, .y converge para 0 em LF(Q2) para todo o € NV com |a| < k.
Teorema 4.31. W5P(Q) é um espago de Banach para todos k € N e p € [1,00).

Demonstragao. Seja {u,}, .y uma sequéncia de Cauchy em W*P(2). Entdo para cada
multi-indice o com || < k, { D%y}, .y ¢ uma sequéncia de Cauchy em LP(2), e portanto
converge para um elemento u, € LP((2).
Como as inclusdes LP(Q) < L} () < LL () (vide Teorema [A.25)e as aplicagao
T:L. . (Q)— 2(Q) e D*: 2'(Q) — 2'(Q) sdo continuas, entdo
Ty = lim Tpay, = lim D°T,, = D°T,

uog
n—0o0 n—oo

e isto significa que u, = D%ug, pela convencao adotada. Portanto, ug = lim,,_,o, u, em
WHhP(Q). 0

Corolario 4.32. W*P(Q) ¢ reflexivo para 1 < p < oo.

Demonstragao. Seja {a, ..., a;,} uma enumeragao do conjunto dos multi-indices o com

la| < k. Entao a aplicagao

L:u€ WrP(Q) s (D*u,..., D) € LP(Q)™ = LP(Q) x -+ x LP(Q)
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¢ uma isometria, quando consideramos a norma da soma em LP(Q)™. Como W*P(Q) ¢
completo, entao L(W*P(Q)) é fechado em LP(Q)™. Logo, W"P(£) ¢ isométrico ao espago
reflexivo L(W*?(Q)), e portanto W*?(Q) também é reflexivo. O

Como WHP(Q) foi construido de forma que pudéssemos estender a nogao usual de
derivada, uma outra propriedade importante que procuramos é que a nocao usual valha
para uma classe suficientemente grande de funcoes em W*P(Q). Este é o caso, como
mostra o seguinte teorema.

Dada uma fungao f : Q0 — K, denote por ]7: RY — K a extensao de f por (ﬂ

Lema 4.33. Se p € C*®(Q) é um molificador, k € N, 1 < p < 0o e u € WFP(Q), entdo

{(@x pn)la})~ converge para u em WHP(Q) quando h tende a 0.

Demonstragio. Dada u € WHEP(Q), para cada multi-indice o com |o| < k, D € LP(Q),
e portanto Deu € LP(RY). Pela Proposicao e pelo Corolario , D*(u * p) =
(D*u) * pp, = D*u em LP()) quando h — 0.

Logo, (@ * pp)|a — u em W*P(Q) quando h — 0. O

Teorema 4.34. C°(Q) N WkP(Q) ¢é denso em WHP(Q).

Demonstracao. Considere a sequéncia {Qn} fixada no inicio deste capitulo. Defina
neN

Q=0 ,=0e para todon € N, U, = @n\cl (Qn_2>. Entao ¢ = {U, : n € N} é uma
cobertura aberta de Q. Tome uma particio C* da unidade ¥ subordinada a &[]

Seja ¢, a soma (finita) das fungoes ¢ € W cujo suporte esta contido em Uy, e para cada
n € N seja 9,41 a soma (finita) das fungoes 1) € ¥ cujo suporte esta contido em U,,41,
mas nao em U; para j < n+ 1. Assim, suppy, € U, paratodon € Ne >~ 1, =1 em
Q.

Fixe u € W*?(Q) e um molificador p. Seja ¢ > 0. Pelo Lema , para cada n € N

podemos escolher h,, > 0 suficientemente pequeno de forma que ((,u) * pp, ) € C2(Q),

supp((Ynu) * pp,,) € Uy, €

”(wnu * phn) - wn“”k,p;ﬂ = H(wnu * phn) — pu |k,p;Un <27

Seja ) =Y (Ynu*py, ). Note que esta soma é finita em cada U, e portanto ¢ esta

bem definida e é de classe C*°. Segue que

lppia S € <00

S = Dl < 3 bt — (Wt pn,)
n=1

lal<k

Esta desigualdade mostra que ¢ € C*(2) N W*P(Q) e ||u — Vllppa <€ O

6 E necessario considerar estas extensoes na demonstracio do préximo lema, onde é usada a Proposicio

4.6] que fala de igualdade, a principio, em um subconjunto de €2 que depende de p e de h. Ao
estendermos u, conseguimos igualdade em (2.
Veja a referéncia [8], Capitulo 2.
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4.5 Desigualdade de Sobolev

Definigao 4.35. W *(Q) ¢ o fecho de C°(Q) em WHP(Q).

Da definicdo, os elementos de Wi (Q) podem ser visualizados (intuitivamente) como
elementos de W*P(Q) que se anulam no bordo de €. Isto ¢ reforcado pelo seguinte

resultado.

Proposicio 4.36. Se u € W*?(Q) satisfaz supp(u) € Q entio u € WiP(Q). Em parti-
cular, Co(Q) NWHP(Q) C WEP(Q).

Demonstrac¢do. Suponha v € WHP(Q) com supp(u) € €. Pela proposicao e pelo
Coroléario 4.7, para todo n € N suficientemente grande, temos que (u * p1/n) € C2(Q)
e que D¥(u * pi/n) = (D% * p1/n) em Q para todo |a| < k. Como (u * p1/,) — u em
WP (Q) pelo Lema , segue que u € WP (Q). O

Nesta secao sera provada a desigualdade de Sobolev, que é um dos teoremas conheci-
dos como mergulhos de Sobolev. Esta desigualdade mostra a existéncia de uma inclusao
continua W(f P(Q) C L4(Q) para algum g > p dependendo de p, n, e k. Alguns resultados

técnicos preliminares serao necessarios para a demonstragao deste teorema.

Definigao 4.37 (Norma LP mista). Sejam p = (pi,...,pn) € [1,00]" (isto ¢, 1 < p; <

o0) e u : RY — R uma fungdo mensuravel. A p-norma de u é dada por

lull, =

)
pn;R(dz )

H HUHPMR(dxl) p2;R(dzz2) o

onde dz; indica que a variavel de integragao (ou em que se toma esssup, caso p; = 00) é

;.
Mais precisamente, [|uf|, ¢ definida indutivamente do seguinte modo:
(i) Se N =1, p=p € [l,o0], entdo [lull, = [l g;

(i) Seu: R - Rep=(p1,...,pn11) € [1,00]¥ " sejam q = (py, . .., py) e defina,

para cada t € R, u(-,t) : z € RN — u(z,t) EReug:t € R — |lu(-,¢)],. Define-se

lq
entao

||u||p = ||uq||pn+1;R :
Aplicando a desigualdade de Holder variavel por variavel, chegamos no seguinte resul-
tado:

Proposigao 4.38 (Desigualdade de Holder mista). Se p!,...,p",r € [1,00]", com p’ =
(P, ... ,pg\,) er = (ry,...,ry) satisfazem, para todo i € {1,...,N}, 1/r; = E}Ll 1/pl, e

Uy, ..., U, SA0 fungoes mensurdveis, entao

n
-l < T sl -
j=1
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Caso N > 2, dados um vetor x = (z1,...,7,) € R¥ ei € {1,..., N}, denotaremos
por 7; € R¥=1 o vetor
T = (X1, ., T 1, Tig1, - - TN)-
Lema 4.39. Seja Q C RY um aberto, e suponha N > 2. Para cada j € {1,...,N},
seja Q; C RN a imagem de Q pela aplicagio x — T;, e seja Fj : Q; — R uma fungio
mensurdvel. Considere agora a fun¢io F : v € Q — vazl F;(z;) € R. Entao F (é

mensurdvel e) satisfaz
N
110 U 1E5ll 1,0, -
Demonstragio. Para cada j € {1,..., N}, F; pode ser estendida a RY por

- F:(z;) ,sexe€
F](x): ]( ]) :
0 ,sex & §)
e do mesmo modo para F', por F|Q—F€F|RN\Q—O

Considere agora p/ = (p{, e ,pN) dados por p) = N —1sei#je pg =00 set=]j.

Como cada E independe da j-ésima variavel, segue da desigualdade de Holder mista que

N N
”F”m: HFH(l 1): HFl.”FNH(l 1) SH‘FJ :H”Fj”N*th' U
Y T 7=1 7j=1

Teorema 4.40 (Desigualdade de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev). Dado k € N, para todo
p > 1 tal que kp < N (em particular, N > 2), existe uma constante C' = C(N,p, k) < 0o
tal que para toda ¢ € CZ(RYN),
161 sy v < OOV K) 3 D%l
|er|=k

Demonstracao. A demonstracao sera feita por inducao em k. Consideremos primeiro o
caso k = p =1. Sejam ¢ € C°(R") e 1 < j < N. Considere as fungoes T; € Z(RY,RY)
dadas por T;(z1, ..., 1,Tj1,- -, TN, Tj) = (21,...,2N5) € uj : R¥ "1 — R dada por

1/N—1

N
w@ = |3 [ D@ o)
i=1
e que portanto satisfaz

N
HUJHN LRN-1 < Z HD2¢||1;]RN'
=1

Agora, como ¢(x) = [ D;¢(T;(Z;,t))dt, entao

(—00,75]

6(z)] < / 1D, 6(Ty(F5, D) dt < (uy (@)Y,
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para todo x = (x1,...,7yx) € RY. Portanto,
/|¢ )V < /H“J j)dx < H”UJHN ;RN -1
Ry /=1

N/( -1)
< (Z ||Di¢||1;RN> ,
=1

onde na segunda desigualdade utilizamos o Lema [4.39
Agora, se 1 < p < N, sejam ¢ = p/(p—1) o conjugado de Holder de p, r = Np/(N —p)
es=(N—1)r/N. Note que 1/p+1/q =1, e podemos aplicar a desigualdade acima para

¢°, obtendo assim

N N/(N-1)
Joll e = [ l6(@)dz = [ jota) Ve < (2 stwuw) (4.)
RN RN =1

N N/(N-1)
s—11N/(N—
<l " (sZHDier) , (4.2)
=1

onde aplicamos a desigualdade de Hoélder no ultimo passo. Verifica-se facilmente que
ok 1||2VH/§]§V V= ||gz§||r (N/IN=1) 6 Jogo a desigualdade 4.1 é equivalente a

N
||¢||(1\§pr);RN = ||¢||T;RN S SZ ”Dingp;RN )
=1

e portanto o caso k = 1 é valido, com C(N,p,1) =s= (N — 1)p/(N — p).
Suponha agora que o teorema é vélido para k, e que (k+1)p < N. Considere novamente
r = Np/(N —p) e note que r > 1, kr < N, e

Nr Np
N—kr N—(k+1)p

Dos casos k = 1 e pela hipotese de indugao, obtemos, para toda ¢ € C=(RY),

16150 an = 9]l s o < CN 1K) S D6, on

k+1)
|a|=k

= O.r k) 3 1076
la|=k
N

< C(N7 Ty k)C(N7p7 1) Z Z HDi‘Da¢||p;RN

= C(N,r,k)C(N,p, 1) Y [ D] v
Bl=h-+1

e portanto o resultado também ¢é valido para k+1, com C' (N, p, k+1) = C(N,r, k)C(N,p,1) =

C(N,Np/(N —p),k)C(N,p,1). O
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Lema 4.41. Sejam Qy e Qs abertos de RY com Q; C Qy. Denote, para cada f : QO — K, a
extensdo por zero de f para s por f. Seu € WEP(Qy), entio W € WP (Qy) e DU = Doy

caso |af < k.

Demonstragao. Basta tomar uma sequéncia {¢,}, . € C(€2) convergindo para u em

neN
WkP(Q;) e considerar as extensoes ¢,, de ¢, por zero para §2,. Entao {gbn} C C(929),
neN
e D%, = Daqﬁn para todos n € Ne |a| < k.
Segue que u = lim,,_,, (bn Doy = lim,,_,o, D* (bn em LP(€)y), e portanto u € WHP(Qy),
D% = Dou para || < k, ¢ T = lim,_,o0 ¢ em WHP(Qy), e portanto u € WiP(€y). O

Coroléario 4.42 (Desigualdade de Sobolev). Dados um aberto Q C RY e mimeros 1 <

p < oo ek €N tais que kp < N, existe uma constante C' = C(N,p, k) < oo tal que para
toda u € Wy (Q)

lull 20 o < C(N,p, k ) > D%, -

laf=k

weny © C°(Q) € WHRP(Q) uma sequéncia convergindo em WP ((Q)

para u. Considere as extensdes por zero ¢, e u para RY. Tomando subsequéncias se

Demonstracao. Seja{¢,}

necessario, podemos supor que {an} converge pontualmente q.t.p. para u. Pelo
neN

Lema de Fatou e pela desigualdade de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev, existe uma cons-

tante C'(N, p, k) tal que

N—p N—kp
Np Np
~ Np X ~ Np
||u”NNfip?Q = /|U($)|N—kpd1‘ = /nh_{IOlo|¢n(x)|N—kpdx
RN RN
N—kp
Np
e Np ~
< 1 ] — N E .
=hna / ufa)|oda | =l o],

< liminf C'(N, p, k Z HDO‘QSn

n—oo

RN = C(N,p,k Z HDau”p, [

|a|=F - |a|=F
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5 O Principio do Maximo

Neste capitulo sera demonstrado o teorema conhecido como Principio do Maximo Fraco
ou Generalizado conforme a referéncia [6]. Este resultado relaciona o comportamento no
bordo de aplicagoes diferenciaveis (num sentido fraco) com o comportamento no interior
do dominio, e é uma ferramenta essencial para o estudo de regularidade no bordo de

solugoes do Problema de Dirichlet.

5.1 Notacao

Por todo este capitulo, utilizaremos a convencao de somatoérios de Einsten: um indice que
aparece duas vezes num termo (e que nao tenha sido previamente especificado) significa,
que ha a soma destes termos nos possiveis valores para este indice. Por exemplo, se sao
dados numeros x;, y' e z; para i,j € {1,..., N}, entao utilizando esta convengao de

somatorios, podemos escrever

N

N
€Ty = €Ty (§] ZijRij = Zij'
i,7=1

=1

A medida de Lebesgue de um conjunto mensuravel A C RY sera denotada por |Al.

Fixamos um subconjunto aberto @ C R¥, e supomos que, ou N > 3 ou N = 2 e
2] < co. Dada uma fungao f : Q@ — R, denote respectivamente por f* = max(f,0) e
f~ = —min(f,0) as suas partes positiva e negativa, respectivamente.

Para i,j € {1,..., N}, fixamos ainda fungdes mensuraveis a”/,b’, c',d : @ — R tais

que a” = a’* para todo par (i, 7).
Definicao 5.1. Um operador diferencial L da forma
Lu = D;(a” Dju + b'u) + ¢'Diu + du

para fungoes apropriadamente (fracamente) derivaveis é dito ser um operador (linear) em

forma de divergéncia.

No que segue, L se referira ao operador da defini¢ao acima. Supomos agora que existem
nameros \g, Ag, 79 > 0 tais que
|a" () < A, (5.1)

Ao (10 (@) + I (2)7) + Ag ()] < v, (5.2)

rirya () 2 Aol (5.3)
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para todo x € Q e para todo 7 = (71,...,7y) € RY. Em particular, estas limitagoes
implicam que as fun¢do sdo localmente integraveis e que a matriz [a”(z)];; é positiva-
definida para todo x € € (e com autovalores uniformemente limitados inferiormente por
o), € portanto

1£?§N|a (x )I—lrg%la (2)].

5.2 Desigualdades Fracas

O Principio do Méaximo Fraco descreve certas hipoteses para que uma fungao num espacgo
de Sobolev alcance seu supremo na fronteira de €2. Mas como estas fungoes estao somente
bem definidas q.t.p., é necessario discutir sentidos generalizados para certas desigualdades.

Primeiro vamos definir o significado da desigualdade Lu > 0 em 2. Sabemos que
se u € C%*(Q), entdao u > 0 (pontualmente) se, e somente se, para toda v € C(Q)

tal que v > 0 (pontualmente), temos que f uv > 0. Caso isso ocorra, e os coeficientes

a”,b', ', d sejam suaves, podemos considerar a funcao continua Lu : {2 — R. Entao

Lu > 0 pontualmente se, e somente se, para toda v € C°(£),
0< /(Lu)v = /(ciDiu + du)v — (a” Dju + b'u) Dv,
Q Q

onde utilizamos integragao por partes na igualdade. Note que o termo a direita da desi-
gualdade acima depende somente das primeiras derivadas de u.
Voltando ao caso geral, defina a forma bilinear . : W12(Q) x C>(92) — R por

Z(u,v) = /(aiiju + b'u)Dyv — (¢"Dyu + du)v.
Q

Note que se (u,v) € WH(Q) x C(Q), entao

/| (a¥ Dsu + bu) Div — (¢! Dy + du) U|</yaw\|D u|\Dm|+/|b2|u||Dv|

/ 1] Dyl o] + / dlfulfol.

Utilizando as limitagoes adotadas nos coeficientes e a desigualdade de Cauchy-Schwarz

em L%(Q), podemos obter uma constante C'(A\g, Ag, 1) > 0 tal que
/|(aiijU + b'u)Div — (¢ Dyu + du)v| < C(Xo, Ao, o) [[ully g0 10l 5
Q

Isto mostra que .Z esta bem definida e é continua, portanto se estende de forma tinica
para Wh2(Q) x W,2(Q). Se u € C*(Q) e a¥, b € W(Q), entdo Lu esta bem-definido
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1

1oc(€2), e do mesmo modo que acima,

como funcao e a regra do produto implica que Lu € L
que
ZL(u,v) = —/(Lu)v.
Q

Essas consideragoes motivam a seguinte definigao.

Defini¢ao 5.2. Se u € W'%(Q), dizemos que Lu = 0 (> 0, < 0) no sentido fraco (ou
fracamente) se para toda v € C°(Q2) com v > 0, tem-se que .Z(u,v) =0 (<0, > 0).
Se u € C%(Q) e se a¥,b' € W(Q) para 1 < i,j < n, dizemos que Lu = 0 (> 0, <0)

no sentido cldssico se a correspondente (des)igualdade vale q.t.p..

Teorema 5.3. Suponha que u € Wh2(Q) N C?*(Q) e que a”,b* € W(Q). Entio Lu =0

(>0, <0) vale no sentido cldssico se, e somente se, vale no sentido fraco.

Demonstracao. A implicacao “somente se” é 6bvia. Suponha entao que Lu < 0 no sentido

fraco. Isto significa que para toda v € C°(€2) com v > 0,

/ (Lu)v < 0.

Q

Dado m € N, seja A, = {x € Q: Lu(xz) > 1/m}. Pela regularidade da medida de
Lebesgue, existe um subconjunto compacto K C A, tal que |K| > |A,,|/2. Considere
sua fungao caracteristica .

Considere agora uma sequéncia {wy,},,.y € C(€2) de regularizagoes de xx con-
vergindo para yx em L{ (€) e pontualmente q.t.p. em Q (vide Teoremas e [A.20).
Assim, por definigao das regularizagoes, w,,(2) C [0,1]. Pelo Teorema da Convergéncia,

Dominada, temos que (Lu)xx = lim, o0 (Lu)w,, em L (), logo

|Am|/2m < |K|/m < /(Lu)XK = lim [ (Lu)w,, <0.

m—00
K K

ou seja, |A,,| =0.
Como {z € Q: Lu(z) > 0} = U,,en Am, entao Lu(z) < 0 q.t.p. em €2, ou seja, Lu < 0

no sentido classico. Os outros casos sao analogos. O

A segunda desigualdade necesséria é sobre o termo que multiplica u. Caso os coefi-
cientes a' b, ¢, d sejam suaves, entdao para toda u € C?*(Q2), temos que Lu = a” D;;u +

(D;ja?" + b + ¢;)(Du) + (Db + d)u e, dada v € C(Q), [(D;b" + d)v = [dv — b Djv.
Q Q
Definimos entao, no caso geral, a aplicacao linear F': C§°(€2) — R por

F(v) = /dv — V' D (5.4)
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que é claramente continua em relagao a norma de W11(Q), em vista das limita¢oes nos
coeficientes. Portanto, F' se estende de forma tnica a VVO1 1(Q) A condigao que prostula-
remos é que

F(v) <0 para toda v € C2°(Q) com v > 0.

Quanto as condig¢oes de fronteira, como é comum que os dominios estudados possuam
fronteira com medida nula, condi¢ées que envolvem desigualdades pontuais (q.t.p.) nao

sao adequadas. A seguinte proposi¢ao motiva a definicdo que utilizaremos.

Proposigao 5.4. Suponha que Q € limitado e que u,v € C°(cl(Q))NWI2(Q). Se u(x) <
v(x) para todo x € IS, entdo (u —v)™ € Wy (Q).

Demonstragdo. Seja w = (u —v)". Entdo a sequéncia {(w —1/n)*}  _ converge pontu-
almente para w. Como (w—1/n)" € C.(Q)NWH2(Q) C W,*(Q) (vide Proposicao ,
podemos aplicar o Teorema da Convergéncia Dominada (visto que 0 < (w — 1/n)* < |w|
e |D;(w—1/n)*| < |D;(w—1/n)| = |D;w|), e concluir que (w—1/n)" — w em W2(Q).
Portanto (u — v)* = w € Wy*(Q). O

Defini¢ao 5.5. Dadas u,v € W'?(Q) (ou v € R), dizemos que v < v (ou que v > u) em
00 se (u—v)t € Wy (Q).

Definigao 5.6. Dada u € W2(Q),

supu =inf{k € R:u < k em 00} .
o0

5.3 O Principio Fraco do Maximo

Neste se¢ao serd demonstrado o Principio Fraco do Maximo. Alguns lemas técnicos sao

necessarios para a demonstracao.

Proposicao 5.7. A aplicagao (-)* : u € WH(Q) — ut € WHP(Q) € continua (1 < p <

00).

Demonstragao. Lembre-se que, pela regra da cadeia, u™ € W'P(Q) e, para todos 1 < i <
N,

) — Du(z) ,seu(z) >0
Do) = 0 , se u(z) <0. 9

Seja {un}, oy © WH(Q) sequéncia tal que u,, — u em W(Q). Tome uma subsequén-
cia {vk = u"(k)}keN tal que vy — u e D;jv, — Dju em LP(Q) e pontualmente q.t.p.. E facil
ver que v — u e, utilizando a equagao , que Dyv — Dyu™ pontualmente q.t.p..
Pelo Teorema da Convergéncia Dominada, v;; — u em W'P(Q). Isto mostra que (-)" é

continua. H
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Corolario 5.8. Se v € Wol’p(Q) satisfaz v > 0 pontualmente q.t.p., entdo existe uma

sequéncia {uy }, .y € C2(Q) com u, > 0 pontualmente tal que u, — v em WP(Q).

Demonstracdo. Sejav € WyP(Q). Seja {w,}, oy € C=(2) com w, — vem W(Q). Pela
Proposi¢ao 5.7, w} — v = v em W'?(Q). Pelo Lema , (wy, * p1jm )| — w, em W'#(Q).
Como (Wy*p1/m) > 0 pontualmente e (wy*p1/m) € C2°(€2) para m suficientemente grande,
basta tomar uma subsequéncia diagonal {u,}, .y de {(w, * p1 /m)]Q}m’neN apropriada, de

modo que u, — v em W1P(Q). O

Pelo Corolério e pela continuidade de F' definida como na equagao ([5.4)), temos,
em particular, que F(v) > 0 para toda v € W, (Q) com v > 0 pontualmente q.t.p..
Do mesmo modo, se Lu > 0, entdo .Z(u,v) > 0 para toda v € W, *(Q) com v > 0

pontualmente q.t.p..

Lema 5.9. Seja u € W, *(Q), e sejav: Q — R tal que v € WY(Q) tal que v > 0 q.t.p.,
ouv=uv:z €N kcR constante com k > 0. Entio (u —v)t € Wy?(Q).

Demonstragao. Primeiro suponha que u € C°(Q). Como 0 < (u —v)* < |u] (q.t.p.),
entdo supp(u — v)* C suppu € Q, e portanto (u — v)* € W, *(Q), pela Proposicao m

Suponha agora que u € Wy (). Seja {un}, oy € C=(R) convergindo para u em
Wh2(Q). Pelo caso anterior e pela Proposigao , {(tn, — )"}, oy € uma sequéncia em
W,y*(Q) que converge para (u — v)*, logo (u —v)* € Wy2(Q). O

Proposicao 5.10. Seja k € R e considere a fungio constante v, : x € Q — k € R. Se
v € Wy (Q) entdo k = 0.

Demonstra¢ao. Suponha inicialmente que N > 3. Pela desigualdade de Sobolev, existe
C > 0 tal que

N

foell 2x g < €S 1Dty = 0,

i=1

donde v = 0, isto é, k = 0.
Se N =2e Q| < oo, tome p € (1,2). Como L*(Q) < LP(Q) continuamente neste

caso, também temos W'2(Q) < WP(Q) continuamente, e W,*(Q) C W, 7(Q). Agora,

podemos aplicar a desigualdade de Sobolev novamente, e existe C' > 0 tal que
2
lvel 22 .0 < O IDivellge = 0,
i=1

logo v, = 0, isto &, kK = 0. O
Lema 5.11. Sejam u € Wh2(Q) e k € R tal que u™ <k em 9. Entao k > 0.

Demonstragio. Por absurdo, suponha que k < 0. Entao ut 4 |k| = (ut — k)t € W, *(Q).
Pelo Lema , ut = ((ut + |k|) — |k])* € W,(Q), e portanto |k| = (ut + |k]) —ut €
Wy%(2), contradizendo a Proposicio m O
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Lema 5.12. Sejam u € WH2(Q) e ky, ky € R tais que u™ < ky em 9Q e ky < ky. Entao
ut < ky em ON.

Demonstragao. Pelo Lema (Ut —ky)t = ((ut —ky)* = (ka—k1))T € Wy (Q), portanto
ut < ky em ON). O

Considerando F' como na equagao ((5.4]), suporemos no proximo teorema que F'(v) > 0

para toda v € C2°(§2) com v > 0 pontualmente.

Teorema 5.13 (Principio Fraco do Maximo). Suponha que u € W12(Q) satisfaz Lu > 0
em ). Entao

esssupu < supu’.
o0

Demonstragio. Primeiro note que se u € WH2(Q) e v € W *(Q) entdo uv € W, () e
D;(uwv) = uDjv + vDu para 1 <i < N.
Se v € W,?(Q) com v > 0 q.t.p. pontualmente, entdo a desigualdade .2 (u,v) < 0

pode ser escrita como

/aijDiuDjv — (0" + vDsu < F(uv).
Q

Além disso, se também vale uv > 0 pontualmente q.t.p., entao

/aijDiuDjv — (0" + vDsu < 0.

Q

Pelas limitagoes impostas nos coeficientes, obtemos que [b°],|c'| < Aogvp para todo
1<i<N.Sewe WOM(Q) é tal que v > 0 q.t.p. e uv > 0 q.t.p., entao

N

/aijDiuDjv < 2)\0V0/UZ | D;v. (5.6)

Q o =1

Seja | = supyq ut e suponha, por absurdo, que o teorema nao seja valido. Em parti-

cular, [ < oo. Neste caso, tome k > 0 satisfazendo

0 <supu™ < k < esssup u.
o0

Pelo Lema e pela definicao de supygut, u™ < k em 0Q. Como k > 0, entao
(u— k)" = (ut — k)T € Wy*(Q), ou seja, u < k em OQ.
Defina v, = (u — k)™ € W, *(Q). Entdo v, > 0 pontualmente q.t.p. em Q e uvy, > 0

pontualmente q.t.p. em 2. Pela regra da cadeia,

Dyon(a) = Du(x) , se vg(z) #0
Z 0 , se vg(z) =0
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Sejam Ty = UN, {z € Q: Duy(z) #0}, e Ay = {z € Q: v(z) #0}. Da igualdade

acima, obtemos em particular que I'y C Ag. Note que u > k£ > 0 em A,. Portanto,

KA < / ul? < JJullZq < oo,

Ag

logo |Fk| < |Ak| < 0.
As desigualdades Je (5.3) implicam que

N N
/Z |Djug|? < /\al/aijDikajvk < QVO/Uk Z | D;ul
o =1

Q o =1

N N
= QVO/Uk Z |D;vg| = 2y0/vkz | D
A, 0=l v =l

N
< 205 [[vkllpip, D I Divellar, < 206N [[vgllyyp, 1D VK]0,
i=1
onde usamos a desigualdade de Cauchy-Schwarz em L?(T';) na peniiltima desigualdade, e
1/2
1Dv e = (S D) - Portanto,
[ Dvg |y, < 2Nwo [0kl - (5.7)

Suponha primeiro que N > 3. Pela desigualdade de Sobolev, existe uma constante

C =C(N,2,1) > 0 tal que
[0kllon/(v—2).0 < C [ Dvillg,q < 00 (5.8)

Pela desigualdade de Hélder,

Hvk||2;rk < ||Uk”2N/(N—2);1"k H1H2N/2;1"k < ||UkH2N/(N—2);Q |Fk|1/N- (5.9)

Pondo Cy = 2N1y,C', obtemos das equagoes (5.7)), (5.8) e (5.9) que

“UkHQN/(NfQ);Q < Co H’Uk’”2N/(N72);Q |Fk’1/N

ou seja, [I'x| > Cy™, pois v ndo é nula q.t.p. em .
Suponha agora que N = 2 e que |Q| < co. Dado 1 < p < 2, como W"2(Q2) C Wk»(Q)
e a inclusdo é continua, entdo Wy *(Q) C W,y (Q)

Pela desigualdade de Sobolev, existe uma constante C' = C'(2,p, 1) tal que
||Uk||2p/(p—2);ﬂ S C ||ka||2;Q < 0. (510)
Pela desigualdade de Hélder,

10llr, < I0llap sz, 1 pspyir, < 10l pyn IT6 7077 (5.11)
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Pondo Cy = 2N1,C, as equagoes (5.7)), (5.10) e (5.11]) implicam que

||Uk||2p/(2_p);ﬂ S C10 HU||2p/(2—p);Q |Fk|(p_1)/p7

ou seja, [Ty = €27V visto que 0 < 101l 2y < -
Concluindo, é possivel, em todo caso, encontrar uma constante C' > 0, independente
de k, tal que |Ag| > C. Fixe um tal C.

Tome uma sequéncia {k,}, .y € R satisfazendo

esssupu = lim k, e suput <k, <k, paratodon €N
O n—oo onN

e considere os conjuntos A" := Ay e suas fungoes caracteristicas y,, = xan. Lembre-se
que |A'| < co. Além disso, como vy, ,, < vy, entdo A" C A" C Al para todo n € N,
Note que y, — 0 pontualmente q.t.p. em A' e |x,| < 1 pontualmente. Pelo Teorema
da Convergéncia Dominada,
0= lim [x,= lim |A"|>C >0,
n—oo

n—oo
Al

um absurdo. Disto concluimos que esssupg u < supyg u'. O]

Corolario 5.14. Nas hipdteses do Teorema[5.13, se u,v € W2(Q), L(u —v) = 0 fraca-

mente e u < v em 0S), entio u < v q.t.p. em §.

Demonstragao. Seja w = u — v. Entdo Lw = 0 fracamente e (w — 0)" = (u —v)T €
Wy2(2), logo

esssup(u — v) = esssupw < supw™ < 0,
Q Q o0

portanto u < v q.t.p. em ). ]
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6 O Problema de Dirichlet

Neste capitulo, discutiremos o Problema de Dirichlet para o Laplaciano. Na primeira
secao sao dadas as formulagoes classica e fraca para o problema, bem como mostrada a
unicidade da solucao fraca. Na segunda parte, prova-se a existéncia de solugoes, utilizando
o funcional de energia. Na tltima parte discutimos a regularidade, tanto interior quanto
no bordo, de uma classe de Problemas de Dirichlet, a saber os da forma Au = 0 em D¥.
O estudo deste capitulo ¢ baseado na referéncia [9].

Fixe, durante o capitulo, N € N, N > 2. e um aberto limitado e conexo  C RY com
bordo C, isto ¢, tal que O é uma hipersuperficie de classe C! de RY. Assumiremos o

seguinte resultado:

Teorema 6.1 (Teorema do Trago). Seja p € [1,00). Suponha que Q C RY € aberto e
limitado e que O € uma hipersuperficie de classe C'. Entdo existe um (unico) operador

linear continuo

Tr, : W'P(Q) — LP(09)
satisfazendo
(i) Tryu = ulaq se u € WHP(Q) N C(cl());
(ii) ker Tr, = Wy?(Q).

Para uma demonstragao, ver referéncia [5], pp. 258-261.

Lembre-se que o Laplaciano (ou operador de Laplace) é o operador diferencial A =
SV, D2 =N (82/022). O gradiente de uma aplicacdo (fracamente) diferenciavel u :
Q — R (tanto em C'(Q2) quanto em W'?(Q)) ¢ dado por

Vu = (Diu,...,Dyu).

Notamos que L = A satisfaz todas as condi¢oes que adotamos no capitulo 5. Em

particular, valem o Principio do Maximo e seu Corolario [5.14]

6.1 Formulacdo do Problema de Dirichlet

Sejam f:Q — Reg: 00— R. O Problema de Dirichlet para o Laplaciano (com dados

f e g) é o problema de valor de contorno

Au=—f (6.1)

ulag = g.
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Definigao 6.2. Se f € C°(Q) e g € C°99Q), uma solugdo clissica do Problema de
Dirichlet ¢ uma fungao u € C*(Q) N C%(cl (Q)) tal que as equagoes (6.1)) sao validas.

Estamos interessados em garantir a existéncia e unicidade de solugoes para o Problema
de Dirichlet. Com o mesmo raciocinio que o utilizado quando discutimos desigualdades
fracas para operadores diferenciais lineares (5.2)), podemos definir solugoes fracas para o

Problema de Dirichlet.

Definigao 6.3. Sejam f € L*(Q) e g € L*(99). Uma fungao u € W'?(Q) é dita ser uma

solugao fraca para o Problema de Dirichlet se

/(Vu, V) = /fv , para toda v € W, *(Q),
Q 0
Trou = g.

Utilizaremos a notacao Tr = Try e
Xg={ueW"Q): Tru=g}.

O proximo teorema é uma consequéncia consequéncia direta do Lema de du Bois-

Reymmond.

Teorema 6.4. Se f € C°(Q)NL*(Q) e g € CYIN), uma fungio u € C*(Q)NC(cl(Q))N

W12(Q) € solugao classica do Problema de Dirichlet se, e somente se, € solugao fraca.

Teorema 6.5 (Unicidade de Solugoes do Problema de Dirichlet). Sejam f € L*(2) e

g € L*(09). O Problema de Dirichlet possui no mdzimo uma solugdo fraca.

Demonstragdao. Suponha que u,v € WH2(Q) sejam solugoes fracas, isto é, que satisfacam
as condigoes ([6.2)). Isto implica que A(u—v) = 0 fracamente (como discutido no capitulo
5) e que (u—v) € kerTr = W,(Q), logo u < v e v < u em Q. Pelo Corolario m
u=v (em WH3(Q)). O

6.2 A Solucdo do Problema de Dirichlet
Fixamos, durante esta segao, fungdes f € L?(Q) e g € L*(09).

Definicao 6.6. O funcional de energia é

B W'2(Q) — R
u %/(Vu,vw—/fu.
0 0

O proximo teorema é um principio variacional, que mostra que encontrar solugoes para

o Problema de Dirichlet equivale a minimizar o funcional de energia.
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Teorema 6.7 (Principio de Dirichlet). Suponha que X, # @. Entao u € W'2(Q) € uma

solugao fraca do Problema de Dirichlet (para dados f e g) se, e somente se, u € X, e

Demonstragdo. Suponha que v € W1?(€Q) ¢ uma solugao fraca do Problema de Dirichlet.
Entao, pela definicao de solugao fraca, temos que u € X,,.
Seja v € X,. Entdo (u —v) € ker Tr = W,*(2), logo

[vuva-v) = [1u-v.

Q

/ku / /Vqu /fv.

ou, equivalentemente,

Note agora que

N N
1
/Vqu Z/Diqu§§Z/Du Dv)
Q i=1"q
1
2/<VuVu §/V’va
Q Q

logo,

Bt = 3 [ u i) = [guss [ (9050 - [ro= B0,
Q Q Q Q

e segue que Ey(u) = inf,cx, Ef(v), como desejado.
Agora, suponha que v € X, ou seja, Tru = g, e Ey(u) = inf,ex, Ef(v). Dado
v € W,*(Q), considere a funcio ¢ = ((v) : R — R dada por

C(t) = Ey(u+ to) :%/<V(u—|—tv) V(u+ ) /f (u + t0)

+t/ (Vu, Vv) + /(V'UVU —t/fv

Q

Esta funcao ¢ diferenciavel e, como u + tv € X, para todo ¢ € R, admite um minimo

0= ¢'(0) :/<Vu, Vo) —/fv.

Q

global em ¢t = 0. Logo,

Portanto, u ¢ uma solugao fraca do Problema de Dirichlet. ]

Com este resultado, podemos tratar o Problema de Dirichlet como um problema de
minimizagao. No que segue, utilizaremos o método direto do calculo das variagoes para

garantir a existéncia de solu¢oes para o problema.
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Lema 6.8 (Desigualdade de Dirichlet-Poincaré). Eziste uma constante positive C' =
C (1) < oo tal que para toda u € W,2(Q), tem-se que

g = / 2<C / Va?
Q

Q

Demonstragao. Seja p = 2N/(N + 2). Note que 1 < p <2 < N, e pela desigualdade de
Sobolev, existe uma constante C' = C(N) > 0 tal que, para toda u € C(Q),

N
ull 2o 0 < CY IDiull,gq -

i=1
Mas Np/(N —p) =2 e, como |Q| < oo, L3(2) < LP(Q) continuamente, de modo que
para alguma constante D = D(N,Q) > 0,

1/2

i=1 =1

N N 1/2
lullyo < DY lIDiullyg < ND (Z ||Diu||§;ﬂ> =ND /IVUI2
Q

para toda u € C2°(€2). O caso geral segue por densidade. [

Usaremos a seguinte notacao: dada u € WhH2(Q),
1/2

IVulso = | [ (Vuva)
Q

Teorema 6.9. Para cada f € L*(Q) e g € L*(09Q) tal que X, # &, existe uma tinica
solugao fraca para o Problema de Dirichlet .

Demonstragao. Pelo Principio de Dirichlet, Teoremal6.7], basta mostrar que existe ug € X,
tal que
E¢(up) = inf Ey(v).

vEX

Dado qualquer elemento v € X, note que X, = v+ ker Tr = v + Wol’z(Q) é convexo e
fechado na norma de W'%(Q). Portanto, X, ¢ fracamente convexo em W12().

Considere a seminorma
Q:uec W) [Vullyq € R

e a aplicagao linear
Tr:u€ WH(Q) — /fu eR.
Q

Pelo Exemplo [3.25, Q*/2 ¢ um funcional convexo, e Ty ¢ linear, logo convexo. Como

1
E; = §Q2 — Ty,
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entdo Fy é convexo, e obviamente continuo na norma de W2(2). Pelo Teorema m, E;
¢ fracamente semicontinua inferiormente.

Tome vy € X,. Vamos mostrar que M := E;l(—oo, E¢(vg)] N X, é limitado na norma
de W'2(Q). Seja u € M, e considere

w=u— V.
Note que

1
Ef(’U,) = Ef(w + UO) = § va + VU()“;;Q — /f(UJ + Uo)

Q
1 1
= IVl [ (Fu, V) + 5 1Vl — [ o [ o
Q Q

Q

1
= Ej(v) + 5 IVl — /fw + / (Vw, Vvg) .
Q Q

Note que w € ker Tr = Wy*(Q2). Seja C' > 0 a constante obtida na desigualdade de

Dirichlet-Poincaré. Entao
[wlg.q < C([Vwl|y,g -

Além disso, pela desigualdade de Holder, temos que

[ (V0. V) | < [Vulan IVl @ 1[0l < [ flaallolan.
Q Q

Entao,

Ey(vo) = Ef(u)

Portanto, [|[Vwly.q < 2(C || fllag + [Vvollyq)- Segue que

N
lwlly g0 = lwllzg + D IDiwllyg < CIVwllyg + N[Vl

i=1

<2C+N) (Cllf a0+ 1900]0)

e, por fim, [lull; 5 <2(C'+ N) (C 1f 120 + ||VU0||2;Q> + llvoll; 2,0- Concluimos que X, N
E; (=00, Ef(vg)] € nao vazio e limitado na norma de W"?(€).

Pelo método direto do célculo das variacoes, Teorema , existe vy € X, tal que
Ef(ug) = inf,cx, Ef(v), e portanto ug ¢ solugao fraca para o Problema de Dirichlet. A
unicidade segue do Teorema [6.5] O
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6.3 Regularidade

Nesta se¢ao serao demonstrados resultados de regularidade, tanto interior quanto no
bordo, de solugoes para o Problema de Dirichlet. Alguns resultados preliminares serao
feitos em dominios arbitrarios, e depois nos restringiremos ao disco D™.

Fixemos um aberto conexo Q C RY e um molificador qualquer p € C=°(RY) que seja
radialmente simétrico, isto ¢, se z,y € RY e |z| = |y| entdo p(z) = p(y) (por exemplo,
considere o molificador padrao).

Lembre-se que uma fungao 1) € C?(Q) ¢ dita ser harménica se Ay = 0. Pelo Lema de

du-Bois Reymmond, isto equivale a dizer que para toda ¢ € C°(Q2), vale a igualdade
0= fo(aw) =~ [ (v6.94).
Q Q

Isto motiva a seguinte definicao.

Definigao 6.10. Uma funcao v € W12(Q) é dita ser fracamente harmonica se para toda
¢ € C(),

/<W,v¢> = 0.

Q

Em particular, toda fungio ¢ € C?*(Q)NW2(Q) que é harmonica também é fracamente

harmonica.
Lema 6.11 (Propriedade do Valor Médio). Se u € C?%(Q2) € harménica, entdo para todo
x € Q e para todo r € (0,d(z,00)), tem-se que

1 1
u(z) = W / u(y)dS(y) = W / u(y)dy
OB (z;r) B(x;r)

onde dS denota o elemento de drea na esfera de raio r.

Demonstragao. Seja x € Q. Defina ¢ : (0,d(z,09)) — R por

o) = [ wwadst) = [ e+ r2)ds(e)

OB(z;r) ODN

Assim, ¢ é diferenciavel e para todo r € (0,d(x,00)), e

P (r) = / (Vu(z +rz),2z)dS(z) = /Au(m +rz)dz =0,
DN DN
pelo Teorema da Divergéncia e pelo fato de u ser harmonica. Entao ¢ é constante. Dado
r € (0,d(x,00)),

o(r) =lim¢(t) = lim u(z + t2)dS(z) = u(x)N|DV|,

t—0 t—0
ODN
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ou seja, para todo r € (0,d(x,00)),
1
u(z) = W / u(y)dS(y).
OB(x;r)

Tome agorar € (0,d(z,00)). Utilizando coordenadas esféricas e aplicando a igualdade

acima para s € (0,7), obtemos

W/u(y)dy=W/or /u(y)dS(y) ds

B(x;r) OB(x;s)

= i [ (@D 1) ds = ), =

Lema 6.12. Se v € W'2(Q) € fracamente harménica e h > 0, entao (v*py) € harménica
em Q, = {x € Q:d(z,00) > h}.

Demonstracao. Para todo x € §,, temos que

A(v* pp)( ZD v % pp)( Z(’U*D2ph)< )

== > (Dws Dipn)(a) = [ (Ve(y). V(o — ) dy = 0.
O

Teorema 6.13 (Lema de Weyl). Se v € WH(Q) € fracamente harmonica entio v €

C*(Q) e € harmonica.

Demonstragio. Primeiramente note que se 2 € Q € Q e h,t € (0,d(€2, 09Q)/2), entao

(0% pu) % po) () = / pe( — ) (0 % pn) (y)dy = / / ou(& — y)puly — 2)o(2)dydz,

Q
((v* pe) * pn)( /phx— (v * pe)( dw—//pt w — 2)pn(r — w)v(z)dwdz,
Q

e estas integrais coincidem, com a substituicao y — z = x — w.
Sejam entdao 2 € Q e h,t € (0,d(,09)/2). Dado z € Q, utilizamos coordenadas

esféricas para obter

(w5 pr) % pu)() = hN / p(( — y)/)(v % pr) () dy

B(z;h)

h
=0 [ [ st = me s po)ase) | as

OB(x;s)
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Como p ¢ escolhida radialmente simétrica e ||(x — z)/h|| = s/h para todo z € 0B(z; s),

entdo, tomando £ : [0, 00) tal que &(|y|) = p(y) para todo y € RN, obtemos

(v pe) * pn)(x) = hN/O §(s/h) / (v pr)(2)dS(2) | ds.

OB(x;s)

Pelos Lemas e 6.11] vale a propriedade do valor médio para (v * p;):

h
(v pe) * pr) () = B~ (v % pe) (2) /0 §(s/h)s" I N|D"|ds.

Note agora que

/0 hf(s/h)sN-lNlDNus: /Ohf(s/h) / ds(2) | ds

AB(0;5)

— /Oh / p(z/h)dS(z) | ds= [ p(z/h)dz

0B(0;s) B(0;h)

= hN/ ply)dy ="
B1(0)

Portanto, (v * pp) * p)(x) = ((v* py) * pp)(z) = (v % p,)(x) em Q. Tomando t — 0,
temos que (v*py) = v q.t.p.. Entdo podemos tomar v € Coo(ﬁ), onde 2 € Q 6 arbitréario.
Utilizando uma exaustao Q = J, oy (NZn com fNZn € () para todo n € N, obtemos v €
C>®(Q). O

Com estes resultados, podemos provar a regularidade interior e no bordo de solugoes

para uma certa classe de Problemas de Dirichlet.

Teorema 6.14. Suponha que w € C%(cl (DY) NW'2(DN). Seu € WH2(DN) ¢ solugio

fraca para o Problema de Dirichlet

Au =0,

Tru = w|aDN,

entao u € uma solucao suave cldssica para este mesmo problema.
Em particular, se u € WY2(DN) ¢ fracamente harménica e u —w € WOI’Q(DN), entao
u € C%cl (DY) e ulppy = w|spn.

Demonstragio. Pelo Lema de Weyl, u € C*°(DV) e satisfaz Au = 0 em ). Basta entdo

mostrar que v admite extensao continua para cl (DN ) definida como u|ypy = w|gpn.
Seja p € 9DV. Considere a funcao F : z € cl (DN) — 1 — (z,p) € R. Esta fungao

¢ harmoénica em DV, continua em cl (DV), se anula em p e & positiva em cl (DV) \ {p}

(uma funcdo com estas propriedades é chamada de fun¢do barreira em p).
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Seja ¢ > 0. Pela continuidade de w, existe 9; > 0 tal que para todo x € cl (DN) N
B(pa 61)7
jw(z) —w(p)| < /2.

Seja k > 0 tal que para todo z € cl (DN) \ B(p;d1),

kF(z) > sup |w(z)].
zecl(DN)

Defina as fungoes wq, wy : cl (DN) — R como
w; = w(p) + (=1)" (¢/2 + kF)

Entao para todo z € cl (D"), temos w;(z) < w(z) < wa(x), e wy e wy sdo harmonicas
em DV,

Note que (wy — u)™ = (w—1u) — (w—w;))". Como w —u € W,*(Q), temos que,
pelo Lema , w; < u em ODV. Analogamente, u < wy em ODY. Pelo Principio
do Méximo, ou mais precisamente pelo corolario aplicado ao operador de Laplace,
L = A, e utilizando o fato de que u|gpy = w|yp~, obtemos que, para todo z € DV,

wi(z) < u(x) < walz), isto &,
—kF(z) —¢/2 <u(z) —w(p) < kF(z) +¢/2

Como F(p) =0, existe d, > 0 tal que para todo x € cl (DY) N B(p; ), kF(z) < /2.
Portanto, se z € cl (DY) N B(p; d,), entao

u(z) —u(p)| = lu(z) —w(p)| < kF(z) +e/2 <e

Portanto, u é continua em D", O
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7 O Problema de Plateau

Neste capitulo serd dada a resolucao do Problema de Plateau proposta por Douglas,

conforme a referéncia [9].

7.1 Introducdo e Notacdo

Denotaremos simplesmente por D = D? = {z € R?: |z] < 1} o disco aberto de raio
unitario.

Dado n € N, definimos o espaco W'?(D,R") = W'?(D)" = WH*(D) x --- x
W'2(D), que ¢ um espago de Banach reflexivo quando munido da norma ||.|[y 5., : u
> i1 lujlly o.p-  Analogamente, consideramos Wy?(D,R") = W *(D)" como sendo o
fecho de C2°(D,R™) nesta norma.

Observagao 7.1. Como EVT, W12(D,R") tem a topologia induzida pela familia de se-
minormas u = (uy, ..., Uy) — HDiusz;D, para 1 <i<2el<j<n. Em particular, um
subconjunto E C W12(D,R™) € limitado se, e somente se, {D;u; : u = (u1,...,u,) € E}
€ limitado em Lz(D) para todos 1 <i<2el<j<n.

Dados i € {1,2} e u € WH?(D,R"), denotaremos também D;u = (Djuy, ..., D;uy,).

Assim, o produto interno

2
<U7U>W172(D,R") = /<Ua U>+Z/<Diua Div)
i=1

D D

induz uma norma equivalente a |||, 5., € que serd denotada por |[[.[[yy1.2(p gny- Com esta
estrutura, WH2(D,R") é um espago de Hilbert.
O Problema de Plateau, proposto por Lagrange em 1760, é formulado do seguinte

modo:

“Dada uma curva de Jordan I' C R3, encontrar uma superficie com drea minima entre

aquelas que possuem o bordo dado por I'.”

Neste capitulo, consideraremos o Problema de Plateau para superficies parametrizadas
do disco. Esta versao do Problema foi resolvida independentemente por J. Douglas e T.
Radé.

Defini¢ao 7.2. Dada u € W'?(D,R"), a drea de u é dada por

Alu] = /\/|D1U’2\D2u|2 — (Dyu, Dou)?,
D
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e a energia de u, por

2 n
1 1
Elu] = §/ID1u|2 +1Dauf* =53 > IDausllyp -

. i=1 j=1

Os funcionais A : u € WH(D,R") — Aful € Re E: u € WH(D,R") — E[u] € R sdo

denominados drea e energia, respectivamente.
Proposigao 7.3. A drea e a energia sao continuas em W12(D,R").

Demonstragdo. Considere a aplicagdo bilinear B : W2(D,R™) x W1?(D,R") — R dada
por
B(u,v) = /((Dlu, D1v) + (Dau, Dav)) Yu,v € WH(D,R™).
D
Entao B é claramente continua e Efu] = B(u,u) para todo u € W'?(D,R"), portanto F
¢ continua.

Suponha agora que u,, — u em WH?(D,R"). Tome uma subsequéncia {um(k)}keN
tal que Djun,)y — D;u pontualmente q.t.p. em D. Além disso, {Dium(k)}keN pode
ser suposta limitada pontualmente q.t.p. por uma funcao v; € L*(D) (veja o Teorema
m, para i € {1,2}. Entao o integrando de Afup, )| converge pontualmente q.t.p. para
o integrando de A[u] e ¢ limitado por vjvy € L'(D). Pelo Teorema da Convergéncia

Dominada, Aftum,@] — Alu], e portanto A é continua. O

Proposigao 7.4. Seu € WH(D,R") e ¢ = (¢1, ¢2) : cl(D) — cl(D) é um difeomorfismo
C1l, entio Alu] = Alu o ¢]

Demonstracao. Pode-se calcular facilmente

Afuo ¢ = / VD1 (w0 6)(w) P Dalu o 6)(y)? — (D (w0 6)(y), Dalu o 6)(y)) dy

— /\/|D1u(x)|2|D2u(:v)|2 — (Dyu(z), Dyu(x))’de = Alul,

onde a segunda igualdade decorre da regra da cadeia (Teorema |4.24]) e da substituigao de

variaveis y = ¢(z). ]

Note que dados quaisquer vetores x,y € R", a desigualdade (claramente vélida) (|z|*—
ly|?) > —4 (x,y)* é equivalente a \/|:13|2|y|2 —(z,y)* < (1/2)(|z]® + |y[?), e ha igualdade

se, e somente se, (z,y) = |z|* — |y|* = 0. Segue que

Alu] < Elu]

para todo u € W'%(D,R"), e h4 igualdade se, e somente se, (Dju, Dou) = |Dyjul? —
|Daul? =0 q.t.p..
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Definigao 7.5. Uma fungao u € Wh?(D,R"™) ¢ dita ser quase-conforme se (Dyu, Dyu) =
|D1ul|* — |Dou|* = 0 q.t.p. em D. Se u € C®(D,R") e estas igualdades valem em todo

ponto, entao u é dita ser conforme.

7.2 Automorfismos do Disco

Uma das vantagens em considerar superficies parametrizadas do disco é a existéncia de
coordenadas isotermas, que discutiremos brevemente. Serao demontrados somente os
resultados que nao sao comumente vistos num curso de Variavel Complexa. Para os

outros, vide a referéncia [10].

Definicao 7.6. Um automorfismo de D é um difeomorfismo holomorfo ¢ : D — D. O

conjunto de todos os difeomorfismo de D é denotado por Aut(D).
Teorema 7.7. (a) Aut(D) é um grupo por composi¢ao.

(b) Toda ¢ € Aut(D) estende-se univocamente para um homeomorfismo em ¢ : cl(D) —
cl(D).

(c) A agao de Aut(D) sobre OD ¢€ triplamente transitiva, isto €, dados quaisquer pontos

D1, D2, D3, 41,92, q3 € OD com p; # pj e qi # q; se i # j, existe ¢ € Aut(D) tal que
oé(pi) = qi para todo i € {1,2,3}.

Lema 7.8. Seu € Wh2(D,R") e ¢ € Aut(D), entio uop € W12(D,R") e E[uog| = Elu].

Demonstragao. Basta provar o caso n = 1, pois se u = (uq,...,u,), entdo Eu] =
i1 Elu;]. Suponha entdo u € Wh*(D) e ¢ € Aut(D).
Segue da regra da cadeia, Teorema que uo ¢ € Wh2(D) e, derivando ¢ como

Efuod| = /|Vuo¢ /|<w>o¢|2|¢'|2,

e, como |det D@| = |¢'|?, entdao obtemos, por uma troca de variaveis,

funcao complexa, que

Eluo ¢] = /\ (Vu) o ¢?| det Dop| = /\Vu|2 O
Uma das vantagens de se trabalhar no disco bidimensional é a existéncia de “coorde-

nadas isotermas”.

Definigao 7.9. Uma métrica em D é uma fungao g = [g;;] : D — Ms(R) que associa a

cada x € D uma matriz 2 x 2 semipositiva definida

g(z) = [g”(x)] _ [911(13) 912(55)] .

g21(7)  ga2()
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A métrica g ¢é dita ser suave se cada funcao g;; : D — R o for, e g ¢ dita ser nao degenerada
(ou Riemanniana) se para todo x € D, g(x) é positiva definida. Caso contrario, a métrica

¢ dita ser degenerada.

Utilizaremos no teorema seguinte a notacao: se ¢ : D — D & de classe C' e x € D,
Jp(x) denota a Jacobiana de ¢ no ponto z, Jo(z)T a sua transposta, e I, denotard a

matriz identidade 2 x 2.

Teorema 7.10 (Existéncia de Coordenadas Isotermas). Se g € uma métrica suave nao-
degenerada em D, entdo existem um automorfismo ¢ € Aut(D) e uma fung¢ao suave

A D — R tais que para todo x € D,

To(x)" g(¢(x)) Jd(x) = 1,
O difeomorfismo ¢ € dito ser um sistema de coordenada isotermas.

A demonstragao pode ser encontrada na referéncia [L1]. Este teorema diz, em termos
simples, que toda métrica suave nao degenerada em D é conforme & métrica euclidiana
(dada pelo produto interno usual).

Seja agora I' uma curva de Jordan C* por partes. Uma funcao f : 0D — I' ¢ dita ser
mondtona se a pré-imagem de conjuntos conexos é conexa. Consideraremos o seguinte

conjunto de fungoes admissiveisﬂ
Xr={ueW"(D,R*)NC°l(D),R?) : ulspp : 9D — T é sobrejetiva e monétona} .

Sejam Ar = inf {A(v) : v € Xr} e Er = inf {E[v] : v € Xr}. Neste contexto, conside-

raremos a seguinte forma do Problema de Plateau:
“Encontrar u € Xr tal que Alu] = Ap.”
Teorema 7.11. Ar = Er.

Demonstra¢ao. Como Alu] < Elu] para todo u € Xr, entdo Ar < Er.

Para a reciproca, seja € > 0. Tome u € Xt tal que

Como C*(D) N WH%(D) é denso em W'?(D) e a area e a energia sdo continuas,
podemos escolher v € C*(D,R3) N W12(D,R?) tal que

|E[v] — Eful|, [Alv] — Alu]| <e/4.
Considere a métrica suave (possivelmente degenerada) associada a v, definida por

gij = <DZ'U,DJ'U> R Z,j € {1,2} .

A monotonicidade de u|sp € uma hipdtese técnica necessaria & demonstragido do Lema

1



7.2.  Automorfismos do Disco 93

Dado s > 0, considere a perturbacao v* : D — R5 = R?® x R x R dada por
v (xq, x2) = (v(21, X2), ST1, ST2).
Considere a métrica suave ¢° associada v® dada por
9i; = (Div*, Djv®) = gij + §%0j, i,7 €{1,2}.

Note que, desta forma, ¢°(x, y) = [g;(x, y)] & positiva definida para todo ponto (z,y) € D,
ou seja, a métrica g° é nao-degenerada.

Pelo Teorema de Existéncia de Coordenadas Isotermas, existem ¢, = (¢!, ¢?) €
Aut(D) e A\, € C®(D) tais que Jo(z) g(¢(x))Jp(x) = e*@ I, para todo x € D. Entdo,
para todos i,j € {1,2},

(D) - {(Dyv*) 0 §s, (Dyv*) © bs) - (D;b)

WE

(Di(v° 0 ), Dj(v” 0 ¢)) =

=

T—
I
—

(Didk) - (gri 0 ¢s) - (Dj¢l) = €6y,

WE

l

>
Il
—_

e portanto v® o ¢, é quase conforme, donde
Elo] < Elv*] = E[v* 0 6] = A[o* 0 6] = A[o"].
Note agora que

det g° = det(g + s*Iy) = det g + s*(Trg) + s* = det g + s*|Vo|* + s*

< (Vdetg + 5|V +s2\)2

em que Tr denota o trago e V é o gradiente. Portanto,
Ap®] = /\/detgs < / (\/detg + s|Vo| + 52>
D D

— Al +s/|w| s,
D

Como v € W12(D,R?), podemos tomar s > 0 suficientemente pequeno de forma que
A[v®] < Alv] + ¢/4. Portanto,

ZSA[U]+3E<AF+€.

Er < Ej] < Ep]+ 5 < Ap®] + S < A[v] + 2 ;

4 4

Tomando inf.-, obtemos Er < Ar. O
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7.3 A Solucdo do Problema de Plateau

Nesta secao, utilizaremos os resultados obtidos sobre solugoes do Problema de Dirichlet
para garantir a existéncia de solugoes do problema de Plateau, bem como sua regularidade.
Isto é obtido minimizando a energia dentre todas as possiveis parametrizagoes para o
bordo.

Primeiro, devemos garantir que existem minimizantes para a energia no sentido estu-

dado neste capitulo, bem como sua regularidade.

Teorema 7.12. Seja w = (wy, wq, w3) € WH2(D,R?). FEntao existe um tnico elemento

v € WY2(D,R%) que minimiza a energia em w + W,y > (D,R%). Além disso,
(a) v € de classe C* e cada componente sua € harmonica em D.
(b) Se w € C°cl(D),R?), entio v € C°(cl(D),R?) e w|ap = v|op.

Demonstragao. Para cada j € {1,2,3}, seja v; € w; + Wol’Q(D) a Unica solucao para o
Problema de Dirichlet
A’Uj = O,

Tr(v;) = Tr(wy),
dada pelo Teorema [6.9] De acordo com o Principio de Dirichlet, Teorema [6.7]

Elv;] = inf  Elul.
uwaWOl’Q(D)

Portanto, v = (vy, v9, v3) € um minimizante para a energia em w -+ Wol’Z(D, R3) O item
(a) segue do Lema de Weyl, Teorema[6.13] e o item (b), do Teorema [6.14] O

Lema 7.13. Seu € C°(cl(D))NW'*(D), entao existe uma sequéncia {u,}, . € C>°(D)

tal que u, — u uniformemente em cl(D) e u, — u em WH%(D).

Demonstra¢ao. Na demonstracao do Teorema |4.34] dado ¢ > 0, como (-1 + ¥, +
Ypr1)u = u em U,, é possivel, de acordo com o Lema , escolher os h,, suficientemente
pequenos de forma que ||¢) —ul|,.p, < €. A sequéncia desejada é entao obtida conside-

rando tais 1) = 1), ao variar € = ¢, com g, — 0. O

Para o proximo lema, fixe um ponto p € cl (D), e considere, para cada r > 0 o arco
Cp,r)={xe€c(D):|p—z|=r}.

Lema 7.14 (Lema de Courant-Lebesgue). Seja u € C%(cl(D),R)NW'?(D,R) e K >0
K
tal que E(u) < 5 Entdo para todo 0 < § < 1 eziste s5 € [6,+/9] tal que

diam (u (C(p, s5)))° < €5

AT K
—log Vs’

onde 5 = Em particular, es — 0 quando § — 0.
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Demonstracao. Podemos supor, pelo lema anterior, que u € C*°(D). Para cada r > 0,
seja L(u(C(p,r))) o comprimento de u(C(p,r)). Fixe 6 € (0,1).
Defina f : R — R por
fo)=r [ (vups
C(p.r)

onde ds denota o comprimento de arco de C(p,r). Entao

V6
/5 @dr < /|Vu|2 < K.

D

Pelo Teorema do Valor Médio para Integrais, existe ss € [6, \/3] tal que

) e oK

1@ rydr — —log Ve

f(ss) =

Para todo r € [§,/d], por Cauchy-Schwarz em L*(C(p,7), ds), vale
2

L(u(C(p,7)))* = /|Vu]ds < /|Vu]2ds / ds = 2w f(r).
Clpr) C(p,r) Clp.r)

Em particular,
< 4Km
~ —logVé

Pelo restante da secao, fixaremos trés pontos distintos pq, ps, p3 € 0D e trés pontos

diam(u(C(p, s5)))* < L(u(C(p, s5)))? gs. O

distintos q1, q2,q3 € T

Lema 7.15. Seja u € Xr. Entao eziste ¢ € Aut(D) tal que
(i) Para cada i € {1,2,3}, uw(d(pi)) = ¢;
(i3) Blu] = Bluod);

(iii) wo ¢ € Xr;

(iv) Se u é harmonica, entao uo ¢ também o é.

Demonstracao. De fato, como u(0D) = T, existem ¢}, ¢h, g5 € 0D tais que u(q)) = ¢
(1 < i < 3). Como os pontos ¢; sao distintos, os pontos ¢; também sao distintos. Pelo
Teorema [7.7|(c), existe ¢ € Aut(D) tal que ¢(p;) = ¢/ (1 <i < 3). Isto prova (i).

Como u € WH2(D) e ¢ € Aut(D), entao uop € Wh?(D) e E[u] = E[uo ¢], pelo Lema
[7.8 Isto prova (ii).

Pelo Teorema [7.7(b), ¢ € C°(cl(D)), de modo que uo ¢ € C°(cl(D)). Ainda pelo
Teorema [7.7|(b), uw o ¢|op ¢ sobrejetiva e monoénota. Entao, vale (iii).

O item (iv) segue de um simples célculo, utilizando a regra da cadeia e o fato de
que ¢ é holomorfa. O
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Utilizaremos agora o Lema de Courant-Lebesgue para mostrar que, ao fixar as imagens

dos pontos p; e limitando a energia, obtemos equicontinuidade no bordo.

Lema 7.16. Dada uma constante K > 0, defina a familia
Fr={v e Xr:Vie{l,2,3} ¥(p;)) =q e E[Y] < K/2}.

Entao Fi € equicontinua em OD. Portanto, pelo Teorema de Arzela-Ascoli, Fi €

relativamente compacta na topologia da convergéncia uniforme de 0D.)

Demonstragao. Seja ¢ > 0. Sem perda de generalidade, suponha que ¢ < |¢; — ¢;| para
1# .

Como I'" ¢ C* por partes, em particular é retificavel, logo existe d > 0 tal que se
p,q €T com 0 < |p—q| < dentaoI'\ {p,q} possui exatamente uma componente conexa
de diametro menor ou igual a €.

Escolha 0 < 6 < 1 tal que €5 como no Lema de Courant-Lebesgue satisfaga 0 < /g5 <
d e tal que para qualquer p € 9D, ha no maximo um dos p; com |p — p;| < V3.

Seja p € 0D, e fixe temporariamente 1) € Fy. Pelo Lema de Courant-Lebesgue, existe
s = s5 € [6,/0] tal que diam()(C(p, s))) < d.

A curva C(p,s) divide 9D em duas componentes conexas, Al e A% com a menor,
digamos A', contendo p e no méximo um dos pontos p;. Sejam A; = 1(A;). Como
as imagens y; e yo dos pontos da fronteira de C(p,s) por ¢ tém distancia menor do
que diam (¢ (C(p,s))) < d, a escolha de d implica que exatamente uma das componentes
conexas de I' \ {91, y2} possui didmetro no maximo e.

A monotonicidade de ¢ |sp implica que as componentes de I'\ {y1, y2} s@o exatamente
A;i e A;. Como a componente de didmetro menor ou igual a € possui no maximo um dos
pontos ¢;, segue que esta componente é A;, que entao tem didmetro menor do que €.

Concluindo, se |p — p'| < § < s em 9D, entdao p’ € Ay, e portanto |[(p) — ¥(p)] <
diam(A;) < e. Como a escolha de § dependeu somente de e, isto mostra que Fg é

equicontinua. UJ

Lema 7.17. Seja T' C R3 uma curva de Jordan. Sejam u, : 0D — T (n € N) e
u: 0D — T fungoes continuas tais que w,, — u uniformemente. Suponha que existam
pontos p € 0D e q € T tais que, para todo n € N, u,(p) = q, e suponha que cada u, é

mondtona. Entdo u € mondtona.

Demonstracao. Daremos somente um esboco da prova deste lema. Note que, como cada
u, é mondtona, entao é sobrejetiva ou constante. Caso haja uma subsequéncia {un(k) }keN
de fungoes constantes, o resultado é imediato. Podemos supor, entao, que todas as u,, sao
sobrejetivas.

Considere a aplicagao exponencial E : ¢ € [0, 1] — (cos(27t), sin(27t)) € 0D. Podemos
supor, a menos de compor E com uma translagao, que u(E(0)) = ¢q. Seja v : [0,1] —» T

uma aplicagdo continua, injetiva em [0, 1) e tal que v(0) = (1) = q.
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Podemos associar cada aplica¢do u, o ' a uma fun¢ao continua f,, : [0,1] — [0,1] de
modo que f,(0) =0, f,(1) =1e~vyo f, =u,oE. Do mesmo modo, associamos u o F
a uma fungao continua f : [0,1] — [0,1] tal que f(0) =0, f(1) =1leyof=uoFE, e
fn — f uniformemente.

A monotonicidade de cada u,, implica, por sua vez, que f, é nao-decrescente. Como
fn — [ uniformemente, entao f também é nao-decrescente, e isto implica que u é mono-

tona. =

Teorema 7.18 (Problema de Plateau). Se I' C R? ¢ uma curva de Jordan C* por partes,

entdo existe u : D — R3 satisfazendo:

(i) ue Xr;

(i1) u é C™, harmonica (isto é, cada componente é harmonica) e conforme em D;
(i1i) Elu] = Er = Ar = Alul.

Demonstragao. Primeiro vamos verificar que Xt # @. Como I' é C! por partes, existe
uma aplicagao C'' por partes, monétona e sobrejetiva w : 9D — T'. Seja n € C*°(R) tal

1
que n(l) =1en(t) =0 parat < 3 Podemos definir w : cl (D) — R3 por

n(jz))w(x/|z])  sex#0

0 , se x = 0.

w(zr) =

Desta forma, w € Xy. Portanto, Er < E,, < oo.

w = (wy,wy, w3) é uniformemente continua em cl (D) e limitada, de modo que w; €
L3(D) (1 <i < 3). Suas derivadas cléssicas sdo continuas q.t.p. e limitadas, e portanto de
quadrado integravel. Através de um calculo simples mas longo (que omitimos), verificamos
que essas derivadas classicas sao (q.t.p.) também suas derivadas fracas. Concluimos que
w e WH(D,R3)NC%cl(D),R3), e logo w € Xr.

Seja agora {u,},.y € Xr sequéncia qualquer com Elu,] — Ep. Para cada n € N,
podemos, pelos Teoremas e de existéncia de solugoes do Problema de Dirichlet,
obter u, € WH2(D,R3)NC%(cl (D) ,R3)NC>°(D, R3) harmoénicas em D com Er < Elu,] <
Elty,] e uplop = Unlop. Entdo {u,}, .y € Xr, € ¢ claro que Efu,] — Er.

Pelo Lema [7.15, podemos supor também que
{un}neN Q .F = fK

para algum K, visto que {E[uy]}, oy ¢ limitada em R.

Pelo Lema podemos, tomando subsequéncias se necessério, assumir que {uy|ap },,cn
converge uniformemente em 0D para alguma aplicagao u : 0D — I'. Como as aplica-
¢oes da forma wu, — u,, (n,m € N) s@o harmonicas, entdo o (corolario do) Principio do

Maéximo, corolario [5.14] implica que {u,}, .y ¢ de Cauchy em C(cl(D),R?) (munido
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da topologia de convergéncia uniforme), e portanto converge uniformemente para uma
aplicagao u € C(cl (D) ,R3). Obviamente, @|sp = u.

Como a sequéncia {u,},.y ¢ limitada uniformemente, é limitada entrada a entrada
em L?*(D). Como a energia também ¢ limitada (por K/2), entao suas derivadas também
sao limitadas em L?(D). Portanto, {uy},y ¢ uma sequéncia limitada em Wh?(D,R?).

Pelo Teorema de Banach-Alaoglu, ou mais especificamente por [3.12] existe uma
subnet {u)},., convergindo fracamente para um elemento v € W*(D,RR?).

Como W'?(D) C L*(D), e esta inclusdo ¢ continua, segue que {ux},., converge
entrada a entrada fracamente para v em L*(D). Mas {u)},., também converge entrada
a entrada fracamente para @ (visto que a topologia uniforme em C°(D) é mais forte que
a induzida por (L*(D),w)). Como L*(D) é de Banach, seu dual separa pontos, ou seja,
(L*(D),w) é Hausdorff. Segue que u = u como fungoes em L?(D).

Portanto, u € WH?(D)NC%(cl(D)). A convergéncia uniforme, juntamente com o fato
de cada u,|gp ser sobrejetiva sobre I' com 0D compacto, implicam que u|sp é sobrejetiva
sobre I'. Pelo Lema [7.17] tomando p = p; e ¢ = ¢1, u ¢ monotona, logo u € Xr.

Vamos verificar que F[u| = Er. Como E ¢é fracamente semicontinua inferiormente,
entdo para todo € > 0 existe uma vizinhanga fraca U de u em W1?(D,R?) tal que para
todo v € U, E[v] > Efu] —e. Como uy — u fracamente, entao

EF = lim E[UJ)\} Z E[u] —€&.

A—00

Como ¢ ¢é arbitrario, Er > Elu], e como u € Xr, entdo Er = E[u].
Isto mostra também que u é a propria solucao do Problema de Dirichlet com dados 0
e u|ap e, de acordo com o Lema de Weyl, Teorema , u € C*°(D) e & harmonica em
D. Portanto,
Ar < Alu] < E[u] = Er = Ar.

Portanto, valem as igualdades em (iii), e isto também implica que u é conforme em D, e

u € a solucao procurada. O
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Conclusio

Neste trabalho, apresentamos o Problema de Plateau e provamos a existéncia de solucoes
quando nos restringimos a topologia do disco. Este problema foi escolhido pois possui
uma formulagao simples e os passos de seu estudo seguem um caminho natural.

Um aspecto que procuramos manter durante o texto, quando possivel, é que as técnicas
e resultados descritos possam ser utilizados em outros contextos, evitando o uso excessivo
de “truques”. Por exemplo, o Método Direto do Célculo das Variagoes e o Principio
do Méaximo possuem interesse proprio.

Algumas questoes podem ser levantadas naturalmente:

1. A imagem da solucdo para o Problema de Plateau é uma subvariedade de RV?

2. Como podemos generalizar o Problema de Plateau para variedades mais gerais do
que R3?

3. Se considerarmos dominios diferentes do disco, ainda é garantida a existéncia de
solugoes para o problema de minimiza¢do do volume (com a imagem do bordo

previamente fixada)?

A primeira questao é discutida, por exemplo, na referéncia [9] (pp. 147 e 148). Pode-se
provar que a solugao encontrada para o Problema de Plateau é uma imersao e que nao
possui singularidades interiores.

A segunda questao também é respondida de forma positiva na referéncia [9]. Entre-
tanto, a regularidade da solugao nao é garantida neste caso.

A terceira questao levantada é mais delicada, e ¢ um motivador, inclusive, da criacao
da chamada Teoria Geométrica da Medida. Neste contexto, ainda vale a existéncia de mi-
nimizantes do volume e certos graus de regularidade, quando sao dadas condigoes iniciais

adequadas. A referéncia [12] trata desta questdo.
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A Espacos LP

Neste apéndice, introduziremos os espagos LP e trataremos de algumas de suas proprie-
dades principais, do mesmo modo que ¢ feito na referéncia [4]. Admitiremos que o leitor
possui familiaridade com a medida e a integral de Lebesgue em R” e alguns dos resultados
fundamentais, encontrados, por exemplo, na referéncia [7].

Utilizaremos a convengao de que 0-00 = 0 (—o00) = 0 e que a/oo = a/(—o0) =0
para todo a € R. A medida de Lebesgue de um subconjunto mensurével seréd denotada
por |A|. Para este apéndice, E indicard um conjunto (Lebesgue-)mensuravel qualquer
de RY (N € N fixado), e K denotard um dos corpos R ou C. Dada uma propriedade
P(z) acerca pontos x € E, dizemos que P(z) vale em quase todo ponto (q.t.p.) em E
se {x € E: =P(x)} tiver medida de Lebesgue nula. Todas as integrais consideradas sao

relativas & medida de Lebesgue.

A.1 Definicdo e Propriedades Basicas

Definicao A.1. Dada uma fun¢ao mensuravel u : E — R, o supremo essencial de u é
dado por
esssupu = inf {C > 0:u(z) < C qt.p.}.

Em particular, © < esssupu q.t.p..

Definigao A.2. Dados p € [1,00) e uma fungao mensuravel u : E — K, a norma L? ¢ a

norma L de u sao dadas respectivamente por

1/p
fullyo = | [lal) el = esssuplul
E

No que segue, omitiremos o indice “E” se nao houver risco de confusao. Note que se
p€[l,o0] e u: B — K & mensurdvel, entao |lul|, =0 se, e somente se, u =0 q.t.p..
Para verificarmos que ||.||, define uma norma num espago apropriado de fungdes men-

suraveis, necessitaremos do seguinte lema.

Lema A.3 (Desigualdade de Young). Se 0 < a,b<oo, 1 <p,g<ooel/p+1/q=1,
entao
a? b
ab < — + —.
p q

Demonstracao. Se a = 0 ou b = 0, a desigualdade é trivial. Caso a,b > 0, como a funcao
exponencial ¢ (estritamente) convexa (ver Definigao e Exemplo[3.24) e 1/p+1/q = 1,



102 Apéndice A. Espacos LP

temos que
p bq

1 1 1 1
ab = exp (—logap—l— —logbq) < —exploga? + —explogb? = “ +—. O
P q p q p q

Definigao A.4. Dado p € [1, 00|, 0 inico nimero ¢ € [1, 00| que satisfaz 1/p+1/q¢=1¢
chamado de conjugado de Holder de p.

Caso 1 < p < oo, entdo ¢ =p/(p—1), ese p=o0, ¢ = 1.

Teorema A.5 (Desigualdade de Holder). Sewy, ..., u, : E — K sdo fun¢des mensurdveis,

D1y, Pn € [1,00] e > 1/p; =1, entao
[Jur - unlly < Jlually, - llunll,, -

Demonstracao. Basta mostrar o caso n = 2. O caso geral segue por indugao.
Sejam entdo u,v : £ — K fung¢des mensuréveis e p, q € [1, 00| tais que 1/p+1/g = 1.
Caso p = oo (ou ¢ = 00), a desigualdade segue da desigualdade q.t.p. [uv| < [Ju]|, [v]
(luv] < fullvll,)-
Suponha entdao 1 < p,q < co. Se [|ul, [[v][, = 0 ou se ||ul[, [|v]|, = oo, o resultado ¢

trivial, e podemos supor que 0 < [[ul],,, [|[v|, < co. Pela desigualdade de Young,

1 Pl “
[u(@)| [v(@)| _IU(SE)J _Iv(x)q|  VaeeE
[ull, lolly = p flull, vl

Integrando sobre E, obtemos a desigualdade desejada. [

Teorema A.6 (Desigualdade de Minkowski). Se u,v : E — K sao fun¢ées mensurdveis
ep € [l,00], entao
[u+wll, < {lull, + o],

Demonstracao. O caso p = 1 é consequéncia direta da desigualdade triangular em K,
enquanto o caso p = oo segue da desigualdade valer pontualmente em FE.

Caso 1 < p < o0, note que dada w : E — K mensuréavel, [|w?~!|| = HwHZﬁl, onde ¢ é
o conjugado de Hélder de p.

Caso [[u +vl|, = 0, a desigualdade ¢ trivial. Caso |lu + v||, # 0,

Ju+ ol = /|u+v|p = /|u~|—v||u+v|p_1

E E
< /yuuu Foply /]vHu ot
E E

-1
< (lall, + ol ) [+ 0y,
-1
= (Ml + o], ) e+l

onde utilizamos a desigualdade de Holder na segunda desigualdade. Cancelando, a desi-

gualdade de Minkowski segue. [
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Definigao A.7. Dado p € [1, 0], definimos
ZLP(E) = {u 1 B — K : u mensurdvel e [Juf|, < oo} :
A desigualdade de Minkowski implica diretamente no seguinte resultado.

Corolario A.8. Se p € [1,00], ZLP(E) é um espago vetorial (com as operagoes ponto-a-
ponto), e u > |[ull,,.p € uma seminorma neste espago. Consideramos £L*(E) munido da

topologia induzida por esta seminorma, conforme|1.25.
Definigao A.9. Dado p € [1, 0], LP(E) é definido pelo quociente
LP(E) = £7(E)/N,

em que N = {u € LP(E): ull,p= O} = cl({0}). LP(F) ¢ munido da topologia quoci-

ente.

Pelo Teorema LP(E) é localmente convexo, com a topologia induzida pela semi-

norma
lu+ N,z = inf {Hu + vl v=0 q.t.p.} = [Jull,.z

que é uma norma, pois N ¢ fechado, logo LP(E) é Hausdorfl (veja [1.42)(e)).
Por abuso de notagao, denotaremos u € LP(E) no lugar de u + N € LP(E).

Teorema A.10. LP(E) é completo para p € [l,00]. Se p < oo e se a sequéncia

» L . . .
{tm}en € LP(E) converge para u, entdo existe uma subsequéncia {um, }, oy satisfazendo:

(1) w(x) = limg_o0 U, (T) g.t.p. em E;

(ii) Existe uma fung¢io v € LP(E) tal que para todo k € N, |uy,, ()] < |u(z)] + |v(z)]
qg-.t.p. em E.

Demonstracao. Suponha primeiro que 1 < p < 00, e seja {un}neN uma sequéncia de
Cauchy em LP(E). Tomando uma subsequéncia se necessario, suponha que para todo

m e N

||Um - um+1||p;E S 2_m

(esta subsequéncia satisfara as propriedades desejadas).
Para cada m € N, seja v, = Y oo |uiy1 — w| € LP(E), e considere também v =

1 luiy1 — w;|. Pelo Teorema da convergéncia monotona,
Zz_l g
||v||p;E < lim ||Ume;E <1

Logo v € LP(E) e v(x) < 0o q.t.p. em E, ou seja a série telescopica D o~ uirq(x) — ui(x)

converge absolutamente q.t.p. em E. (note que a n-ésima som parcial dessa séria é u,,).
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Defina entao u : E — R por u(x) = lim,_, u,(z) quando este limite existir e u(x) = 0
do contréario. Desta forma, para todo m € N,

oo

[u(@) = um(2)] < Y a1 (@) = up(@)| < ()
k=m
q.t.p. em E, e portanto |u,,(z)| < |u(x)| + v(z).
Dado € > 0, tome ng € N tal que se n,m > ng entao ||u, — ||,z < €. Pelo Lema de

Fatou, u é mensuravel e para todo n > ny,

/]u—un|p—/ hm [t — up [P

< hm1nf/|um — uy|P < €.

m— 00

Logo u € LP(E) e u = lim,, .o u, em LP(E). Portanto LP(FE) é completo para p €
[1,00).

Agora, se {uy, }, oy € uma sequéncia de Cauchy em L>°(FE), entao existe um subconjunto
F C E com |F| =0 tal que para todos n,m € N e para todo z € E'\ I

[t () = ()] < flun = |

Entao {un| E\F}nEN ¢ uma sequéncia de Cauchy no conjunto das fungoes limitadas
B(E\ F), munido da métrica uniforme. Como B(E\ F’) é completo, {u”|E\F}nEN converge
uniformemente em £\ F' para uma fun¢do mensuravel e limitada u. Definindo u = 0 em
F| temos que u € L*(F) e lim,,_,00 U, = u em L*(F). Portanto, L>*(E) é completo. [

A.2 Densidade

Definicao A.11. Dado um subconjunto A de RV a funcdo caracteristica de A é a funcao
x4 : RY — R definida por xala = 1 e xalgmvya = 0. Uma funcéo s : A — K ¢é dita ser

simples se seu conjunto imagem for finito.

Lema A.12. A classe S das fungoes simples e mensurdveis s : E— K que nao se anulam

somente num conjunto de medida finita € densa em LP(E) para 1 < p < oc.

Demonstracio. E facil ver que S C LP(E). Seja u € LP(E). Consideremos primeiro o

caso u > 0. Para cada n € N considere os conjuntos

‘ 1
Ef::{xEE:;—ngu(x)<Z; }, 1 <i<n2"
Definindo .
n2 i
Sn = oo XEi

ST
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fica claro que s,, € S e que s, — u pontualmente. Além disso, |s, —u| < u. Pelo Teorema

da Convergéncia Dominada,

lim / |sp — ulP = 0.
nmoo JE
Portanto, s, — uw em LP(FE).
O caso geral segue da igualdade u = (Re(u))* — (Re(w))™ + 4((Im(u))*t — (Im(u)) ™),
onde f* =max{f,0} e f~ = —min{f,0} para f : E — R, e do caso acima. ]

Teorema A.13. C°(E) N LP(E) € denso em LP(E) se 1 < p < 0.

Demonstracao. Pelo lema acima, é suficiente mostrar que toda funcao caracteristica de
subconjuntos de £ de medida finita pode ser aproximada por fungoes continuas em LP(FE).
Seja entao F' C E um subconjunto mensuravel com |F| < oco. Dado € > 0, tome um
compacto K C F tal que |F'\ K| < &/2 e um aberto limitado U contendo K.
Utilizando o Lema de Urysohn, tome f € C°(RY) tal que f|x = 1, flevy =0 e
0< f<1emR" . Entdao f € LP(RY). Para cada n € N considere a fungao g, € C°(R")

dada por
1

- 1+ nd(z, K)
Assim, g,|xk =1 € go(x) — 0 para z € R\ K. Entao {fg,|r}

In()

weny © CUE)NLP(E)
é uma sequéncia que converge pontualmente para yx. Como |fg,|E — x| < fIE + Xk,
pelo Teorema da Convergéncia Dominada, fg,|E — xx em LP(E).

Entdo podemos encontrar ng € N tal que || fgno|E — Xk ||,z < €/2, logo

IxF = fanolellp; E < lIxr — XKl + X5 = fnolEll,p <
Portanto, CY(E) N LP(E) é denso em LP(FE). O
Corolario A.14. Se 2 CR" € aberto entao C.(S2) € denso em LP().

Demonstragao. Sejam f € C°(Q) N LP(Q) e € > 0. Pela regularidade da medida de
Lebesgue, tome subconjuntos abertos Q e Qs tais que € € (0 € Qe 1 llona, < e

Pelo Lema de Urysohn, seja ¢ € C°(Q) tal que () C [0,1], Ylg, =1e Yo\a, = 0,
de modo que ¥ € C.(Q). Basta entao definir g = 10 f € C.(£2), e obtemos

1f = 9l = 1o, T I1f = fYlan8, < I lloa <e
Segue que C,(€) ¢ denso em C°(Q) N LP(R2), e portanto ¢ denso em LP(£2). O

Observagao A.15. O teorema acima nao vale para p = co: Se E € aberto (ou o fecho de
um aberto), entdo a inclusao canonicai: C°(EYNL*®(E) — L*®°(E) ¢ uma imersdo isomé-
., aimagem i (C°(E) N L®(E))
¢ fechada. Esta claramente nao coincide com L*(E), e portanto C°(E) N L*(E) nao €
denso em L*®(E). Em particular, como C.(E) C C°(E)N L>®(E), C.(E) nao é denso em
L>®(E).

trica. Como C°(E)NL>®(E) é completo com a norma ||.||
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A3 O Dual de LP

Seja 1 < p < o0 e seja g seu conjugado de Holder. Dada v € LI(FE), podemos definir um

funcional linear T, em LP(E) por
T,(u) = /Evu, Vu € LP(E).
Pela desigualdade de Holder, T, (u) esta bem definido e satisfaz
To(u) < |[vllgg llulle  Vu € LP(E),

e portanto T, € LP(E)* e ||T,] < [|v].
Se 1 < p < o0, entdo dada v € LY(E) podemos definir u : £ — K por

lv(@)[?/v(z) , sev(x)#0
u(z) = :
0 ,sev(z) =0
E facil verificar que u € LP(E) e que |T,(u)| = [vlle.z = llull}.p, portanto || T, || > ||u||Z7E1 =
alp-1)/p _
||U||q;E - ||v||q;E‘

O caso p = 1, ¢ = o0, é mais complicado. Tome v € L®(E). Se [[v]| .5 = 0, entdo
T, = 0. Se |||l .z > 0, entdo dado 0 < & < ||v]| .z, tome um subconjunto mensuravel
A C E tal que |[A| < oo e |v(x)] > v .z —¢ para todo z € A. Defina u(z) = |v(z)|/v(z)
para x € A e u(zr) =0 para x € E\ A. Entao u € L'(E) e T,(u) > [Jully.g ([v]l 0. — €)-
Portanto, ||| = [|v[|,p para todo v € LI(E), para todo 1 < p < oo, ou seja, a

aplicacao T': v € LY(E) — T, € LP(E)* é uma isometria (obviamente linear).

Teorema A.16. Se 1 < p < oo, entdo a aplicagio T : LY(E) — LP(E)* € um isomor-

fismo.

Uma demonstragao elementar deste teorema esté feita em detalhes em [4] (Teoremas
2.44 e 2.45), e sera omitida neste trabalho.

Corolario A.17. Se 1 < p < oo entao LP(E) € reflexivo.

Demonstragao. Dado 1 < p < oo, considere as aplicagoes 1), : LP(E) — LiU(E)* e T, :
Li(E) — LP(E)* como no Teorema[A.16] e também a aplicagao de valoragao ev : LP(E) —
LP(B)*.

Como Ty ¢ isomorfismo (e um homeomorfismo), entao sua adjunta 7} : [ € LP(E)*
loT, € LY(E)* também é um isomorfismo linear. Verifica-se facilmente que ev = (1)~ o

T}, e portanto ev é sobrejetiva, ou seja, LP(FE) é reflexivo. O
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A.4  Funcdes Localmente Integraveis

Nesta secao, ) denotara um subconjunto aberto de RV,

Definigao A.18. Dado p € [1, 0], £P.(Q) é 0 espago das fungdes mensuraveis u : Q — K

ocC

tais que para todo subconjunto compacto K C 2 tem-se u|x € LP(K).

Para cada compacto K C €, considere a seminorma u € 27

Q) = ullpr =

[l |l i~ A topologia em ZF (€2) ¢ a induzida pela familia {||-||p;K K CQ compacto}.

Considere agora uma exaustao {(Nln} de €2 por subconjuntos relativamente com-
neN
pactos (ver inicio do Capitulo [4 “Distribuicoes e Espagos de Sobolev”).
Entdo para cada K C Q compacto, existe n € N tal que K C Q,, logo -1l pere < ML, -

p
loc

Logo a subfamilia enumeravel {H.Hp@n ‘n € N} induz a topologia de L} (), que é,

portanto, metrizavel. Note também que u € cl(0) em ZP (£2) se, e somente se, u = 0

q.t.p..

Definicao A.19. O espacgo das funcoes localmente integraveis em €2 é

L (Q) == 2

loc

(©2)/N

onde N =cl({0}) = {u € ZL.() : w=0 q.t.p.}, e & munido da topologia quociente.

p
loc

De modo analogo ao de LP(f2), a topologia de LI (€2) é induzida pela familia das
seminormas

lw 4+ Nl = llull
e esta familia ¢ separante pois L (£2) é Hausdorff.

p

Proposicao A.20. Seu = limy, o0 Uy, em L},

(2), entao existe uma subsequéncia {um, };cy

que converge pontualmente q.t.p. para u.

Demonstragdo. Basta considerar a exaustao Q = (J, oy ), como acima, utilizar o fato
conhecido para cada Lp(ﬁn) (de acordo com o Teorema ) e aplicar um argumento
diagonal. O

Teorema A.21. L} () é completo.

Demonstragao. Seja {ur},cny € Lt (2) sequéncia de Cauchy. Entao para todo n € N,

loc

{uk|§n}k€N é sequéncia de Cauchy em Lp(ﬁn), logo converge, digamos, para v,, € Lp((Nln).
Veja que v,, = Um|§n q.t.p. em Qn, caso n < m em N.

Desta forma, existe um subconjunto mensuréavel E C () satisfazendo
(i) [2\ E| = 0;
(ii) Dados n,m € N, temos

Un () = v () Vo e Q, N, NE.
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Defina u: © — R por u(z) =0, se & &€ E ¢ u(z) = v,(z) se 2 € ENQ,. Entdo u esta

bem definida e é mensuravel: Dado A C R

U,en0n (A NE ,se0 g A

u_l(A) = )
Unen (A NEYU(Q\E) ,se0e€ A

Além disso, ulg = v, q.t.p. em Q,. Entdo u € L2 (Q) e u, — u em LP (). Portanto

loc
L? (€) & completo. O

Teorema A.22. C°(Q) ¢é denso em LY ().

Demonstragio. B claro que C°(Q) C L (). Sejam u € LT (), n € Nee > 0.
Vamos mostrar que existe f € C°(Q) tal que [ju — f|| .5 . Pelo Teorema , existe
f € C%Quy1) tal que [ju— fllya,., <€ Pelo Teorema de Extensao de Tietze, existe
g € C°(Q) tal que 9|c1(ﬁn) = f\d(ﬁn). Segue que [lu —gl|,5 <e.

Portanto, C°(Q2) ¢ denso em L} (Q). O

A5 Imersdes

Nesta secao serao demonstrados alguns resultados sobre imersoes de espacos LP que sao

utilizados durante o texto.

Teorema A.23. Sejam 1 < p < ¢ < oo e E C RN um subconjunto mensurdvel tal que

|E| < co. Entao para toda fungao mensurdvel u : E — K, vale
Hqu;E S ‘E|(q—p)/pq ”qu,E :
Em particular, LY(E) C LP(E) e a inclusao € continua.

Demonstracao. O caso p = q € trivial. Suponha entao p < q. Seja u : E — K uma funcao
mensuravel. Seja r = pq/(q — p). Entdao 1/r +1/q = 1/p. Pela desigualdade de Holder,

1 1 1 _
el = 1+ JulP I35 < L2 P = BN ]|

como queriamos. Isto também mostra que LY(FE) C LP(E) e, pelo Teorema que a

inclusao é continua. O
Corolario A.24. Sejam Q C RY aberto, e 1 < p < q < oo. Entao LL (Q) C L} (Q) e a

inclusao é continua.

Demonstra¢ao. Seja K C € um compacto. Entao |K| < oo. Note agora que, pelo
Teorema |A.23)]

el e < TE@PP ]| e

para todau € L{ _(Q). Isto mostra que L{ (Q) C LI () e também mostra a continuidade

loc loc loc

da inclusao, pelo Teorema [1.31] O
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Teorema A.25. Se 1 <p<qg<ooeQ CRN ¢aberto, entio valem as inclusoes

L9(Q) € L4, () € I4,(Q),

loc loc
e as aplicacoes de inclusao associadas sao continuas.

Demonstragao. A validade e continuidade da inclusao Li (©2) C Lt () foi mostrada no
Corolario [A.24]
Para todo compacto K C () e para toda u € L4(f), vale

[l i < Mlellger

o que mostra que L9(Q) C L{ (22) e que, pelo Teorema [1.31] a inclusdo é continua. [

loc
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